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3. Simulacie fyzikalnych pohybov
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Co sa nau¢ime a &o si precvi¢ime

e Analyzovat vybrané fyzikalne javy a zostavit pre nich analyticky model (tieZ staticky
model), resp. diferenc¢ny model (tiez dynamicky model) pohybujiceho sa bodu podla
fyzikalnych zakonov (Newtonovych pohybovych zdkonov, Coulombovho zdkona),

e naprogramovat simuldciu pohybujuceho sa bodu vyuZivajucu grafické rozhranie
s kniZznicou Tkinter sviacerymi ovladacimi prvkami (Label, Entry, Button, Canvas,
OptionMenu),

e pouzit simuldcie pohybujuceho sa bodu na overenie, resp. vyvratenie hypotéz,

e aplikovat simulacie pohybujiceho sa bodu pri programovani pocitacovych hier,

e pri tvorbe programov pouZit (precvicit) prikazy opakovania, vetvenia a priradenia,
tvorbu vlastnych funkcii, prikazy kartezianskej grafiky (tkinter), prikazy modulov math

a random.

Poznamka pre ucitela — Priebeh vyucby tejto kapitoly

V tejto kapitole (pokryvajucej cca 4 hodiny) sa budeme zaoberat programovanim simulacii
fyzikalnych pohybov. Motivaciou pre Ziakov méZze byt naprogramovanie vlastnej simuldcie
hodu lopty do basketbalového koSa z nahodnej pozicie pred koSom alebo naprogramovanie
vykreslenia krivky vznikajucej pri pohybe kruhu kotulajiceho sa po inom kruhu bez kizania.

Najskor naprogramujeme simulaciu rovnomerného priamociareho pohybu hmotného bodu.
Tu by sa mali Ziaci naucit naprogramovat vykreslenie trajektérie pohybujiuceho sa bodu
na platne a tiez animaciu pohybujluceho sa bodu na platne. Okrem precvicenia vykreslovania
grafiky s prvkami grafického rozhrania pomocou kniznice Tkinter (uvedenu v kapitole 1),
ukazeme na velmi intuitivnej drovni kompaktnejSie rieSenie vyuzivajuce OOP navrh
umoznujuci lepsSie oddelit a rozlisit programovy kéd pre grafické rozhranie a pre ostatné
funkcie. Problematikou OOP sa budeme podrobne zaoberat v kapitole 5.

V dalSich dlohédch sa budeme venovat rovhomerne zrychlenému pohybu a jeho 3pecidlnym
pripadom: jednorozmernym pohybom (napr. zvisly vrh a volny pad) a dvojrozmernym
pohybom (napr. vodorovny a Sikmy vrh). Vo vsSetkych uvedenych ulohach pouZijeme
analytické vyjadrenie suradnic pohybujiceho sa hmotného bodu.

Potom prejdeme na simuldciu Sikmého vrhu hmotného bodu pohybujice ho sa v hmotnom
prostredi, ktorého trajektoriou je balisticka krivka. Tu vzhlfadom na p6sobenie viacerych sil
a jednoduchost vyjadrenia suradnic pohybujiceho sa bodu pouZijeme diferencné vyjadrenie
suradnic. To vyuZiva zmenu suradnic bodu za maly ¢asovy interval At, zmenu jeho rychlosti
a aktualnu hodnotu jeho zrychlenia spdsobeného viacerymi silami posobiacimi na bod. Dalej
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overime, resp. vyvratime platnost hypotézy o Thomsonovom pudingovom modele atému, a to
naprogramovanim Rutherfordovho experimentu — simulovanim trajektorii oa-Castic
ostrelujucich féliu zlata. Okrem vyvratenia tejto hypotézy a prijatia zistenia, Ze kladny naboj
je sustredeny len v malom objeme atému — jadre atdmu, mbéZeme objavit, Ze luce tvoria
parabolicku obalku v okoli jadra (¢o vyzera ako parabolické zrkadlo s jadrom v jeho ohnisku).

Napokon sa budeme venovat tzv. Lissajousovym krivkdm — trajektdriam bodu, ktorého pohyb
je zloZzeny z pohybu dvoch na seba kolmych harmonickych pohybov. UkdZieme si tiez
vykreslenie dalsich zaujimavych a esteticky pritazlivych kriviek (napr. epicykloid, hypocykloid,
hypotrochoid, cykloid, a cyklogdn), ktoré su trajektériami pevného bodu jedného utvaru
(kruznice, kruhu, mnohouholnika), ktory sa bez kizania kotul'a po druhom tGtvare (kruZnici,
priamke).

3.1 Rovnomerny priamociary pohyb

Vykladovy text:

Podla 1. Newtonovho pohybového zdkona plati, Ze teleso zotrvdva v pokoji alebo
v rovhomernom priamociarom pohybe, kym nie je nutené vonkajSimi silami tento svoj stav
zmenit. Pre zjednodus$enie simuldcii pohybov telesa budeme dalej zanedbavat rozmery telesa
a budeme uvaZovat o tzv. hmotnom bode (dalej len bode). Trajektériou rovnomerného
priamociareho pohybu bodu je cast priamky. Pre drahu s rovnhomerného priamociareho
pohybu bodu plativztah: s = vt, kde v je rychlost rovhomerného priamociareho pohybu bodu
at je doba trvania rovnomerného priamociareho pohybu.

Ak sa bod pohybuje rovnomernym priamociarym pohybom rychlostou v = (v,, ’Uy> a v Case

t = 0su jeho suradnice polohy rovné (0, 0), tak pre jeho suradnice polohy x,y v fubovolnom
Case t plati vztah:

(z,y) = (v,,v,)t

alebo pre kazdu suradnicu polohy:

Uloha 1
a) Analyzujte a so spoluziakom prediskutujte, ¢o robi uvedeny program rovnomerny1l.py.

# rovnomernyl.py
import tkinter

okno = tkinter.Tk()
platno = tkinter.Canvas(okno, width=300, height=300)
platno.grid()
vV_X, v_y = 10, 15
for t in range(9, 21):
X =v.Xx *t
y=vy*t
platno.create oval(x - 3, y - 3, x + 3, y + 3, fill="yellow")

okno.mainloop()
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b) Upravte program tak, aby zobrazoval trajektériu pohybu bodu v siradnicovom systéme
s osou y nasmerovanou nahor, pricom velkost zobrazovaného bodu je vacsia ako predtym
(napr. 10) a zobrazenad inou farbou (napr. azurovou, angl. cyan). Vysledny program ulozte
do suboru rovnomerny1_R.py.

RieSenie ulohy 1 s komentarom:

Standardne stradnicovy systém platna je nastaveny s y-ovou osou smerom nadol. Ak chceme
kreslit v siradnicovom systéme sy-ovou osou smerom nahor, tak este pred samotnym
vykreslenim bodu (metédou create_oval) upravime jeho y-suradnice:y = 300 - y.

Pohybujuci sa bod zobrazime ako kruh, ktorého velkost mdze predstavovat hmotnost bodu,
preto polomer kruhu nastavime v premennej m. Farbu vnutra kruhu nastavime pomocou
parametra fill. Ak chceme zmenit aj obrys kruhu, pouZijeme parameter outline.

# rovnomernyl R.py
import tkinter

okno = tkinter.Tk()

platno = tkinter.Canvas(okno, width=300, height=300)

platno.grid()

V_X, v.y = 10, 15 # rychlost rovnomerne priamociareho pohybu bodu
m =5 # polomer kruhu reprezentujiuceho bod (hmotnost bodu)

# vykreslenie trajektorie rovnomerného priamociareho pohybu bodu
for t in range(@, 21):
X =vVv.Xx *t
y=vy*t
y 300 - y
platno.create_oval(x - m, y - my, x + m, y + m, fill="cyan', outline="blue")

okno.mainloop()

Uloha 2

Analyzujte a so spoluziakom prediskutujte, ¢o robi uvedeny program rovnomerny2.py.

# rovnomerny2.py
import tkinter

okno = tkinter.Tk()
platno = tkinter.Canvas(okno, width=300, height=300)
platno.grid()
X, y =0, 0
V.X, V.y =2, 3
bod = platno.create oval(x - 2, y - 2, x + 2, y + 2, fill="red")
for t in range(9, 100):
X =v.Xx *t
y=vy*t
y = 300 -y
platno.coords(bod, x - 2, y - 2, X + 2, y + 2)
platno.update()
platno.after(50)

okno.mainloop()

3/20




&Dﬂtﬂlaqdémiﬂ
RieSenie problémov a programovanie — 3. Simulacie fyzikalnych pohybov

verzia 20190806

a) V com sa liSi uvedeny program od programu rovnomerny1.py z Ulohy 1?
b) Aky vyznam maju metddy platno.coords(), platno.update() a platno.after()?
c) Aky vyznam ma pred cyklom uvedené priradenie bod = platno.create_oval()?

Vykladovy text:

Ak chceme na platne zanechat trajektériu pohybujliceho sa bodu, staci opakovane pouZit
metddu platno.create_oval(), ktora na platne vytvori subor kruhov reprezentujucich
trajektériu pohybujiceho sa bodu.

Ak chceme animovat pohyb bodu pomocou jedného kruhu, vytvorime objekt bod pomocou
priradenia bod = platno.create_oval(), ktorého suradnice polohy na platne menime metédou
platno.coords(). Aby sme nevideli len poslednu poziciu pohybujiceho sa bodu potrebujeme
obcerstvit obrazovku pri kazdej zmene suradnic bodu, ¢o dosiahneme pomocou metddy
platno.update(). Na ¢asové zdrzanie (v milisekundach) pouzijeme metddu platno.after().

Uloha 3

Vytvorte program rovnomerny3_R.py vykreslfujluci trajektdriu rovhomerného priamociareho
pohybu bodu, ktorého grafické rozhranie umozinuje zadanie suradnic vektora rychlosti
(Vs vy), zmazanie pldtna aukoncenie behu programu. (Ndpoved: Na zadanie hodn6t
rychlosti, vykreslenie trajektdrie, zmazanie platna a ukoncenie programu pouzite prvky Entry,
Label, Button, Canvas a riadiace premenné Tkinteru typu DoubleVar a metddu get() na dalsie
pouzitie v programe hodnoty zadanej v prvku Entry.)

RieSenie Ulohy 3 s komentarom:

V predchadzajucej ulohe grafické rozhranie tvorilo platno (Canvas) uloZzené v hlavhom okne.
V tej Ulohe doplnime dva napisy (Label) na popisy vstupnych textovych poli (Entry) pre zadanie
suradnic vektora rychlosti. Tieto 4 prvky budu umiestnené v riadku 0. Tri tla¢idla (Button) pre
spustenie vykreslenia, zmazanie platna a ukonéenie programu umiestnime do stipcov 0, 1 a 3
riadku 1. Platno (Canvas) umiestnime do riadku 2 do stipca 0, ktory natiahneme na 4 stipce.

okno - Tk()

stlpec 0 stlpec 1 stlpec 2 stlpec 3

okno.title # Rovnomerny priamotiary pohyb - [m] X
riadok 0 | Label Entry Label Entry vx= |10 vy= |15
riadok 1 | Button Button Button [0 T [tz
riadok 2 Canvas

Obr. 1 Grafické rozhranie vykreslujuce trajektoriu rovnomerného priamociareho pohybu bodu
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V zdrojovom kode programu suradnice vektora rychlosti nacitavame do riadiacich
premennych Tkinteru rychlost_x a rychlost_y typu DoubleVar, ktorym nastavime pociatocné
hodnoty pomocou metddy set(). Tieto premenné prepojime s hodnotami uvedenymi
vo vstupnych textovych poliach Entry pomocou parametra textvariable. Hodnoty tychto
premennych spristupnime v dalSom kéde pomocou metddy get().

Tlac¢idlam (Button) priradime prikazy, ktoré maju spustit, pomocou parametra command.
Pre uzavretie okna a tym aj behu programu pouzijeme metddu okno.destroy(). Pre zmazanie
platna pouZijeme funkciou zmaz(), ktora spusti metddu platno.delete(’all’). Pre umiestnenie
platna (Canvas) do viacerych stipcov mriezky pouzijeme parameter columnspan.

# rovnomerny3 _R.py
import tkinter

def kresli():

v_x = rychlost_x.get()

v_y = rychlost_y.get()

for t in range(0, 21):
X =V X *t
y =vy*t
y 400 - y
platno.create oval(x - 2, y - 2, x + 2, y + 2, fill="yellow")

def zmaz():
platno.delete('all")

okno = tkinter.Tk()
okno.title('Rovnomerny priamociary pohyb')

# riadok ©: Label, Entry, Label, Entry
tkinter.Label(okno, text='vx =").grid(row=0, column=0)

rychlost_x = tkinter.DoubleVar()
rychlost_x.set(10)
tkinter.Entry(okno, textvariable=rychlost_x).grid(row=0, column=1)

tkinter.Label(okno, text='vy =").grid(row=0, column=2)

rychlost_y = tkinter.DoubleVar()
rychlost_y.set(15)
tkinter.Entry(okno, textvariable=rychlost_y).grid(row=0, column=3)

# riadokR 1: Button, Button, , Button

tkinter.Button(okno, text='Kresli', command=kresli).grid(row=1, column=0)
tkinter.Button(okno, text='Zmaz', command=zmaz).grid(row=1, column=1)
tkinter.Button(okno, text='Ukonc¢i', command=okno.destroy).grid(row=1, column=3)

# riadok 2: Canvas
platno = tkinter.Canvas(okno, width=400, height=400)
platno.grid(row=2, column=0, columnspan=4)

okno.mainloop()

Zdrojovy kdd rieSenia programu je uloZeny v sibore rovnomerny3_R.py.
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Vykladovy text:

Pri tvorbe programov s vacsim poctom prvkov grafického rozhrania sa stdva programovy kéd
menej prehladnym. Alternativou tvorby programu s grafickym rozhranim je poutZitie
objektového pristupu (OOP), ktory umoZnuje napisat kompaktnejsi programovy kad.
V alternativnom OOP rieSeni Ulohy 3, sme vytvorili triedu Simulacia odvodenu od triedy Tk,
v ktorej sme definovali tri funkcie tejto triedy tzv. metddy. V metdde __init__ nastavujeme
pociatocné vlastnosti a spustame dalSie metddy. V metdde vytvorGUI vytvarame grafické
rozhranie programu a v metdde kresli() vykreslujeme na platno trajektériu pohybujiceho sa
bodu. Metddy a premenné s prefixom self patria triede Simulacia a su pristupné v kazdej jej
metdde. Objekt triedy Simulacia vytvarame a spustame zapisom Simulacia().

# rovnomerny4.py
import tkinter

class Simulacia(tkinter.Tk):
def init_ (self):
"' 'Nastavenie pociatocnych vlastnosti a spustanie dalsich metod triedy'''’
super().__init_ ()
self.title('Rovnomerny priamociary pohyb')
self.vytvorGUI()
self.mainloop()

def vytvorGUI(self):
"""Vytvorenie grafického rozhrania programu (GUI)
tkinter.Label(self, text='v_x =').grid(row=0, column=0)

o

self.v_x = tkinter.DoubleVar()
self.v_x.set(10)
tkinter.Entry(self, textvariable=self.v_x).grid(row=0, column=1)

tkinter.Label(self, text='v_y =').grid(row=0, column=2)

self.v_y = tkinter.DoubleVar()
self.v_y.set(15)
tkinter.Entry(self, textvariable=self.v_y).grid(row=0, column=3)

tkinter.Button(self, text='Kresli', command=self.kresli).grid(row=1,
column=0)

tkinter.Button(self, text='Ukonéi', command=self.destroy).grid(row=1,
column=3)

self.platno = tkinter.Canvas(self, width=400, height=400,
background="#FFF")

self.platno.grid(row=2, column=0, columnspan=4)

def kresli(self):
""'"Vykreslenie trajekRtorie rovnomerného priamociareho pohybu bodu
v_x = self.v_x.get()

o

v_y = self.v_y.get()
for t in range(0,21):
X = Vv.Xx *t
y=vy?*t
y = 400 -y
self.platno.create oval(x - 2, vy - 2, X + 2, y + 2, fill="yellow')

Simulacia()
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Uloha 4

Upravte programovy kdd suboru rovnomerny4.py tak, aby program vykreslil vacsie platno
a k nemu odpovedajlci pocet bodov trajektérie. Do grafického rozhrania doplrite textové pole
na zadanie velkosti kruhu reprezentujuceho hmotny bod. Vysledny program ulozte do suboru
rovnomerny4_R.py. (Napoved: Vysku platna reprezentuje vyraz int(self.platno['height']), resp.
vyraz float(self.platno['height']).)

Poznamka pre ucitela

V tejto kapitole sme len na intuitivnej Urovni ukazali OOP riesenie ulohy, ktoré by mohlo byt
pre ziakov Sablonou vyuzitelnou pri rieSeni dalSich uloh s grafickym rozhranim. Problematike
OOP sa budeme podrobne venovat v kapitole 5.

3.2. Rovnomerne zrychleny pohyb

Vykladovy text:

Pozrime sa teraz na najjednoduchsi pripad nerovnomerného pohybu, a to rovnomerne
zrychleného priamociareho pohybu. Pre drahu s rovnomerne zrychleného pohybu bodu
v [lubovolnom ¢ase ¢, ktory sa pohybuje s konStantnym zrychlenim a avéase ¢ =0 mal
pociatocnu rychlost v, a prejdenud pociato¢nu drahu s, plati vztah:

1 2

Vo vseobecnosti, ak uvazujeme rovnomerne zrychleny pohyb bodu v rovine s vektorom
staleho zrychlenia a = (a,, a, ), vektorom pociatoénej rychlosti v, = (v,,, v, ) @ poiatotnou
polohou (z, y,) v €ase t = 0, mdZeme podla principu nezdvislosti pohybov uvazovat o tomto
pohybe ako o zloZeni dvoch pohybov, napr. v smere suradnicovych osi z a y. Potom pre
suradnice polohy bodu x a y v [ubovolnom case ¢ platia vztahy:

1 2
=, + U().’Iit + §a:1:t

1
Y ="Yo T Vp,t + §ayt2

kde x, a y, su pociatocne suradnice polohy bodu, v, a v, su suradnice vektora pociatocnej

rychlosti, a, a a, su suradnice vektora konstantného zrychlenia.

Uloha 5

a) Vytvorte program zrychlenyl R.py vykreslujlci trajektériu bodu pohybujuceho sa
rovnhomerne zrychlene, ktory umoZniuje zadanie suradnic pociatoénej polohy bodu
(w4, %), vektora zrychlenia (a,,a, ), vektora poliato¢nej rychlosti (vy,, vy, ), celkového
casu pohybu t...;4,,¢, ZMazanie platna a ukoncenie behu programu.

b) Preskiumajte nastavenim ktorych hodnot dosiahnete vykreslenie trajektdrie rovnomerne
zrychleného pohybu (napr. rovnomerne zrychleného priamociareho pohybu,

vodorovného ¢i Sikmého vrhu).
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RieSenie Ulohy 5 s komentarom:

Grafické rozhranie vytvorime pomocou napisov a vstupnych textovych poli pre 7 vstupnych

premennych x, Yo, oy Voysr Qs Gy Eeerony tlacidiel na vykreslenie a zmazanie platna, tlacidla

na ukoncenie behu programu.

okno - Tk()

stipec 0 stlpec 1 stipec 2 stlpec 3 )

okno.title # Rovnomerne zrychleny pohyb - m] x|
riadok 0 | Label Entry Label Entry ¥0 = 0 o= o
riadok 1 | Label Entry Label Entry v0x= 10 viy= [15
riadok 2 | Label Entry Label Entry axs= 2 ay= |3
riadok 3 | Label Entry tcelkovy= (11
riadok 4 | Button Button Button Kresli Imai Ukonéi

o
o
o
1+
riadok 5 Canvas
o
o
o
°
[
o
-]

Obr. 2 Grafické rozhranie programu vykreslujiceho trajektoriu rovnomerne zrychleného pohybu bodu
V zdrojovom kéde programu doplnime do metédy vytvorGUI() riadiace premenné Tkinteru
prepojené so 7 vstupnymi polami a zmenime kod metddy kresli():

def kresli(self):
""'Vykreslenie trajektorie rovnomerne zrychleného pohybu bodu'''
x0 = self.x0.get()
yo = self.y0.get()
vl _x = self.vl x.get()
vl y = self.vl y.get()
a_x = self.a_x.get()
a_y = self.a_y.get()
t_celkovy = self.t _celkovy.get()
for t in range(©@, t_celkovy + 1):
X =X0 + Vvl x *t +1/2 * ax*t*t
y=y0 +vVvoy *t+1/2 *ay*t*t
y = 400 - y
self.platno.create oval(x - 3, y - 3, x + 3, y + 3, fill="yellow")

Druhd cast zadania tejto ulohy, zamerana na preskimanie réznych nastaveni vstupnych
hodn6t, pomaha Ziakom upevnit si poznatky o rovhomerne zrychlenom pohybe a precvidit si
svoje matematické myslenie.

Trajektoriu rovnomerne zrychleného priamociareho pohybu bodu vykreslime, ak hodnoty
dvojice premennych v,, a a, alebo dvojice premennych v, aa, nastavime na O alebo

ak vektory a = (a,,a,)av, = (vy,,vy,) sd linedrne zavisle, t. j. existuje také Cislo k, pre ktoré

platl" ze (aa:7 ay) = k(UO.’II7 UOy)'

8/20




bpﬂtﬂlmdémiﬂ
RieSenie problémov a programovanie — 3. Simulacie fyzikalnych pohybov
verzia 20190806

Trajektoriu vodorovného vrhu bodu vykreslime, ak hodnoty premennych nastavime
nasledovne: y, > 0, vy, >0, vy, =0,a, =0, a, <O0.

Trajektoériu Sikmého vrhu bodu vykreslime, ak hodnoty premennych nastavime nasledovne:
Yo > 0' Vo > O' U();z/ > 0' Q, = 0' ay < 0.

Daldiu zaujimavu parabolickt trajektériu rovnomerne zrychleného pohybu dostaneme,
ak zadané vektory a = (a,, a,) a vy = (v,, v, ) nie su lineérne zavisle.

| # Rovnomeme zrjchleny pohyb | * # Rovnomermne zrychleny pohyb O pd # Rovnomerne znjchleny pohyb - o ®
0= 0 Y= [3%0 0= 0 yo= 200 0=

y= [0 v0x= 15
] ax= 0

0x=

-2 ax= -1.2

tcelkovy= |26 teelkovy= |34

Zmai Ukonéi iKresii! Zmat Ukonéi Kresli Zma3 Ukonéi

[

[}

Obr. 3 Trajektorie rovnomerne zrychleného pohybu bodu s roznymi nastaveniami hodnét premennych

3.3. Pohyb bodu, na ktory p6sobia viaceré sily

Vykladovy text:

V predchdadzajucich simuldciach rovnomerného priamociareho a rovnomerne zrychleného
pohybu bodu sme pouzili tzv. analyticky model, resp. analytické vyjadrenie stradnic
pohybujuceho sa bodu.

Pri simuldciach pohybu bodu, na ktory pdsobia viaceré sily, méze byt analytické vyjadrenie
suradnic velmi ndrocné. Preto sa v praxi pouZiva aj tzv. diferencny model, resp. diferencné
vyjadrenie suradnic pohybujiuceho sa bodu. Pri diferenécnom modelovani pohybu bodu
budeme uvaZovat, Ze v kazdom patricne malom ¢asovom intervale At sa bod sa pohybuje
rovnomernym priamociarym pohybom a dalSie zmeny pohybového stavu mézu nastat az
v nasledovnom ¢asovom intervale At. Toto zjednodusenie umozriuje velmi lahko simulovat
pohyb bodu, na ktory pdsobia viaceré sily, no na druhej strane ide len o priblizné vypocty. Cim
mensi je Casovy interval At, tym presnejsie je modelovanie a blizsie k skutocnym vypoctom.
Pri diferenénom modelovani budeme postupne v ramci kazdého ¢asového intervalu At menit
suradnice vektora rychlosti v zavislosti od aktudlnych suradnic vektora zrychlenia (udeleného
vyslednicou sil) a nasledne menit suradnice polohy pohybujiceho sa bodu v zavislosti
od aktualnych sdradnic vektora rychlosti, ¢o vyjadrime pomocou nasledovnych vztahov:

(Vgyvy) & (vy,0,) + (ay,a,)At

(#,y) < (z,y) + (v,,v,)Al
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Uvedené vztahy pouzijeme pri niekolkych nasledujucich Ulohach na vykreslenie trajektérie
pohybujiceho bodu, na ktory pésobia viaceré sily.

3.3.1. Balisticka krivka

Vykladovy text:

Trajektériou Sikmého vrhu bodu v hmotnom prostredi je balisticka krivka. Na bod pohybujuci
sa rychlostou v posobia dve sily: gravitacna sila F; a odporova sila F,.

Obr. 4 Vyslednd sila F pésobiaca na pohybujuci sa bod ako vektorovy sucet odporovej Fo a gravitacnej sily Fe

Pri vypocte vysledného zrychlenia, ktoré udeluje bodu pdsobiaca vysledna sila, budeme

vychadzat z 2. Newtonovho zékona, ktory je reprezentovany vztahom: a = £

m’

Gravitacnd sila F; udeluje pohybujicemu sa bodu zrychlenie a = (0,—g), kde v nasich

zemepisnych Sirkach je ¢=9,81 m.s 2. Odporovd sila F, = —kv udeluje bodu
pohybujdceho sa rychlostou v zrychlenie a;, = (—£v,, —£v, ).

m m

Vyslednica vSetkych sil pdsobiacich na pohybujicisa bod F' = F, + F, muudeluje vysledné

zrychlenie a = (— £, — %y —g).

m X m

Uloha 6

a) Vytvorte program balistikal R.py vykreslujuci trajektériu bodu vystreleného
pociato¢nou rychlostou v, pod uhlom a pohybujiceho sa v gravitathom poli Zeme
v hmotnom prostredi (napr. vzduchu) sosilou odporu prostredia F, = —kuv.
Predpokladdme, Ze pociatocné sutradnice polohy bodu (z,,%,) maju hodnotu (0,0) a
hmotnost bodum = 1 kg. Program ma umoznit zadanie hodnoty pociato¢nej rychlosti v,
uhla $ikmého vrhu a, koeficientu trenia k, ¢asového intervalu At, vypis dizky doletu =, ..
a ¢asu doletut,, ., zmazanie platna a ukoncenie behu programu.

b) Po vytvoreni programu experimentujte s réznymi hodnotami c¢asového intervalu At,
napr. At € {1;0,1;0,01;0,001;0,0001} a zistujte presnost vypoctu dizky doletu a ¢asu
doletu Sikmého vrhu bez odporu prostredia. Tieto hodnoty porovnajte s teoretickymi

hodnotami Linaz = %25;112(! t'm,aa: = 2%?11“ '

c) Pri akom uhle je dizka doletu vo vakuu maximalna? Ako je to s maximalnym doletom
v hmotnom prostredi, plati rovnaky uhol ako vo vakuu?

d) Experimentujte s hodnotami koeficientu trenia k, napr. k € {0,0;0,1;0,2;0,3;0,4;0,5}

a zistite ako sa meni di?ka doletu z v zavislosti od zmeny koeficientu trenia k.

max
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(Napoved: Pri vypocte hodndét suradnic vektora rychlosti (vm,vy) zo zadanej pociatocnej
rychlosti v, a zadaného uhla o« méZeme poutit vztah (v,,v,) = (v, cosa, v, sina). Pri ich
programovani mozZeme pouzit modul math ajeho funkcie math.cos(), math.sin(),
math.radians().

Pri programovani zaddvania Casového intervalu At zo zadanej mnoZiny hodnoét mézeme
pouzit ovladaci prvok vyberovy zoznam OptionMenu s uvedenym zdrojovym kédom:

tkinter.OptionMenu (self, self.dt, '0.0001', '0.001', '0.01', '0.1', '1.0")
Pri programovani vypisu hodnot odporuc¢ame poutzit f-retazce.)

RieSenie ulohy 6 s komentarom:

Grafické rozhranie vytvorime pomocou ndpisov a vstupnych textovych poli pre 3 premenné
vy, @, k, vyberového zoznamu pre premennu At, tlacidiel na vykreslenie a zmazanie platna a
na ukoncenie behu programu, napisu na vypisanie hodnét premennych a vykreslovacieho
platna.

f Sikmy vrh v hmotnom prostredi — O X

rychlost: v0 (m/s) uhol: alfa (stupne) koeficient trenia: k (kg/s) Easovy interval: dt (s)

89 40 0.5 0.0001 —i
Wykresli! Zmas Ukonéi

xmax = 133.391361 m t=7.661400 s xmax_teor_bez_odporu = 795.174537T m tmax_teor_bez_odporu = 11,663221 s

Obr. 5 Grafické rozhranie programu vykreslujuceho trajektoriu Sikmého vrhu v hmotnom prostredi
V zdrojovom kdde programu balistikal R.py doplnime do metddy vytvorGUI() riadiace
premenné Tkinteru prepojené s 3 vstupnymi polami a 1 vyberovym zoznamom a zmenime kéd
metddy kresli():

def kresli(self):
""'"Vykreslenie trajektorie bodu pohybujuceho sa po balistickej krivke'''
self.platno.create_line(@, 300, 800, 300, fill='green')

g = -9.81 # gravitacné zrychlenie
m=1 # hmotnost bodu
k = self.k.get() # koeficient trenia

dt = self.dt.get() # casovy interval

vl = self.v@.get() # pociatocnd rychlost

alfa = self.alfa.get() # pociatocny uhol

v_x = v@ * math.cos(math.radians(alfa)) # zlozka x pociatocnej rychlosti
v_y = v@ * math.sin(math.radians(alfa)) # zlozka y pociatocnej rychlosti
X, ¥y = 0.0, 0.0 # pociatocné suradnice polohy

t =0 # pociatocny cas
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while x < 800 and y >= O:

ax=-k/m?*vx+ 0 # aktudlne suradnice zrychlenia
ay=-k/m*vy+g

V.X =V X + ax *dt # aktudlne suradnice rychlosti
Vy =Vvy+ay*dt

X = X + v_Xx * dt # aktudlne suradnice polohy

X
y =y + vy *dt

self.platno.create_oval(x - 1, 300 -y - 1, x + 1, 300 - y + 1)
t =t + dt

xmax_teor = v@ * v@ * math.sin(math.radians(2 * alfa)) / abs(g)
tmax_teor = 2 * v@ * math.sin(math.radians(alfa)) / abs(g)
retazecl = f'xmax = {x:.6f} m’

retazec2 = £'{8 * " "}t = {t:.6f} s’
retazec3 = f'{8 * " "}xmax_teor_bez_odporu = {xmax_teor:.6f} m'
retazec4 = £'{8 * " "}tmax_teor_bez_odporu = {tmax_teor:.6f} s'

self.vypis.set(retazecl + retazec2 + retazec3 + retazec4)

Pri experimentovani sréznymi hodnotami casového intervalu At, ktoré sme zapisali
do tabulky, vidime, Ze pri éasovom intervale At = 0,01 s dosahuje presnost vypoctu relativnu
chybu len stotinu percenta, ¢o mozno povaZovat za postacujicu presnost vypoctu.

dt X t x_teoreticka t_teoreticka x_rel_chyba t_rel_chyba
1,0000 321,738666 7,0000 361,397341  7,862845 10,973704% 10,973700%
0,1000 358,508799 7,8000 361,397341  7,862845 0,799270% 0,799265%
0,0100 361,266559 7,8600 361,397341 7,862845 0,036188% 0,036183%
0,0010 361,358485 7,8620 361,397341  7,862845 0,010752% 0,010747%
0,0001 361,395255 7,8628 361,397341  7,862845 0,000577%  0,000572%

Pri experimentovani s roznymi koeficientmi trenia, vidime Ze pri £ = 0,1 sa skracuje dolet len
na cca 54 % vzdialenosti oproti pripadu, ked zanedbame odporovu silu prostredia (pre £ = 0).

3.3.2. Rutherfordov experiment

Historicka poznamka:

V roku 1909 skumali na navrh Ernesta Rutherforda jeho asistenti Hans Geiger a Ernest
Marsden prechod &astic (katidnov 5He?") zlatou féliou. Pozorovali, Ze va&Sina Castic
prechadza féliou. Neskor zistili, Ze mensi pocet Castic sa velmi odchyluje od pévodného smeru
pohybu castic alebo sa dokonca odraza pred féliu, ¢o bolo vrozpore s Thomsonovym
modelom atému, podla ktorého mala byt kladny naboj atdmu rovnomerne rozmiestneny
v celom objeme atdému. Po tomto experimente bol prijaty novy tzv. Rutherfordov model
atému, podla ktorého, je kladny ndboj atdmu sustredeny v jeho malej ¢asti, v tzv. jadre atému.

Vykladovy text:

Podme vytvorit program, ktory bude simulovat Rutherfordov experiment, t.j. pohyb kladnych
«-Castic v blizkosti kladné nabitého jadra atdmu zlata. Na tuto simulaciu pouzijeme diferencny
model. V nasom pripade uvazujeme o elektrostatickej sile posobiacej medzi dvomi bodovymi
nabojmi — kladnou a-Casticou a kladnym jadrom zlata. Sila, ktorou pésobi a-Castica na jadro
zlata je rovnako velkd ako sila, ktorou posobi jadro zlata na a-Casticu. Vzhladom na ovela
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vacsiu hmotnost jadra ako a-cCastice, budeme pre zjednodusenie predpokladat, Ze jadro sa
prakticky nebude pohybovat a dalej sa budeme zaoberat len simulaciou pohybu a-Castice.

F
a-Castica U
Jadro
F

Obr. 6 Na pohybujucu sa a-Casticu pésobi jadro elektrostatickou silou F v smere polohového vektora od jadra
atomu k a-Castici

Pre elektrostaticku silu medzi dvomi bodovymi nabojmi ¢,a ¢, vo vakuu so vzdialenostou r

medzi sebou plati Coulombov zdkon I = 4735 q;%r. Vyuzitim 2. Newtonovho zdkona
-0
dostaneme vztah ma = -—%42r, z ktorého vyjadrime zrychlenie a = kr kde k = 492 j
TEG T T 4megm

vyraz tvoreny veli¢inami, ktoré sa nebudi menit pocas simuldcie. Vektor r = (r,, r,u) je uréeny

pociatoénym bodom — jadrom zlata (z, y,) @ koncovym bodom — pohybujicou sa a-Casticou
(z,y), t.j.7 = (r,,7,) = ( — 2,y — y). Pre aktualne stradnice vektora zrychlenia plati:

krm ]4?7“1 k
— ,(l> = (¢ — %o, Y — Yo) 5, kde r = /(& — )2 + (y — 1o)?

r3 7 3 73

(@) = (

Pri diferecnom modelovani pohybu «-Castic v blizkosti jadra atému zlata vyuzZijeme
aktudlne suradnice vektora zrychlenia na vypocet aktualnych suradnic vektora rychlosti a tie
nasledne na vypocet aktudlnych suradnic polohy pohybujucej sa a-Castice podla uz znamych
vztahov (uvedenych na strane 9):

(Ua:’ U’y) — <U:1;7 Uy) + <a:1;7 ay>At
(2, y) = (z,y) + (v, 0,)At

Zdrojovy kéd metddy kresli() vykreslujucej zadany pocet letiacich a-Castic so zadanym
¢asovym intervalom a vypisujicej pocet odrazenych «-Castic moze vyzerat nasledovne:
def kresli(self):

""'Vykreslenie trajektorie alfa-castic letiacich okolo jadra zlata'''
pocet = self.pocet.get() # pocet Lucov

dt = self.dt.get() # cCasovy 1interval

k = 300 # vyraz q1 * q2 / (4 * pi * epsilond * m)
X0, yo = 200, 300 # pociatocné suradnice polohy jadra
odrazene = 0 # pocet odrazenych alfa castic

self.platno.create oval(x@ - 9, y9 - 9, x0 + 9, y@ + 9, fill="gold")
for i in range(pocet):
X, y = 1, random.randrange(1l, 600)
V_X, V.y =5, 0
while © < X < 800 and @ < y < 600:
koeficient = k / (((x - x0) ** 2 + (y - yQ) ** 2) ** (3/2))
a_x = (x - x0) * koeficient # aktudlne suradnice zrychlenia
ay = (y - yo) * koeficient
V_X = V.X + a_x * dt # aktudlne suradnice rychlosti

13/20




ﬁ;]tMmdﬁmn
RieSenie problémov a programovanie — 3. Simulacie fyzikalnych pohybov
verzia 20190806

Vy =Vy+ay*dt

X = X + v_x * dt # aktudlne suradnice polohy

y =y + vy *dt

self.platno.create oval(x - 1, y - 1, x + 1, y + 1, outline = 'blue")
self.platno.update()

if x < 1:

odrazene +=1
self.vypis.set(f'{odrazene} odrazenych alfa castic')

Kompletny zdrojovy kdd programu je uloZzeny v subore rutherford.py.

Uloha 7
Po vytvoreni programu rutherford. py simulujte Rutherfordov experiment pre rozne hodnoty
parametrov. Pozorujte a prediskutujte so spoluziakmi nasledovné otazky:

e Aky pocet odrazenych a-Castic od jadra atdmu zlata ste zaregistrovali?
e Aké rozne typy trajektorii a-Castic ste zaregistrovali?
e Co tvori mnozinu vietkych trajektérii a-&astic?

Komentar k rieSeniu ulohy 7

Luce letiace v tesnej blizkosti jadra sa odrazaju v uhle cca 180°. Vzdialené IGce sa odrazaju pod
mensim uhlom a pri najvzdialenejsich je ich trajektéria len malo odliSnd od priamky.

Po vykresleni viacerych trajektdrii o-Castic méZzeme pozorovat, Ze trajektérie tvoria obalku
paraboly s ohniskom —jadrom atédmu. Jadro atdmu akoby tvorilo parabolicky Stit (resp.
zrkadlo) proti a-Casticiam, ktoré ho ostreluju.

¢ Rutherfordov experiment - O X
pocet lGcow: 100 Casovy interval (s): 1 —
Vykresli Zmai 6 odrazenych alfa castic Ukondi
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Obr. 7 Grafické rozhranie programu S|mquJuceho Rutherfordov experiment
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3.3.3. Lissajousove krivky

Vykladovy text:

Lissajousove krivky (pomenované podla francuzskeho fyzika Julesa Antoine Lissajousa)
popisuju trajektériu bodu pohybujuceho sa zlozenym pohybom, ktory je tvoreny dvomi
na seba kolmymi harmonickymi pohybmi. Trajektdria takého pohybu je popisana rovnicami:

x(t) = ay sin w;t y(t) = a, sin wot + ¢

kde @, je amplituda, w, je uhlova rychlost 1. harmonického pohybu a a, je amplituda,
ws je uhlova rychlost a ¢ je fazovy posun 2.harmonického pohybu vzhladom
k 1. harmonickému pohybu.

Pre lepsiu predstavu vykreslenia Lissajousovych kriviek sa mdzeme pozriet na video sich
mechanickou simulaciou https://www.youtube.com/watch?v=4CbPksEI51Q.

Podme naprogramovat simuldciu vykreslovania Lissajousovych kriviek. Grafické rozhranie
programu moZze obsahovat tlacidla a rozbalovacie ponuky pre parametre w,, w, a ¢:

i Lissajousove krivky = O x

uhlova rychlost1 uhlova rychlost2 faza

1 — 2 4| 45 4|
Vykresli Zmaz 0 |

30

60

90

120
135
150
180
210
225
240
270
300
315
330

Obr. 8 Grafické rozhranie programu simulujuceho vykreslovanie Lissajousovych kriviek

Zdrojovy kéd metddy kresli() vykreslujuci Lissajousove krivky pre rézne uhlové rychlosti w, a
wy a réznu fazu ¢ moie vyzerat nasledovne:

def kresli(self):
""'Vykreslenie Lissajousovej RrivRy''
0l = self.ol.get()
02 = self.o2.get()
fi = self.fi.get()
for t in range(360):
X = 100 * math.sin(math.radians(t * ol + ©)) + 150
y = -100 * math.sin(math.radians(t * 02 + fi)) + 150
self.platno.create oval(x - 1, y - 1, x + 1, y + 1, outline="red’,
fill="red")

Kompletny zdrojovy kdd programu je uloZzeny v subore lissajouse.py.
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Nastavenim réznych hodnét uhlovych rychlosti w; a w, a fazy ¢ dostaneme velmi zaujimavé
obrazky, ako napr.:

1. M2

Obr. 9 Lissajousove krivky pre rézne pomery uhlovych rychlosti a rézne fdazy

Uloha 8

Spustite program lissajouse.py a nastavenim parametrov vykreslite r6zne obrazky, napr.:

3.3.4. Dal3ie zaujimavé krivky

Napokon si ukazeme dalSie zaujimavé krivky, ktoré by sme mohli l[ahko naprogramovat.
Pri kotulani kruZznice s polomerom 7 zvonku po inej kruznici s polomerom R trajektéria jej
pevného bodu vytvara krivku — epicykloidu, ktorej parametrické rovnice su:

R+T9>

r

rl = R+r cos@—rcos(

yl = R+r sh19—rsin<R+r9>

r
Ak oznacime k = § dostaneme nasledovné rovnice:
x 0 =rk+1 cosf—rcos (k+1)60
yO =rk+1sinf—rsin (k+1)0

Ak je pomer polomerov k racionalnym cislom, epicykloida je uzavreta.

k =1 (kardioida) | k =2 (nefroida) k=3 k=5/3
Obr. 10 UkdZky epicykloid pre vybrané hodnoty parametra k
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Medzi dalSie zaujimavé krivky patria:

e hypocykloidy — krivky tvorené trajektériou pevného bodu kruznice, ktora sa kotula vnutri
inej kruznice bez kizania,

e hypotrochoidy — krivky tvorené trajektériou pevného bodu leZiaceho na predizenom
polomere kruZnice, ktora sa kotdla vnutri inej kruZnice bez kizania,

e cykloidy — krivky tvorené trajektériou pevného bodu kruhu, ktory sa kotula po priamke
bez kizania,

o cyklogony — krivky tvorené trajektériou pevného bodu mnohouholnika, ktory sa prevaluje
po priamke bez kizania.

XX~ o~ N\

Obr. 11 Ukazky hypocykloidy, hypotrochoidy, cykloidy a cyklogony

Poznamka pre ucitela:

Zdrojové kody programov vykreslujucich niektoré z uvedenych kriviek st uloZzené v suboroch
epicykloida_R.py, hypocykloida_R.py, hypotrochoida_R.py, cykloida_R.py. Ziakom mdzeme
dat naprogramovat vlastny obrazok zloZeny z uvedenych kriviek (STEAM projekt), ¢im
podporime ich umelecké citenie a kreativitu.

Celkovo v tejto kapitole P poskytneme Ziakom subory so zdrojovymi kodmi programov:
e rovnomernyl.py (Uloha 1a)

e rovnomerny2.py (Uloha 2)

® rovnomerny4.py (Uloha 4)

e rutherford.py (Uloha 7)

e lissajouse.py (Uloha 8)

Uditelia maju k dispozicii subory s rieSenymi zdrojovymi kédmi programov:
e rovnomernyl R.py (Uloha 1b)

e rovnomerny3_R.py (Uloha 3)

e rovnomerny4 R.py (Uloha 4)

e zrychlenyl R.py (Uloha5)

e balistikal R.py (Uloha 6)

® epicykloida_R.py, hypocykloida_R.py, hypotrochoida_R.py, cykloida_R.py
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Namety dalsSich uloh na simulaciu fyzikalnych pohybov

Poznamka pre ucitela:

Nasledovné namety simulacii fyzikalnych pohybov nie su naschval presne vySpecifikované,
lebo su urcené Ziakom, ktori maju zaujem a schopnosti spresnit Specifikacie uvedenych
problémov a naprogramovat ich.

Hra zasiahni terc

Vo zvislom smere sa po Usecke pohybuje ter¢ rovnomernym priamociarym pohybom, pricom
na okrajoch Usecky teré¢ zmeni smer pohybu na opacény. Vo vodorovhom smere je akustické
delo, pomocou ktorého moézeme zasiahnut pohybujici sa ter¢. Navrhnite a naprogramujte
hru, v ktorej budete zasahovat kolmo sa pohybujuci terc.

Simulacia pohybu biliardovej gule na obd{Znikovom stole

Vytvorte program vykreslujuci trajektdriu biliardovej gule pohybujiucej sa rovnomerne
priamodiaro na uzavretom obdiZnikovom stole. Predpokladdme, 7e biliardova gula
sa pohybuje rovnomernym priamociarym pohybom bez rotacie, pricom jej odrazy od okrajov
stola su pruzné (plati, Ze uhol dopadu na okraj stola je rovny uhlu odrazu od okraja stola).
Ako by sa zmenilo riedenie tlohy, ak by stol nebol obdiZnikovy, ale kruhovy alebo elipticky?

Hod lopty do basketbalového kosa

Vytvorte program, ktory pre ndhodne vygenerovanu vzdialenost hraca od kosa a zadanu vysku
hraca umozni hracovi ¢o najmensim poc¢tom hodov trafit loptu do kosa. Hrac¢ pri kazdom hode
zadava rychlost lopty a uhol, pod ktorym hadze loptu do kosa.

Krivka sledovania

Korist sa pohybuje rovnomernym priamocdiarym pohybom. Lovec ju prenasleduje
rovhomernou rychlostou, pricom je na fiu stale nasmerovany. Spresnite Specifikaciu tohto
problému a naprogramujte trajektériu pohybu koristi a lovca, ktory ju prenasleduje.

Pristatie na Mesiaci

Pilot pada s pristavacim modulom z urcitej vysky na povrch Mesiaca. Volny pad modulu moze
pilot brzdit zapnutim motorom proti smeru volného padu. Pilot ma k dispozicii len obmedzené
mnozZstvo paliva. Podla rychlosti, ktord dosiahne modul na povrchu Mesiaca, méieme
konstatovat makkeé pristatie, tvrdé pristatie, resp. destrukciu modulu.

Jednoduchy letecky simulator
Naprogramujte jednoduchy letecky simuldtor, ktory bude zohladriovat gravitacnu silu,
silu odporu prostredia, silu vetra zo zadaného smeru, vztlakovu silu a tiez tah motora lietadla.

Co sme sa naudili
e Zostavit analyticky, resp. diferenény model pohybujiceho sa bodu podla fyzikalnych
zakonov,
e naprogramovat simuldciu pohybujuiceho sa bodu wvyuZivajucu grafické rozhranie
s kniZnicou Tkinter s ovladacimi prvkami,
e pouzit simulacie pohybujliceho sa bodu na overenie, resp. vyvratenie hypotéz.
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