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Uvod

Ekonomicka tedria skiima okrem inych procesov aj transformaciu obmedzenych zdro-
jov (praca, pdda, kapital) na vyrobky a sluzby. Vyrobné zdroje predstavuju vstup
do transformacného procesu a vyprodukovany tovar a sluzby st vystupom. Jednot-
livé vstupy a vystupy je mozné identifikovat a kvantifikovat u jednej ekonomicke;j
jednotky (s rozli¢nou mierou presnosti) a pri viacerych druhoch vstupov a vystupov
ich ponimat ako vektor vstupov a vektor vystupov. Kltic¢ovou otézkou zostava urce-
nie hranice produkénych moznosti, ktora predstavuje maximum tovarov a sluzieb,
ktoré sa mozu vyprodukovat pri danych vyrobnych zdrojoch. V stvislosti so zavis-
lostou vystupov od vstupov hovorime o vynosoch z rozsahu, tie mozu byt konstantné
alebo variabilné. O konstantnych vynosoch z rozsahu hovorime, ak pri zvyseni vstu-
pov sa proporcionalne zvysia aj vystupy, bez ohladu na to kolko uz produkujeme.
Castejsie sa v ekonomickej praxi stretdvame so situaciou, ked pri zvysovani vstu-
pov do istej trovne rastil vystupy nadproporciondlne (rastiice vynosy z rozsahu) a
potom podproporciondlne (klesajice vynosy z rozsahu). Hovorime o variabilnych
vynosoch z rozsahu.

Ak existuje financné ohodnotenie vSetkych vstupov (ndkladov) a vystupov (vy-
nosov), tak ekonomicka efektivnost predstavuje dosiahnutie definovaného ciela vo fi-
nan¢nom vyjadreni pri najnizsich nédkladoch alebo dosiahnutie maximalneho prinosu
pri danych nédkladoch. Ekonomické efektivnost je predmetom sktimania ekonomicke;j
analyzy. Napriek tomu, zZe ekonomicka analyza disponuje Sirokym a prepracovanym
aparatom ukazovatelov rozlicného druhu, existuju tulohy, ktoré takymto spdosobom
nie st uspokojivo riesitelné. Problémom totiz je predpoklad existencie trhovych cien
vSetkych vstupov aj vystupov. V pripade, Ze neexistuje trhova cena ¢o i len jediného
vstupu alebo vystupu, nie je mozné uskutoé¢nit potrebny vypocet.

Zakladatelom tedrie technickej efektivnosti je (KOOPMANS, 1951). Ekonomicka
jednotka je definovana ako efektivna, ak pre jej vstupno-vystupny vektor plati, Ze nie

je technologicky mozné zvicsit ziaden vystup pri danom objeme vstupov a naopak



nie je mozné zmensit ziaden vstup pri sic¢asnom zachovani objemu vystupov.

DEBREAU (1951) a neskér FARRELL (1957) odvodili vstupne orientované indexy
technickej efektivnosti vyjadrené formou ekviproporcionélnej (radidlnej) redukcie
vSetkych vstupov pri danej trovni vystupov. Tieto indexy boli neskdr inSpiraciou
pre CHARNESA ai. (1978), BANKERA ai. (1984) a FAREA ai. (1985, 1994), ktori od-
vodili a neskor rozvinuli analyzu obalu tdajov (data envelopment analysis — DEA).
Analyza obalu tdajov je technika, ktora na zaklade vypoctu konvexného obalu dat
v8etkych hodnotenych ekonomickych jednotiek (ktorého sucastou je aj hranica pro-
dukénych moznosti) umoziuje vypocitat ich relativnu efektivnost. Této technika sa
stala velmi populdrnou pri vypocte technickej efektivnosti, pretoze pomerne jedno-
duchym sposobom umoziiuje zohladnif transforméciu viacerych vstupov na viacero
vystupov. Nevyzaduje urcenie ceny vstupov a vystupov, ¢o je vyhodné pri neexis-
tencii trhovych cien! (najmé v pripade, ked nevieme ocenit vzdjomné vahy vstupov
a vystupov) ani inych parametrov. Pri tejto metdéde nie je potrebné vopred defino-
vat typ spravania ekonomickej jednotky (maximalizacia zisku, resp. minimalizacia
nékladov).

Pomocou produkénej funkcie mozno urcit hranicu mnoziny produkénych moz-
nosti. V praxi v8ak konkrétnu produkéni funkciu nepozname, preto hfaddme sposoby
ako ju urcif. Existuju dva pristupy — parametricky a neparametricky. Parametricky
pristup, ¢asto oznacovany aj ako ekonometricky, je zalozeny na tom, ze sa predpo-
klada explicitné vyjadrenie produkcénej funkcie, ale nie st zndme parametre tohto
vyjadrenia. Moze byt napriklad zname, Ze ide o Cobb-Douglesovu produkéni fun-
kciu, ale nie st zname parametre tejto funkcie. Parametre sa urcia z nazbieranych
udajov napriklad pomocou regresie. Nedostatkom pri tomto postupe je, ze pomo-
cou regresie sa urci stred, lebo sa predpoklada, ze chyba ma normélne rozdelenie.
Tento nedostatok riesi stochastic frontier regression (AIGNER, LOVELL, SCHMIDT,
1977), ¢o je klasickd linedrna regresia, ale o chybe sa predpokladé, ze mé asymet-

rické (jednostranné) rozdelenie. Neparametricky pristup, zastipeny analyzou obalu

!Trhové ceny nesti dokonalt informéciu pre trh. Regulované, fiktivne alebo inak uréené ceny
vo vSeobecnosti nenesi dokonald informaciu. Stanovenie minimalnych alebo maximalnych cien
obmedzuje procesy vzadjomného prispésobovania sa ponuky a dopytu, ¢im zabranuje dosiahnutiu
ekvilibria, teda moze viest i k neefektivnej alokécii zdrojov. Regulované ceny vzhladom na svoju
nepruznost prestavaju byt ukazovatelom vyjadrujicim hodnotu hlavne pri porovnani s ostatnymi

vstupmi a vystupmi a to najméi v pripadoch, ked sa tieto ocenené trhovymi cenami.



udajov, nevyzaduje znalost funkénej formy, pretoze efektivnost je meran relativne
k vSetkym organiza¢nym jednotkam.

Analyza obalu tdajov spociva v skiimani pozorovanych dat a bola pévodne na-
vrhnuté pre vyuzitie v neziskovych organizaciach, kde sice bola snaha fungovat efek-
tivne, ale pri absencii kvantifikacie niektorych vstupov a vystupov v penaznom vy-
jadreni nebolo mozné pouzit ukazovatele ekonomickej analyzy.

Prakticky sa ukazalo, ze vhodnym uplatnenim analyzy tdajov je napr. hodnote-
nie investiénych projektov (COOK, ROLL, 1988), kde st zndme technické a techno-
logické stranky procesov, ale kde existuje aj vysoka entropia tykajica sa budicich
cien vstupov i vystupov. Pri tomto pouziti sa jedna prevazne o vylucenie dominova-
nych alternativ. Manazér ma nasledne zjednodusené rozhodovanie, pretoze mu staci
posudit mensi pocet projektov.

Pomocou analyzy obalu idajov je mozné rozhodovat aj o ¢isto technickych za-
lezitostiach, ako je napr. v automobilke Daimler Chrysler dimenzovanie vstupnych
kanalov za tcelom optimalizacie prietoku a rotacie (HOLZER, 1999), ¢i porovnanie
nastrojov na meranie priudu vstupnych kandlov u valcovych hlév (BERRER, 2002).
Analogicky sluzi na vyluc¢enie dominovanych alternativ a umoziuje technikovi viac
sa sustredit na kvalitativny vyber.

Dalsim moznym vyuZitim je hodnotenie prace podriadenych (EPSTEIN, HEN-
DERSON, 1989), kde sa vyuziva skuto¢nost, Ze podriadeni jedného manazéra maji
podobnti pracovnt naplii a spliiaji v istom zmysle predpoklad homogenity. V ta-
komto pripade vstupy predstavuji mzdu a iné funkéné pozitky zamestnancov. Vy-
stupmi st jednotlivé zlozky ¢innosti zamestnanca.

V neposlednom rade sa analyza obalu udajov pouziva na hodnotenie efektiv-
nosti podnikov v danom odvetvi (podniky v jednom odvetvi vykonévaju relativne
homogénnu ¢innost), napr. bank (BARR a i., 1993; FAVERO, PAPI, 1995) alebo po-
istovni (BROCKETT a i., 1998; CUMMINS, ZI a i., 1998) v rédmci jedného Statu,
pobociek bank v ramci jednej banky (AL-FARAJ a i., 1993; BourouNou, 1995;
SEVCOVIC, HALICKA, BRUNOVSKY, 2001), mliekdrni (KACVINSKA, 2001), nemoc-
nic (Drouny, 1999), vSetkych katedier v ramci univerzity alebo katedier rovna-
kého zamerania medzi univerzitami (JOHNES, JOHNES, 1993; SINUANY-STERN a i.,
1994; ANNOVA, 1998). Je vhodnym néastrojom na posudenie vhodnosti organizac-
nych zmien (METTERS, VARGAS, 1999). Dévodom analyzy efektivnosti je zvycajne

snaha identifikovat neefektivne ekonomické jednotky s imyslom ich zrusit alebo vy-



konat zmeny v ich manazmente so zdmerom, aby fungovali efektivne.

Na Slovensku sa aplikaciou a teoretickym vyskumom analyzy obalu tdajov za-
oberaji FANDEL (1998), SOJKA (2001), SEVCGOVIC, HALICKA, BRUNOVSKY (2001),
BupInskY, DVORAK a GRANCAI (2003).

Cielom préace je prezentovat metédy vyhodnocovania efektivnosti ekonomickych
jednotiek pomocou analyzy obalu tdajov v pripade nepresnych iidajov. Druha kapi-
tola je zamerana na intervalové idaje. V tretej kapitole st uvedené postupy na rie-
Senie problému v pripade chybajicich dat, ktoré su ilustrované v stvrtej kapitole

na hodnotenie technickej efektivnosti vybranych slovenskych bank.



Analyza obalu udajov

Majme n samostatne sa rozhodujucich ekonomickych jednotiek, pricom kazda z nich
spracuvava m vstupov a produkuje w vystupov; {z;;} je mnozstvo i-tého vstupu
(¢ =1,...,m) jednotky j a {y,;} je mnozstvo r-tého vystupu (r = 1,...,w) jed-
notky j. Dolezitym predpokladom pre analyzu obalu tdajov je, ze vSetky ekono-
mické jednotky vyuzivaju rovnaki, blizsie neSpecifikovanii, technolégiu, ktora defi-
nuje mnozinu produkénych moznosti.

Ekonomicky dobre interpretovatelnym ukazovatelom na hodnotenie efektivnosti
ekonomickych jednotiek je porovnanie ich vykonnosti voéi hranici' produkénych
moznosti.

MnoZina pripustnych produkénych moznosti je uréend ako konvexna? mnozina

M:
M = {(az, y) € RT x RY | zo vstupov & mozno vyprodukovat vystupy y} .

Produkéné moznosti vstupu x st rezom konvexnej mnoziny M, preto tvoria

konvexni mnozinu:

M(z) = {y e RY | (z,y) € M}.

Mnozinu F vytvorime z hrani¢nych bodov mnoziny M takych, ze x > 0ay > 0.
Mnozina F nazyvame hranicou mnoziny pripustnych produkénych moznosti M, resp.

hranicou produkénych moznosti. Hranicou mnoziny M(z) je mnoZina:

Fz)={yeM(x) |H cM(@x):y >y, y £y}

Hranica F(z) mnoziny M(x) uréuje mnozinu Paretovsky najlepsich hodnot pro-

dukcie.

1V préci budeme pod hranicou rozumiet (m-+w—1)-rozmerny tGtvar v (m+w)-rozmernom pries-
tore, ktory zhora ohranicuje mnozinu pripustnych kombinacii vstupov a vystupov, ¢ize Paretovsky

najlepsich hodné6t produkcie.
2Konvexnost mnoziny pripustnych produkénych moznosti predpokladdme, lebo s kazdymi

dvoma ekonomickymi jednotkami tam patria aj vSetky ich konvexné kombinacie.
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Kvoli analyze technickej efektivnosti je potrebné zostrojit mnozinu F. Lenze
zozbierané data obsahuju len sibor n napozorovanych ekonomickych jednotiek, tak
sa musime uspokojit s aproximéciou mnoziny F pomocou aproximacie mnoziny M,
pretoze nepozname ani mnozinu M.

Mnozinu, ktorou budeme aproximovat mnozinu M oznac¢ime M 4 (zrejme M, C

M). Bude to najmensia konvexnd mnozina, ktord ma tieto vlastnosti:

1. Bezplatna likvidacia Ak je mozné vyrabat vystup y pri vstupe x, potom je

mozné vyrabat aj menej pri vySSom vstupe.
V(zc,y)EMA‘v’a,ﬁ: (w+a7y_/8>€MA7

kdea:(alu"'7am)7/32(517"'7/610) ao‘l?"'7am7617"'7ﬂw20-

> (X, y)

0 X

Obr. 1.1 Bezplatna likvidacia v modeli s 1 vstupom a 1 vystupom

® %, x,)

0 X,
Obr. 1.2 Bezplatna likvidacia v modeli s 2 vstupmi a jednotkovym vy-

stupom



Y.

.(y1, Y.)

0 Y1
Obr. 1.3 Bezplatna likvidacia v modeli s 2 vystupmi a jednotkovym vstu-

pom

2. Proporcionalita Ak pri velkosti vstupu @ je mozné produkovat vystup y, po-
tom pri proporciondlne zmenenom vstupe x’ bude mozné vyrabat propor-

ciondlne mnozstvo vystupu y’.
V(z,y) EMaVAZ0: (2,9) = (Ae,\y) € My

Tato podmienka je ekvivalentna s ekonomickym predpokladom konstantnych

vynosov z rozsahu.

*xy)

0 X

Obr. 1.4 Proporcionalita v modeli s 1 vstupom a 1 vystupom

3. Aditivita Majme ekonomick jednotku so vstupom x’ a vystupom ¥’ a int eko-
nomickt jednotku so vstupom &’ a vystupom y”. Potom je mozné zo vstupu

x’ + x” vyrabat vystup y’ + y”.

V(z',y') e My V(" y")eMy: (2 +2" ¢y +y”) e My

10



(Xl + X", yll + yll)

X, y)

(X", y")

0 X
Obr. 1.5 Aditivita v modeli s 1 vstupom a 1 vystupom

KedZze pozadujeme, aby vSetky pozorované ekonomické jednotky (j = 1, ..., n)
patrili do My, hovorime, ze M, je generovana siborom ekonomickych jednotiek
so vstupno-vystupnym vektorom (;,y;) = (Z1j,- .-, Tmj, Y1j;-- -, ¥Ys;) - Mnozina
s vlastnostami (1) az (3) tvori konvexny polyédricky kuzel, ktory mozno vyjadrit

ako:
.

n
Z.TZ]/\]S.CE;k izl,...,m
J=1

MCRS: (iB*7y*) GRT XRi yw/\‘7 Zy:f rzl,...,w 0
j=1

J

AeRY

\ Vs

V pripade variabilnych vynosov z rozsahu mnozina M, je konvexna polyédricka

mnozina:

Mygs = { (2", y") € RT x RY | > YrjAj > vy r=1,...,w

YA =1 AeRY

\ Jj=1 y,

V tomto pristupe budeme za efektivnu ekonomick jednotku povazovat taki

ekonomickt jednotku j, ze:
B(z",y") EM: (z"y") # (T y5) Ny =2 2" Ay <y

kde M = Mcgrs alebo M = Mygs. To znamené, Ze ekonomicka jednotka j je
efektivna, ak neexistuje linedrna kombinacia s A € R’ (pre M = Mcgs) alebo
konvexna kombinacia (pre M = Mygs) inych ekonomickych jednotiek r, r # j,

ktora by mala nizsie vstupy a zaroven vyssie vystupy.
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Popisat hranicu produkénych moznosti, resp. navrhntat funkciu, ktord ju popise,
¢i uz vsSeobecne alebo pre niektord konkrétnu technolégiu v urcitom case, je netri-
vialna uloha. Preto CHARNES a i. (1978, s. 430) navrhli na hodnotenie efektivnosti
(pdvodne) nasledujici model, ktory sice explicitne nepopisuje hranicu produkénych
moznosti, ale umoziuje zistit pomerovo vzdialenost skimanej ekonomickej jednotky
od hranice produkénych moznosti, ¢o na hodnotenie efektivnosti postacuje.

Podla CHARNESA a i. (1978) majt byt vsetky {yrj};i,,..’z: a {x”}z;llm kladné.
No nie vzdy je mozné dant poziadavku dodrzat. Napriklad model hodnotiaci pracu
bankovych zamestnancov by mal obsahovat, kvdli robustnosti, idaje o vSetkych za-
mestnancoch, ¢o robia za priehradkou. Lenze kazdy ma v popise prace inu hlavnu
¢innost, pricom robi aj ostatné, ale v mensej miere. MozZe sa celkom Tahko stat, Ze
jeden zamestnanec nebude v sledovanom obdobi vykonévat niektort, z jeho pohladu
vedlaj$iu, ¢innost vobec. Podobne moze existovat model hodnotiaci efektivnost po-
istovni a nie kazda poistoviia sa musi venovat vSetkym druhom poistenia.

(FARE, GROSSKOPF, 2002) ukdzali, Ze minimalnymi poziadavkami na data su:

1. aspon jedna ekonomicka jednotka spotrebuvava vsetky vstupy a produkuje

vsetky vystupy,

2. kazda ekonomickéa jednotka spotrebuvava aspon jeden vstup a produkuje aspon
jeden vystup, to znamena, ze pre kazda ekonomickt jednotku st vsetky vstupy

a vystupy nezaporné a aspon jeden vstup a jeden vystup su kladné.

vazeny priemer vystupov
vazeny priemer vstupov

Pri analyze obalu idajov si kazda ekonomicka jednotka voli vahy vstupov a vystupov

CHARNES a COOPER navrhli merat efektivnost ako pomer

tak, aby dosiahla ¢o najvyssiu efektivnost. Zaroven je potrebné pridat ohranicenia,
pretoze inak by ekonomické jednotka pridelila Tubovolne velké vahy vSetkym vy-
stupom a Tubovolne malé vahy vSetkym vstupom, a tym ¢inom dosiahla Tubovolne
velkl efektivnost, pretoZe aspon jeden z vstup a aspon jeden vystup su kladné. Preto
navrhli pozadovat zvolenie takych véh, pouzitim ktorych u vSetkych ekonomickych

jednotiek sa dosiahne efektivnost nanajvys 1.

12



Efektivnostou jednotky jo sa nazyva hodnota h;, vypocitand nasledovne:

w 3
Z Ur-Yrijg
hj, = maxHF——
WU ST v,
=1
w
£, urs &
= ‘
= < 1, 7=1,....,n
> virTij
i=1
u,v; > 0, r=1...,w, 1=1,....m

V réamci modelu (1) nadobtda efektivnost h;, hodnoty z intervalu (0, 1). Ekono-
mické jednotka jo je efektivna (lezi na hranici produkénych moznosti) prave vtedy,
ak h;, = 1. Cim je h;, blizsie k nule, tym menej G¢inne transformuje vstupy na vy-
stupy. Ekonomickou interpretéaciou h;, je pomer realizovanych vystupov ekonomicke;j
jednotky jo k najviiésiemu mnozstvu vystupov (na My) v rovnakej Struktire, ktoré
bolo mozné vyprodukovat pri rovnakych vstupoch.

{zi;} a {y,;} st konstanty. Vahy vstupov v' = (v1,...,v,,) a vystupov u' =
(u1,...,us) nie st vopred dané a ziskame ich az samotnym vypoc¢tom efektivnosti
skiimanej ekonomickej jednotky 7.

Majme optimélne riesenie (u*, v*) modelu (1), potom optimélnym bude aj (a - u*,
a-v*), a >0, t. j. optimélne rieSenia tvoria otvoreni polpriamku zac¢inajicu v po-
¢iatku stradnicovej sustavy a prechadzajicu nejakym optimalnym rieSenim (to vy-
svetluje, pre¢o sa o miere efektivnosti h; hovori ako o radidlnej efektivnosti). To

znamend, ze mnozinu rieSeni modelu (1) mozeme rozdelit do tried ekvivalencii. Po-

tom si z kazdej triedy vyberieme jedno reprezentativne riesenie v také, ze

Z Vixijo =1 (2)
=1

Zaroven tak znormujeme menovatela uc¢elovej funkcie:

w

Z HrYrjo Z MorYrjo w

r=1 (2 r=1

5 = =) e,
> Viijo r=1

=1

Na druhé ohranicenie modelu (1) pouzijeme ekvivalentné tpravy (mozno nasobit

bez zmeny znamienka, lebo menovatel je kladny):

w

> Hrlrj m

r=1

- < 1 E ViZij
D Vil i=1

1=1
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w m m
E HrYrj < E ViZij —g ViTij
r=1 i=1 i=1

w m

E MrYrj — E vizgg < 0

r=1 =1

Uvedenymi tpravami mozno previest povodna tlohu (model (1)) na tlohu linedrneho

programovania:
w )
hj, = max ) [,y
WY =1

m

> Vi, = 1 (3)

i=1
w m .
Do MYrg— o viwy < 0, j=1,....n
r=1 i=1

Vi e > 0, 2=1,....m, r=1,...,w

Vykonanie analyzy obalu udajov vyZzaduje riesit n problémov, lebo j, postupne
nadobida hodnoty od 1 do n. Kazdé z optimalnych rieSeni (u;,v;), j =1,...,n, je
normalovym vektorom nadroviny, ktora prechadza zaciatkom stiradnicovej stustavy
a definuje ¢ast hranice mnoziny M 4. Tie ekonomické jednotky, ktoré lezia na tejto
hranici sa nazyvaja efektivne. Mnozinu M 4 ziskame ako prienik tych polpriestorov,
ktoré st urcené nadrovinami ziskanymi pri rieSeni uvazovanych n problémov.

Ak hj, = 1, tak ekonomické jednotka jj je efektivna. Inak je neefektivna a hj, je
mierou jej efektivnosti.

Symetricky k predchadzajicemu modelu mozno zadefinovat tlohu pre vystupne

vazeny priemer vstupov
vazeny priemer vystupov’

orientovany model, v ktorom sa efektivnost mera ako pomer
Kazdéa ekonomické jednotka si voli vahy vstupov a vystupov tak, aby dosiahla ¢o
najnizsiu hodnotu ucelovej funkcie. Ohranicenia na vahy vstupov a vystupov st
nutné preto, lebo inak by si ekonomické jednotka priradenim Iubovolne velkych vah
vSetkym vystupom a lubovolne malych védh vSetkym vstupom zabezpecila lubovolne
malt hodnotu tcelovej funkcie. Preto CHARNES a i. (1978) pozadovali zvolenie ta-
kych vah, pouzitim ktorych u vSetkych ekonomickych jednotiek sa dosiahne hodnota
ucelovej funkcie aspon 1:

m

D Vil

Gy = 12151 1:1

Uryrjo
r=1
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m
> Villij
=1

w
Z UrYrj
r=1

U, v; > 0, r=1...;w; 1=1,....m

IV
\:—‘
.
I
\.)—\
3

Po znormovani vystupu dostaneme:

m
9jo = IIllIlE ViZij,
I‘L?U
i=1
w

Z,uryrjo =1

r=1

m w
E ViZij — E HrYrj
i=1 r=1

ey > 0, r=1,...,w, 1=1,m

AV
\'O
o,
I
\.P—‘
=

Ekonomickou interpretaciou gj, je pomer spotrebovanych vstupov ekonomickej jed-
notky jo k najmensiemu mnoZstvu vstupov (na My) v rovnakej Struktire, ktoré
malo postacovat na produkciu rovnakych vystupov.

Ak g;, = 1, tak ekonomicka jednotka jy je efektivna. Inak je neefektivna a ﬁ je

mierou jej efektivnosti. Dévodom je, Ze miera efektivnosti sa intuitivne chape ako

vazeny priemer vystupov ~
vazeny priemer vstupov ° Neefek

hodnota z intervalu (0, 1), ¢omu zodpoveda pomer
tivne jednotky mozno projektovat na hranicu produkénych moznosti. Pri vstupne
orientovanom modeli ide o proporcionalne zvic¢Senie vystupov (projekcia neefek-
tivnej ekonomickej jednotky (x,y) na (z,4’)), pri vystupne orientovanom modeli
ide o proporcionalne znizenie vstupov (projekcia neefektivnej ekonomickej jednotky

(z,y) na (2/,y)), ako je to ilustrované na obr. 1.

x,y")
[ ]
> (x, y) /
(%, y) ¢
° o
0 X

Obr. 1.6 Projekcia neefektivnej ekonomickej jednotky pri konstantnych
vynosoch z rozsahu
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Veta 2 poskytne dokaz, ze f;, = ﬁ, ¢ize pri konstantnych vynosoch z rozsahu
miera efektivnosti nezavisi od orientacie modelu.

Flexibilita vah je silnou aj slabou strankou tejto metdédy. Silnou preto, lebo nie je
potrebné vyuzit experta na stanovenie exaktnych vah vopred, ako je to pri viackri-
teridlnom rozhodovani. Slabou preto, lebo sa moze stat, ze ekonomické jednotka do-
siahne vysoku efektivnost len kvoli vhodne zvolenym vaham. Preto sa odporuca ne-
ziadat iba nezépornost koeficientov, ale pridat nearchimedovskt konstantu e, € > 0,
aby sme zabezpecili, ze na vyhodnoteni efektivnosti danej ekonomickej jednotky sa
prejavia vsetky vstupy a vystupy, pricom ¢ je tak malé, ze tiloha je pripustna.

Teda zadanie nasej tlohy linearneho programovania pre vstupne orientovany

model sa zmeni na:
w
hj, = maX§ HrYrijo
231
r=1
m
E uia:ijo = 1
i=1
w m
E Hryrj_g Vilij
r=1 i=1

Vislbp 2> €, t=1,....m; r=1... 5w

IA
\.O
o,
I
\'F—‘
=

Analogicky sa zmeni aj tloha linedrneho programovania pre vystupne oriento-

vany model na:
m
9jo = mlIlE ViTijy
v

=1

w

E MHrYrjo = 1

r=1

ZVﬂz‘j—ZMrym’ > 0 7=1,....n
=1 r=1

ey > € r=1,...,w, 1=1,...,m

Uloha ostéva pripustnou, pretoZe stale hfadame takt nadrovinu, aby jeden z polp-
riestorov nou urcenych obsahoval vsetky body reprezentujiice vyhodnocované eko-
nomické jednotky a tych je konecne vela.

Teraz uz mézeme tato tlohu riesit. KedZe vyhodnocovanych ekonomickych jed-
notiek je v praxi zviiéSa viac ako vstupov a vystupov (odportca sa, aby stucet

poctu vstupov a vystupov neprekrocil tretinu poctu vyhodnocovanych jednotiek
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(BANKER a i. (1989)); ndvod na zmenSenie poctu vstupov a vystupov pontikaji
(JENKINS, ANDERSON, 2003)), je vyhodnejsie riesif k nej dudlnu tlohu. Vektor s
vyjadruje nedostatok vystupov a vektor s~ prebytok vstupov. Z historickych dévo-
dov sa v dalsom texte bude povazovat model (1), resp. model (3) za duélnu tlohu a
nasledujici model za priméarnu tlohu.

Prvej podmienke modelu (1) bude zodpovedat skaldarna premenna 6, n podmien-
kam pre ekonomické jednotky n-zlozkovy vektor A = (Aq,...,\,), ohrani¢eniam p
vektor s, ohrani¢eniam znamienok v vektor s™.

Potom minimalizujeme tcelov funkciu:

w m
— + -
f—H—sg 37_—55 s;
r=1 i=1

Pretoze premenné p a v boli ohranic¢ené, dostavame nasledujiice rovnosti:
n
+ _ _
E YriNj — S, = Yrjy T=1,...,w
=1

n
9%1‘]'0—2 xij)\j—si_ =0 izl,...,m
j=1

KedZe zlozky vektorov s', s~ a A zodpovedaju nerovnostiam, budi pre ne platit

podmienky nezapornosti:

st >0 r=1,...,w
s;, =2 0 1=1,....,m
Ao =0 j=1...n

Naopak, premenna 6 zodpoveda rovnici, takze ostane neohranicena.
Tymto sme dostali primarnu tlohu linedrneho programovania s (m + w) ohrani-

¢eniami a mdZzeme ju riesit primérnou simplexovou metédou:

w m
h. = max 9—55 s+—5g S5
Jo sts A0 - r 7
r—=

i=1
n
+ —
g YriNj — 8¢ = Yrjy T=1,...,w
j=1
n
Qwijo—g xij)\j—s; =0 izl,...,m
1=1

17



Va) VA
| S+
VALY,
o ()
=3
TR
J—‘ \"_‘
3 =

>~
Y
[V
o
<o

Il
\'H
=

0 je neohranicena

Ekonomicka jednotka je efektivna, ak sa hodnota ucelovej funkcie rovna jednej.
7 vety o komplementarite vyplyva, ze vSetky ohranicenia budu splnené ako rovnosti
0) a teda jednotka bude lezat na hranici efektivnosti. Zaroven plati, ze 6 = 1 a
st =0, =0.

7 tedrie linedrneho programovania vyplyva, ze hodnoty dualnych premennych
st identické s tienovymi cenami pévodného modelu. V nasom pripade rozoberame
vstupne orientovany model. § ndm udava, kolkokrat sa maju zmensit vstupy neefek-
tivnej jednotky (identifikuje mieru neefektivnosti), aby sa priblizila k hranici efektiv-
nosti (k nadrovine). No definitivnu projekciu na efektivnu mnozinu dosiahneme az
pripoc¢itanim doplnkovych premennych s k vystupom a odpocitanim premennych
s~ od vstupov (identifikuji zdroje neefektivnosti).

V inom pohlade na rieSenie primarnej tlohy hodnoty premennych A; v optimal-
nom rieseni su koeficientmi pre fiktivnu jednotku zo vstupmi :13; a vystupmi y;, ktora
je projekciou nasej skimanej jednotky so vstupmi @, a vystupmi y; na efektivnu

mnozinu:

Y. = ij-yrj, r=1,...,w
=1

n

, .

x;, = E Ajcxy, t=1,...,m
i=1

Neefektivnu jednotku je mozné projektovat na hranicu produkénych moznosti
ako linedrnu kombinaciu efektivnych, ktoré nazyvame jej referenénymi jednotkami.
Vzhladom na to, Ze nie kazda ekonomicka jednotka musi nevyhnutne vyuzivat
vSetky druhy vstupov a produkovaf vSetky druhy vystupov, predpokladajme dalej
len, Ze neexistuje také j, pre ktoré x; = 0 alebo y,;, = 0, t. j. kazda ekonomicka

jednotka spotrebuje nejaky vstup a produkuje nejaky vystup. Teda plati:
(V5)(3)xi; > 0N (V))(3k)yk; > 0
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Nasledujtca veta popisuje vztah medzi optimélnymi rieSeniami vstupne a vystupne
orientovanych primarnych modelov. Veta 2 sa zaobera dualnymi modelmi. Tieto

vety formulovali a dokézali SEIFORD a THRALL (1990).

Veta 1 Nech pre kazdé j = 1,...,n su dané vektory x;, y;. Nech Pl je nasledovna
tlloha linearneho programovania s premennymi 6, X:

min 6
BN

Z yrj)\j =
j=1

¢9$ij0—zwij)\j > 0 i=1,...,m (5)
=1

\
<
3.
S

<

[a—y

g
—~

i
~—

0 volnda,\; > 0 j=1,....n J
a POy je tloha linearneho programovania s premennymi ¢, X:

max ¢
b, x

n
E TijXj < Tijg izl,...,m
Jj=1

Oyrjo — > iy < 0 r=1.. w
j=1

¢ volnd,x; > 0 j=1,...,n J
Nech (0%, X") je optimalne riesenie tlohy PI,. Potom

(¢, X) = <é’ é>€k>

je optimdlne riesenie tlohy PO, a zobrazenie (0*,\*) — (0%, Gi*)\*) je vzajomne
jednoznacné medzi optimalnymi rieseniami Ply a POy.
Dokaz.
Nech pre pripustné riesenie Pl plati 6 = 0. Predpokladajme, Ze existuje j : A\; > 0,
zaroven z predchadzajiceho plati fx;, = 0. Kedze vektor «; ma aspon jednu kladnt
zlozku, neplati z;\; < 0z;,, t. j. neplati (5).

Preto ak # = 0, potom A = 0 a teda plati <Z Y1iNjs - D UsiNi | = 0 2 Yjo

j=1 Jj=1

a teda neplati nerovnost (4). Keby pre pripustné riesenie platilo # < 0, tym skor
neplati (5). Teda pre pripustné riesenie tlohy PI, plati 6 > 0.

Nech (6, A) je pripustné riesenie tlohy PIj. Po predeleni nerovnosti (4), (5) ¢islom

6 dostaneme:

1 & 1
g'zyrj)\j > yrjo'g Tzla"-aw
j=1
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1 n
901‘3’0_5'2%')‘]' > 0 i=1...,m
j=1

Ak polozime ¢ = %, X = % - A, dostaneme:

Zyrij > ¢yrjo
j=1

- Z YriXj
j=1

+D i
j=1

n
Tijg = D TiX; = 0
j=1

A
o
=

I

\'i—‘

=

n
PYrjo — Z YriXi

j=1

n

ZI’Z‘J‘X]' S Lijo izl,...,m

j=1

Teda (¢, x) je pripustné riesenie tlohy POy

Podobne sa da ukézat, ze ak (¢,X) je pripustné riesenie tilohy PO, splhajtce
podmienku ¢ > 0, potom (%, é . X) je pripustné riesenie PIy. Nech (6%, A*), (¢*, x*)
st optimalne rieSenia tloh PI; a POy, pricom ¢* > 1,1lebo ¢ =1, xo =1, x; =0
inak, je pripustné riesenie POy.

(9%, 9% . )\*) je pripustné rieSenie tlohy POy, v ktorej maximalizujeme, odtial

L1
6> ©

Podobne (é*, é* . X*> je pripustné riesenie ulohy PIj, v ktorej minimalizujeme,

preto plati
1 1
< —=—>9¢" 7
S L 7
Zo vztahov (6), (7) méme ¢* = 4, teda optimélne riesenia tlohy Py st vzdjomne
jednoznac¢ne zobrazené do optimalnych rieseni tlohy POy.

O

Veta 2 Nech pre kazdé j = 1,...,n su dané vektory x;, y;. Nech DI je nasledovna
tloha linearneho programovania s premennymi p, vV:
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w
maxz = 5 M Yrjo )
[ 21

r=1

Zl/il'ijo =1 (8)
i=1

w m (DIO)
Zﬂryrj—zl/ﬂij <0 j=L...,n (9)
r=1 i=1
ey > 0 r=1,...,w
Z' = 17 oo, )
a DOy je uloha linearneho programovania s premennymi u, v:
m )
wing = 2 v
Z UrYrjy = 1
r=1 (DOO)

w m
= wy Y vry > 0 j=1...n
r=1 i=1
Up,v; > 0 r=1,...,w
i:1,...,m )

Zobrazenie (u*,v*) — (L) (u*, ") je vzdjomne jednoznacné medzi optimalnymi
rieSeniami tiloh DIy a DO,. Prislusné optimalne hodnoty z*, ¢* sphiaji z* - ¢* = 1.

Dokaz.
Funkcii z v modeli (DIy) zodpoveda funkcia 6 v modeli (Ply) z vety 1. Funkcii ¢
v modeli (DOy) zodpoveda funkcia ¢ v modeli (POy) z vety 1.

Nech (p,v) je pripustné riesenie tlohy DIy. Z vety 1 méame, ze z > 0. Polozme

w w
u = 1p, v = Lv. Predelenim rovnice z = >° pt,yrj, ¢islom z mame 1 = 1 3~ 11,95, =
r=1 r=1

w 1 w
Z ZHrYrio = Z UrYrjo -
r=1 r=1
) , , 1 w ) m
Predelenim nerovnosti (9) ¢islom z mame - 231 Prlrj — 21 viz;; < 0 alebo ek-
T‘: Z:

w m
vivalentne — > w,y,; + Y v;x;; > 0, teda (u, v) je pripustné riesenie tlohy DO.
r=1 i=1

Tiez je vidiet, Ze ak (u, v) je pripustné rieSenie tlohy DOy, tak (% . u,é . v) je
pripustné rieSenie tlohy DIj.

Nech teraz (pu*, v*) je optimélne rieSenie DI,.

7 vety 1 mame, ze

2Fqt =1 (10)
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Ak polozime u = Zi - pt, v = = - v*, tak podla dokazaneho (u, v) je pripustné

rieSenie DOy. Pre hodnotu ﬁéeloveJ funkcie plati: ¢ Z Vi, = Z Lviwy, =
i=1

Zi Z xm 18 q* teda (u,v) je optimdlne rieSenie DOy. Plati aj obratene,
teda zobrazenie (u*, v*) — (&) (u*,v*) je vzédjomne jednozna¢éné medzi optimal-
nymi rieSeniami tloh DIy a DO,.

O

V praxi sa stava, ze ekonomické jednotky dosahuji optiméalne vysledky z dovodu
ich ,spravnej“ velkosti. Ak je firma mald, tazko sa daji dosiahnuf nizke jednotkové
naklady (firma mé prili§ maly priestor na rozpocitanie fixnych nakladov). Ked sa
firma rozrasta, znizuju sa jednotkové néaklady. To je zdrojom zvicsujucich sa vy-
nosov. Dodato¢né vystupy teda rast rychlejsie ako dodatocné vstupy. Nastat vSak
moze aj opacna situécia, ked je firma prilis velkd a nastdvaja problémy s riadenim,
¢o neprimerane zvysuje naklady.

Z hore uvedeného vyplyva, Ze firma sa moze na trhu spravat efektivne vzhladom
k ostatnym v ramci svojej velkosti. Doteraz sme uvazovali o konstantnych vynosoch
z rozsahu, teraz sa pozrieme na variabilné vynosy z rozsahu.

7 predpokladov, o ktorych sme hovorili pri konstantnych vynosoch, ostava v plat-
nosti iba bezplatna likvidacia.

Dalej pozadujeme konvexnost pripustnej mnoziny, takze k primarnej alohe PI,
pridame ohranicenie, ktoré zodpoveda ekonomickej poziadavke variabilnych vynosov

7 rozsahu: .
S
i=1

Takto zmensime pripustni mnozinu. Rovnako ako v pripade konstantnych vynosov
z rozsahu aj v tomto pripade bude mnozina Mygg tvorena prienikom polpriestorov.
Rozdiel oproti mnozine Mcgrg je, Ze hranicu Mygrg nemusia tvorit len nadroviny
prechédzajice pociatkom sturadnicovej sustavy. To znamenad, Ze uz nepozadujeme,
aby kazdy efektivny podnik rovnako, v zavislosti od velkosti svojich vystupov, pro-
porcionalne zmensil svoje vstupy. Teraz bude zavisiet od velkosti vystupov, na ktort
¢ast hranice bude podnik projektovany.

Riesime teda priméarnu ulohu:

w m
h: = min 9—85 s+—5g S5
Jo st A0 r . 7
r=1 =1
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n

+ _ _
E YriNj — S0 = Yrjy T=1,...,w
=1

n
e'rijo_g inj)\j—s; =0 izl,...,m
J=1

7=1
st >0 r=1,...,w
s;, =2 0 i=1,...,m
A >0 j=1,....n

0 je neohranicena

Pricom duéalna tloha sa zmeni nasledovne:

hjy = max jio + >t

r=1
m
Zl/ixijo = 1
i=1
w m
Po+ Y ey — Y viwy < 0 j=1,...n
r=1 i=1
e = € 1=1,...,m
v > € r=1,...,w

4o je neohranic¢ena

Hladame teda hranicu produkénych moznosti, tak ako je to prezentované na obr.

1.7. RieSenim tlohy zase ziskame tiefiové ceny. Tie vyjadruju relativnu velkost vplyvu

0 X

Obr. 1.7 Mnozina produkénych moznosti v modeli s 1 vstupom a 1 vy-
stupom pri variabilnych vynosoch z rozsahu
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jednotlivych ekonomickych vstupov v vystupov na efektivnost skiimanej ekonomic-
kej jednotky. Pomocou tienovych cien mézeme urobit projekcie neefektivnych jedno-
tiek na hranicu produkénych moznosti. Pri vstupne orientovanom modeli ide o pro-
porcionalne zvicSenie vystupov (projekcia neefektivnej ekonomickej jednotky (z,y)
na (z,y')), pri vystupne orientovanom modeli ide o proporcionalne zniZzenie vstupov

(projekcia neefektivnej ekonomickej jednotky (z,y) na (2, y)), ako je to ilustrované

na obr. 1.8.

0 X

Obr. 1.8 Projekcia neefektivnej ekonomickej jednotky pri variabilnych
vynosoch z rozsahu
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Analyza obalu intervalovych
udajov

Model (1) je vhodny vtedy, ak vieme presne odmerat vSetky sledované vstupy a
vystupy pre kazda sktimani ekonomickt jednotku. Problémom vsak je, ¢o v pri-
pade, Ze je mozné meraft len s urcitou presnostou (¢i uz z technickych pri¢in alebo
pre finanéni naroc¢nost zberu uplne presnych tdajov). Tato problematika bola roz-
pracovani v (COOPER, PARK, YU, 1999), kde sa zaoberaji modelom efektivnosti
pri spojeni presnych a nepresnych dat, avsak jeho riesenie je zaloZené na pridani
yassurance regions® a prevode na tlohu linedrneho programovania. Kedze takého
,pomocné“ podmienky nemusi byt vzdy mozné ziskat, v préaci rozoberame vhod-
nejsi pristup, ktory pontka DESPOTIS, SMIRLIS (2002) v modeli (11). V modeli
(13) prezentujeme alternativny model kvoli ulahéeniu vypoctu. Nésledne veta 3,
resp. 3’ dokumentuje vztah medzi rieSeniami modelov (11) a (13) a veta 4 vztah
medzi rieSeniami modelov (19) a (21).

Majme interval <xfj,xf§> Nech z;; le{ v tomto intervale pre kazdé i, j. Dalej
majme interval (y5,y"). Nech y,; lezi v tomto intervale pre kazdé r, j. Pri vipocte
efektivnosti ekonomickej jednotky j, maximalizujeme ucelovt funkciu aj vyberom
velkosti vstupov a vystupov z prislusnych intervalov. Potom h;, , t. j. efektivnost

Jo>

ekonomickej jednotky 7o vypocitame nasledovne:

w )
hj, = maxmax ) U Yrj,
Y u,v r=1
m
> viTy, = 1
i=1
w m
Zuryrj_zvimij S 07 J :17"'7n (11)
r=1 i=1
L U
Ti; € <ng7xij
L ,U
i € (U ug)
Up, V3 > & r=1,...,w;1=1,...,m
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Model (11) nie je linedrny ani konvexny, pretoze tcelova funkcia je skalarnym si-
¢inom dvoch premennych w a y a ohranic¢enia obsahuju skalarne stic¢iny premennych
v, T a u, y. DESPOTIS, SMIRLIS (2002) navrhli vhodnt volbu x a y z intervalov,
ktord je vyuzitd v modeli (13). Takto na vypocet efektivnosti jednej ekonomicke;j
jednotky postacuje vyriesit jeden model, v ktorom st @ a y konsStanty.

SMIRLIS a DESPOTIS navrhli kvoli linearizacii danej tilohy najprv pouzit trans-
formaciu z;; a y,;:

Ty = xfj+sij(inj—xiLj), i=1,....m;j=1,...,n 0<s; <1

Yrj = yTLj+trj(y£]j—erj), r=1,...,w; j=1,...,n, 0<¢,; <1
Pomocou tychto transformacii, st premenné x;; a y,; z modelu (11) nahradené no-
vymi premennymi s;; a t,;. Tie si uZ normované, interval <xfj,xg> resp. interval
(yk,yY) zobrazuji na (0, 1). Model (11) zostal aj po transformécii nelinearny kvoli
sucinu v; - s;; a U, - t,j. Preto je vhodna transformacia ¢;; = v; - s;5 a prj = Uy - £,
Po transformacii pre vazeny stucet vstupov jednotky jo v modeli (11) plati:

m
E UiZCij =
i=1

vi [ + sig (2 — 25;)] =

M

=1

m

L U LY _ L (UL
vy + visyy (25 — i) = E :Wij +aij (235 — ;)
1 =1

M

2

kde 0 < ¢;; < v;, pre kazdé ¢ a j. Uvedena podmienka vyplyva zo vztahu s;; = %7

kde v; > € a 0 < s;; < 1 pre kazdé i a j. Podobne vazeny stcet vystupov jednotky

J ma tvar:
> wyey = D ur [yt (v — )] =
r=1 r=1

= > wyl oty (95— uh) = Y w4 o (45 — )

r=1 r=1
s 0 < p,; < u,, pre kazdé r a j. Pomocou predchddzajicej transformacie sme dostali
linedrny model (12).
Nech platia hore uvedené predpoklady. Potom efektivnostou jednotky j, sa na-
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zyva hodnota hj, vypocitana nasledovne:

w 3
* _ L U L
hjo - Hzl)%xn;i,)x (r:l UrYyjo + Prio (yT‘jo _yTjo))
m
L U L —
Zjl(vimijo + Qijo (xijo B wijo)) = 1
1=
i Loy ,(U'_L') _i.L,Jr..(U._.L.) <0, 5=
‘ u'r'yrj p?"] yrj yr] ~ /leljo ql.]() :'UZ.]O x’[,JO — 7..7 ,...771
= 1=
prj—u < 0,r=1...,w, 7=1,...,n
Qij — Vi < O,i:].,...,m,j—l,. ) T
Up,V; =2 e, r=1 ..., w;1=1,...,m
DPrj; Qij > 0,r:1,...,w;2—1, 7m;]:1a T

Vs

Model s presnymi vstupno-vystupnymi datami sa dé odvodit ako Specidlny pri-
pad modelu (12). Ak horné a dolné hranica intervalu je rovnaké pre vSetky vstupy a
vistupy, tak kazdy interval ma nulovii dizku. Preto druhj ¢len sumy vypadne spolu
s premennymi ¢;; a p,;. Teda mézeme vynechat podmienky p,; —u, <0ag;;—v; <0
a model (12) sa zredukuje na model (11). Ak sa horné hranica a dolna hranica in-
tervalu rovnaju len pre niektoré vstupy a vystupy, tak model (12) vie pracovat aj
s mixom presnych a intervalovych hodnét.

V modeli (12) si musi ekonomicka jednotka j, ur¢it nielen vahy, ale aj vysku
vstupov a vystupov z prislusnych intervalov tak, aby to bolo pre nu ¢o najvyhod-
nejsie. Vyska vstupov a vystupov sa uréi pomocou premennych g;; a p,;. Konkrétne
¢ij = 0 (pr; = 0) vtedy a len vtedy, ak Groven vstupu ¢ (vystupu r) pre ekonomicka
jednotku j je rovné .CEZ (yf’]) Podobne ¢;; = v; (prj = u,) vtedy a len vtedy, ak
tiroveti vstupu ¢ (vystupu r) pre jednotku j je rovna z7; (y7;). Je to mozné dokézat
na zéklade vztahu medzi modelmi (11) a (12).

Pri vypocte efektivnosti pouzitim modelu (13), ktory navrhli DESPOTIS a SMIR-
LIS (2002), sa vyska vstupov a vystupov a im zodpovedajuicich vah nastavi tak,
aby boli pre jednotku j, ¢o najvyhodnejsie. Cize efektivnost (h},) ziskana vypoctom
pre jednotku jo pomocou modelu (12) nie je horsia (mensia) ako akékolvek inak vy-
pocitané skére, ktoré sa da ziskat pouZitim inych vstupov a vystupov pochédzajucich
z prislusnych intervalov.

VysSie uvedené transformécie ndm umoziuju explicitne definovat horné a dolné
ohrani¢enia moznych skére efektivnosti, ktoré moze dosianut jednotka jo pri danych
intervaloch vstupov a vystupov. Model (13) slazi na vypocet horného limitu a model

(21) na vypocet dolného limitu daného intervalu.
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Horny limit efektivnosti Hj, je mozné vypocitat nasledovne:

w )
_ U
Hj, = max ) u,y,,
wY r=1
m
. Y130
=1
w U m I 13)
> UrYpjo — > vz, < 0 (
=1 i=1
T w L 1 m U
zuTyrj_Zvixij S 07 j:]-u "7]0_17.]0+1"'7n
r=1 i=1
U, v; > €, r=1...;5w;1=1,...,m

Model (13) je modelom s presnymi datami, kde je vyska vstupov a vystupov
zvolena ¢o najvyhodnejsie pre jednotku j, a ¢o najnevyhodnejsie pre ostatné jed-
notky. pre hodnotent jednotku st zvolené vstupy na tirovni dolnej hranice intervalu
a vystup na trovni hornej hranice intervalu. Pre ostatné jednotky st vstupy zvolené
na urovni hornej hranice intervalu a vystupy na trovni dolnej hranice intervalu.
Vo vete 3 ukadzeme, ze H;, = h;,.

Vyhodou modelu (13) oproti modelu (11) je, Ze sa dé riesit ako model s presnymi
datami, na co je k dispozicii vypoctovy aparat.

Nasledujicu vetu, ktord slizi na prechod od modelu (12) k modelu (13), vyslovili
a dokézali DESPOTIS a SMIRLIS (2002):

Veta 3 Ak 1} a Hj, st efektivnosti jednotky jo ziskané pomocou modelov (12) a
(13), potom plati b = Hj,.

Dokaz.
Najprv si vSimnime, ze ak uw = (uq, ..., us), v = (v1,...,v,) je pripustnym rieSenim

modelu (13), tak rozsirené riesenie (u, v, Q, P), kde:

Q=(gj,i=1,....mj=1,...,n),P=(py,r=1,...,w,5=1,...,n)

07 j = jO 07 j 7£ jO
Qij = . . o Prj = . .
Vi, J # Jo Ury ) =Jo
je pripustnym rieSenim modelu (12) a H,,(u,v) = h;,(u, v, Q, P). Teda model (13)
mozno odvodif priamo z modelu (12) pouzitim P, Q.

Vyuzitim tdajov o vstupoch a vystupoch v modeli (13), ekonomické jednotka

Jo je v najlepsej moznej pozicii k ostatnym ekonomickym jednotkam a teda hjUO je
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najvyssim moznym efektivnostnym skore, ktoré moze ekonomickéd jednotka dosia-
hnat. Cize bt < hY. Nech sa teraz u® = (uf, ..., ud), v° = (9, ..., v),) optimalnym
rieSenim modelu (13) (inymi slovami Hj,(u® v®) = Af ). Potom rozsirené riesenie
(u®,v°, Q,P), kde, vyssie definované, Q a P je pripustnym riesenim modelu (12) a
preto hj, (u®,v°, Q,P) = Hj,(u® v®) = b, < h% . Teda hf, = b7 .

O

Prechadzajiaci dokaz nie je celkom formaéalne korektny, pretoze autor sa neza-
oberal pripadnymi zmenami pripustnej mnoziny. K alternativnemu doékazu vety 3’
budeme potrebovat ukazat, ze efektivnost hj, je v zavislosti od x,, (j # jo) neklesa-
juca, od y;; (j # jo) nerastica, od @, nerastca, od y;; neklesajica, o dokdzeme
v nasledujucich leméach.

Majme tlohu linedrneho programovania:
w
hip = MAX Y Yrjotty (14)
r=1

Zl’ijovi = 1 (15)
i=1

Zyrjur - injvi < 0 J = ]-7 T (16)
r=1 =1
u > 0 r=1,...,w (17)
v, > 0 i=1....,m (18)

Oznacme pre j =1,...,n

w m
Aj - {(U,U)3zym’UT—ZiE¢jUi§O,ur20,TZl,-..,w,
r=1 i=1

wZQi:L”wm}

Nech Ay = {(u,v) DY Tijo U = 1}.
i=1

Pripustnt mnozinu danti podmienkami (15)—(18) ozna¢me A. Zrejme A = [ Ay.
k=0

Lema 1 Pre kazdé ro = 1,...,w a kazdé j = 1,...,j50 — 1,jo + 1,...,n je hj,

v modeli (14)—(18) nerastiice v zavislosti od yy,;.

Dokaz.
Fixujme 7o a j # jo pevné. Predpokladajme, ze mame hodnoty y,,; a y, ; také, ze

/
y?”oj > yTOj'
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Nech

A;. = {uv Zymur—l—ymum Zx,]vz<0uT>0 r=1,...,w,

r=1
T#TQ

v >0, izl,...,m}

! - !/ : 4 _ e
Nech A" = IQO A N ALV modeli (14)—(18) pre vetky r = 1,...,w, pre vsetky
k#j
m =1,...,m, pre vietky j = 1,...,n parametre sa x;;, y,; nezaporné a z definicie

modelu plati, Ze u,, v; si tiez nezaporné.

(y’”Oj < y;oj) = (yrojuro < yvl"ojuro) =

iymur - ixijvi < i Ypj Uy + y;ojum — ixijvi <0 |, teda (Aj ) A;)

r=1 i=1 r=1 i=1
T#TQ

Dalej

(VA; D A) (ﬂ Ak> D | [ AN A, |, teda AD A
k=0

kit j

Pripustnd mnozina sa pri zvacsem parametra yroj nezvicsila (A’ C A), ucelova

funkcia ostala nezmenena, mjmx Z Yrjolr > mAax Z YrjoUr, teda hj, je nerastice
r=1
v zavislosti od Yy, 70 = 1,...,w,7=1,...,50 — 1 j() —|— 1,.

O

Lema 2 Pre kazdé iy = 1,...,m a kazdé j = 1,...,j50 — 1,jo + 1,...,n je hj,
v modeli (14)—(18) neklesajice v zavislosti od x;,;.
Dokaz.

Fixujme 49 a j # jo pevné. Predpokladajme, Ze mame hodnoty x;,; a x; ; také, ze

Ty > Tigj. Nech

A, = {uv Zymur Z:EUUZ T iVip < 0,u, >0, 7=1,...,w,

z#zo

viZO,izl,...,m}

Nech A" = DO A N A5V modeli (14)-(18) pre vsetky r» = 1,...,w, pre vietky
ki
m =1,...,m, pre vietky j = 1,...,n parametre st x;;, y,; nezadporné a z definicie
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modelu plati, Ze u,, v; st nezaporné.

(xl()] < .Tzoj) = (l’zoﬂ)zo < x! Uzo) =

0]

Zw:yrjur — ixljvi — T Vi < Zymur mevl <0 |, teda (A; C A))
r=1 i

1= =1
i#iQ

Dalej

(VA; C A)) (ﬂ Ak> C ﬂ Ap N A |, teda A C A’
k=0

k#]

Pripustnd mnozina sa pri zvicSeni parametra Tigj nezmensila (A" O A), ucelova
w

funkcia ostala nezmenena, m/zlix D Yrjottr < ni‘ax Z Yrjo Uy, teda hjo je neklesajuce
r=1
v zavislosti od z;yj,70 =1,...,m,7=1,...,j0 1 jo +1,.
O
Lema 3 Pre kazdéro = 1,...,w je hj, v modeli (14)—(18) neklesajiice v zavislosti
od Yryjo -
Dokaz.

Ohranicenie ) y,jotr — Y Tij,v; < 0 mo6ze byt splnené v optimalnom rieseni (14)-
r=1 i=1
(18) ako rovnost (pripad 1) alebo nerovnost (pripad 2). Majme hodnoty y,yjo, ¥y,

a yrojo také, ze yrojo < Yrojo < yrojo’

Nech

w m
AL = {(u,v) : Z YrjoUr + YrojoUro — injovi <0,u, >0, r=1,...,w,

r=1 1=1
r#TQ

v >0, z:1,...,m}
Nech

w m
" . 1 _
Al = {(u, v) E Yrjolr + Yo joUrg — E TijoUi < 0,u, >0, r=1,...,w,
= i=1
r#TQ

v; > 0, izl,...,m}

Nech A’ = m AN A a A = m AN AL

k#]o k7£30
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w m
e Pripad 1: ohraniCenie ) y,jou, — > 4,0 < 0 je splnené v optimalnom rieseni

r=1 i=1
(14)—(18) ako rovnost, ¢ize i Yrjo U — i xij,0; = 0, teda i Yrjo Uy = i Tijo Vi
i r=1 i=1 . "::1 i=1
Z (15) mame, ze Y x;;,v; = 1, po dosadeni ) y,j u, = > x;;,v; = 1, teda hy,
., i=1 r=1 i=1
V modeli (14)—(18) pre vSetky r» = 1,...,w, pre vSetky m = 1, ..., m,
pre vSetky j = 1, ..., n parametre s z;j, y,; nezdporné a z definicie mo-

delu plati, Ze u,., v; st nezaporné.

— Pripad 1a: y; ;0 < Yrojo (Yrojo 5@ zmensilo)
Z podmienky (16) (pre j = jo) v modeli (14)—(18) je zrejmé, ze ucelova
funkcia je zhora ohranic¢end hodnotou 1. Z toho vyplyva, ze pre vSetky
Yrojo < Yrojo J& Ny < 1= hy,.

— Pripad 1b: yryj, < Yrjo (Yrejo Sa zVicsilo)

(yrojo < y;/ojo) = (yrojouro < y;/ojouro) =

w m w m
/!
E Yrjollr — E Tijo U < E YrjoUr F Ypgjo Uro — E Tijov; <0 |,
r=1 i=1 r=1 i=1
r#rQ

teda (Ajo D A;-/O)

Dalej

U

() Axn A |, teda A D A
k=0

(VA;j, 2 A7) <m Ak)
k=0

k#jo

Pripustna mnozina sa pri zvéicSeni parametra y, ;, nezvicsila (A” C A),
w m

1 ! . J . ,

ale obmedzenie Y i U, + Yrojolbro — > 25,0 < 0 je nadalej splnené

r=1 =1
T#TQ

w m
Y _ . 1 _ . R 1
ako rovnost, teda hj, = Zl Yrjolr + YrgjoUrg = D Tijoli = 1 pre yy . >
= i=1

r#TQ
Yrojos To = 1, ..., w.

w m
e Pripad 2: ak ohranicenie ) y.jou, — > 24,v; < 0 nie je rovnostou v optimal-

r=1 =1
w m n
nom rieSeni (14)—(18), ¢ize Y yrjotr — 2 Tijov;i < 0, tak () A je vlastnou
r=1 =1 k=0
k#3j0
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n n
podmnozinou A;,. A= () A, C ) Ar € Aj,, Cize obmedzenie prislusné A,
k=0 k=0
k#jo

je redundantné pri vymedzeni A.

V modeli (14)—(18) pre vSetky r = 1,...,w, pre véetky m = 1,..., m, pre vSet-
ky j = 1,...,n parametre st z;;, y,; nezaporné a z definicie modelu plati, Ze u,,

v; SU nezaporné.
’ L N
— Pripad 2a: y ;0 < Urgjo (Yrojo S zmensilo)

(y;’ojo < yTOjO) = (y;'ojouro S yT()jouTo) =

w m w m

/
E YrjoUr + YpgjoUro — E TijoUi < E YrjoUr — E ZijoUi < 0 |,
r=1 i=1 r=1 i=1

T#TQ

teda (A;O D A]-O)

Pre y, i < Urgjo j& A% 2 Ajy. Kedze A C Aj, tak A C A’ . Teda pri-
w
pustnd mnozina sa nement, ucelové funkcia pre y, ;o < Yrgjo J€ D Yrjolr+
r=1
T#TQ

w
Yraiolro < D YrjoUy- Inymi slovami pre y; . < Yo, j& iy < Ry,
r=1

— Pripad 2b: Y5, < Yy (Urgjo S zvicsilo)

(yrojo < y;/ojo) = (yrojouro < y:‘/ojoum) =

w m w m
1
E YrjoUr — E TijoU; < E YrjoUr F Ypg jo Urg — E T < 0 |,
r=1 i=1 r=1 i=1
r#rQ

teda (Ajo D A;’O)

Dalej

(VAL 2 ) (N Ax ) 2| () AN A% |, teda A D A"
k=0 k=0
k#3j0

Ak A” C A tak bud A” = A alebo A” C A.

" v ’ , v ’ 17 .
Ak A" = A, cize pripustnd mnoZina ostala nezmenend, pre Y., < Yy Jje

w w
zjlym-our < 231 Yrjolr + Yo jo Ure- Inymi slovami pre y,j, < yy i, & hjo < A .
r= r=
T#TQ
Ak A” C A mohol nastat, len ak obmedzenie prislusné A’ nie je redundantné

w m
: AN Moy : " : /
pri vymedzeni A", ¢ize podmienka Yoty + Yyt jotn, — 2 Tijovi < 0 je splnena ako
-1 i—1
rr;éro !

33



w m
? "o __ " _ _ /, . .
rovnost, preto A = > Ypjotr + Yy joUng = D Tijov; = 1. Inymi slovami pre gy, <

TT:rlo =1
! : _ "
Yrjo J€ Njo < 1 =h7.
V pripade 11 2 je hj, neklesajtce ako funkcia y,;o,70 = 1,...,w.
O
Lema 4 Pre kazdé ig = 1,...,m je h;, v modeli (14)-(18) nerastiice v zavislosti

od Zjyj,-
Doékaz je analogicky dékazu lemy 3.

Veta 3’ Ak hj, a Hj, su efektivnosti jednotky jo ziskané pomocou modelov (11) a
(13), potom plati h;, = H;,.

Vo vete 3 autori ukazali ekvivalenciu modelov (12) a (13). My v8ak vo vete 3’
ukazeme ekvivalenciu modelov (11) a (13), pri¢om prechod medzi modelom (11) a

(12) je zrejmy:.
Dokaz.

Pre kazdé z;;, 1 =1,...,m,j=1,...,naprekazdé y,;, r=1,...,w,j=1,...,n

z modelu (11) je x;; € (93,5, xZU]), Yrj € (yf], yTU]) Na zaklade predchadzajicich tvrdeni
ukazeme, ze maximum funkcie hj, cez , y modzeme hladat v jednom bode (x,y).
Kedze hj, je v zavislosti od x,, (j # jo) neklesajica (podla lemy 2), vybe-
rieme maximum z prislusného defini¢cného oboru, teda vyberieme (V7 # jo) i =
L...,m, z;; = x% Efektivnost hj, je dalej v zavislosti od y;; (j # jo) nerastiica

(podla lemy 1), &ize vyberieme (Vj # jo) 7 = 1,...,w, yp; = yF;. Efektivnost hj, je

L

v zévislosti od z,. nerastica (podlalemy 4), ¢ize vyberiemei = 1,...,m, i, = T+ .
Jjo 9 9 bl 9 Jo 170

Efektivnost hj, je v zavislosti od y;; neklesajica (podla lemy 3), teda vyberieme

r=1...,w, Yrj, :3/7(«]]'0-
Z defini¢ného oboru sa staci zaoberat bodom (x,y) : (Vj # jo)i=1,...,m, x;; =
szja i:17"'7m7 ij():xqg(ﬂ (vj#jO)rzla"wu% yrj:y'/%;rzla"'7w7 Yrjo =

yY,, ¢o nam umoziiuje prejst od modelu (11), ktory nebol linedrny ani konvexny,
lebo ucelova funkcia bola skalarnym sicinom dvoch premennych y a u a ohranice-
nia obsahovali skaldrne si¢iny premennych v, x a w, y, k modelu (13), ktory je uz
linearny.

O

Pri vypocte dolnej hranice efektivnosti ekonomickej jednotky jo minimalizujeme

ucelova funkciu vyberom velkosti vstupov a vystupov z prislusnych intervalov. Po-
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tom fj,, t. j. dolntl hranicu moznej efektivnosti ekonomickej jednotky jo vypocitame

nasledovne:
w 3\
fiy = minmax > u,
Ty wv
m
> viti, = 1
i=1
w m
Zuryrj—Zvizrij < 0, 7=1,...,n (19)
r=1 i=1
L .U
L U
yrj S <yrj7yrj>
Uy, U5 Z £, r=1, 7w7i:1a ,

Pomocou transformécii, ktoré boli pouzité na transformaciu modelu (11) a (12),

dostaneme model (20).

)
* L
T = Ry (Z Wiy + Prio (Yrjy = ym-o)>
m
> (vt + aui (o, — b)) = 1
[ L U L S L U L :
Zl(ury,rj +p7~] (yT'] - yT‘])) - Zl<lel,]0 + qz]o (CCZJO - ml]o)) S 07 ] == 1, “e e ,TL
r= 1=
prj—u < 0, r=1,...,w; j=1,...,n
gG;—vi < 0,e=1,....m; 75=1,...,n
Up, V3 = €, r=1...,w;1=1,...,m
PrixQi; > 0, r=1...,wyi=1,...,m; j=1,...,n

Model (21) je modelom s presnymi dédtami. Na rozdiel od modelu (20) sa pre ski-
mant jednotku 7, nastavia irovne vstupov a vystupov ¢o najnepriaznivejsie a irovne
vstupov a vystupov ostatnych jednotiek ¢o najpriaznivejsie. Pre jednotku jy sa zvoli
vyska vstupov na trovni hornej hranice intervalu a vyska vystupov na tirovni dolnej
hranice intervalu. Pre ostatné si zvolené vstupy na trovni dolnej hranice inter-
valu a vystupy na trovni hornej hranice intervalu. Tym ¢inom sa jednotka j, ukaze
v najhorSom moznom svetle v porovnani s ostatnymi jednotkami. Preto efektivnost
ziskana z modelu (21) (oznacme ju Fj) slizi ako dolnd hranica moznjch skére efek-
tivnosti. Cize modely (13) a (21) sliZia na zostrojenie intervalu <h]L , h?>, v ktorom

lezi efektivnost, ktort by sme vypocitali, keby sme mali presné data.

35

(20)



w
_ L
Fjy = max ) uyy,,
wY r=1
S U
=1
w m
> unyl, — Y viwh, <0 (21)
r=1 i=1
Zuryrj_zvixij < 07 j:17 "7.]0_17j0+17"’n
r=1 i=1
Up,v; > €, r=1...;5w;1=1,...,m

Veta 4 Ak f;, a Fj, st efektivnosti jednotky jo ziskané z modelov (19) a (21),
potom plati f;, = Fj,.

Dokaz.

Pre kazdé z;;, 1 =1,...,m,j=1,...,naprekazdé y,;, r=1,...,w,j=1,....,n

z modelu (19) je zi; € ()7, 27), yrj € (y);, yL;)- Na zéklade skor uvedenych tvrdeni
mozeme minimum funkcie hj, cez &, y moézeme hladat v jednom bode (z,y).
Kedze hj, je v zavislosti od x,, (j # jo) neklesajica (podla lemy 2), vybe-
rieme minimum z prislusného definiéného oboru, teda vyberieme (Vj # jo) i =
1,...,m, xz;; = x};. Efektivnost hj, je dalej v zavislosti od y;, (j # jo) nerastiica
(podla lemy 1), ¢ize vyberieme (Vj # jo) r =1,...,w, yr; = yTUj. Efektivnost h;, je
v zévislosti od x,, nerasttica (podla lemy 4), ¢ize vyberieme i = 1,...,m, z;;, = xgo

Efektivnost hj, je v zdvislosti od y;, neklesajica (podla lemy 3), teda vyberieme

r=1...,w, Yrj, :yvgjo'
Z defini¢ného oboru sa staci zaoberat bodom (x,y) : (Vj # jo)i =1,...,m, zy =
xg7 i:l,---,ma :L'UO:,I',ZO, (VjijO)T:L...,’w, yrj:yfjﬁ“:l,...,’w, yTjo:

yF,, €0 ndm umoziuje prejst od modelu (19), ktory nebol linearny, ani konvexny,
lebo ucelova funkcia bola skalarnym st¢inom dvoch premennych y a u a ohranice-
nia obsahovali skaldrne siuciny premennych v,  a u, y, k modelu (21), ktory je uz

linedrny.
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3

Analyza obalu netuplnych tdajov

V doteraz spominanych modeloch sa stale predpokladalo, ze vSetky tidaje o vstupoch
a vystupoch st (viac ¢ menej presne) zndme. V pripade, Ze niektory udaj nie je
dostupny, musi sa pouZit zastupna (crisp) hodnota, aby sa stal model pripustnym.
Pri tomto zjednoduseni sa straca ista cast informacie.

Predpokladajme, Ze nie je znamy r-ty vystup jo-tej ekonomickej jednotky, cize
Yr;, Je chybajuce. Zakladné pristupy na rieSenie tohto zahfniaju vynechanie jo-tej
ekonomickej jednotky alebo vynechanie r-tého vystupu z analyzy. Zamerajme sa

dalsie dve moZnosti:

1. vynechanie r-tého vystupu pri vypocte efektivnosti jo-tej ekonomickej jed-
notky (ale vyuzitie vSetkych vystupov, vratane r-tého vystupu, pri vypocte

efektivnosti vSetkych ostatnych ekonomickych jednotiek),
2. priradenie y,;, = 0.

Pristupy 1 a 2 st ekvivalentné v zmysle, ze pre vsetky ekonomické jednotky
dévaji rovnaké hodnoty efektivnosti (KUOSMANEN, 2002).

Nech y,;, = 0. Z predpokladu, Ze kazda ekonomicka jednotka vyprodukuje kladné
mnozstvo aspon jedného vystupu, bez ujmy na vSeobecnosti nech je to i-ty vystup
(¥ijo0 > 0), hodnota f: YkjoUk Sa ZvacSuje pri presuvani vahy z r-tého vystupu na i-
ty vystup. Takze prlzz_(l)ptimélne vahy vystupov bude stéle platit, ze u* = 0. Odtial
je zrejmé, Ze r-ty vystup neovplyviiuje efektivnost, t.j. oba pristupy vylucuju r-ty
vystup z vypoctu efektivnosti.

Predpokladajme, ze nie je znamy -ty vstup jo-tej ekonomickej jednotky, cize
x5, je chybajtce. Pri analjze mozno vynechat jo-tt ekonomicku jednotku alebo i-ty

vstup. Zamerajme sa dve moznosti:

3. vynechanie i-tého vstupu pri vypocte efektivnosti jo-tej ekonomickej jednotky
(ale vyuzitie vSetkych vstupov, vratane i-tého vstupu, pri vypocte efektivnosti

vSetkych ostatnych ekonomickych jednotiek),
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4. priradenie z;;, = M, M > max{z;;}.
ij

Pristupy 3 a 4 su ekvivalentné v zmysle, ze pre vSetky ekonomické jednotky
davaju rovnaké hodnoty efektivnosti.

Nech z;;, = M. Kedze M > m;:xx{xijo} a a hodnota i Tgj, Uk s& nezvacsuje pri
prestvani vahy z i-tého vstupu na -ty vstup (i # r). -

Takze pre optimélne vahy vstupov bude stéle platit, ze v} = 0. Odtial je zrejmé,
7e i-ty vstup neovplyviiuje efektivnost, t.j. oba pristupy vylucuju i-ty vstup z vy-
poctu efektivnosti.

Druhy a stvrty z tychto pristupov st vyhodnejsie z toho pohladu, Ze nevyzadujt
zasah do uz existujiceho softvéru na vypocet analyzy obalu idajov. Hoci v druhom
pristupe predstavuje nula zastupnii hodnotu pre prazdnu hodnotu, mé zaroven aj
zmysluplni interpretéciu.

Pri analyzach niektorych problémov nemusi byt pripustny prave popisany po-
stup, pri ktorom modze ekonomické jednotka skryt svoj slaby vykon v niektorej zlozke
priradenim nenulovych vah iba ostatnym zlozkdm. Moze byt opodstatnend pozia-
davka, aby sa vo vypocte efektivnosti prejavili vsetky data. V sticasnosti sa pri mno-
hych analyzach kladi dodatoéné externé obmedzenia na flexibilitu véh. Ich prehlad
sa nachédza napr. v (ALLEN A 1., 1997). KedZe vahy vstupov hodnotenej ekonomic-

m
kej jednotky pri vstupne orientovanych modeloch st normované, aby > vz, = 1 a
i=1

w
pre vahy vystupov pri vystupne orientovanych modeloch plati ) u,y,;, = 1, obme-
r=1
dzenie absolitnej Girovne vah vstupov a vystupov obvykle nemé zmysel. Standardnou
metddou modelovania tychto obmedzeni je zavedenie podmienok v tvare podielu

an; < @ <y, 0<ap <bp <1, (22)

(2

ktoré charakterizuju pripustny interval pre vahy h-tého vystupu vzhladom na véahy
1-tého vystupu.

Vyssie uvedené tvrdenie neplati pri pouziti zastupnych hodnét 0 a M pre chyba-
juce vystupy a vstupy pri zavedeni takychto obmedzeni na vahy vstupov a vystupov.
Nielenze dodatoéné obmedzenia limituji moznost ekonomickej jednotky nebraf pri
vypocte efektivnosti do tvahy niektoré (,neprijemné“) vstupy a vystupy, ale tiez
priraduje zastupnym hodnotam chybajtcich vstupov a vystupov kladné vahy.

K tomu, aby platilo aj pri zavedeni obmedzeni na vahy pri chybajicich hodno-
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tach, je nutné upustit od obmedzeni pre chybajice hodnoty. Cize

Api S % S bhi7 pre h7l ¢ D7 (23)
/u.

i
kde D je mnozina indexov chybajucich vystupov. Je to sice mozné uplatnit pri
vypocte efektivnosti pre kazda ekonomicki jednotku osobitne, ale pri vic¢som pocte
chybajtcich hodndt to nemusi byt casovo efektivne. Rychlejsi postup popisuje veta 5
(KUOSMANEN, 2002).

Veta 5 Obmedzenia vah ap; < 3= < by;, pre h,i ¢ D, kde D je mnozina indexov
chybajucich vystupov je mozné ekvivalentne modelovat ako dvojicu nerovnosti:

(un — ani) - (Yik - Ynk)

>0
< 24
(up — brivti) - (Yir - ynr) <0 (24)

Dokaz.

7 povodnej podmienky ap; < Z—*: < bp;, 0 < ap < by < 1 dostavame nerovnosti
(up, — apgui) > 0 a (up — bpyu;) < 0. Tie prendsobime suc¢inom ¥y - Ypk, €0 je mozné
povazovat za exogénnu konstantu. Ak chyba h-ty alebo i-ty vystup, potom vy, - ynr =

0 a teda podmienky

(un — anitis) - (Yik * Ynk) =

(wn, — bratts) - (Yik - Ynk) <

platia pre vSetky wu (Specidlne aj pre u = 0).
Ak yir - ynr > 0, tak podmienky (24) predstavuji rovnaké obmedzenie ako (22).
O

Vysledky vety 5 nezavisia na orientacii modelu alebo type vynosov z rozsahu. Analo-
gicky je mozné dokazat podobnu vetu aj pre chybajice vstupy. Nech M je zastupné
hodnota, M > max{z;;}. Podmienku typu
/L?J
Uh .
apg < — < by, preh,i¢D (25)
U;

kde D je mnozina indexov chybajtcich vstupov, je mozné ekvivalentne modelovat

ako dvojicu nerovnosti

(vn — apvi) - (M = zj) - (M — apg) 2

0
(26)
(Uh — bhﬂ}i) . (M — l’jk) . (M — xhk) S 0
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Ak chyba h-ty alebo i-ty vstup, potom y;; - Yy = 0 a teda obe nerovnosti platia
pre vsetky vahy v, ¢ize sa stant redundantnymi. Ak je znamy h-ty aj -ty vstup, tak
(26) je ekvivalentné (25).

Alternativnou moznostou je reprezentovat neurcité idaje pomocou charakteris-
tickych funkcii fuzzy mnozin (ZADEH, 1978), (ZIMMERMANN, 1996). Charakteris-
tickd funkcia prezentuje subjektivnu troven stupna vyskytu javu. Intuitivne, ak
pozorovanie je neurcité, potom aj efektivnost relevantnej jednotky je neurcita. Na-
viac ak jednotka lezi na hranici produkénych moznosti, potom efektivnost jednotiek,
pre ktoré vystupuje ako referencna jednotka, je tiez neurcita.

Pokial chyba udaj o vstupe z;; resp. vystupe y,; niektorej jednotky, je mozné
ho reprezentovat fuzzy mnozinou Yij resp. 7,7- s charakteristickou funkciou I,
resp. [y, - Chybajica hodnota sa da ziskat konzultdciou s expertmi, ktori urcia
najmensiu, najvicsiu a najpravdepodobnejsiu hodnotu. Po nahradeni vsetkych chy-
bajucich hodnét takymto spdsobom je mozné pouzit fuzzy analyzu obalu udajov,
ktora vytvoril KAo a Liu (1999). Podla Zadehovho rozsirujaceho principu (ZADEH,
1978), (ZIMMERMANN, 1996) sa da charakteristickd funkcia efektivnosti jednotky jo
definovat ako

(2) = supmin{px, (i), iy, (Yrj), Vi, J, k| hjo (2, y) }
Y

M,

J0

kde hj,(x,y) sa vypocita podla modelu (11).
Pri nedostupnosti experta resp. pri snahe vychadzat z experimentalne namera-

nych déat sa odporica ako dolny odhad vziat stlpcové minimum, ¢ize (BZ»LjO = min{z;; }
j

resp. yfjo = min{y,;}, ako horny odhad sa d& pouzit stipcové maximum x%o =
J
max{z;} resp. yo; = max{y,;} a ako najpravdepodobnejsia hodnota stlpcovy me-
J J
dién, ¢ize xf = median{z;} resp. 3] = median{y,;}. Potom a-rez koresponduji-
j j

cej charakteristickej funkcie je definovany takto:

<(5’3ijo)§a (xijo)g> = <(xijo)£ + (93%) - $z‘Ljo)a7 (xijo)g + (wﬁéo - %LjM)@
<(y7’jo)§v (yT’jo)g> = <(y7’jo)§ + (yi\j'o - yv{ljo)a7 (yrjo)g + (yvl-]jo - erjM)a>

Kao (1999, s. 174) formuloval nasledujice modely. Pod dolnym odhadom efek-
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tivnosti jednotky jo pri a-reze, a € (0,1), budeme rozumiet hodnotu (%)~

)

; Up (yrjo)g

(th)L = max
w,v

m
vo + Y vi - (2i5)Y
=1

%
ﬂ\
IA
l—‘
<
I
J—‘
=

vy + i v; - (245,)Y - (27)

<
Il
=
IA
u}—‘
<
I
—
<.
(=)
|
u}—‘
.
(=)
_|._
—_
S

Vo + Z (s (l’ij)g

uq,v; > 0, r=1...;w;t=1,...,m,

kde ((zi)E, (2:)Y) a ((yr))L, (yr)Y) s a-rezmi X5, i = 1,...,m, j = 1,...,n,
resp. Wj,rzl,...,w,jzl,...,n.
Pod hornym odhadom efektivnosti jednotky jo pri a-reze budeme rozumiet hod-

notu ()L

(hjo)g = max

w

Z Uy (yTjo)g

r=1

m
vo + 2 v+ (wig) (28)
=1
> U (Yrj)a
= <1, j=1,....0—Ljo+1,...n
vo + 25 vi - (ig)d
=1
U, v; > 0, r=1...;wi=1,...,m, )
kde {(zij)L, (x:;)V) a {(yrj)E, (yr))Y) st arezmi Xy, i = 1,...,m, j = 1,...,n,

resp.fj,rzl,...,w,j:1,...,n.

Charakteristicka funkcia efektivnosti jednotky 7o, Cize 17, S dé skonStruovat
L

z intervalu ((hj,)%, (hj,)Y) pri rozliénych a-rezoch.
Je zrejmé, ze pri tvorbe modelov (27) a (28) KA0 (1999) pouzil rovnaké principy
ako DESPOTIS a SMIRLIS (2002) v modeli (19) a (11). Korektnost Kaovho pristupu

vyplyva z liem 1 az 4.
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Hodnotenie technickej
efektivnosti vybranych
slovenskych bank

Praktickym vyuZzitim analyzy obalu nepresnych tdajov moze byt analyza technickej
efektivnosti bank. Na ilustraciu sme pouzili slovenské banky. Udaje boli ¢erpané z vy-
roénych sprav zverejnenych na internete (zoznam informacnych zdrojov sa nachiddza
v prilohe). Pouzili sa tidaje z Gc¢tovnictva podla opatrenia Ministerstva financii SR.
Ak bola vo vyroc¢nej sprave uvedend aj konsolidovana uctovna zavierka, pouzili sa
udaje z nej. Ak nie, idaje z nekonsolidovanej Gctovnej zavierky.

Pre analyzu boli zvolené ako ekonomické vstupy vlastny kapital, mzdy, platené
uroky. Ako ekonomicky vystup boli vybrané prijaté troky. Ako je zrejmé z tab. 1,
z danych zdrojov nebolo mozné ziskat tplné udaje, ktoré by boli nasledne pouzité
pri analyze obalu presnych tdajov. Presné udaje by bolo pravdepodobne mozné
ziskat z databazy BankScope firmy Bureau van Dijk, ale miniméalna verzia tejto
databazy stoji asi 7000 EUR roc¢ne. Preto boli na analyzu technickej efektivnosti
pouzité modifikované metddy analyzy obalu tdajov.

Prvou moznostou je namiesto vstupov a vystupov pouzif zastupni (crisp) hod-
notu (konkrétne ¢islo), ako to navrhuje KUOSMANEN (2002), ¢o v nasledujtcich
tabulkach oznacime ako crisp pristup. Chybajice vstupy sa nahradia ¢islom M >
max{z;;} a vystupy ¢islom 0. Pri vypocte bolo M = 1000000 mil. Sk.

v Druhou moznostou je za chybajice tdaje pouzit interval dany stipcovym maxi-
mom a minimom ( min{z,;}; max {z;,;} ) resp. <m1n {yro; } ; max {y,,;} ), ako to
navrhuje KAO (2000),j ¢o predstajvuje fuzzy pristup p]re a=0. ’

Efektivnost jednotlivych bank vypodéitand pomocou modelu (3), kde sme chy-
bajtice hodnoty dosadili pomocou pristupu navrhnutého v (KUOSMANEN, 1999) a
pomocou modelov (27) a (28) v MS Exceli sa nachadza v tab. 2.

Pre banky, ktorych objem vystupu nepozname, nebol uskutocneny vypocet, lebo
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Tab. 1 Ekonomické vstupy a vystupy vybranych slovenskych bank (v mil. Sk)

vstupy vystupy
Banka v — P —

vlastny kapitdl | mzdy | platené uroky | prijaté uroky
Banka Slovakia 800 161 221
Credit Lyonnais 628 34
CSOB 41 023 | 4448 19897 34936
CSOB stavebna sporiteliia 555 50 66 196
HVB bank 5012 185 1369 2707
Komer¢ni banka 556 51 300 434
OTP banka 1 044 263
Postova banka 1 660
Prva komunalna banka 1 369
Prv4 stavebna sporiteliia 3413 285 835 1951
Tatra banka 10 848 3691 4769
UniBanka 2 718
Vseobecna tverova banka 16 333 6492 6545
VUB Wiistenrot 1287 227 637

pri crisp pristupe sa za chybajice vystupy dosadzuje nula. AvSsak podmienkou kaz-
dého modelu je, aby skiimané ekonomické jednotka mala aspon jeden kladny vstup

a aspon jeden kladny vystup.

Tab. 2 Technicks efektivnost bank

Banka crisp pristup fuzzy pristup
Banka Slovakia 1,0000 0,0050; 0,6520
Credit Lyonnais 0,0118;1,0000
CSOB 1,0000 0,0153; 1, 0000
CSOB stavebna, sporiteltia 1,0000 0,0063; 1,0000
HVB bank 1,0000 0,0141;1,0000
Komer¢ni banka 0,9979 0,0140;0,9979
OTP banka 0,0034; 1,0000

Prva komunalna banka 0,0026; 1, 0000

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
Postova banka (0,0021; 1,0000)
( )
( )
( )
( )
( )
( )

Prva stavebné sporiteltia 1,0000 0,0103; 1,0000
Tatra banka 0,6433 0,0079; 1,0000
UniBanka 0,0013;1,0000
Vseobecnd tverova banka 0,5344 0,0072;1,0000
VUB Wiistenrot 1,0000 0,0089; 1, 0000

Inou moznostou je vyuzif vztahy medzi ¢tami a uctovnymi triedami. Napr.
mzdy st sucastou vSeobecnych prevadzkovych nékladov, mzdy a socidlne naklady
spolu davaju néklady na zamestnancov, platené uroky a platené poplatky a provizie
st finan¢né naklady, prijaté aroky a prijaté poplatky a provizie st finanéné vynosy.
Z tychto vztahov s vyuzitim presnych idajov o ostatnych bankach, je mozné zostrojit
intervaly pre chybajice tdaje, ktoré ich budu realistickejsie vystihovat.

Podiel miezd na vSeobecnych prevadzkovych nakladoch bank, o ktorych mame

presné informacie, sa nachadza v tab. 3.
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Tab. 3 Podiel miezd na vseobecnych prevadzkovych nakladoch

vSeobecné podiel  miezd
Banka prevddzkové z toho mzdy na vieobec-
ndklady (v mil. | (v mil. Sk) nych prevddz.

Sk) ndkladoch
Credit Lyonnais 155,464 33,696 0,217
CSOB 15 569,71 4 448,20 0,286
HVB bank 696,736 184,771 0,265
Komerc¢ni banka 174,218 51,43 0,295
OTP banka 863,402 263,1 0,305
Prva stavebné sporiteltia 932,346 284,936 0,306
Interval (0,217; 0,306)

Na zéklade takto ziskaného intervalu je mozné usudif, Ze mzdy predstavujt
vo VUB ¢islo z intervalu (885,435;1248,471).
Niektoré banky neuviedli priamo mzdy, ale naklady na zamestnancov. V tab. 4

sa nachadzaju podiely sociadlnych nakladov ku mzdam.

Tab. 4 Podiel socialnych nakladov na mzdach

Banka mzdy (v mil. Sk) | socidlne naklady (v mil. Sk) socidine ndklady /
mzdy

Credit Lyonnais 33,696 5,973 0.177
CSOB 4 448,20 1 643,79 0.370
CSOB stavebna, sporiteltia 50,332 13,371 0,266
HVB bank 184,771 42,664 0,231
Komerc¢ni banka 51,43 13,709 0.267
OTP banka 263,1 82,516 0.314
Prva stavebna sporiteltia 284,936 57,151 0.201
Interval (0,177; 0,370)

S pouzitim ziskaného intervalu z udajov v tab. 4 je mozné zostrojit intervaly

pre velkost miezd v ostatnych bankach. Tieto intervaly sa nachadzaja v tab. 5.

Tab. 5 Projekcia miezd (v mil. Sk)

Banka mzdy a socidlne ndklady mzdy - interval
Banka Slovakia 42,223 (30,830; 35,865)
Postova banka 217,831 (159,054; 185,032)
Prva komunalna banka 228,278 (166,682; 193,906)
Tatra banka 1 280,45 | (934,947; 1 087,648)
UniBanka 310,334 | (233,169; 271,252)
VUB Wiistenrot 98 (71,557; 83,244)

V niektorych bankach vykazuja financény zisk v deleni na prijaté aroky, prijaté
poplatky a provizie, platené troky a platené poplatky a provizie. Iné banky bud vy-

kazuju len finanéné naklady a finan¢né vynosy alebo pouzivaju iné delenie, z ktorého
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je v8ak mozné spocitat finanéné néklady a financéné vynosy.

Podiel tarokov a poplatkov a provizii sa lisi medzi bankami zaoberajici sa vSe-
obecnym bankovnictvom a stavebnymi sporitelfiami. Preto nie st do tab. 6 a 8
zahrnuté tdaje o CSOB stavebnej sporitelni a Prvej stavebnej sporitelni. V tab. 6

sa nachadzaju tdaje o platenych trokoch, platenych poplatkoch a proviziach.

Tab. 6 Vztah platenych trokov a platenych poplatkov a provizii

platené€ troky platené poplatky a pro- | platené droky /
Banka ) .. .

(v mil. Sk) vizie (v mil. Sk) financné ndklady
Banka Slovakia 160,594 4,642 0,972
CSOB 19 897,119 1 903,33 0,913
HVB bank 1 369,15 41,663 0,97
Komer¢ni banka 300,35 5,486 0,982
VSeobecnd averova banka 6 491,59 241,122 0,964
Interval (0,913; 0,982)

V tab. 7 sa nachadzaja intervaly pre platené Groky zostrojené s vyuzitim inter-

valu ziskaného z tab. 6.

Tab. 7 Projekcia platenych tirokov a platenych poplatkov a provizii (v mil. Sk)

Banka

platené uroky a platené
poplatky a provizie

platené uroky — inter-

val

Credit Lyonnais 30 477,29 | (27 816,409; 29 930,594)
OTP banka 1 158,11 (1 056,998; 1 137,335)
Postova banka 1 208,70 (1 103,175; 1 187,022)
Prva komunalna banka 1 046,14 (954,804; 1 027,374)
UniBanka 7 046,66 (6 431,438; 6 920,259)

Analogicky sa zostroji interval pre prijaté tiroky. Udaje sa nachadzaji v tab. 8.

Tab. 8 Vztah prijatych tirokov a prijatych poplatkov a provizii

o prijaté poplat- )
prijaté  uroky L prijaté droky /
Banka (v mil. Sk) Ry a provizie financéné vynosy
(v mil. Sk)

Banka Slovakia 220,726 10,646 0,954
CSOB 34 936,09 7 150,13 0,83
HVB bank 2 707,40 164,503 0,943
Komer¢ni banka 434,037 40,434 0,915
VSeobecné averova banka 6 545,28 1 768,25 0,787
Interval (0,787; 0,954)

Intervaly, ktoré sa nachadzaju v tab. 9 st zostrojené s pomocou intervalu ziska-

ného z tab. 8.
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Tab. 9 Projekcia prijatych tirokov a prijatych poplatkov a provizii (v mil. Sk)

prijaté uroky a

Banka prijaté poplat- prijaté uroky — interval

ky a provizie
Credit Lyonnais 30 222,81 | (23 794,553; 28 832,184)
OTP banka 1917,51 (1 509.663; 1 829,279)
Postova banka 2 284,38 (1 798,499; 2 179,265)
Prva komunalna banka 2 302,51 (1 812,774; 2 196,563)
UniBanka 8 755,69 (6 893,390; 8 352,815)

Vypocitané intervaly sa zaradili do tab. 1 na miesta chybajtcich udajov. V tab.
10 sa nachadzajt aj daje o presnom sucte alebo rozdiele dvoch premennych, ktoré

bolo mozné presne ziskat z vyro¢nych sprév.

Tab. 10 Ekonomické vstupy a vystupy vybranych slovenskych bank (v mil. Sk)

vstupy vystupy

Banka v — P —
vlastny kapitdl mzdy platené uroky prijaté uroky
Banka Slovakia 800 (31; 36) 161 221
Credit Lyonnais 628 34 | (27816;29931) | (23795;28832)
CSOB 41 023 4448 19897 34936
CSOB stavebna sporiteliia 555 50 66 196
HVB bank 5012 185 1369 2707
Komer¢ni banka 556 51 300 434
OTP banka 1044 263 (1057;1137) (1510; 1829)
Postova banka 1 660 (159; 185) (1103;1187) (1798;2179)
Prva komunéalna banka 1 369 (167;194) (955;1027) (1813;2197)
Prva stavebna sporitelfia 3413 285 835 1951
Tatra banka 10 848 | (935;1088) 3691 4769
UniBanka 2 718 (233;271) (6431;6920) (6893; 8353)
VSeobecna tverova banka 16 333 | (885;1248) 6492 6545
VUB Wiistenrot 1287 (72;83) 227 637

V tab. 11 sa nachédza efektivnost ziskand pomocou analyzy obalu intervalovych
udajov uvedenych v tab. 10.

Vypocitali sme technick efektivnost troma pristupmi. Pri crisp pristupe sa ja-
via ako efektivne Banka Slovakia, CSOB, CSOB stavebn4 sporitelita, HVB bank,
Prva stavebné sporiteliia a VUB Wiistenrot. Horntt medzu intervalu efektivnosti
rovnu jednej mali okrem Banky Slovakia a Komerc¢nej banky pri fuzzy pristupe
vSetky skimané banky. Pri trefom pristupe su efektivnymi bez vplyvu nepresnosti
tdajov Credit Lyonnais, CSOB stavebna sporitelfia a VUB Wiistenrot. Hornti me-
dzu efektivnosti rovnu jednej dosiahli HVB bank, OTP banka, Postova banka, Prva
komunalna banka a UniBanka.

Vysledky tychto troch pristupov nie st celkom konzistentné. Tieto modely su
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Tab. 11 Technicka efektivnost bank

Banka crisp pristup fuzzy pristup dopocitanie intervalov
Banka Slovakia 1,0000 | (0,0050;0,6520) (0, 5550; 0, 6300)
Credit Lyonnais (0,0118;1,0000) (1,0000; 1, 0000)
CSOB 1,0000 | (0,0153;1,0000) (0,7391;0,9051)
CSOB stavebna sporitelfia 1,0000 | (0,0063;1,0000) (1,0000; 1, 0000)
HVB bank 1,0000 | (0,0141;1,0000) (0,9820; 1, 0000)
Komeréni banka 0,9979 | (0,0140;0,9979) (0, 6348; 0,8072)
OTP banka (0,0034; 1, 0000) (0,7219; 1,0000)
Postova banka (0,0021; 1, 0000) (0, 6998; 1,0000)
Prva komunalna banka (0,0026; 1,0000) (0,9317; 1,0000)
Prva stavebna sporitelia 1,0000 | (0,0103;1,0000) (0, 8929; 0, 9630)
Tatra banka 0,6433 | (0,0079;1,0000) (0, 5209; 0,6016)
UniBanka (0,0013;1,0000) (0, 7584; 1,0000)
Vseobecné tverova banka 0,5344 | (0,0072;1,0000) (0,4264;0,5679)
VUB Wiistenrot 1,0000 | (0,0089;1,0000) (1,0000; 1, 0000)

podpornymi nastrojmi, ale neposkytuju jednoznac¢né zavery. Nevyhodou crisp pri-
stupu je, Ze nie je mozné vypocitat efektivnost ekonomickych jednotiek, u ktorych
nepozname ziadne vstupy alebo ziadne vystupy. Slabou strankou fuzzy pristupu je
stanovenie intervalov na zéaklade stipcovich minim a maxim, ak chybajt idaje o tom
istom vstupe alebo vystupe viacerym ekonomickym jednotkam. Projekciu intervalov

mozno uskutoc¢nit iba pri dostupnosti dodatocnych informécii o idajoch, u ktorych

je funkéné zavislost s chybajicimi tdajmi.
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Z.aver

Analyza obalu udajov, ako sposob merania technickej efektivnosti, bola navrhnuta
v roku 1978 Charnesom, Cooperom a Rhodesom. Vyzadovala vsak presné tudaje
o vsetkych ekonomickych vstupoch a vystupoch vsetkych skiimanych ekonomickych
jednotiek.

Cielom prace bolo poskytnit prehlad stcasného stavu rozpracovania analyzy
obalu tidajov s nepresnymi datami.

Jednym z druhov uvazovanych nepresnych dat s intervalové adaje. Su to udaje,
ktorych hodnota nie je presne znama, ale je zndmy interval, v ktorom sa prislusna
hodnota nachadza. VSeobecny model, ktory na analyzu obalu intervalovych tuda-
jov navrhli COOPER, PARK a YU (1999), vSak vyzadoval stanovenie dodato¢nych
podmienok na vahy vsetkych vstupov a vystupov.

DESPOTIS a SMIRLIS (2002) prezentovali analogicky vSeobecny model bez do-
dato¢nych podmienok na vahy vstupov a vystupov. Tento vSeobecny model bol ne-
linearny. V praci sa podarilo dokézat vlastnosti efektivnosti v zavislosti od vyberu
urovne ekonomickych vstupov a vystupov. Na zaklade tychto tvrdeni bolo mozné
previest tito nelinedrnu tlohu na tlohu linedrneho programovania.

Druhym typom nepresnych dat st chybajice iidaje. V tedrii boli rozpracované
pristupy vyuzivajtce crisp (KUOSMANEN, 2002) a fuzzy (KAO, 1999) zastupné hod-

noty. Dokézané vlastnosti efektivnosti ukazuju korektnost Kaovho pristupu.
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