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Kapitola 1VC Dimenzia1.1 Rastov�a funk
iaVapnik, Chervonenkis - 1971Najv�yznamnej�s�� pojem pre te�oriu v�ypo�
tov�eho u�
enia.

Obr�azok 1.1: Per
eptr�onPer
eptr�onPre stav ! = (�1; �2; : : : ; �n�) funk
ia h
 2 H z X = Rn do f0; 1g je dan�ah!(y) = 8<: 1; ak nPi=1�iyi � �0; inak! ` h! nie je injek
ia;pre l'ubovol'n�e � 2 R, stav � � ! de�nuje t�u ist�u funk
iu.�H(x) =po�
et klasi�k�a
i�� podl'a H , t.j. po�
et rôzny
h vektorov tvaru(h(x1); : : : ; h(xm))kde h prebieha v�setky hypot�ezy v H , x = (x1; : : : ; xm).H mô�ze byt' nekone�
n�y . . .H jEx; Ex = fx1 : : : xmg je kone�
n�y a m�a kardinalitu �H (x).�H(x) � 2mDe�n��
ia 1.1.1 Rastov�a funk
ia je�H(m) = maxf�H(x) : x 2 Xmg1



De�n��
ia 1.1.2 Hovor��me, �ze vzorka x d�l�zky m je rozbit�a podl'a H alebo H rozb��ja x, ak po�
etmo�zn�y
h klasi�k�a
i�� podl'a H je 2m, t.j. H poskytuje v�setky mo�zn�e klasi�k�a
ie.� Ak pr��klady v x nie s�u rôzne, tak x nemô�ze byt' rozbit�a.� Ak pr��klady v x s�u rôzne, x je rozbit�a podl'a H , ak pre l'ubovol'n�e S � Ex existuje nejak�a hypot�ezah 2 H tak�a, �ze pre l'ubovol'n�e 1 � i � m plat��h(xi) = 1, xi 2 S:S je potom podmno�zina s�ustred'uj�u
a kladn�e pr��klady.De�n��
ia 1.1.3 VC dimenzia H je maxim�alna d�l�zka vzorky, ktor�u H rozb��ja. Ak neexistuje, hovor��me,�ze VC je 1. V Cdim(H) = maxfm : �H (m) = 2mgPr��klady:1. X = R, H � l�u�
e; x = (x1; : : : ; xm) je tr�eningov�a vzorka, x1 < x2 < : : : < xm.Pre � 2 R; r� = 1 , xi � �.Mno�zina klasi�kovan�y
h vektorov . . .m+ 1.(0 : : : 00), (0 : : : 01), . . . (1 : : : 11)l'ubovol'n�a vzorka s rôznymi pr��kladmi m�a jeden z t�y
hto klas. vektorov (spermutovan�y). )�H(m) = m+ 1V pr��pade rovnak�y
h pr��kladov po�
et klasi�k�a
i�� je men�s��.2. r�, H je priestor l�u�
ov. Ne
h je dan�a tr�eningov�a vzorka (x1; x2) d�l�zky 2, x1 < x2.) neexistuje l�u�
 tak�y, �ze h(x1) = 1 a h(x2) = 0, preto�ze by muselo platit' x2 < � � x1.) H nerozb��ja �ziadnu vzorku d�l�zky 2. H rozb��ja l'ubovol'n�u vzorku d�l�zky 1 ) V Cdim(H) = 1.3. Ne
h X = R2 . H je hypot�ezov�y priestor per
eptr�onu P2, x = (x1; x2; x3) s�u tri nekoline�arne rôznebody. X je rozbit�a pomo
ou H , ak pre l'ubovol'n�u podmno�zinu S � Ex = fx1; x2; x3g plat��, �ze Sa Ex s�u separovatel'n�e.) V Cdim(H) � 3 (P2 rozb��ja 3 nekoline�arne body.)Rovnost' dok�a�zeme t�ym, �ze n�ajdeme vzorku, ktorej pr��klady sa nedaj�u separovat') existuje vzorkad�l�zky 4, ktor�u P2 nerozb��ja.Tvrdenie 1 Ak H je kone�
n�y hypot�ezov�y priestor, tak V Cdim(H) � ln jH j.Dôkaz:Po�
et klasi�k�a
i�� podl'a kone�
n�eho H vzorky l'ubovol'nej d�l�zky je najvia
 po�
et rôzny
h hypot�ez v H) �H(m) � jH jVCdim je najv�a�
�sie d, pre ktor�e �H(d) = 2d.2d = �H(d) � jH j ) d = �H(d) � ln jH j:tuPr��klad: Urob��me odhad pre V Cdim(Mn). Plat�� jMnj = 3n, Mn s�u mono�
leny.V Cdim(Mn) � (ln 3) � n je horn�a hrani
a. Ak�a je doln�a hrani
a? Pok�usime sa dok�azat', �ze je rovn�a n.Tvrd��me, �ze Mn rozb��ja ka�zd�u vzorku d�l�zky n:(e1; e2; : : : ; en), kde ei = (0 : : : 010 : : :0), kde 1 je na i-tom mieste, 1 � i � n.Predpokladajme, �ze (q1; : : : ; qn) = q 2 f0; 1gn. Uk�a�zeme, �ze existuje h 2 Mn tak�e, �ze h(ei) = qi pre1 � i � n.Ak q = (1 : : : 1) vezmeme za h pr�azdnu hypot�ezu.Ak q = (0 : : : 00 : : : 01) tak h vytvor��me ako konjunk
iu neg�a
i�� liter�alov, pre ktor�e qj = 0.) V Cdim(Mn) � n pre l'ubovol'n�e n.
2



1.2 VC dimenzia re�alny
h per
eptr�onovVeta 1 Pre l'ubovol'n�e n ne
h Pn je re�alny per
eptr�on s n vstupmi. PotomV Cdim(Pn) = n+ 1:Dôkaz: Pn je v stave ! = (�1�2 : : : �n�)h! - funk
ia, ktor�u per
eptr�on po�
��tah!(y) = 1 , �1y1 + : : :+ �nyn � �:Ozna�
me l+! = fy 2 Rn : nXi=1 �iyi � �gl�! = fy 2 Rn : nXi=1 �iyi < �gl! = fy 2 Rn : nXi=1 �iyi = �gC � Rn je konvexn�a, ak pre l'ubovol'n�e x; y 2 C a l'ubovol'n�e re�alne �
��slo �, 0 � � � 1, bod�x+ (1� �)y 2 C.Prienik l'ubovol'n�y
h 2 konvexn�y
h mno�z��n v Rn je konvexn�a mno�zina. Pre l'ubovol'n�u mno�zinu bodovS � Rn existuje najmen�sia konvexn�a mno�zina obsahuj�u
a S;
onv(S) . . . konvexn�y obal S je prienik v�setk�y
h konvexn�y
h mno�z��n obsahuj�u
i
h S;Pripome�nme Radonovu vetu:Veta 2 Ne
h n je kladn�e 
el�e �
��slo, E je l'ubovol'n�a mno�zina n+2 bodov z Rn . Potom existuje ; 6= S � Etak�a, �ze 
onv(S) \ 
onv(E n S) 6= ;:Ne
h x = (x1 : : : xn+2)| {z }rozne je l'ubovol'n�a vzorka pr��kladov z Rn d�l�zky n+2.Ex je mno�zina pr��kladov v x . . . jExj = n+ 2. Podl'a Radonovej vety existuje S 6= ;, S � Ex
onv(S) \ 
onv(Ex n S) 6= ;:Predpokladajme, �ze existuje homega v Pn tak�e, �ze S je mno�zina pozit��vny
h pr��kladov h! v Ex.) S � l+! ; Ex n S � l�!Preto�ze uzavret�y polpriestor l+! a otvoren�y l�! s�u disjunktn�e a s�u konvexn�e v Rn ) 
onv(S) �l+! ; 
onv(Ex n S) � l�!
onv(S) \ 
onv(E n S) � 
onv(S) \ 
onv(Ex n S) = ;) neexistuje tak�a h!, a preto x nie je rozbit�a pn. ) �ziadna vzorka d�l�zky n+2 nie je rozbit�a pomo
oupn.) V Cdim(Pn) � n+ 1.Opa�
n�a nerovnost': o 2 Rn ; o = (0; 0 : : : 0); ei = (0 : : : 10 : : : 0); 1 � i � n. Uk�a�zeme, �ze Pn rozb��jax = (o; e1; : : : en) d�l�zky n+ 1.Ne
h S � Ex = fo; e1 : : : eng. Ne
h �i = � 1; ak ei 2 S�1; ak ei 62 S� = � � 12 ; ak o 2 S+ 12 ; ak o 62 SPriamou veri�k�a
iou, ak ! = (�1 : : : �n�) je stav Pn, potom mno�zina pozit��vny
h pr��kladov h! jepr�ave S ) V Cdim(Pn) � n+ 1. tu 3



1.3 Sauerova lemaRastov�a funk
ia - miera po�
tu rôzny
h klasi�k�a
i�� vzorky d�l�zky m na pozit��vne a negat��vne pr��kladypodl'a H , pokial' V Cdim H je max. hodnota m, pre ktor�u plat�� �H (m) = 2m.Veta 3 (Sauerova lema): Ne
h d � 0 a m � 1 s�u 
el�e kladn�e �
��sla, ne
h H je hypot�ezov�y priestor sV Cdim(H) = d. Potom �H(m) � 1 + � m1 �+ � m2 �+ : : :+ � md �| {z }�(d;m) :Binomi
k�e koe�
ienty sp�l�naj�u � ab � = � a�1b �+ � a�1b� 1 �Zaved'me funk
iu: �(0;m) = 1 (m � 1);�(d; 1) = 2 (d � 1)�(d;m) = �(d;m� 1) + �(d� 1;m� 1); (d � 1m � 2)Dôkaz: Ak V Cdim(H) = d = 0, potom pr��klad x-l'ub, h(x) je rovnak�e (bud' 0 alebo 1) pre l'ub. hypot�ezuh 2 H . ) �H(x) = 1 pre l'ub. vzorku d�l�zky m ) �H(m) = 1 = �(0;m) ) veta plat�� pre d = 0.Ak m = 1 a d � 1 ) �H(1) � 2 = �(d; 1)Induk
iou na d+m:� Pr��pad d+m = 2 je dok�azan�y.� Predpokladajme, �ze veta plat�� pre d + m � k, kde k � 2 a ne
h H je hypot�ezov�y priestor sV Cdim = d, x je tr�enova
ia vzorka d�l�zky m, kde d+m = k + 1.Pr��pady (d;m) = (0; k + 1) a (d;m) = (k; 1) s�u u�z dok�azan�e.Ne
h d � 1; m � 2, x obsahuje rôzne pr��klady, E je mno�zina pr��kladov v x, HE = H jE jeobmedzenie hypot�ez H na E.) HE je kone�
n�y a �H(x) = jHE j.Potrebujeme uk�azat', �ze jHE j � �(d;m).Ne
h F = E n fxmg; HF = H jF .Dve rôzne hypot�ezy h; g 2 HE pri obmedzen�� na F d�avaj�u t�u ist�u hypot�ezu z HF pr�ave vtedy, ked'sa zhoduj�u na F a nezhoduj�u na xm.H� je mno�zina v�setk�y
h hypot�ez, ktor�e vznikn�u takto:Ak h� 2 H�, tak s�u mo�zn�e obe roz�s��renia h� na funk
iu na E . . . hypot�ezu z HE . h� je roz�s��renie) jHE j = jHF j+ jH�j.Ne
h x0 = (x1 : : : xm�1). PotomjHF j = �H(x0) � �H(m� 1) � �(d;m� 1)preto�ze d+ (m� 1) � k.Tvrd��me, �ze V Cdim(H�) je najvia
 d � 1. Ak by V Cdim(H�) = d ) h� rozb��ja nejak�u vzorkuz = (z1 : : : zd) d�l�zky d pr��kladov z F .Pre h� 2 H�� h1 2 HE : : : h1(xm) = 0h2 2 HE : : : h2(xm) = 1) HE a teda H rozb��ja vzorku (z1 : : : zdxm) d�l�zky d+ 1, �
o je v spore s V Cdim(H) � d.) V Cdim(H�) � d� 1.Pou�zit��m induk�
nej hypot�ezyjH�j = �H�(x00) � �H�(m� 1) � �(d� 1;m� 1)preto�ze (d� 1) + (m� 1) � k. Kombin�a
iou obo
h v�ysledkov dostaneme�H (x) = jHE j = jHF j+ jH�j � �(d;m� 1) + �(d� 1;m� 1) = �(d;m):tu 4



Tvrdenie 2 Pre v�setky m � d � 1 plat�� �(d;m) < � e�md �d.Tvrdenie 3 Ne
h H je l'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor obsahuj�u
i aspo�n 2 hypot�ezy a de�novan�y nakone�
nom pr��kladovom priestore X, potom V Cdim(H) > ln jHj1�ln jXj .1.4 �Ulohy k VC-dim1. Uk�a�zte, �ze ak X = R a H je mno�zina v�setk�y
h uzavret�y
h intervalov, tak �H(m) = 1+m+ 12m(m�1).2. Pop���ste expl. hypot�ezov�y priestor P1 a uk�a�zte, �ze V Cdim(P1) = 2.3. Uk�a�zte, �ze ak H je hypot�ezov�y priestor re�alneho per
eptr�onu P2, tak �H(4) = 14.4. Ne
h H m�a kone�
n�u V Cdim. Pre h 2 H de�nujme hh = 1 , h(x) = 0a ne
h komplement H je priestor fh : h 2 Hg. Dok�a�zte, �ze maj�u oba priestory rovnak�u VCdimenziu.5. Dok�a�zte(a) �(d;m) = �(d;m� 1) + �(d� 1;m� 1); d � 1;m � 2(b) �(d;m) � md; m � d > 1.6. Mono�
len je monot�onny, ak neobsahuje �ziadne negovan�e liter�aly. Dok�a�zte, �ze priestor monot�onny
hmono�
lenov de�novan�y na f0; 1g� m�a VC dimenziu pr�ave n.7. Hypot�ezov�y priestor H je line�arne usporiadan�y, ak m�a aspo�n 2 hypot�ezy a ak pre l'ubovol'n�e dveh; g 2 H plat��bud' h(x) = 1 ) g(x) = 1alebo g(x) = 1 ) h(x) = 1Dok�a�zte, �ze ak H je line�arne usporiadan�y, V Cdim(H) = 1.8. Ne
h Gn je mno�zina hypot�ez z Pn, pre ktor�e nulov�y vektor o je negat��vny pr��klad. Predpokladajme,�ze vzorka x = (x1 : : : xm) je rozbit�a pomo
ou Gn. Pre�
o sa �ziadne xi nesmie rovnat' 0? Dok�a�zte, �zevzorka (x1 : : : xm; 0) je rozbit�a pomo
ou Pn. Dok�a�zte, �ze V Cdim(Gn) = n.
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Kapitola 2U�
enie a VC dimenzia2.1 �UvodUk�a�zeme, �ze pre l'ub. hypot�ezov�y priestor H nutnou a posta�
uj�u
ou podmienkou pre jeho poten
i�alnunau�
itel'nost' je kone�
n�a VC dimenzia.M�ame poten
i�alne nau�
itel'n�e hypot�ezov�e priestory pr�ave tie, ktor�e maj�u kone�
n�u VC dimenziu?2.2 VC dimenzia a poten
i�alna nau�
itel'nost'Ozna�
enie: s = (x; b) pre s = ((x1; b1) : : : (xm; bm)) 2 (X � f0; 1g)m Ak t je 
iel'ov�y kon
ept a s jetr�eningov�a vzorka pre t, potom s ozna�
��me (x; t(x)):Toto zdôraz�nuje fakt, �ze ke�d s 2 S(m; t) s�u dan�e len hodnoty t na prvko
h tr�eningovej vzorky x.H [x; t℄ podmno�zinu H, ktor�a je v s�ulade s s H [(x; t(x))℄Pozorovan�a 
hyba hypot�ezy h 2 H na sers(h) = 1m jfi : h(xi) 6= bigjH [s℄ = fh 2 H j h(xi) = t(xi); 1 � i � mg; H [s℄ je mno�zina hypot�ez, ktor�e maj�u nulov�u 
hybu na s.Ak s = (x; t(x)), potom ers(h) sa naz�yva pozorovan�a 
hyba h na x vzhl'adom na t ers(h; t), aleboers(h), ak t je zrejm�e.Veta 4 Ak hypot�ezov�y priestor m�a nekone�
n�u VC dimenziu, tak nie je poten
i�alne nau�
itel'n�y.Dôkaz:Ne
h H m�a nekone�
n�u VC dimenziu, t.j. pre l'ub. m > 0 existuje vzorka z d�l�zky 2m, ktor�a je rozbit�apodl'a H .Ne
h E = Ez je mno�zina pr��kladov v tejto vzorke a de�nujme rozdelenie pravdepodobnosti � na X�(x) = � 12m pre x 2 E0 inakVzhl'adom na � ka�zd�y pr��klad v E m�a rovnak�u pravdepodobnost' prezent�a
ie a ostatn�e pr��klady maj�upravdepodobnost' 0. �m : : : Em a 0 indeTeda s pravdepodobnost'ou 1 n�ahodne vybrat�a vzorka s d�l�zky m je vzorkou pr��kladov z E.Ne
h s = (x; t(x)) 2 S(m; t). S pravdepodobost'ou 1 (vzhl'adom �m) m�ame xi 2 E pre 1 � i � m.Preto�ze z je rozbit�a podl'a H, ex. hypot�eza h 2 H tak�a ,�zeh(xi) = t(xi) pre 1 � i � m ah(x) 6= t(x) pre vsetky ostatne x 2 E6



Z toho vypl�yva, �ze h 2 H [s℄: h m�a 
hybu aspo�n 12 vzhl'adom na t.Uk�azali sme, �ze pre l'ub. m > 0, l'ub. t ex. pravdep. r oz. � na X tak�e, �ze udalost' H [s℄TB 12 = ; m�apravdepodobnost' 0.Teda neex. �ziadne m0 > 0, m0 = m0( 12 ; 12 ) pre ktor�e by sme mohli tvrdit', �ze pre v�setky m >m0�mfs 2 S(m; t)jH [s℄ \ B 12 = ;g > 12 .) H nie je poten
i�alne nau�
itel'n�e. �Pr��klad: Pre ka�zd�u A � R de�nujeme 
harakteristi
k�u funk
iu�A : �A(y) = � 1 ak y 2 A0 inakU-syst�em v�setk�y
h podmno�z��n R tak�y
h, ktor�e s�u kone�
n�ymi zjednoteniami uzavret�y
h intervalovJ = f�A : A 2 Ug - priestor zjedn. intervalovVCdim(J) je nekone�
n�a!x = (x1 : : : xm) je tr�en. vzorka pr��kladov z R, Ex je odp. mno�z. pr��kladov S � Ex; k S je mo�zn�eskon�struovat' A 2 U tak, �ze S � A a (ExS)TA = ; takto:Pre ka�zd�e xi 2 S ne
h Ai je inerval, ktor�y obsahuje xi ale neobsahuje �ziadny in�y prvok x 2 Ex.Ne
h A = SAi, A je kone�
n�e zjednotenie�A = 1 na S�A = 0 na Ex � SInak povedan�e, J rozb��ja x.Preto�ze tento argument je pou�zitel'n�y a plat�� len pre kone�
n�e vzorky ) VC dim(J) je nekone�
n�a.Poznamka :J je obsiahnut�y v priestore v�setk�y
h uzavret�y
h podm. R (
har. funk
i��).�Co by sa dalo povedat' o VC dim tohto v�seobe
. priestoru?Jeho VC dim je nekone�
n�a.H-hypot�ezov�y priestor def. na pr��kl. priestore Xt-
iel'ov�y kon
ept v H� - pravdepodobnostn�e rozdelenie na X� - l'ub. r.�
. 0 � � � 1Ne
h t; �; � - �xn�e, ale l'ubovol'n�eDe�nujme Q�m = fx 2 Xm : H [x; t℄ \B� 6= ;gPravdepodobnost' v�yberu tr�en. vzorky, pre ktor�u existuje konzist., ale �-zl�a hypot�eza je�m = fs 2 S(m; t) : H [s℄ \B� 6= ;g�
o je vlastne �m(Q�m).Teda uk�azat', �ze H je poten
i�alne nau�
itel'n�y znamen�a n�ajst' horn�u hrani
u f(m; �) pre �m(Q�m), ktor�aje nez�avisl�a od t a � a ktor�a ide k 0, ke�d m!1Potom 8(0 < Æ < 1)9(m0)8(m � m0) f(m; �) < Æm0 = m0(Æ; �), m0 je tie�z hornou hrani
ou pre vel'kost' tr�en. vzorky.Tvrdenie: Ne
h H je hypot�ezov�y priestor de�novan�y na pr��kladovom priestore X; t; �; � s�u l'ub. alepevne dan�e. Potom �mfs 2 S(m; t) : H [s℄ \B� 6= ;g < 2�H(2m)2��m2| {z }f(m;�)pre v�s. m � 8� . �H (m) � 1 +�m1�+�m2�+ : : :+�md� polyn�om7



limn!12�H(2m)2��m2 ! 0 ?Kl'�u�
ov�y v�ysledok: VC dim implikuje poten
i�alnu nau�
itel'nost'.Veta 5 Ak m�a hypot�ezov�y priestor kone�
n�u VC dimenziu, potom je poten
i�alne nau�
itel'n�y.D: 4 f�azy� Ohrani�
it' �m(Q�m) pravdepodobnost'ou ur�
itej podmno�ziny R�m v X2m� Pou�zit��m skupiny ak
i�� ohrani�
it' pravdepodobnost' R�m pomo
ou kone�
n�y
h v�yrazov� Vyjadrit' t�uto hrani
u pomo
ou �H - komb. argumentami� Pou�zit' argument posl. lemy na vyjadrenie v�ysledku, �ze �m(Q�m)! 0, ked'm!11.f�aza:x; y 2 Xm, xy 2 X2m - je tr�en. vzorka d�l�zky 2mR�m = fxy 2 X2m : 9h 2 B� pre ktor�u erx(h) = 0 a ery(h) > �2gLema 1: Pre v�s. m � 8� plat�� �m(Q�m) � 2�2m(R�m):D:�Q : : : 
harakteristi
k�a funk
ia Q�m:�Q(x) = 1, ak x 2 Q�m�Q(x) = 0, inak.�R(xy) = �Q(x) x(y), kde x(y) = � 1 ak 9h 2 H [x℄ \ B� s ery(h) > �20 inak�2m(R�m) = Z �R(xy = Z (�Q(x Z  x(y))R s�u 
ez 
el�e relevantn�e priestory;Vn�utorn�y integr�al je pravdepodobnost', �ze pri danom x existuje h 2 B�, ktor�e je konzistentn�e s x aspl�nuje ery(h) > �2 .Tento integr�al ur�
ite nie je menej ne�z pravdep., �ze partikul�arne h 2 B� konzist. s x spl�nuje ery(H) > �2 .??) �2m(R�m) � Z 12�Q(x) = 12�m(Q�m)Chernovova hrani
a (bin. rozdelenie)0 � p � 1, LE(p,m,s)-pravdepodobnost' najvia
 s �uspe
hov v m nez�avisl�y
h pokuso
h, z ktor�y
h ka�zd�ym�a pravdepodob. p. LE(p,m,(1-� )mp) � e��2mp2 pre l'ub. 0 � � � 1:Ne
h h 2 B�, er�(h) = �h > �. Pre y 2 Xm, meroverliney(h) ozna�
uje po�
et komponentov, na ktor�y
ht a h sa l���sia = je to bin. rozdelen�a n�ah. prem.�mfy : ery(h) � �2g = �mfy : mery(h) � �2mg� �mfy : mery(h) � �h2 mg = LE(�h;m; (1� 12)m�h)� exp(��hm8 ) < exp(��m8 )8



?????????????????????????????????????????????????????????2.f�aza:Ne
h i 2 f1; : : :mg�i je permut�a
ia, ktor�a vymen�� i a m+i t�y prvok;Ne
h Gm je grupa generovan�a permut�a
iami �if1 � i � mg jGmj = 2mLema 2: Pre dan�e z 2 X2m ne
h �(z) ozna�
uje po�
et � 2 Gm, pre ktor�e �z 2 R�m. PotomjGmj�2m(R�m) � max�(z) kde max je 
ez v�s. z 2 X2m.3.f�aza:Pre l'ub. h 2 B� ne
hR�m(h) = fxy 2 X2m : erx(h) = 0 a ery(h) > �2gPre z 2 X2m, �(h; z) po�
et � 2 Gm, ktor�e transformuj�u z na vektor v R�m(h).Lema 3: m > 0, h 2 B�. Potom �(h; z) < 2m(1� �2 ) pre v�s. z 2 X2m.Lema 4: Pre l'ub. m > 0 �2m(R�m < �H(2m)2��m24. f�aza: - kombin�a
ia pred
h. v�ysledkov2.3 Zlo�zitost' vzorky konzistentn�y
h algoritmovFakt: Ak hypot�ezov�y priestor H m�a kone�
n�u VC dimenziu, tak je poten
ion�alne nau�
itel'n�y.Inak povedan�e:K l'ubovol'n�ym parametrom Æ - dôveryhodnost', � - presnost' (0 < Æ; � < 1), existuje vzorka d�l�zkym0 = m0(H; Æ; �) tak�a, �zem � m0 =) �mfs 2 S(m; t);H[s℄\B� = 0g > 1� Æ (2.1)pre l'ubovol'n�e pravdepodobnostn�e rozdelenie � na X l'ubovol'n�y 
iel'ov�y kon
ept t 2 H .Teda z toho vypl�yva, �ze� l'ubovol'n�y konzistentn�y u�
ia
i algoritmus L pre H je pa
 a d'alej� l'ubovol'n�e �0(H; Æ; �), pre ktor�e plat�� vy�s�sie uveden�a podmienka, je horn�a hrani
a na zlo�zitost' vzorkymL(H; Æ; �).Uk�a�zeme, �ze existuje presnej�s�� v�yraz prem0, a teda pre horn�u hrani
u na zlo�zitost' vzorky l'ubovol'n�ehokonzistentn�eho u�
ia
eho algoritmu L pre H .Pripome�nme, �ze bolo dok�azan�e, �ze ak H je kone�
n�y hypot�ezov�y priestor a L je konzistentn�y u�
ia
ialgoritmus pre H , tak L je pa
 a plat�� mL(H; Æ; �) � l1� ln( jH jÆ )m (2.2)Horn�a hrani
a, ktor�u odvod��me, z�avis�� od V C dimenzie H a nie od mohutnosti H .Veta: Predpokladajme, �ze H je hypot�ezov�y priestor s kone�
nou V C dimenziou d � 1 a plat�� 0 <Æ; � < 1. Ne
h m0 = m0(H; Æ; �) = l4� (d:lg(12� ) + lg(2Æ ))m (2.3)Potom pre l'ubovol'n�e m � m0 plat���mfs 2 S(m; t);H [s℄ \ B� 6= ;g < Æ: (2.4)Dôsledok: Predpokladajme,�ze hypot�ezov�y priestor H m�a V C dimenziu d � 1. Potom l'ubovol'n�ykonzistentn�y u�
ia
i algoritmus L pre H je pa
 so zlo�zitost'ou vzorkymL(H; Æ; �) � l4� (d:lg(12� ) + lg(2Æ ))m (2.5)9



Toto u�z je sl'�uben�y v�ysledok.Pr��klad 1: Ne
h H je priestor l�u�
ov. Jeho V C dimenzia je V Cdim(H) = 1, teda ak L je l'ubovol'n�ykonzistentn�y u�
ia
i algoritmus pre priestor l�u�
ov, m�amemL(H; Æ; �) � l4� (d:lg(12� ) + lg(2Æ ))m (2.6)My sme priamo dok�azali, �ze m0 = l1� ln(1Æ )m: (2.7)Vid��me, �ze hrani
a vypo�
��tan�a priamo je lep�sia ne�z vypl�yvaj�u
a z V C dimenzie. Av�sak priameargumenty s�u mnohokr�at t'a�zk�e a v tomto pr��pade je zrejm�e, �ze ak Æ a � s�u toho ist�eho radu, tak tietohrani
e sa l���sia len o kon�stantu.Pr��klad 2: Re�alny per
eptr�on Pn m�a V C dimenziu n + 1. Predpokladajme, �ze pre l'ubovol'n�utr�eningov�u vzorku pre hypot�ezu v Pn m�ame n�ajst' stav ! per
eptr�onu tak�y, �ze h! je konzistentn�a sovzorkou. Potom ked' pou�zijeme tr�eningov�u vzorku d�l�zkyl4� ((n+ 1):lg(12� ) + lg(2Æ ))m (2.8)m�ame zaru�
en�u pribli�zne spr�avnu hypot�ezu bez ohl'adu na 
iel'ov�u hypot�ezu a pravdepodobnostn�e rozde-lenie pr��kladov.2.4 Doln�e hrani
e pre zlo�zitost' vzorkyPripome�nme, �ze sme dok�azali, �ze ak priestor H m�a nekone�
n�u V C dimenziu, tak nie je poten
i�alnenau�
itel'n�y.Veta: Predpokladajme, �ze hypot�ezov�y priestor H m�a V C dimenziu d � 1. Potom existuje konzis-tentn�y pa
 u�
ia
i algoritmus L pre H tak�y, �ze pre l'ubovol'n�e Æ a � zlo�zitost' vzorky spl�nujemL(H; Æ; �) � d(1� �):Uveden�y v�ysledok je s��
e jednodu
h�y, ale je pou�zitel'n�y len na konzistentn�e u�
ia
e algoritmy. �Dalejneposkytuje univerz�alnu doln�u hrani
u na zlo�zitost' vzorky konzistentn�eho u�
ia
eho algoritmu; skôr sa za-ober�a najhor�s��mi mo�zn�ymi konzistentn�ymi u�
ia
imi algoritmami. Uk�a�zeme silnej�s�� v�ysledok Ehrenfeu
htaet al. - 1989, ktor�y poskytuje doln�u hrani
u na zlo�zitost' vzorky l'ubovol'n�eho pa
 u�
ia
eho algoritmu prehypot�ezov�y priestor kone�
nej V C dimenzie.Veta: Pre l'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor H s V C dimenziou d � 1 a pre l'ubovol'n�y pa
 u�
ia
ialgoritmus L pre H plat�� mL(H; Æ; �) > d� 132� (2.9)pre Æ � 1100 a � � 18 .Ak by sme uva�zovali, �ze zlo�zitost' vzorky prekro�
�� (d0 � 1)=32�, kde d0 je l'ubovol'n�e kladn�e �
��slosp�l�naj�u
e V Cdim(H) � d0, tak by sme mohli dok�azat' nasleduj�u
e tvrdenie:Tvrdenie: Ak hypot�ezov�y priestor H m�a kone�
n�u V C dimenziu, tak neexistuje �ziadny pa
 u�
ia
ialgoritmus pre H .Tieto v�ysledky podporuj�u tvrdenie, �ze V C dimenzia je dobr�a miera "expres��vnej sily" hypot�ezov�ehopriestoru H : v�a�
�sia V C dimenzia H znamen�a v�a�
�siu zlo�zitost' vzorky pre pa
 u�
enie H . V skuto�
nosti10



v�ysledky mô�zu byt' zov�seobe
nen�e aj pre pr��pady, ked'C je l'ubovol'n�y kon
eptov�y priestor s V C dimenziouaaspo�n d0 � 1 a H je l'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor (nie nutne rovn�y C).Ak L je u�
ia
i algoritmus pre (C;H), vstupom do L mus�� byt' tr�eningov�a vzorka d�l�zky v�a�
�sej ne�z(d0 � 1)=32�, aby bola zaru�
en�a presnost' � � 18 s pravdepodobnost'ou 1 � Æ > 99=100. Ak C m�anekone�
n�u V C dimenziu, tak nemô�ze existovat' �ziadny u�
ia
i algoritmus pre (C;H), ktor�y je pa
 prel'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor H .Pr��klad: Ak J je priestor v�setk�y
h zjednoten�� intervalov, tak preto�ze J m�a nekone�
n�u V C dimenziu,neexistuje �ziadny pa
 u�
ia
i algoritmus pre (J;H) pre l'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor H . Vy�s�sie uveden�yv�ysledok je vel'mi siln�y. Ukazuje nielen to, �ze neexistuje �ziadny konzistentn�y alebo efekt��vny pa
 u�
ia
ialgoritmus, ale tie�z, �ze pre dan�e neohrani�
en�e v�ypo�
tov�e zdroje �ziadny algoritmus nemô�ze pa
 nau�
it'J nez�avisle od toho ako by boli reprezentovan�e v�ystupn�e hypot�ezy. Samozrejme, tieto z�avery platiapre l'ubovol'n�y priestor nekone�
nej V C dimenzie, tak�y
h ako priestor v�setk�y
h uzavret�y
h mno�z��n alebopriestor 
harakteristi
k�y
h funk
i�� v�setk�y
h polygon�alny
h oblast�� v R2.In�y v�ysledok t�ykaj�u
i sa doln�y
h hran��
 zaviedol Blumer et al., 1989. Tento v�ysledok obsahuje Æ a�, ale nez�avis�� od V C dimenzie hypot�ezov�eho priestoru. Toto sa d�a pou�zit' na netrivi�alne hypot�ezov�epriestory, t. j. tak�e priestory, ktor�e obsahuj�u via
 ne�z dve hypot�ezy.Veta: Predpokladajme, �ze L je l'ubovol'n�y pa
 u�
ia
i algoritmus pre netrivi�alny hypot�ezov�y priestorH . Potom mL(H; Æ; �) > (1� �)� ln(1Æ ); (2.10)pre l'ubovol'n�e 0 < Æ; � < 1.2.5 Porovnanie hran��
 zlo�zitosti vzoriekAko u�z bolo uveden�e, mnoh�e pred
h�adzaj�u
e v�ysledky mô�zu byt' zov�seobe
nen�e pre pr��pad, ked' kon-
eptov�y a hypot�ezov�y priestor s�u rôzne. Uk�a�zeme hrani
e pre zlo�zitost' vzorky v t�y
hto v�seobe
nej�s��
hpr�ipado
h.Veta: Ne
h C je kon
eptov�y a H je hypot�ezov�y priestor a predpokladajme, �ze H m�a kone�
n�u V Cdimenziu aspo�n 1. Ak L je l'ubovol'n�y konzistentn�y u�
ia
i algoritmus pre (C;H), potom L je pa
 a prezlo�zitost' vzorky plat�� mL � l4� (V Cdim(H)lg(12� ) + lg(2Æ ))m (2.11)pre l'ubovol'n�e Æ a �.Veta: Ne
h C je kon
eptov�y a H je hypot�ezov�y priestor tak�y, �ze C m�a V C dimenziu aspo�n 1.Predpokladajme, �ze L je l'ubovol'n�y pa
 u�
ia
i algoritmus pre (C;H). Potom pre zlo�zitost' vzorky pre Lplat�� mL > max(V Cdim(C) � 132� ; 1� ln(1Æ )) (2.12)pre v�setky Æ � 1=100 a � � 1=8.Ozna�
enie:P���seme f = O(g), ak existuje nejak�a kon�stanta k > 0 tak�a, �ze pre v�setky relevantn�e x plat�� f(x) �k:g(x).P���seme f = 
(g), ak existuje nejak�a kon�stanta k > 0 tak�a, �ze pre v�setky relevantn�e x plat�� f(x) �k:g(x).Pou�zit��m toho ozna�
enia sformulujeme vzt'ahy pre zlo�zitost' vzorky.� Ak L je pa
, potom C mus�� mat' kone�
n�u V C dimenziu a plat��mL(C; Æ; �) = 
(V Cdim(C)� + 1� ln(1Æ )) (2.13)11



� Ak H m�a kone�
n�u V C dimenziu a L je konzistentn�y, potom L je pa
 a plat��mL(C; Æ; �) = O�V Cdim(C)� ln(1� ) + 1� ln(1Æ )� (2.14)� Ak H je kone�
n�y a L je konzistentn�y, potom L je pa
 a plat��mL(C; Æ; �) = O�1� lnjH j+ 1� ln(1Æ )� (2.15)V pr��pade, �ze C = H , V C dimenzia d je kone�
n�a a L je konzistentn�y, m�ame doln�e a horn�e hrani
emL(H; Æ; �) = 
�d� + 1� ln(1Æ )�;mL(H; Æ; �) = ��d� ln(1� ) + 1� ln(1Æ )�;Faktor ln(1=�), ktor�y odl���suje horn�u hrani
u od dolnej, je nevyhnutn�y. V�ysledky Hausslera, Little-stonea a Warmutha, 1988, ukazuj�u, �ze pre ka�zd�e d � 1 existuje hypot�ezov�y priestor Hd a konzistentn�yu�
ia
i algoritmus L pre Hd so zlo�zitost'ou vzorky rovnou hornej hrani
i. Na druhej strane je otvoren�yprobl�em rozhodn�ut', �
i pre ka�zd�e d a pre ka�zd�y kon
eptov�y priestor C s V C dimenziou d, existuje nejak�yhypot�ezov�y priestor H a nejak�y (C;H) u�
ia
i algoritmus L, pre ktor�y zlo�zitost' vzorky m�a doln�u hrani
u.2.6 Cvi�
enia:1. Ne
h H je hypot�ezov�y priestor s vlastnost'ou, �ze pre l'ubovol'n�e t 2 H a l'ubovol'n�e 0 < Æ; � < 1,existuje m0(t; Æ; �) tak�e, �zem � m0(t; Æ; �) =) �mfs 2 S(m; t);H [s℄ \B�g > 1� Æpre l'ubovol'n�e rozdelenie pravdepodobnosti � na vstupnom priestore. Teda m0 mô�ze z�avisiet' lenna 
iel'ovom kon
epte. Uk�a�zte, �ze H mus�� mat' kone�
n�u V C dimenziu a je preto poten
ion�alnenau�
itel'n�y.2. Dok�a�zte, �ze pre l'ubovol'n�e 
 > 0 plat��lnx � (ln(1
 )� 1) + 
x;pre v�setky x > 0.3. Uk�a�zte,�ze priestor 
harakteristi
k�y
h funk
i�� uzavret�y
h a ohrani4en�y
h polyg�onov�y
h oblast�� vrovine R2 nie pa
 nau�
itel'n�y.4. Prepokladajme, �ze H je l'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor kone�
nej V C dimenzie d � 1 a �ze L jel'ubovol'n�y konzistentn�y u�
ia
i algoritmus pre H . Je dan�e nejak�e rozdelenie pravdepodobnosti napr��kladovom priestore. Ak�u vel'k�u tr�eningov�u vzorku potrebujeme, aby s aspo�n z 90% nou �san
ousme z��skali hypot�ezu s 
hybou men�sou ne�z 5%?5. Booleovsk�a funk
ia f sa naz�yva symetri
k�a, ak f(x) z�avis�� len od po�
tu vstupov x, ktor�e s�u rovn�e 1.Napr��klad, pre l'ubovol'n�e n kon
ept parity de�novan�y na f0; 1gn je symetri
k'a. Ne
h n je kladn�e
el�e �
��slo a ne
h Sn ozna�
uje mno�zinu v�setk�y
h symetri
k�y
h funk
i�� na f0; 1gn. Ak�a je V C di-menzia Sn? Uved'te doln�u a horn�u hrani
u zlo�zitosti vzorky pre l'ubovol'n�y konzistentn�y pa
 u�
ia
ialgoritmus pre Sn. Poznamenajme, �ze l'ubovol'n�a hypot�eza h v Sn mô�ze byt' reprezentovan�a vek-torom (h0; h1; : : : ; hn) 2 f0; 1gn+1, kde hi je hodnota h na pr��klado
h maj�u
i
h presne i jedni�
iek.Navrhnite konzistentn�y u�
ia
i algoritmus pre Sn, ktor�y reprezentuje priestor t�ymto spôsobom.6. Ne
h H;G s�u hypot�ezov�e priestory de�novan�e na tom istom pr��kladovom priestoreX . Pre hypot�ezyh 2 H; g 2 G, de�nujme h _ g taktoh _ g = 1; ak h(x) = 1 alebo g(x) = 1; 0 inak :12



Ne
h H _G = fh _ g;h 2 H; g 2 Gg.Dok�a�zte, �ze �H_G � �H(m)�G(m)pre v�setkym. De�nujte H^G obvykl�ym spôsobom, dok�a�zte analogi
k�y v�ysledok pre tento priestor.Ak H a G s�u poten
i�alne nau�
itel'n�e, �
o je mo�zn�e povedat' o H _G a H ^G?7. Ne
h H je hypot�ezov�y priestor kone�
nej V C dimenzie d � 1 a pre s � 1 de�nujme H(s) indukt��vnetakto: H(1) = H a H(k) = H _H(k � 1); k � 2. Dok�a�zte, �ze pre m > d plat���H(s) � (emd )sd:Potom uk�a�zte, �ze V C dimenzia H(s) je najvia
 2sdlg(3s).
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2.7 Zlo�zitost' vzorky konzistentn�y
h algoritmovFakt: Ak hypot�ezov�y priestor H m�a kone�
n�u VC dimenziu, tak je poten
ion�alne nau�
itel'n�y.Inak povedan�e:K l'ubovol'n�ym parametrom Æ - dôveryhodnost', � - presnost' (0 < Æ; � < 1), existuje vzorka d�l�zkym0 = m0(H; Æ; �) tak�a, �zem � m0 =) �mfs 2 S(m; t);H[s℄\ B� = 0g > 1� Æ (2.16)pre l'ubovol'n�e pravdepodobnostn�e rozdelenie � na X l'ubovol'n�y 
iel'ov�y kon
ept t 2 H .Teda z toho vypl�yva, �ze� l'ubovol'n�y konzistentn�y u�
ia
i algoritmus L pre H je pa
 a d'alej� l'ubovol'n�e �0(H; Æ; �), pre ktor�e plat�� vy�s�sie uveden�a podmienka, je horn�a hrani
a na zlo�zitost' vzorkymL(H; Æ; �).Uk�a�zeme, �ze existuje presnej�s�� v�yraz prem0, a teda pre horn�u hrani
u na zlo�zitost' vzorky l'ubovol'n�ehokonzistentn�eho u�
ia
eho algoritmu L pre H .Pripome�nme, �ze bolo dok�azan�e, �ze ak H je kone�
n�y hypot�ezov�y priestor a L je konzistentn�y u�
ia
ialgoritmus pre H , tak L je pa
 a plat�� mL(H; Æ; �) � l1� ln( jH jÆ )m (2.17)Horn�a hrani
a, ktor�u odvod��me, z�avis�� od V C dimenzie H a nie od mohutnosti H .Veta: Predpokladajme, �ze H je hypot�ezov�y priestor s kone�
nou V C dimenziou d � 1 a plat�� 0 <Æ; � < 1. Ne
h m0 = m0(H; Æ; �) = l4� (d:lg(12� ) + lg(2Æ ))m (2.18)Potom pre l'ubovol'n�e m � m0 plat���mfs 2 S(m; t);H [s℄ \ B� 6= ;g < Æ: (2.19)Dôsledok: Predpokladajme,�ze hypot�ezov�y priestor H m�a V C dimenziu d � 1. Potom l'ubovol'n�ykonzistentn�y u�
ia
i algoritmus L pre H je pa
 so zlo�zitost'ou vzorkymL(H; Æ; �) � l4� (d:lg(12� ) + lg(2Æ ))m (2.20)Toto u�z je sl'�uben�y v�ysledok.Pr��klad 1: Ne
h H je priestor l�u�
ov. Jeho V C dimenzia je V Cdim(H) = 1, teda ak L je l'ubovol'n�ykonzistentn�y u�
ia
i algoritmus pre priestor l�u�
ov, m�amemL(H; Æ; �) � l4� (d:lg(12� ) + lg(2Æ ))m (2.21)My sme priamo dok�azali, �ze m0 = l1� ln(1Æ )m: (2.22)Vid��me, �ze hrani
a vypo�
��tan�a priamo je lep�sia ne�z vypl�yvaj�u
a z V C dimenzie. Av�sak priameargumenty s�u mnohokr�at t'a�zk�e a v tomto pr��pade je zrejm�e, �ze ak Æ a � s�u toho ist�eho radu, tak tietohrani
e sa l���sia len o kon�stantu. 14



Pr��klad 2: Re�alny per
eptr�on Pn m�a V C dimenziu n + 1. Predpokladajme, �ze pre l'ubovol'n�utr�eningov�u vzorku pre hypot�ezu v Pn m�ame n�ajst' stav ! per
eptr�onu tak�y, �ze h! je konzistentn�a sovzorkou. Potom ked' pou�zijeme tr�eningov�u vzorku d�l�zkyl4� ((n+ 1):lg(12� ) + lg(2Æ ))m (2.23)m�ame zaru�
en�u pribli�zne spr�avnu hypot�ezu bez ohl'adu na 
iel'ov�u hypot�ezu a pravdepodobnostn�e rozde-lenie pr��kladov.2.8 Doln�e hrani
e pre zlo�zitost' vzorkyPripome�nme, �ze sme dok�azali, �ze ak priestor H m�a nekone�
n�u V C dimenziu, tak nie je poten
i�alnenau�
itel'n�y.Veta: Predpokladajme, �ze hypot�ezov�y priestor H m�a V C dimenziu d � 1. Potom existuje konzis-tentn�y pa
 u�
ia
i algoritmus L pre H tak�y, �ze pre l'ubovol'n�e Æ a � zlo�zitost' vzorky spl�nujemL(H; Æ; �) � d(1� �):Uveden�y v�ysledok je s��
e jednodu
h�y, ale je pou�zitel'n�y len na konzistentn�e u�
ia
e algoritmy. �Dalejneposkytuje univerz�alnu doln�u hrani
u na zlo�zitost' vzorky konzistentn�eho u�
ia
eho algoritmu; skôr sa za-ober�a najhor�s��mi mo�zn�ymi konzistentn�ymi u�
ia
imi algoritmami. Uk�a�zeme silnej�s�� v�ysledok Ehrenfeu
htaet al. - 1989, ktor�y poskytuje doln�u hrani
u na zlo�zitost' vzorky l'ubovol'n�eho pa
 u�
ia
eho algoritmu prehypot�ezov�y priestor kone�
nej V C dimenzie.Veta: Pre l'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor H s V C dimenziou d � 1 a pre l'ubovol'n�y pa
 u�
ia
ialgoritmus L pre H plat�� mL(H; Æ; �) > d� 132� (2.24)pre Æ � 1100 a � � 18 .Ak by sme uva�zovali, �ze zlo�zitost' vzorky prekro�
�� (d0 � 1)=32�, kde d0 je l'ubovol'n�e kladn�e �
��slosp�l�naj�u
e V Cdim(H) � d0, tak by sme mohli dok�azat' nasleduj�u
e tvrdenie:Tvrdenie: Ak hypot�ezov�y priestor H m�a kone�
n�u V C dimenziu, tak neexistuje �ziadny pa
 u�
ia
ialgoritmus pre H .Tieto v�ysledky podporuj�u tvrdenie, �ze V C dimenzia je dobr�a miera "expres��vnej sily" hypot�ezov�ehopriestoru H : v�a�
�sia V C dimenzia H znamen�a v�a�
�siu zlo�zitost' vzorky pre pa
 u�
enie H . V skuto�
nostiv�ysledky mô�zu byt' zov�seobe
nen�e aj pre pr��pady, ked'C je l'ubovol'n�y kon
eptov�y priestor s V C dimenziouaaspo�n d0 � 1 a H je l'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor (nie nutne rovn�y C).Ak L je u�
ia
i algoritmus pre (C;H), vstupom do L mus�� byt' tr�eningov�a vzorka d�l�zky v�a�
�sej ne�z(d0 � 1)=32�, aby bola zaru�
en�a presnost' � � 18 s pravdepodobnost'ou 1 � Æ > 99=100. Ak C m�anekone�
n�u V C dimenziu, tak nemô�ze existovat' �ziadny u�
ia
i algoritmus pre (C;H), ktor�y je pa
 prel'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor H .Pr��klad: Ak J je priestor v�setk�y
h zjednoten�� intervalov, tak preto�ze J m�a nekone�
n�u V C dimenziu,neexistuje �ziadny pa
 u�
ia
i algoritmus pre (J;H) pre l'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor H . Vy�s�sie uveden�yv�ysledok je vel'mi siln�y. Ukazuje nielen to, �ze neexistuje �ziadny konzistentn�y alebo efekt��vny pa
 u�
ia
ialgoritmus, ale tie�z, �ze pre dan�e neohrani�
en�e v�ypo�
tov�e zdroje �ziadny algoritmus nemô�ze pa
 nau�
it'J nez�avisle od toho ako by boli reprezentovan�e v�ystupn�e hypot�ezy. Samozrejme, tieto z�avery platiapre l'ubovol'n�y priestor nekone�
nej V C dimenzie, tak�y
h ako priestor v�setk�y
h uzavret�y
h mno�z��n alebopriestor 
harakteristi
k�y
h funk
i�� v�setk�y
h polygon�alny
h oblast�� v R2.15



In�y v�ysledok t�ykaj�u
i sa doln�y
h hran��
 zaviedol Blumer et al., 1989. Tento v�ysledok obsahuje Æ a�, ale nez�avis�� od V C dimenzie hypot�ezov�eho priestoru. Toto sa d�a pou�zit' na netrivi�alne hypot�ezov�epriestory, t. j. tak�e priestory, ktor�e obsahuj�u via
 ne�z dve hypot�ezy.Veta: Predpokladajme, �ze L je l'ubovol'n�y pa
 u�
ia
i algoritmus pre netrivi�alny hypot�ezov�y priestorH . Potom mL(H; Æ; �) > (1� �)� ln(1Æ ); (2.25)pre l'ubovol'n�e 0 < Æ; � < 1.2.9 Porovnanie hran��
 zlo�zitosti vzoriekAko u�z bolo uveden�e, mnoh�e pred
h�adzaj�u
e v�ysledky mô�zu byt' zov�seobe
nen�e pre pr��pad, ked' kon-
eptov�y a hypot�ezov�y priestor s�u rôzne. Uk�a�zeme hrani
e pre zlo�zitost' vzorky v t�y
hto v�seobe
nej�s��
hpr�ipado
h.Veta: Ne
h C je kon
eptov�y a H je hypot�ezov�y priestor a predpokladajme, �ze H m�a kone�
n�u V Cdimenziu aspo�n 1. Ak L je l'ubovol'n�y konzistentn�y u�
ia
i algoritmus pre (C;H), potom L je pa
 a prezlo�zitost' vzorky plat�� mL � l4� (V Cdim(H)lg(12� ) + lg(2Æ ))m (2.26)pre l'ubovol'n�e Æ a �.Veta: Ne
h C je kon
eptov�y a H je hypot�ezov�y priestor tak�y, �ze C m�a V C dimenziu aspo�n 1.Predpokladajme, �ze L je l'ubovol'n�y pa
 u�
ia
i algoritmus pre (C;H). Potom pre zlo�zitost' vzorky pre Lplat�� mL > max(V Cdim(C) � 132� ; 1� ln(1Æ )) (2.27)pre v�setky Æ � 1=100 a � � 1=8.Ozna�
enie:P���seme f = O(g), ak existuje nejak�a kon�stanta k > 0 tak�a, �ze pre v�setky relevantn�e x plat�� f(x) �k:g(x).P���seme f = 
(g), ak existuje nejak�a kon�stanta k > 0 tak�a, �ze pre v�setky relevantn�e x plat�� f(x) �k:g(x).Pou�zit��m toho ozna�
enia sformulujeme vzt'ahy pre zlo�zitost' vzorky.� Ak L je pa
, potom C mus�� mat' kone�
n�u V C dimenziu a plat��mL(C; Æ; �) = 
(V Cdim(C)� + 1� ln(1Æ )) (2.28)� Ak H m�a kone�
n�u V C dimenziu a L je konzistentn�y, potom L je pa
 a plat��mL(C; Æ; �) = O�V Cdim(C)� ln(1� ) + 1� ln(1Æ )� (2.29)� Ak H je kone�
n�y a L je konzistentn�y, potom L je pa
 a plat��mL(C; Æ; �) = O�1� lnjH j+ 1� ln(1Æ )� (2.30)V pr��pade, �ze C = H , V C dimenzia d je kone�
n�a a L je konzistentn�y, m�ame doln�e a horn�e hrani
emL(H; Æ; �) = 
�d� + 1� ln(1Æ )�;16



mL(H; Æ; �) = ��d� ln(1� ) + 1� ln(1Æ )�;Faktor ln(1=�), ktor�y odl���suje horn�u hrani
u od dolnej, je nevyhnutn�y. V�ysledky Hausslera, Little-stonea a Warmutha, 1988, ukazuj�u, �ze pre ka�zd�e d � 1 existuje hypot�ezov�y priestor Hd a konzistentn�yu�
ia
i algoritmus L pre Hd so zlo�zitost'ou vzorky rovnou hornej hrani
i. Na druhej strane je otvoren�yprobl�em rozhodn�ut', �
i pre ka�zd�e d a pre ka�zd�y kon
eptov�y priestor C s V C dimenziou d, existuje nejak�yhypot�ezov�y priestor H a nejak�y (C;H) u�
ia
i algoritmus L, pre ktor�y zlo�zitost' vzorky m�a doln�u hrani
u.2.10 Cvi�
enia:1. Ne
h H je hypot�ezov�y priestor s vlastnost'ou, �ze pre l'ubovol'n�e t 2 H a l'ubovol'n�e 0 < Æ; � < 1,existuje m0(t; Æ; �) tak�e, �zem � m0(t; Æ; �) =) �mfs 2 S(m; t);H [s℄ \B�g > 1� Æpre l'ubovol'n�e rozdelenie pravdepodobnosti � na vstupnom priestore. Teda m0 mô�ze z�avisiet' lenna 
iel'ovom kon
epte. Uk�a�zte, �ze H mus�� mat' kone�
n�u V C dimenziu a je preto poten
ion�alnenau�
itel'n�y.2. Dok�a�zte, �ze pre l'ubovol'n�e 
 > 0 plat��lnx � (ln(1
 )� 1) + 
x;pre v�setky x > 0.3. Uk�a�zte,�ze priestor 
harakteristi
k�y
h funk
i�� uzavret�y
h a ohrani4en�y
h polyg�onov�y
h oblast�� vrovine R2 nie pa
 nau�
itel'n�y.4. Prepokladajme, �ze H je l'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor kone�
nej V C dimenzie d � 1 a �ze L jel'ubovol'n�y konzistentn�y u�
ia
i algoritmus pre H . Je dan�e nejak�e rozdelenie pravdepodobnosti napr��kladovom priestore. Ak�u vel'k�u tr�eningov�u vzorku potrebujeme, aby s aspo�n z 90% nou �san
ousme z��skali hypot�ezu s 
hybou men�sou ne�z 5%?5. Booleovsk�a funk
ia f sa naz�yva symetri
k�a, ak f(x) z�avis�� len od po�
tu vstupov x, ktor�e s�u rovn�e 1.Napr��klad, pre l'ubovol'n�e n kon
ept parity de�novan�y na f0; 1gn je symetri
k'a. Ne
h n je kladn�e
el�e �
��slo a ne
h Sn ozna�
uje mno�zinu v�setk�y
h symetri
k�y
h funk
i�� na f0; 1gn. Ak�a je V C di-menzia Sn? Uved'te doln�u a horn�u hrani
u zlo�zitosti vzorky pre l'ubovol'n�y konzistentn�y pa
 u�
ia
ialgoritmus pre Sn. Poznamenajme, �ze l'ubovol'n�a hypot�eza h v Sn mô�ze byt' reprezentovan�a vek-torom (h0; h1; : : : ; hn) 2 f0; 1gn+1, kde hi je hodnota h na pr��klado
h maj�u
i
h presne i jedni�
iek.Navrhnite konzistentn�y u�
ia
i algoritmus pre Sn, ktor�y reprezentuje priestor t�ymto spôsobom.6. Ne
h H;G s�u hypot�ezov�e priestory de�novan�e na tom istom pr��kladovom priestoreX . Pre hypot�ezyh 2 H; g 2 G, de�nujme h _ g taktoh _ g = 1; ak h(x) = 1 alebo g(x) = 1; 0 inak :Ne
h H _G = fh _ g;h 2 H; g 2 Gg.Dok�a�zte, �ze �H_G � �H(m)�G(m)pre v�setkym. De�nujte H^G obvykl�ym spôsobom, dok�a�zte analogi
k�y v�ysledok pre tento priestor.Ak H a G s�u poten
i�alne nau�
itel'n�e, �
o je mo�zn�e povedat' o H _G a H ^G?7. Ne
h H je hypot�ezov�y priestor kone�
nej V C dimenzie d � 1 a pre s � 1 de�nujme H(s) indukt��vnetakto: H(1) = H a H(k) = H _H(k � 1); k � 2. Dok�a�zte, �ze pre m > d plat���H(s) � (emd )sd:Potom uk�a�zte, �ze V C dimenzia H(s) je najvia
 2sdlg(3s).17


