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Kapitola 1

VC Dimenzia

1.1 Rastova funkcia

Vapnik, Chervonenkis - 1971
Najvyznamnejsi pojem pre tedriu vypoctového ucenia.

0/1

Obrézok 1.1: Perceptrén

Perceptrén
Pre stav w = (a1, s, ...,a,0) funkcia hg € H z X = R" do {0, 1} je dand

1, ak S iy > O
he(y) = ' zgl iwi =
0, inak

w F h,, nie je injekcia;
pre fTubovolné A € R, stav A * w definuje tu istu funkciu.
Iy () =pocet klasifikdcii podla H, t.j. pocet réznych vektorov tvaru

kde h prebieha vsetky hypotézy v H, X = (T1,...,Tm)-
H moze byt nekoneény ... H|Ez, E, ={T1...T,} je koneény a mé kardinalitu Iy (X).

My (x) <2™
Definicia 1.1.1 Rastovd funkcia je

Myg(m) =max{llg(X) : Te€X™}



Definicia 1.1.2 Howvorime, Ze vzorka X dl’éky m je rozbitd podla H alebo H rozbija X, ak pocet
moznych klasifikicii podla H je 2™, t.j. H poskytuje vietky mozné klasifikdcie.

e Ak priklady v X nie st rozne, tak X nemoéze byt rozbita.

e Ak priklady v X st rozne, x je rozbitd podfa H < ak pre fubovolné S C FE, existuje nejakd hypotéza
h € H taka, 7ze pre fubovolné 1 < i < m plati

hE)=1&T7; € 8.
S je potom podmnozina sistredujica kladné priklady.

Definicia 1.1.3 VC dimenzia H je mazimdlna dizka vzorky, ktorid H rozbija. Ak meexistuje, hovorime,
zZe VC je oc.
VCdim(H) = max{m : Ig(m)=2"}

Priklady:

1. X =R, H C lice; x = (x1,...,2Tm) je tréningovd vzorka, 1 < 22 < ... < Tpy,.
Pre®@€eR, ro=1 & z;>0.
Mnozina klasifikovanych vektorov ...m + 1.
(0...00), (0...01), ...(1...11)
fubovolna vzorka s réznymi prikladmi md jeden z tychto klas. vektorov (spermutovany). =
HOp(m) =m+1
V pripade rovnakych prikladov pocet klasifikacii je mensi.

2. re, H je priestor licov. Nech je dand tréningovd vzorka (z1,z2) deky 2,21 < x2.
= neexistuje 14¢ taky, ze h(z1) =1 a h(z2) = 0, pretoze by muselo platit 22 < © < z;.
= H nerozbija ziadnu vzorku dlzky 2. H rozbija tubovolni vzorku dlzky 1 = VCdim(H) = 1.

3. Nech X = R?. H je hypotézovy priestor perceptrénu P, x = (x1,x2,x3) st tri nekolinedrne rozne
body. X je rozbitd pomocou H < ak pre lubovolni podmnozinu S C E, = {1, 22,23} plati, 7e S
a E, st separovatelné.
= VCdim(H) > 3 (P rozbija 3 nekolinedrne body.)
Rovnost dokdzeme tym, ze ndjdeme vzorku, ktorej priklady sa nedaju separovat = existuje vzorka
dizky 4, ktord P nerozbija.

Tvrdenie 1 Ak H je koneény hypotézovy priestor, tak VCdim(H) < In |H|.

Ddékaz:

Pocet klasifikdcii podla koneéného H vzorky fubovolnej dlzky je najviac poéet roznych hypotéz v H
= Tiy(m) < |H]

VCdim je najvicsie d, pre ktoré M (d) = 22

27 =Mg(d) <|H| = d=Mg(d) <In|H|

ad

Priklad: Urobime odhad pre VCdim(M,). Plati |M,| = 3", M,, si monocleny.
VCdim(M,) < (In3) * n je hornd hranica. Aka je dolnd hranica? Pokisime sa dokazat, Ze je rovna n.
Tvrdime, ze M, rozbija kazdu vzorku dfzky n:

(e1,€9,...,€,), kde e, = (0...010...0), kde 1 je na i-tom mieste, 1 <i < n.

Predpokladajme, ze (q1,...,qn) = q € {0,1}". Ukdzeme, Ze existuje h € M, také, ze h(e;) = ¢; pre
1<i<n.

Ak ¢ =(1...1) vezmeme za h prazdnu hypotézu.

Ak ¢ =(0...00...01) tak h vytvorime ako konjunkciu negécii literdlov, pre ktoré ¢; = 0.

= VCdim(M,) > n pre [ubovolné n.



1.2 VC dimenzia realnych perceptronov

Veta 1 Pre lubovolné n nech P, je redlny perceptrdn s n vstupmi. Potom
VCdim(P,) =n+ 1.

Dékaz: P, je v stave w = (ajz ..., 0)
h, - funkcia, ktort perceptrén pocita

ho(y) =1 & ay1+...+any, > 0.

Oznacme

IT={yeR": ZaiinG}

i=1

n
lJ:{yE]R” : Zaiyi<9}
i=1

lo={yeR": Z%’%ZG}
i=1

C C R” je konvexnd, ak pre Tubovolné z,y € C a TubovoIné reilne ¢islo A, 0 < A < 1, bod
A+ (1 - Ny eC.

Prienik fubovolnych 2 konvexnych mnozin v R* je konvexnd mnozina. Pre fubovolni mnozinu bodov
S C R” existuje najmengia konvexnd mnozina obsahujica S;

conv(S) ...konvexny obal S je prienik vsetkych konvexnych mnozin obsahujicich S;

Pripomenme Radonovu vetu:

Veta 2 Nech n je kladné celé &islo, E je lubovolnd mnoZina n+2 bodov z R*. Potom existuje ) # S C E
takd, Ze
conv(S) N conv(E \ S) # 0.

Nech © = (1 ... 2n42) je lubovolnd vzorka prikladov z R dizky n+2.
————

rozne

E, je mnozina prikladov v x ...|E;| = n + 2. Podla Radonovej vety existuje S # 0, S C E,
conv(S) N conv(E, \ S) # 0.
Predpokladajme, 7e existuje homega v Pn také, Ze S je mnozina pozitivnych prikladov h,, v E,.
=SCli,E.\SCl,

Pretoze uzavrety polpriestor [ a otvoreny I, si disjunktné a si konvexné v R" = conv(S) C
15, conv(E, \S)Cl,
conv(S) Neonv(E \ S) C conv(S) N conv(E, \ S) =0
= neexistuje taka h,, a preto x nie je rozbita p,. = ziadna vzorka deky n+2 nie je rozbitd pomocou
Dn-
= VCdim(P,) <n+1.
Opacnd nerovnost: o € R*, 0 = (0,0...0),¢; = (0...10...0), 1 < i < n. Ukdzeme, 7e P, rozbija
x=(0,€1,...€p) dizky n + 1.
Nech S C E; = {o,e1...ep}. Nech

of = 1, ake; €S
|l -1, ake; €8S

0= -1, akoe S
B o ako¢g S

Priamou verifikciou, ak w = (a3 ...a,0) je stav P,, potom mnozina pozitivnych prikladov h, je
prave S = VCdim(P,) >n+ 1. O



1.3 Sauerova lema

Rastova funkcia - miera poc¢tu roznych klasifikacii vzorky dfzky m na pozitivne a negativne priklady

podla H, pokial VCdim H je max. hodnota m, pre ktoru plati I (m) = 2™.

Veta 3 (Sauerova lema): Nechd > 0 a m > 1 si celé kladné ¢isla, nech H je hypotézovy priestor s

VCdim(H) = d. Potom
My(m) <1+ (T)+(2)+..+(d).

®(d,m)
(5)= (") +(5=1)
®(0,m)=1 (m>1);

d(d,1)=2 (d>1)
o(d,m)=2(dm-1)+2(d-1,m—-1), (d>1m>2)

Binomické koeficienty spl’ﬁajd

Zavedme funkciu:

Dokaz: Ak VCdim(H) = d = 0, potom priklad x-Tub, h(x) je rovnaké (bud 0 alebo 1) pre fub. hypotézu
he H = Hg(z) =1 pre Iub. vzorku dlzky m = IIg(m) =1 = ®(0,m) = veta plati pre d = 0.

Akm=1lad>1= Tgy(l)<2=2%(d,1)
Indukciou na d + m:

e Pripad d + m = 2 je dokazany.

e Predpokladajme, ze veta plati pre d + m < k, kde & > 2 a nech H je hypotézovy priestor s

VCdim = d, x je trénovacia vzorka dfzky m,kded+m=Fk+1.
Pripady (d,m) = (0,k + 1) a (d,m) = (k,1) si uz dokdzané.

Nech d > 1, m > 2, x obsahuje rozne priklady, E je mnozina prikladov v x, Hg = HI|E je

obmedzenie hypotéz H na E.

= Hpg je kone¢ny a Iy (z) = |Hg|.
Potrebujeme ukazat, ze |Hg| < ®(d, m).
Nech F = E\ {zn,}, Hr = H|F.

Dve rozne hypotézy h,g € Hg pri obmedzeni na F' ddvajud tu istd hypotézu z Hp prave vtedy, ked

sa zhoduji na F' a nezhoduji na x,,.
H, je mnozina v8etkych hypotéz, ktoré vzniknu takto:

Ak h* € H,, tak si mozné obe rozsirenia h* na funkciu na E ...hypotézu z Hg. h* je rozsirenie

= |Hg|=|Hp|+ |H.|
Nech z' = (21 ...2y—1). Potom

|HF‘ = HH(:EI) S HH(m - 1) S <I>(d,m - 1)

pretoze d + (m — 1) < k.

Tvrdime, ze VCdim(H,) je najviac d — 1. Ak by VCdim(H.) = d = h* rozbija nejaki vzorku

z=(21...24) dizky d prikladov z F.
Pre
h, € Hg ... hl(a:m):()

h EH*{hQEHE... hg(zm):1

= Hpg ateda H rozbija vzorku (z; ...z4Zm) dizky d + 1, ¢o je v spore s VCdim(H) < d.

=  VCdim(H,) <d-— 1.

Pouzitim indukénej hypotézy
|H,| =g, (2'0) < g, (m—1) < ®(d—1,m—1)

pretoze (d — 1) + (m — 1) < k. Kombinaciou oboch vysledkov dostaneme

My (z) = |Hp| = |Hp| + |H.| < ®(d,m — 1)+ &(d — 1,m — 1) = &(d, m).



d
Tvrdenie 2 Pre vetky m > d > 1 plati ®(d,m) < (%) .

Tvrdenie 3 Nech H je Tubovolny hypotézovy priestor obsahujici aspon 2 hypotézy a definovany na

koneénom prikladovom priestore X, potom VCdim(H) >

In |H|
1—In|X]|"

1.4 Ulohy k VC-dim

1.

Ukazte, ze ak X = R a H je mnozina vsetkych uzavretych intervalov, tak Iy (m) = 1+m+ %m(m—

1).

Popiste expl. hypotézovy priestor P, a ukazte, ze VCdim(P;) = 2.

Ukézte, ze ak H je hypotézovy priestor redlneho perceptrénu Po, tak Iy (4) = 14.
Nech H ma koneénti VCdim. Pre h € H definujme h

h=1 < h(z)=0

a nech komplement H je priestor {h : h € H}. Dokdzte, ze maji oba priestory rovnaki VC
dimenziu.

Dokéazte
(a) (d,m) =®(d,m—-1)+®(d—-1,m—-1), d>1,m>2
(b) ®(d,m) <m?, m>d>1.

Monoclen je monoténny, ak neobsahuje ziadne negované literaly. Dokézte, ze priestor monoténnych
monoc¢lenov definovany na {0, 1}* ma VC dimenziu préve n.

Hypotézovy priestor H je linedrne usporiadany, ak m& aspoini 2 hypotézy a ak pre Tubovolné dve
h,g € H plati

bud h(z) =1 = g(z) =1

alebo g(z) =1 = h(z) =1

Dokazte, ze ak H je linedrne usporiadany, VCdim(H) = 1.

Nech G, je mnozina hypotéz z P,, pre ktoré nulovy vektor o je negativny priklad. Predpokladajme,
ze vzorka x = (21 ...Z.,) je rozbitd pomocou G,,. Preco sa ziadne z; nesmie rovnat 0?7 Dokézte, ze
vzorka (1 ...Zm,0) je rozbitd pomocou P,. Dokézte, ze VCdim(Gy) = n.



Kapitola 2

Ucenie a VC dimenzia

2.1 Uvod

Ukézeme, ze pre Tub. hypotézovy priestor H nutnou a postacujicou podmienkou pre jeho potencidlnu
naucitelnost je koneéna VC dimenzia.
Maéame potencidlne naucitelné hypotézové priestory prave tie, ktoré maju koneéni VC dimenziu?

2.2 VC dimenzia a potencialna naucitefnost

Oznacenie: 3 = (7,b) pre 3 = ((21,b1) ... (Tm,bm)) € (X x {0,1})™ Ak t je cielovy koncept a 3 je
tréningovd vzorka pre ¢, potom 3 oznaéime (T, t(T)).
Toto zdoraznuje fakt, 7e ked 5 € S(m,t) si dané len hodnoty ¢ na prvkoch tréningovej vzorky Z.
H|[z,t] podmnozinu H, ktora je v silade s 3 H|[(Z, t(T))]
Pozorovand chyba hypotézy h € H na s

ers(h) = %HZ th(zi) # bi}]

H[s)={he€ H| h(z;)=1t(z;), 1<4i<m},H[3] je mnozina hypotéz, ktoré maju nulovi chybu na 3.
Ak 5 = (7,t(T)), potom ers(h) sa nazyva pozorovand chyba h na Z vzhladom na t ers(h,t), alebo
erz(h), ak t je zrejmé.

Veta 4 Ak hypotézovy priestor md nekoneéni VC dimenziu, tak nie je potencidlne naucitelny.

Ddékaz:

Nech H mé nekone¢ni VC dimenziu, t.j. pre Tub. m > 0 existuje vzorka z dfiky 2m, ktora je rozbita
podla H.

Nech F = F5 je mnozina prikladov v tejto vzorke a definujme rozdelenie pravdepodobnosti ¢ na X

1
_ 55 brer €l
@) { 0 inak
Vzhlfadom na p kazdy priklad v E mé rovnaki pravdepodobnost prezentacie a ostatné priklady maju
pravdepodobnost 0.
pum.o E™ a 0 inde

Teda s pravdepodobnostou 1 ndhodne vybrata vzorka s deky m je vzorkou prikladov z E.
Nech 5 = (7,t(T)) € S(m,t). S pravdepodobostou 1 (vzhladom p™) méme z; € E pre 1 < i < m.
Pretoze Z je rozbitd podfa H, ex. hypotéza h € H takd ,7e

h(z;) =t(x;) prel <i<m a

h(z) # t(z) pre vsetky ostatne xz € E



Z toho vyplyva, ze h € H[s]: h ma chybu aspoii § vzhfadom na t.

Ukazali sme, 7e pre Tub. m > 0, fub. t ex. pravdep. r oz. p na X také, ze udalost H[s][) By = () ma
pravdepodobnost 0.

Teda neex. ziadne mg > 0, mg = mg(%, %) pre ktoré by sme mohli tvrdit, ze pre vsetky m >
mop™ {5 € S(m. t)|H[s]N By =0} > :.

= H nie je potencidlne naucitelné. O

Priklad: Pre kazdi A C R definujeme charakteristickt funkciu

1 akyed

U-systém vsetkych podmnozin R takych, ktoré si koneé¢nymi zjednoteniami uzavretych intervalov

J={xa:A €U} - priestor zjedn. intervalov

VCdim(J) je nekonecna!

T = (x1...2,) je trén. vzorka prikladov z R, E, je odp. mnoz. prikladov S C E,; k S je mozné
skonstruovat A € U tak, ze S C A a (EzS) () 4 = 0 takto:

Pre kazdé x; € S nech A; je inerval, ktory obsahuje z; ale neobsahuje Ziadny iny prvok = € Fg.

Nech A = J 4;, A je konecné zjednotenie

xa =1 na S

xa=0 na E-—-8S

Inak povedané, J rozbija T.
Pretoze tento argument je pouzitelny a plati len pre koneéné vzorky = VC dim(J) je nekonecn4.

Poznamka :
J je obsiahnuty v priestore vSetkych uzavretych podm. R (char. funkcif).
Co by sa dalo povedat o VC dim tohto vseobec. priestoru?
Jeho VC dim je nekonecna.
H-hypotézovy priestor def. na prikl. priestore X
t-cielovy koncept v H
i - pravdepodobnostné rozdelenie na X
e-Tub. r.c. 0<e<1
Nech t, u, € - fixné, ale Tubovolné
Definujme
Q, ={reX™:Hlz,tjNn B, # 0}

Pravdepodobnost vyberu trén. vzorky, pre ktoru existuje konzist., ale e-zla hypotéza je
p™ ={s € S(m.t): Hs|N B # 0}

¢o je vlastne p™(Q5,).
Teda ukazat, ze H je potencidlne naucitelny znamena néjst horni hranicu f(m,e€) pre p(QF,), ktord
je nezavisld od t a pu a ktora ide k 0, ked m — oo
Potom
V(0 < § < 1)3(mo)V(m > myg) f(m,e) <o

mo = mo(d, €), mo je tiez hornou hranicou pre velkost trén. vzorky.
Tvrdenie: Nech H je hypotézovy priestor definovany na prikladovom priestore X, ¢, u, e st Tub. ale
pevne dané. Potom

{5 € S(m,t): H[S] N B, # 0} < 2M(2m)272"
~—_——
Fim.e)

<
v
o oo

pre v§. m

My (m) <1+ (T) + (7;) ot @) polyném



limnoeo2lg(2m)272 0 7
Kicovy vysledok: VC dim implikuje potencidlnu naucitelnost.
Veta 5 Ak md hypotézovy priestor koneéni VC dimenziu, potom je potencidlne naudcitelny.
D: 4 fazy
e Ohranicit ™ (Q¢,) pravdepodobnosfou uréitej podmnoziny RS, v X 2™

e Pouzitim skupiny akcii ohrani¢it pravdepodobnost R, pomocou kone¢nych vyrazov

Vyjadrit tuto hranicu pomocou Iz - komb. argumentami

Pouzit argument posl. lemy na vyjadrenie vysledku, ze p™(Q¢,) — 0, ked m — oo

1.faza:
T, € X™, Ty € X2™ - je trén. vzorka dizky 2m
Rg, = {zy € X®™ : 3h € B, pre ktord erz(h) =0 a ery(h) > §}
Lema 1: Pre v§. m < % plati
u(Qr,) > 217 (Ry,).
D:
X@ - - - charakteristickd funkcia Q¢,:
xo(@) =1, ak T € Q5,
Xq(T) = 0, inak.
Xr(TY) = x@(T)¢z(¥), kde

_ 1 ak Jh € H[Z]N B, s eryz(h) > £
/‘/}x(y):{ 0 inak [] y( ) 2

w™(RE) = /XR(HT_?J: /(XQ(f/d)f@))

J st cez celé relevantné priestory;

Vnutorny integral je pravdepodobnost, ze pri danom T existuje h € B., ktoré je konzistentné s T a
spliuje ery(h) > 5.

Tento integrdl urcite nie je menej nez pravdep., Ze partikularne h € B, konzist. s T splauje ery(H) > 3.

2% () 2 [ Gxo@ = Jum Q)

Chernovova hranica (bin. rozdelenie)
0 <p <1, LE(p,m,s)-pravdepodobnost najviac s ispechov v m nezavislych pokusoch, z ktorych kazdy
mad pravdepodob. p.

—p2

LE(p,m,(1-8 )mp) < e 7 pre Tub. 0<p<1.

Nech h € B, er,(h) = e, > €. Pre § € X™, meroyeriiney(h) oznacuje pocet komponentov, na ktorych
t a h sa ligia = je to bin. rozdelend ndh. prem.

W s erg(h) < 5} = u" {7 : merg(h) < sm)

1
< ™ {7 s mery(h) < %hm} = LE(en,m, (1 - 5)mer)

) < exp(—-)

< exp(



2272227277272 2272222227227227

2.faza:

Nech i € {1,...m}

7; je permutacia, ktord vymeni i a m+i ty prvok;

Nech G, je grupa generovana permutdciami 7;{1 < i < m} |G| = 2™

Lema 2: Pre dané z € X?2™ nech I'(Z) oznacuje pocet ¢ € G,,, pre ktoré 0z € Rf,. Potom
|G |1®™ (RE,) < maxT'(Z) kde max je cez v§. zZ € X>™.

3.faza:

Pre Tub. h € B, nech

R, (W) ={z7g e X terz(h) =0 a  erg(h) > %}
Pre 7z € X?™, I'(h,z) pocet 0 € Gy, ktoré transformuji z na vektor v RS, (h).
Lema 3: m > 0, h € B,. Potom I'(h,z) < 2"(1~%) pre vi. 7 € X?™.

Lema 4: Pre Tub. m > 0 p>™ (RS, < Mg (2m)272"
4. faza: - kombinacia predch. vysledkov

2.3 Zlozitost vzorky konzistentnych algoritmov

Fakt: Ak hypotézovy priestor H ma koneéni VC dimenziu, tak je potenciondlne naucitelny.

Inak povedané:
K Tubovolnym parametrom & - déveryhodnost, € - presnost (0 < 8,e < 1), existuje vzorka dizky

mo = mo(H,J,¢) takd, ze

m > my = u"{s € S(m,t); Hs|N B, =0} >1-9¢ (2.1)

pre fTubovolné pravdepodobnostné rozdelenie p na X Tubovolny ciefovy koncept ¢t € H.
Teda z toho vyplyva, ze

e TubovoIny konzistentny uciaci algoritmus L pre H je pac a dalej

e TubovoIné uo(H, 6, €), pre ktoré plati vyssie uvedend podmienka, je hornd hranica na zlozitost vzorky
mr, (H7 6) 6) .

Ukézeme, 7e existuje presnejsi vyraz pre mg, a teda pre hornt hranicu na zlozitost vzorky fTubovolného
konzistentného uciaceho algoritmu L pre H.

Pripomenme, ze bolo dokdzané, ze ak H je konec¢ny hypotézovy priestor a L je konzistentny uciaci
algoritmus pre H, tak L je pac a plati

my(H, 8, €) < Ezn(%)] (2.2)

Hornd hranica, ktori odvodime, zavisi od VC dimenzie H a nie od mohutnosti H.

Veta: Predpokladajme, ze H je hypotézovy priestor s kone¢nou VC dimenziou d > 1 a plati 0 <
d,e < 1. Nech

4 12 2
mo = mo(H, 8,¢) = [=(dg(—=) +1g(3))]| (2.3)
Potom pre Tubovolné m > mg plati

u™{s € S(m,t); H[s]N B, # B} < 4. (2.4)

Désledok: Predpokladajme,ze hypotézovy priestor H ma VC dimenziu d > 1. Potom Tubovolny
konzistentny uciaci algoritmus L pre H je pac so zlozitostou vzorky

4 12 2))"

(dlg(—) +1g(<

my(H,0,¢) < [E = : (2.5)



Toto uz je slubeny vysledok.

Priklad 1: Nech H je priestor li¢ov. Jeho VC dimenzia je VCdim(H) = 1, teda ak L je fubovolny
konzistentny uciaci algoritmus pre priestor licov, mame

mu(H,5,0) < [ (d1g("2) +19(3)] (2.6

My sme priamo dokéazali, ze
1. 1
mo = [—zn(g)]. (2.7)

€

Vidime, ze hranica vypocitand priamo je lepsia nez vyplyvajica z VC dimenzie. Avsak priame
argumenty si mnohokrat fazké a v tomto pripade je zrejmé, ze ak § a e si toho istého radu, tak tieto
hranice sa lisia len o konstantu.

Priklad 2: Redlny perceptrén P, ma VC dimenziu n + 1. Predpokladajme, 7ze pre Tubovolnu
tréningovu vzorku pre hypotézu v P, mdme ndjst stav w perceptronu taky, ze h, je konzistentna so
vzorkou. Potom ked pouzijeme tréningovi vzorku dlzky

20+ 01962 +19(3))] 29

mame zaruenu priblizne spradvnu hypotézu bez ohTadu na ciefovii hypotézu a pravdepodobnostné rozde-
lenie prikladov.

2.4 Dolné hranice pre zlozitost vzorky

Pripomenme, ze sme dokézali, ze ak priestor H mé nekone¢nu VC' dimenziu, tak nie je potencidlne
naucitelny.

Veta: Predpokladajme, ze hypotézovy priestor H ma V' C' dimenziu d > 1. Potom existuje konzis-
tentny pac uéiaci algoritmus L pre H taky, ze pre Tubovolné ¢ a e zlozitost vzorky spliiuje

mr(H,d,¢) > d(l—e).

Uvedeny vysledok je sice jednoduchy, ale je pouzitelny len na konzistentné uéiace algoritmy. Dalej
neposkytuje univerzdlnu dolnu hranicu na zlozitost vzorky konzistentného uc¢iaceho algoritmu; skor sa za-
oberd najhor§imi moznymi konzistentnymi uc¢iacimi algoritmami. Ukazeme silnejsi vysledok Ehrenfeuchta
et al. - 1989, ktory poskytuje dolni hranicu na zlozitost vzorky lubovolného pac uciaceho algoritmu pre
hypotézovy priestor kone¢nej VC' dimenzie.

Veta: Pre Tubovolny hypotézovy priestor H s VC dimenziou d > 1 a pre Tubovolny pac uéiaci
algoritmus L pre H plati

d—1
mp(H,d,€) > 39

(2.9)

1 1
pre&ﬁmaegg.

Ak by sme uvazovali, ze zlozitost vzorky prekro¢i (dy — 1)/32e¢, kde dy je TubovoIné kladné ¢islo
splnajice VCdim(H) > dy, tak by sme mohli dokdzat nasledujice tvrdenie:

Tvrdenie: Ak hypotézovy priestor H méa koneéni VC dimenziu, tak neexistuje ziadny pac uciaci
algoritmus pre H.

Tieto vysledky podporuji tvrdenie, ze VC' dimenzia je dobrd miera ”expresivnej sily” hypotézového
priestoru H: vacsia VC dimenzia H znamend vacsiu zlozitost vzorky pre pac ucenie H. V skutoénosti
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vysledky mézu byt zovseobecnené aj pre pripady, ked C' je fubovolny konceptovy priestor s VC' dimenziou
aaspoil do > 1 a H je lubovolny hypotézovy priestor (nie nutne rovny C).

Ak L je uéiaci algoritmus pre (C, H), vstupom do L musi byt tréningovd vzorka dizky viicsej nez
(do — 1)/32¢, aby bola zarutend presnost e < % s pravdepodobnostou 1 — ¢ > 99/100. Ak C ma
nekoneéni VC dimenziu, tak nemdze existovat ziadny uciaci algoritmus pre (C, H), ktory je pac pre
Tubovolny hypotézovy priestor H.

Priklad: Ak J je priestor vietkych zjednoteni intervalov, tak pretoze J ma nekoneéni VC' dimenziu,
neexistuje ziadny pac uciaci algoritmus pre (J, H) pre Tubovolny hypotézovy priestor H. Vyssie uvedeny
vysledok je velmi silny. Ukazuje nielen to, 7ze neexistuje ziadny konzistentny alebo efektivny pac uéiaci
algoritmus, ale tiez, ze pre dané neohrani¢ené vypoctové zdroje ziadny algoritmus nemoéze pac naucit
J nezavisle od toho ako by boli reprezentované vystupné hypotézy. Samozrejme, tieto zavery platia
pre fubovolny priestor nekoneénej VC' dimenzie, takych ako priestor véetkych uzavretych mnozin alebo
priestor charakteristickych funkcii vietkych polygonalnych oblasti v R2.

Iny vysledok tykajici sa dolnych hranic zaviedol Blumer et al., 1989. Tento vysledok obsahuje § a
€, ale nezdvisi od VC dimenzie hypotézového priestoru. Toto sa d& pouzit na netrividlne hypotézové
priestory, t. j. také priestory, ktoré obsahuju viac nez dve hypotézy.

Veta: Predpokladajme, ze L je Tubovolny pac uéiaci algoritmus pre netrividlny hypotézovy priestor
H. Potom

mr,(H,0,€) > ln(g), (2.10)

pre fTubovolné 0 < §,e < 1.

2.5 Porovnanie hranic zlozitosti vzoriek

Ako uz bolo uvedené, mnohé predchddzajice vysledky mézu byt zovseobecnené pre pripad, ked kon-
ceptovy a hypotézovy priestor si rozne. Ukdzeme hranice pre zlozitost vzorky v tychto vseobecnejsich
pripadoch.

Veta: Nech C je konceptovy a H je hypotézovy priestor a predpokladajme, ze H ma kone¢ni VC
dimenziu aspori 1. Ak L je TubovoIny konzistentny uciaci algoritmus pre (C, H), potom L je pac a pre
zlozitost vzorky plati

4 . 12 2
mi, < [=(VCdim(H)lg(—=) +19(5))] (2.11)
pre fTubovolné § a e.

Veta: Nech C je konceptovy a H je hypotézovy priestor taky, ze C' mad VC dimenziu aspon 1.
Predpokladajme, ze L je Tubovolny pac uéiaci algoritmus pre (C, H). Potom pre zlozitost vzorky pre L

plati
VCdim(C)—-1 1, 1

—In(= 2.12
mp > max( 3¢ ,Zin(3)) (2.12)
pre vietky § < 1/100 a e < 1/8.
Oznacenie:
Pigeme f = O(g), ak existuje nejakd kongtanta k > 0 takd, ze pre vSetky relevantné z plat{ f(z) <
k.g(z).

Piseme f = Q(g), ak existuje nejaka konstanta k > 0 takd, ze pre vSetky relevantné z plati f(z) >
k.g(z).
Pouzitim toho oznacenia sformulujeme vztahy pre zlozitost vzorky.

e Ak L je pac, potom C musi mat koneéni VC dimenziu a plati

VCdim(C)
€

mi(C,5,€) = + %m(%)) (2.13)
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e Ak H m4 kone¢ni VC dimenziu a L je konzistentny, potom L je pac a plati

o (VCdim(C), 1 1.1
mr(C,8,¢) = o(fzmg) + Eln(g)) (2.14)
e Ak H je koneény a L je konzistentny, potom L je pac a plati
1 1 1
mr(C,8,€) = O(—ln|H\ + —ln(—)) (2.15)
€ € 0

V pripade, ze C = H, V(' dimenzia d je konecna a L je konzistentny, mdme dolné a horné hranice

mr(H, b, €) = Q(g + %ln(%)),
mi(H,6.6) = 0(%n(2) + 1in(3));

Faktor In(1/¢), ktory odlisuje hornd hranicu od dolnej, je nevyhnutny. Vysledky Hausslera, Little-
stonea a Warmutha, 1988, ukazujui, ze pre kazdé d > 1 existuje hypotézovy priestor H; a konzistentny
uciaci algoritmus L pre Hy so zlozitostou vzorky rovnou hornej hranici. Na druhej strane je otvoreny
problém rozhodnit, ¢i pre kazdé d a pre kazdy konceptovy priestor C's VC dimenziou d, existuje nejaky
hypotézovy priestor H a nejaky (C, H) uciaci algoritmus L, pre ktory zlozitost vzorky méa dolnu hranicu.

2.6 Cvicenia:

1. Nech H je hypotézovy priestor s vlastnostou, ze pre Iubovolné ¢ € H a Iubovolné 0 < d,e < 1,
existuje mg(t,0, €) také, ze

m > mg(t,0,¢) = p"{s € S(m,t);H[s|N B} >1-§

pre Tubovolné rozdelenie pravdepodobnosti g na vstupnom priestore. Teda mg mdze zavisiet len
na ciefovom koncepte. Ukdzte, ze H musi matf koneéni VC dimenziu a je preto potencionélne
naucitelny.

2. Dokézte, ze pre fTubovolné ¢ > 0 plati

Inz < (ln(l) —1) + ez,
c

pre vietky x > 0.

3. Ukdzte,ze priestor charakteristickych funkcii uzavretych a ohranidenych polygénovych oblasti v
rovine R? nie pac naucitelny.

4. Prepokladajme, ze H je Tubovolny hypotézovy priestor koneénej VC' dimenzie d > 1 a ze L je
TubovoIny konzistentny uéiaci algoritmus pre H. Je dané nejaké rozdelenie pravdepodobnosti na
prikladovom priestore. Aku velkd tréningovi vzorku potrebujeme, aby s aspon z 90% nou §ancou
sme ziskali hypotézu s chybou mengou nez 5%?

5. Booleovska funkcia f sa nazyva symetrickd, ak f(z) zdvisi len od poctu vstupov z, ktoré si rovné 1.
Napriklad, pre TubovoIné n koncept parity definovany na {0,1}" je symetrick’a. Nech n je kladné
celé ¢islo a nech S,, oznacuje mnozinu vietkych symetrickych funkeii na {0,1}". Akd je VC di-
menzia S,? Uvedte dolni a horni hranicu zlozitosti vzorky pre fubovolny konzistentny pac uéiaci
algoritmus pre S,. Poznamenajme, ze fubovolnd hypotéza h v S,, moze byt reprezentovana vek-
torom (hg, h1,...,h,) € {0,1}"T1 kde h; je hodnota h na prikladoch majicich presne i jedniciek.

Navrhnite konzistentny uciaci algoritmus pre S,,, ktory reprezentuje priestor tymto sposobom.

6. Nech H, G st hypotézové priestory definované na tom istom prikladovom priestore X. Pre hypotézy
h € H,g € G, definujme h V g takto

hvg=1, ak h(z) = 1 alebo g(z) = 1;0 inak .

12



Nech HVG ={hVg;h € H,g € G}.

Dokazte, ze
Mpyve < g (m)lg(m)

pre véetky m. Definujte H AG obvyklym sposobom, dokazte analogicky vysledok pre tento priestor.
Ak H a G su potencidlne naucitefné, ¢o je mozné povedat o HV G a H A G?

. Nech H je hypotézovy priestor koneénej V' C dimenzie d > 1 a pre s > 1 definujme H(s) induktivne
takto: H(1) = H a H(k) = HV H(k — 1),k > 2. Dokazte, ze pre m > d plati

em s
Op) < (7) a,

Potom ukézte, ze VC dimenzia H(s) je najviac 2sdlg(3s).
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2.7 Zlozitost vzorky konzistentnych algoritmov

Fakt: Ak hypotézovy priestor H mé koneénti VC dimenziu, tak je potencionilne nauéitelny.

Inak povedané:
K Tubovolnym parametrom § - déveryhodnost, € - presnost (0 < d,e < 1), existuje vzorka dizky

Y

mo = mo(H,J,¢) takd, ze

m >my=—= p"{s € S(m,t); Hs]N B, =0} >1—-4 (2.16)

pre fTubovolné pravdepodobnostné rozdelenie p na X Tubovolny ciefovy koncept ¢t € H.
Teda z toho vyplyva, ze

e TubovoIny konzistentny uciaci algoritmus L pre H je pac a dalej

e TubovoIné uo(H, ¢, €), pre ktoré plati vyssie uvedend podmienka, je hornd hranica na zlozitost vzorky
mrp, (H, (5, 6).

Ukézeme, ze existuje presnejsi vyraz pre mg, a teda pre horni hranicu na zlozitost vzorky ITubovolného
konzistentného uciaceho algoritmu L pre H.

Pripomenme, ze bolo dokdzané, ze ak H je konec¢ny hypotézovy priestor a L je konzistentny uciaci
algoritmus pre H, tak L je pac a plati

mu(H, 6, ¢) < Ezn(@)] (2.17)

Hornd hranica, ktori odvodime, zavisi od VC dimenzie H a nie od mohutnosti H.

Veta: Predpokladajme, ze H je hypotézovy priestor s koneénou VC dimenziou d > 1 a plati 0 <
d,e < 1. Nech

4 12 2
mo = mo(H,0,€) = [~ (d1g(==) +19(5))] (2.18)
Potom pre Tubovolné m > mg plati
u™{s € S(m,t); H[s]N B, # B} < 4. (2.19)

Désledok: Predpokladajme,ze hypotézovy priestor H ma VC dimenziu d > 1. Potom Tubovolny
konzistentny uciaci algoritmus L pre H je pac so zlozitostou vzorky

mu(H,5,) < [ (d1g("2) +19(3)] (2.20)

Toto uz je slibeny vysledok.

Priklad 1: Nech H je priestor licov. Jeho VC dimenzia je VCdim(H) = 1, teda ak L je fubovolny
konzistentny uciaci algoritmus pre priestor lic¢ov, mame

4 12 2
mi(H,,¢) < [ =(dlg(=) +19(3))] (2.21)
My sme priamo dokéazali, ze
1, 1
mo = kln(g)-‘. (2.22)

Vidime, 7ze hranica vypocitand priamo je lepsia nez vyplyvajica z VC dimenzie. Avsak priame
argumenty si mnohokrédt fazké a v tomto pripade je zrejmé, ze ak ¢ a e si toho istého radu, tak tieto
hranice sa lisia len o kongtantu.
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Priklad 2: Redlny perceptrén P, ma VC dimenziu n + 1. Predpokladajme, 7ze pre Tubovolnu
tréningovu vzorku pre hypotézu v P, méme ndjst stav w perceptrénu taky, ze h, je konzistentnd so
vzorkou. Potom ked pouzijeme tréningovi vzorku dlzky

[+ 1192 +192))] (223)

méame zaruenu priblizne spradvnu hypotézu bez ohTadu na ciefovii hypotézu a pravdepodobnostné rozde-
lenie prikladov.

2.8 Dolné hranice pre zlozitost vzorky

Pripomenme, ze sme dokézali, ze ak priestor H mé nekone¢nu VC' dimenziu, tak nie je potencidlne
naucitelny.

Veta: Predpokladajme, ze hypotézovy priestor H ma V' C' dimenziu d > 1. Potom existuje konzis-
tentny pac uéiaci algoritmus L pre H taky, ze pre Tubovolné ¢ a e zlozitost vzorky spliiuje

mr(H,d,¢) > d(l—e).

Uvedeny vysledok je sice jednoduchy, ale je pouzitelny len na konzistentné uéiace algoritmy. Dalej
neposkytuje univerzdlnu dolnu hranicu na zlozitost vzorky konzistentného uciaceho algoritmu; skor sa za-
oberd najhors§imi moznymi konzistentnymi uc¢iacimi algoritmami. Ukazeme silnejsi vysledok Ehrenfeuchta
et al. - 1989, ktory poskytuje dolni hranicu na zlozitost vzorky lubovolného pac uciaceho algoritmu pre
hypotézovy priestor konec¢nej VC' dimenzie.

Veta: Pre Tubovolny hypotézovy priestor H s VC dimenziou d > 1 a pre Tubovolny pac uciaci
algoritmus L pre H plati
d—1

H
mr,(H,0,€) > 39

(2.24)

Ak by sme uvazovali, ze zlozitost vzorky prekroc¢i (dy — 1)/32¢, kde dy je Tubovolné kladné ¢islo
splnajice VCdim(H) > dy, tak by sme mohli dokdzat nasledujice tvrdenie:

Tvrdenie: Ak hypotézovy priestor H méa koneéni VC dimenziu, tak neexistuje ziadny pac uciaci
algoritmus pre H.

Tieto vysledky podporuji tvrdenie, ze VC' dimenzia je dobrd miera ”expresivnej sily” hypotézového
priestoru H: vacsia VC dimenzia H znamend vacsiu zlozitost vzorky pre pac ucenie H. V skutoénosti
vysledky mézu byt zovseobecnené aj pre pripady, ked C' je fubovolny konceptovy priestor s VC' dimenziou
aaspoil do > 1 a H je lubovolny hypotézovy priestor (nie nutne rovny C).

Ak L je udiaci algoritmus pre (C, H), vstupom do L musi byt tréningovd vzorka dfiky vacsej nez
(do — 1)/32¢, aby bola zarutend presnost e < % s pravdepodobnostou 1 — ¢ > 99/100. Ak C ma
nekoneéni VC dimenziu, tak nemdze existovat ziadny uéiaci algoritmus pre (C, H), ktory je pac pre
Tubovolny hypotézovy priestor H.

Priklad: Ak J je priestor vietkych zjednoteni intervalov, tak pretoze J ma nekoneé¢ni VC' dimenziu,
neexistuje ziadny pac uciaci algoritmus pre (J, H) pre Tubovolny hypotézovy priestor H. Vyssie uvedeny
vysledok je velmi silny. Ukazuje nielen to, 7ze neexistuje ziadny konzistentny alebo efektivny pac uéiaci
algoritmus, ale tiez, ze pre dané neohrani¢ené vypoctové zdroje ziadny algoritmus nemoéze pac naucit
J nezdavisle od toho ako by boli reprezentované vystupné hypotézy. Samozrejme, tieto zavery platia
pre fubovolny priestor nekoneénej VC' dimenzie, takych ako priestor vietkych uzavretych mnozin alebo
priestor charakteristickych funkcii vsetkych polygonalnych oblasti v R2.
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Iny vysledok tykajici sa dolnych hranic zaviedol Blumer et al., 1989. Tento vysledok obsahuje § a
€, ale nezdvisi od VC dimenzie hypotézového priestoru. Toto sa d& pouzit na netrividlne hypotézové
priestory, t. j. také priestory, ktoré obsahuji viac nez dve hypotézy.

Veta: Predpokladajme, ze L je Tubovolny pac uéiaci algoritmus pre netrividlny hypotézovy priestor

H. Potom
—e, 1

mp(H,d,¢€) > u ln(g), (2.25)

€
pre Tubovolné 0 < §,e < 1.

2.9 Porovnanie hranic zlozitosti vzoriek

Ako uz bolo uvedené, mnohé predchadzajice vysledky mézu byt zovseobecnené pre pripad, ked kon-
ceptovy a hypotézovy priestor su rézne. Ukdzeme hranice pre zlozitost vzorky v tychto veobecnejsich
pripadoch.

Veta: Nech C je konceptovy a H je hypotézovy priestor a predpokladajme, ze H ma kone¢ni VC
dimenziu aspoii 1. Ak L je Tubovolny konzistentny uciaci algoritmus pre (C, H), potom L je pac a pre
zlozitost vzorky plati

4 . 12 2
mi, < [=(VCdim(H)lg(—) +19(5))] (2.26)

pre Tubovolné 6 a e.

Veta: Nech C je konceptovy a H je hypotézovy priestor taky, ze C' mad VC dimenziu aspon 1.
Predpokladajme, ze L je Tubovolny pac uéiaci algoritmus pre (C, H). Potom pre zlozitost vzorky pre L
plati
VCdim(C)—1 1, 1

myg, > max( , Zln(g)) (2.27)

32¢
pre vSetky § < 1/100 a e < 1/8.
Oznacenie:
Piseme f = O(g), ak existuje nejakd konstanta k > 0 takd, ze pre vSetky relevantné z plati f(z) <
k.g(z).

Pigeme f = Q(g), ak existuje nejaka konstanta k > 0 takd, ze pre vSetky relevantné x plat{ f(z) >
k.g(x).

Pouzitim toho oznacenia sformulujeme vztahy pre zlozitost vzorky.
e Ak L je pac, potom C' musi mat koneéni V' C dimenziu a plati

Vedim(©) | lln(%)) (2.28)

€ €

mL(Ca 6: 6) = Q(

e Ak H m4 kone¢ni VC dimenziu a L je konzistentny, potom L je pac a plati

di 1 1. 1
mi(C,8,€) = o(wm(—) + —ln(—)) (2.29)
€ € e 0
e Ak H je konectny a L je konzistentny, potom L je pac a plati
1 1, 1
my(C, 5, €) = O(—ln|H\ + —ln(—)) (2.30)
€ e 0

V pripade, ze C = H, V(' dimenzia d je kone¢nd a L je konzistentny, mdme dolné a horné hranice

mr(H,d,¢) = Q(g + %ln(%));

€
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mi(H,5,0 = 0(Yn(2) + 1in(3)):

Faktor In(1/¢), ktory odlisuje hornd hranicu od dolnej, je nevyhnutny. Vysledky Hausslera, Little-
stonea a Warmutha, 1988, ukazuji, ze pre kazdé d > 1 existuje hypotézovy priestor H; a konzistentny
uciaci algoritmus L pre Hy so zlozitostou vzorky rovnou hornej hranici. Na druhej strane je otvoreny
problém rozhodniit, ¢i pre kazdé d a pre kazdy konceptovy priestor C's VC' dimenziou d, existuje nejaky
hypotézovy priestor H a nejaky (C, H) uciaci algoritmus L, pre ktory zlozitost vzorky méa dolnu hranicu.

2.10 Cvicenia:

1.

Nech H je hypotézovy priestor s vlastnostou, 7ze pre Tubovolné t € H a Tubovolné 0 < §,e < 1,
existuje mg(t,0, €) také, ze

m > mg(t,0,e) = u™{s € S(m,t); H[s|Nn B} >1—-4

pre Tubovolné rozdelenie pravdepodobnosti g na vstupnom priestore. Teda mg mdze zavisiet len
na ciefovom koncepte. Ukdzte, ze H musi mat koneéni VC dimenziu a je preto potencionélne
naucitelny.

Dokéazte, ze pre fubovolné ¢ > 0 plati
1
Inz < (In(=) — 1) + cz,
c

pre vietky x > 0.

Ukéazte,ze priestor charakteristickych funkcii uzavretych a ohranidenych polygdnovych oblasti v
rovine R? nie pac naucitelny.

Prepokladajme, ze H je fubovolny hypotézovy priestor koneénej VC dimenzie d > 1 a ze L je
fubovolny konzistentny uciaci algoritmus pre H. Je dané nejaké rozdelenie pravdepodobnosti na
prikladovom priestore. Aku velkd tréningovi vzorku potrebujeme, aby s aspon z 90% nou §ancou
sme ziskali hypotézu s chybou mensou nez 5%?

Booleovska funkcia f sa nazyva symetrickd, ak f(z) zdvisi len od poctu vstupov z, ktoré si rovné 1.
Napriklad, pre fubovoIné n koncept parity definovany na {0,1}" je symetrick’a. Nech n je kladné
celé ¢islo a nech S, oznacuje mnozinu vsetkych symetrickych funkeii na {0,1}". Aka je VC di-
menzia S,? Uvedte dolni a horni hranicu zlozitosti vzorky pre fubovolny konzistentny pac uéiaci
algoritmus pre S,. Poznamenajme, ze fubovolnd hypotéza h v S, moze byt reprezentovand vek-
torom (hg, h1, ..., hy) € {0,1}"+1 kde h; je hodnota h na prikladoch majicich presne i jedniciek.
Navrhnite konzistentny uciaci algoritmus pre S,,, ktory reprezentuje priestor tymto sposobom.

Nech H, G st hypotézové priestory definované na tom istom prikladovom priestore X. Pre hypotézy
h € H,g € G, definujme h V g takto

hvg=1, ak h(z) =1 alebo g(z) = 1;0 inak .
Nech HVG ={hVg;h € H,g € G}.

Dokazte, ze
Mpyve < g (m)lg(m)

pre véetky m. Definujte H AG obvyklym sposobom, dokazte analogicky vysledok pre tento priestor.
Ak H a G su potencidlne naucitefné, ¢o je mozné povedat o HV G a H A G?

Nech H je hypotézovy priestor koneénej VC dimenzie d > 1 a pre s > 1 definujme H(s) induktivne
takto: H(1) = H a H(k) = HV H(k — 1),k > 2. Dokazte, ze pre m > d plati

em s
M5 < (7) 4.

Potom ukézte, ze VC dimenzia H(s) je najviac 2sdlg(3s).
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