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Kapitola 1

Efektivne ucenie 11

1.1 Ucinnost versus déveryhodnost a presnost

Diskusia v predchadzajicej kapitole sa sustredila na chovanie sa uciaceho algoritmu v ¢ase behu, ktory
zévisel (bol funkciou) len od velkosti prikladov n. Zrejme si aj iné faktory, ktoré urcuja éas behu
uciaceho algoritmu, a mohli by sme zaviest pojem efektivnosti vzhfadom na troven déveryhodnosti
a tiroven presnosti. Potom prediskutujeme efektivnost vzhfadom na velkost reprezentédcie ciefového
konceptu. Tieto tdvahy si relevantné pre Tubovolny hypotézovy priestor a mézu byt kombinované s
ideami nasledujucej kapitoly, aby bola zavedena celkom vseobecnd definicia pojmu efektivny PAC
uéiaci algoritmus.

V predchadzajicej kapitole sme zaviedli pevné, ale fubovolné parametre, a sice parameter dovery-
hodnosti § a parameter presnosti €. Je zrejmé, ze zniZenie aspon jednej hodnoty z tychto velicin urobi
ucenie tazsim, a preto ¢as behu efektivneho PAC uéiaceho algoritmu by mohol byt ohrani¢ovany ne-
jakym vhodnym spdésobom pomocou rastiicich 671 a e~!. Mohli by sme sa jednoducho pytat, ¢ ¢as
behu rastie polynomidlne vzhladom na 6=! a €', ale tato zavislost na d~! nie je celkom vhodnd z
nasledujicich dévodov. Ak dizka tréningovej vzorky, ktord vstupuje do efektivneho uc¢iaceho algoritmu je
zdvojnéasobend, mozeme ocakavat, ze pravdepodobnost, ze vystupnd hypotéza je z14, je priblizne kvadrat-
ickd. Inak povedané, vztah medzi zloZitostou vzorky a 6! je logaritmicky. Motivovani tymto,
mohli by sme povedat, ze utiaci algoritmus L je efektivny vzhfadom na déveryhodnost, ak jeho
¢as behu je polynomidlny v m a zlozitost vzorky my, (H,d,€) zavisi polynomidlne od veli¢iny In(6 1), ¢o
budeme oznacovat §*. V pripade parametra presnosti budeme hovorit, ze L je efektivny vzhfadom na
presnost, ak jeho ¢as behu je polynomidlny v m a zlozitost vzorky z4visi polynomiélne od e~'. Ak obe
tieto podmienky platia, potom ¢as behu potrebny na vytvorenie PAC vystupnej hypotézy je polynomidlny
vié*ael

Napriklad, ak H je fubovolny kone¢ny hypotézovy priestor a L je konzistentny uciaci algoritmus
pre H, potom na zaklade predchadzajicich vysledkov mame, ze dolnd hranica pre zlozitost vzorky je
mo(H,3,€) = [e~! - In(|H|/0)].

V tomto pripade mg je zrejme ohrani¢ené polymomidlnou funkciou vzhladom na 6* ae~!. Ak ¢as behu
L je polyném v m, potom L je PAC uéiaci algoritmus pre H, ktory bezi v polynomidlnom ¢ase vzhladom
na 6* a e 1. Ten isty argument plati v odstupfiovanom pripade. Ak H = |J H, je hypotézovy priestor
booleovskych funkcii odstupniovany velkostou prikladov, potom dolnéd hranica pre zlozitost vzorky je

mo(Hy,d,€) = [% -In (‘}gn|)-|

V tomto pripade, ak ¢as behu Ry (m,n) je polyném v m a n a ak In|H,| je polyném v n, potom L

PAC uéi H,, v polynomidlnom éase behu nielen v n, ale tiez v §* a e 1.

1.2 PAC ucenie a problém konzistencie

Analyza urobend na konci predchadzajicej sekcie je motivovana doteraz znamymi vzfahmi medzi konzis-
tenciou a PAC ucenim. Obratenim nasej pozornosti na neodstupniovany pripad vysledok je jednoduchy,



a sice ak existuje konzistentny uciaci algoritmus L pre kone¢ny hypotézovy priestor H, ktory bezi v poly-
nomidlnom ¢ase vzhfadom na dlzku vzorky m, potom L sa PAC uéi H v polynomidlnom ¢ase vzhladom
na 6* a e~!. Zhruba povedané, mozeme hovorit, ze efektivny ”konzistentny-hfadaé-hypotéz” je efektivny
"PAC-uciaci sa”. V tejto sekcii uvedieme, k ¢comu vedie opaéna tvaha.

Toto by znamenalo, 7e efektivne PAC uéenie implikuje efektivne hfadanie konzistentnych hypotéz za
predpokladu, ze sme pripraveni akceptovat ndhodny algoritmus.

Predpokladajme, Zze mdme dany nejaky generdtor ndhodnych c&isel, ktory pre dané Iubovolné
celé ¢islo I > 2 produkuje ndhodné ¢isla ¢ v intervale 1 < ¢ < I, pricom kazda hodnota je rovnako
pravdepodobna.

Nahodny algoritmus A m& povolené braf tieto ¢isla ako cast svojho vstupu. Vypocet algoritmu
A je riadeny jeho vstupom tak, ze zdvisi od partikuldrnej postupnosti produkovanej generdtorom
nihodnych &isel. Z toho vyplyva, ze m6zeme hovorit o pravdepodobnosti, 7ze A ma dany vysledok. Tym
je mienend relativna frekvencia postupnosti, ktoré produkuje tento vysledok vzhladom na celkovy pocet
moznych postupnosti.

Hovorime, ze ndhodny algoritmus A ”riesi” problém vyhladavania II, ak sa chovd nasledujiicim
sposobom: Algoritmus vzdy zastavi a produkuje vystup. Ak A padol pri hfadan{ riesenia pre II, d&
jednoducho vystup nie. Ale s pravdepodobnostou aspon % (v zmysle vyjadrenom vyssie), A je dspesny
pri hfadani riegenia pre 7 a vystupom je jeho riedenie.

Prakticka pouzitelnost ndhodného algoritmu vyplyva z faktu, ze opakovanim algoritmu niekolkokrat
velmi rychlo rastie pravdepodobnost tispechu. Ak algoritmus padne pri prvom pokuse, ¢o sa stane s
pravdepodobnostou najviac %, potom jednoducho skisame dalej. Pravdepodobnost, ze padne dvakrat,
je najviac 1, ze padne k-krdt je najviac (3)¥ — 0. Teda v praxi ndhodny algoritmus je takmer tak dobry
ako obycajny - samozrejme za predpokladu, ze ma polynomidlny ¢as behu. Mame nasledujicu vetu Pitta
a Valianta (1988) (tiez Matarjan (1989) a Haussler et. al. (1988)).

Veta 1 Nech H je hypotézovyj priestor a predpokladajme, Ze existuje PAC uciaci algoritmus pre H s ¢asom
behu polynomidlnym v e~'. Potom existuje ndhodny algoritmus, ktory riesi problém hl’adqnia hypotézy v
H konzistentnej s danou tréningovou vzorkou a ktory md éas behu polynomidlny v m (dlzka tréningovej
vzorky).

Dékaz. Predpokladajme, 7e 5 je tréningova vzorka pre cielovi hypotézu t € H a 5 obsahuje m rozne
oznacenych prikladov. Ukdzeme, ze je mozné najst hypotézu konzistentni s § spustenim daného PAC algo-
ritmu L na odpovedajicej tréningovej vzorke. Definujme pravdepodobnostné rozdelenie p na prikladovom
priestore X takto:

{ L ak x sa vyskytuje v's

m’

ulz) = 0, inak.

Mozeme pouzif generdtor ndhodnych ¢isel s vystupnymi hodnotami € (1,m) na vyber prikladov z
X podla tohoto rozdelenia: kazdé nahodné ¢islo pridelime ako navestie 1..m rovnako pravdepodobného
prikladu. Teda vyber tréningovej vzorky dfiky m pre t na zdklade rozdelenia y mdze byt simulovany
generovanim postupnosti m ndhodnych ¢isel v danom intervale.

Nech L je PAC udiaci algoritmus, ako bolo uvedené vyssie. Potom ak mdme dané 4 veli¢iny 6, €, u, t,
tak mozeme najst celé ¢islo mo(9, €)

v v 3 v v
e>0 6>0 me(de) # t pm{se S(m,t): h(s,t)<e}>1-0
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Ak spustime uciaci algoritmus L na tréningovej vzorke dizky mg(L, 1), ziskanej nahodne podla
rozdelenia p, vlastnost PAC algoritmu zarudci, ze pravdepodobnost, Ze chyba vystupu je mensia nez 7;
je vacsia nez 1 — % = % Pretoze nie su ziadne priklady s pravdepodobnostou striktne medzi 0 a 7;*, zZ
toho vyplyva, ze pravdepodobnost, ze vystup siihlasi presne s tréningovou vzorkou je vicsi nez L.

2
ad

Predpokladajme, ze $pecifikujeme déveryhodnost § = % a presnost € =

Procedira uvedend vo vyssie je zdkladom pre ndhodny algoritmus L* pre hladanie hypotézy, ktora je
konzistentd s danou tréningovou vzorkou s*.
Zhrnutie v krokoch pre L*:

e Vyhodnotit mg = mo(3, = ).




Pouzitim gn¢ na skonstrukciu tréningovej vzorky s dfiky mg podla pravdepodobnostného rozdelenia
u.

Spustit dany PAC uciaci algoritmus L na s.

Skontrolovat vyslednd hypotézu L(3), & je konyistentnd s s*.

Ak hypotéza nie je konzistentnd s s*, vystup "nie”. Ak hypotéza je konzistentd s s*, vystupom je
tato hypotéza.

Ako sme uviedli, PAC vlastnost algoritmu L zaruci, ze L* je ispesny s pravdepodobnostou viac ako %
Nakoniec je zrejmé, ze ak ¢as behu algoritmu L je polynomidlny v e !, potom ¢as behu L* je polynomidlny
vm* =e L.

O

Veta 1 ndm umoznuje rozsirit zlozitost vysledkov pre problém konzistencie, ako bolo dokazané vyssie,
na PAC ucenie. Pripomenme, 7e oba problémy - problém rozhodnutia o konzistencii a problém hfadania
konzistentnej hypotézy si NP-fazké v niektorych pripadoch, takych ako hypotézovy priestor C* = |JC¥.
Veta hovori, ze ak by sme mohli PAC nau¢it C* v polynomidlnom ¢ase vzhladom na e~! a n, potom by
sme mohli najst konzistentni hypotézu pouzitim ndhodného algoritmu s ¢asom behu polynomiadlnym v
m an. V jazyku tedrie zlozitosti by to mohlo znamenat, ze uvedeny problém je v triede RP, ¢o je trieda
problémov, ktoré mozu byt riesené v ”pravdepodobne polynomidlnom c¢ase”. Teraz sa predpokladéa, ze
RP neobsahuje ziadny NP-fazky problém - teda, ze RP#NP, ¢o niektori povazujui za podobne tazké ako
NP=P. Takze ked toto akceptujeme, z toho vyplyva, ze neexistuje ziadny PAC polynomialny algoritmus
pre odstupiiovany priestor C*, ak k > 2.

Vyssie uvedend diskusia ukazuje, ze pre k > 2, C* nie je efektivne PAC naucitelny vzhladom na
velkost prikladu. Avgak pre Tub. n, C¥ je obsiahnuté v D, , priestore disjunkcii jedno¢lenov s najviac
k literalmi. Valiantov uciaci algoritmus pre Dy = |J D, popisany vyssie je konzistentny algoritmus s
¢asom behu Ry (m,n) = O(m-n*), polyném v n aj m. Preto pre lub. tréningovi vzorku 3 pre hypotézu v
CF tento algoritmus bude produkovat v polynomidlnom ¢ase hypotézu v Dy, 1, konzistentni s 5. V dalsich
pozndmkach predchadzajicej kapitoly sme definovali, ¢o znamend uciaci algoritmus L pre odstupiiovany
priestor |J C,, inym odstupfiovanym priestorom | J H,; k danej tréningovej vzorke s pre hypotézu z C),
L vréti hypotézu L(s) € H,. Pouzitim tejto terminolégie, standardny uciaci algoritmus pre Dy je
PAC ugéiaci algoritmus pre (C*, D, 1), efektivny vzhladom na velkost prikladov. Teda v protiklade k
negativnemu vysledku vyssie, C* je efektivne naucitelny pomocou ”viésieho priestoru”. Nie je tu
ziadny spor. Zhruba povedané, je tazké ndjst formulu pre konzistentnt hypotézu v C¥, pretoze tento
priestor je prili§ "ohrani¢eny”. Dand je vécsia flexibilita v praci v ”bohat§om” priestore D,, 3, v ktorom
algoritmus moze vyjadrit svoje hypotézy vo vyrazoch D,, j, formil; méze byt dosiahnuté rychlejsie ucenie.
Vysledok o nenauéitefnosti je preto uvazovany aj v zmysle zavislost od reprezentacie.

1.3 Velkost reprezentacie

Uz sme sa zmienili o tom, ze vystup realistického uc¢iaceho algoritmu nie je abstraktnd funkcia ale skor
reprezentacia tejto funkcie cez formulu alebo stav stroja. Pretoze booleovska funkcia, ktord moze byt
reprezentovana kratkou booleovskou formulou je zrejme ”jednoduchsia” nez taka, ktord vyzaduje dlhsiu
formulu, mozeme ocakavat, ze je ju tazsie naucit nez kratku formulu.

Réamec potrebny pre starostlivu diskusiu o takych veciach je poskytnuty dojmom reprezentécie 2 — H
ako bolo uvedené vyssie. Mnozina ) moze byt myslend ako mnozina formil alebo mnozina stavov
stroja tak, ze pre kazdé w € Q existuje odpovedajica hypotéza h,. V nasledujicich niekolkych sekcidch
uvedieme ako reprezentacia hypotéz ovplyviiuje cas behu uciacich algoritmov.

Aby sme to mohli urobit, potrebujeme nejaki mieru pre ”velkost” reprezentacie hypotézy. Samozre-
jme, Ze neexistuje ziadna absolutna miera a tak musime skonstruovat jednu, ktord sa zda byt rozumnd
pre skimané problémy. Booleovsky pripad je najpriamociarejsi.

Standardna metéda reprezentujiica bool. funkciu pomocou formiil bola popisana v 2.3. Formélne
pouzivame abecedu 4 4+ 2n symbolov: () A V u; Uy ...u, Up, ktoré si skombinované podla uréitych
pravidiel. Tato abeceda méze byt zakédovana pouzitim 3 + [logn] bitov pre kazdy symbol ako je mozné



ukdzat v nasledujucej tabufke:
Symbol Kéd

( 110 0000...0
) 101 000...0
\% 101 000...0
A 111 000...0
Uy 001 000...01
ur 000 000...01
U 001 000...10
N

Idea je v tom, ze prvé 3 bity su pouzité na kédovanie povahy symbolu a zvysnych [log, n| bitov je
pouzitych na reprezentdciu symbolov u;, ;. Nech w je sprdvna formula, ktord je dosiahnutéd z abecedy
uvedenej vyssie. Ak w ma 5 symbolov, potom méze byt zakédovand pomocou s - (3 + [log, n]) bitov a
tak mozeme definovat velkost w

Jwll = s - (3 + [logy n]).

Napriklad, ak n =3, w = (43 Auz) Vus (7 symbolov)
lwlf = 7- (3 + [log, 3]) = 35.

Ako sme uz uviedli, vystup uciaceho algoritmu nie je abstraktna funkcia alebo hypotéza, ale reprezentacia
hypotézy pomocou formuly alebo stroja. Z tohto hfadiska je rozumné porovnat velkost takého vystupus
velkostou vstupu do algoritmu, ¢o je vlastne tréningova vzorka oznacéenych prikladov.

Priklad 1 Predpokladajme, zZe mdme 20 prikladov 30 bitovijch do uciaceho algoritmu pre monocleny.
Celkovy pocet bitov vstupu je 20 - (30 + 1) = 620. Vystupom je hypotéza-monoclen, ktory moZe byt
akceptovany pomocou 30 literdlov a 29 konjunkcii. PouZitim vyssie uvedenej kédovacej schémy dostdvame
pocet bitov vystupu

(304 29) - (34 [log, 30]) =59 - 8 = 472

Pretoze toto cislo je mensie neZ pocet bitov na vstupe, je celkom rozumné hovorit, Ze vystup je (v nejakom
zmysle) kompresovand forma vstupu. O

Tento priklad ilustruje, ze mézeme ocakavat, ze uciaci algoritmus ddva na vystup reprezentaciu w hy-
potézy h, takd, ze h, nie je len rozsirenim trénovacej vzorky, ale w je kompresovanym tvarom vstupu.
To je v zmysle, ze w obsahuje tak vela informécie ako bolo vo vstupnej trén. vzorke, definuje rozsireni
funkciu a vyzaduje menej bitov nez trén. vzorka. V dalsom uvidime, ze ak uéiaci algoritmus L d&d na
vystupe reprezentdciu hypotézy, ktora nie je prilis dlha a je signifikantne kompresovana vzhfadom na
vstup, potom L m4 urcité pravdepodobnostné aproximativne vlastnosti.

1.4 HFadanie najmensSej konzistentnej hypotézy

Predpokladajme,ze je dana tréningové vzorka pre monoclen. Standardny uciaci algoritmus skonstruuje
v polynomidlnom ¢ase hypotézu konzistentni s tréningovou vzorkou. Avsak mozeme ocakdvat viac a
pytat sa na najmensi monoclen konzistentny so vzorkou. V tomto kontexte mozeme ignorovat symboly
konjunkcie v mnoclene a budeme uvazovat aproximéciu k logn pre dizku monoélena tvoreného k literalmi
a definovaného na {0,1}". Teda v Iubovolnej danej podmnozine M,, najmensi monoclen je taky, ktory
mé najmensi pocet literdlov. Ukazeme, ze problém néjdenia najmensieho monoclena konzistentného s
tréningovou vzorkou je NP-tazky problém.

N4g ciel bude dosiahnuty pomocou zndmeho NP-tplného problému. Predpokladajme, ze U je koneéna
mnozina a S je kone¢ny systém podmnozin mnoziny U, ktorého zjednotenie pokryva celd mnozinu U.
Hovorime, ze podsystém S’ systému S je podpokrytie, ak zjednotenie mnozin v S’ pokryva celi mnozinu
U. Nasledujici problém je jeden z prvych problémov, o ktorom bolo dokdzané, ze je NP-uplny (Karp,
1972).

PODPOKRYTIE
Instancia: Dvojica (U, S) podla vyssie uvedenej definicie a kladné celé ¢islo k < |S|



Otéazka: Existuje podpokrytie pokrytia S obsahujuce najviac k mnozin?

Je treba poznamenat, ze velkost instancie zdvisi od |U| = u aj od |S| = n. V skutotnosti mézeme
popisat (U, S) pomocou matice velkosti u x n, v ktorej ku kazdému prvku (riadok) je vyjadrend pislusnost
k mnozine v systéme S. Hodnota u.n moze byt povazovand za velkost instancie (U, S) a toto je parameter,
ktorého sa tyka otdzka polynomidlneho algoritmu.

Predchadzajici problém je zapisany v existen¢nom tvare. Je mozné sformulovat optimalizaény problém
v nasledujicom tvare:
PODPOKRYTIE
Instancia: Dvojica (U, S) podla vyssie uvedenej definicie a kladné celé ¢islo k < |S|
Otéazka: Akd je velkost minimdlneho podpokrytia pre (U, S)?

Je zrejmé, ked madme odpoved na druhy problém cas behu je polynomidlny v u.n, tak je zodpovedany
aj prvy problém v polynomidlnom ¢ase.

1.5 OCCAM algoritmy

Nech Q — H je reprezentécia booleovskych funkcii. Nech ||w|| je miera velkosti reprezentécie definovanej
pre kazdé w € . Pre kazdé r > 1 definujeme

0 =fweq |ol=r)

a nech H, oznacuje podmnozinu H obsahujicu tie hypotézy h,, ktorych minimdlna reprezentacia ma
velkost 7.

Hovorime, ze také hypotézy majui velkost reprezentécie r.

Potom H mobze byt odstupiiované pomocou velkosti reprezentacie H = |J H,. U¢iaci algoritmus L
pre H mé vstup - tréningovii vzorku pre nejaki cielovi funkciu ¢ € H. Predpokladajme, ze t € H,.; inak
povedané najmensia reprezentdcia ¢ ma velkost r. Vystup z L bude $pecifikovany reprezentdciou w € .
Potrebujeme uvazovat vztah medzi g a r. Na zdklade vysledkov predchadzajiceho odseku moze byt tazké
najst najmensiu moznui hodnotu ¢, ale moézeme pozadovat ndjdenie nie najkratsej moznej reprezentaciu,
ale dostato¢ne kratku. Tato idea je presnejsie vyjadrend v nasledujicej definicii Blumera (1987).

Definicia 1.5.1 Howvorime, Ze uciaci algoritmus L pre H je Occam vzhladom na reprezentdciu Q — H,
ak

e L je konzistentny

e k danej tréningovej vzorke s dl/z'ky m pre cielovi hypotézu t € H, vystupnd hypotéza L(s) = hy, je
takd, ze ||w|| <m*-rP, kde 0 < a <1 a B > 1 si konstanty.

Hranica pre ||w|| hovori, 7e vystup je komprimovany vzhfadom na dizku tréningovej vzorky a rastie len
polynomilne s velkostou minimélnej reprezentécie dfiky ciefovej hypotézy. Podmienka a < 1 znamen4,
7e vystup je vlastne komprimovany tvar vstupu; ak povolime a = 1, potom vystup by bol porovnatefny
s velkostou tréningovej vzorky, ktorej bitova dizka je linedrna v m a ziadna signifikantnd komprimécia
by nebola dosiahnuta. Nasledujiica veta ukazuje, ze vystup kratkej reprezentacie v tomto zmysle, postaci
pre PAC ucenie.

Aby sme sformulovali tito vetu, vrafme sa k nasej origindlnej definicii u¢iaceho algoritmu s koncep-
tovym a hypotézovym priestorom ako réznymi. Tento rozdiel je tu pouzitelny, pretoze sme sa zaujimali
o hypotézy v H, pouzitim plného zdroja H.

Veta 2 Nech H je priestor booleovskijch funkcii s reprezentdciou Q@ — H, nech H = | J H,. je odstupriovany
velkostou reprezentdcie. Ak L je Occam uciaci algoritmus vzhladom na dani reprezentdciu, potom pre
kazdé r, L existuje PAC wuciaci algoritmus pre (H,,H) so zloZitostou vzorky mp(H,,d,€) polynomidlnou
vr, 6" ae L.

Dokaz: Predpokladajme, Ze st dané 6,¢,u a t € H,. Pre kazdé dané m nech L(m,t) oznactuje mnozinu
hypotéz h € H taku, ze h je vystup L(3) algoritmu L pre nejaku tréningovi vzorku 3 dlzky m a cielovy
koncept t. Inak povedané, L(m,t) je efektivny hypotézovy priestor pre ¢. Podla 2. podmienky Occam



algoritmu ¢lenmi L(m, t) st hypotézy h,,, pre ktoré w ma najviac M = |m® - r?| bitov, a celkovy pocet
takych w je najviac 2M+1. Odtial
L(m, t)] < 2m"7+1,

Poznamenajme, ze hranica zavisi len od r nie od ¢ samotnej; inak povedané, plati uniformne pre vietky
t € H,. Teraz zopakujeme argument dany v predchadzajicom odseku. Pravdepodobnost, ze Tubovolna
dand e-zla hypotéza z H stuhlasi s ¢ na tréningovej vzorke dfiky m je (1 —¢)™. Pretoze L je konzistentny,
jeho vystupné hypotézy sihlasia s tréningovouou vzorkou a teda pravdepodobnost, ze vystupnd hypotéza
je e-z14 je najviac

L(m, )] - (1= ™ < 27" (1 — )™,
Zostdva dokdzaft, ze toto mdze byt < 4, ak vezmeme dostatoéne velké m a ze m je polyném v r, § a
e~!. Pouzitim nerovnosti (1 — €)™ < e~“™ a preusporiadanim dostdvame, 7e € -m > A -m® + B, kde
A=r%.In2a B=In(3).
Pretoze a > 1, podmienka plati ak

A+B)1/(1—C¥)".

m!~* > (A+ B)/et.j. m>mg= [( €

Inak povedané, vyraz pre mg je horna hranica pre zlozitost vzorky. Zrejme myq je polyném v r, pretoze
A je O(r?) a tak mg je O(r#/(1=2)); dalej mg je tiez polyném v 6* a e *.

O

Zdoraznujeme znovu podmienku a < 1; je zrejmé, ze podmienka e-m > A-m® + B mobze byt splnend,
ak a = 1.

Existuje bezprostredny dosledok tejto vety, ze ak ¢as behu Occam algoritmu je polynomidlny v m,
potom ¢as behu PAC uéiaceho algoritmu je polynomidlny v r, 6* a e !. Inak povedané, Occam algoritmus
L pre H PAC uéi kazdy H, podla H a urobi to efektivne vzhfadom na velkost reprezentdcie a § a e.
Poznamenajme, 7e nemusi nutne platit, ze H samotny je PAC naucitelny aj ked by to mohlo tak byt, ak
existuje hornd hranica na velkost reprezentécie hypotézy v H.

1.6 Priklady Occam algoritmov

n
Predpokladajme, 7e je dany systém S = {S;, Sa, ..., Sp} koneénych mnozin U = |J S;. Chceme néjst na-
i=1
jmensie podpokrytie (U, S); t. j. najmensi podsystém S, ktorého zjednotenim je U. Videli sme, Ze tento
problém je NP-fazky. Neznamen4 to, Ze neexistuju efektivne prostriedky na dosiahnutie aproximativneho
rieSenia pre tento problém. Existuje jednoduchd intuitivna metéda na ndjdenie aproximativneho riesenia,
zalozend na ”greedy” metéde, ktord sa zdd byt velmi d¢innou. Najprv vyberieme mnozinu S;,, ktord

obsahuje najvacsi pocet prvkov z U a odstrdnime ju z 5. Potom vyberieme Sj;,, ktord obsahuje najvacsi
pocet zvysnych prvkov, atd. Pokracujeme tymto sposobom, v kazdom kroku vyberieme mnozinu, ktora

.....

Greedy algoritmus pre minimalne pokrytie
set X=U;

while X# 0 do

begin choose S; such that [S; N X| is maximal;
set X=X-S;;

end;

Pretoze S pokryva U, proces musi skonéit s podpokrytim S’ = {S;,,S),,...,S; }. Samozrejme,
velkost k vysledného podpokrytia nebude vo vSeobecnosti najmensim moznym podpokrytim, ale bolo
ukazané (Nigmatullin (1969), Yohnsson (1974)), ze plati nasledujici vztah: k < 1-(In|U| + 1), kde [ je
velkost minimélneho podpokrytia.

Toto poskytuje dobri hornd hranicu pre pomer vykonnosti % a v tomto zmysle greedy algoritmus
je dobrd aproximécia pre problém.

Cas behu zévisi od u = Ul an = |S|, w<n, k<min(u,n) =k<n-(nu+1).



Kazdy vyberovy krok obsahuje ndjdenie maxima z najviac n celych ¢isel a vymazanie najviac u prvkov
7 kazdej z najviac n mnozin. Pocet operdcii O(u - n). Celkovy ¢as behu je O(u - n - min(u, n)).

Greedy metdéda moze byt pouzitd na odvodenie algoritmov pre urcité triedy booleovskych formuil.
Podla Hausslera (1988) ukédzeme technicky ako greedy algoritmus pre pokrytie moze byt pouzity na
priestor M,-monoclenov, ukdzeme, ze vysledny uciaci algoritmus je Occam.

Pociato¢nd hypotéza je jednoclen bez literdlov, identicky 1-kovd funkcia. V kazdom kroku je pridany
1 literal do priebeznej konjunkcie literdlov podla pravidla zalozeného na greedy algoritme pre pokry-
tie.Budeme hovorit, ze literdl A eliminuje negativny priklad x, ak (A\)(z) = 0. Vezmeme prvky, ktoré
budd pokryté ako mnozinu zapornych prikladov v danej tréningovej vzorke a pokryvajice mnoziny ako
mnoziny zapornych prikladov eliminovanych literalmi urcitého druhu. V kazdom stave vyberieme literdl,
mazeme priklady, ktoré eliminuje.

Preco toto pracuje?

Nech 5 je tréningova vzorka pre monoclen a E nech je mnozina prikladov v 5 takych, ze E = ET UE™,
Pre lubovoIny literdl A polozime Sy = {z € E~| (\)(z) =0}
Nakoniec, nech

A={\ (\N(z)=1 VzeE"}

Lema 1 Systém mnoZin S = {Sx| A € A} pokrgva E~.

Dokaz: Pretoze S je tréningovd vzorka pre monocleny, vieme, Ze existuje monoclen t = (M A ... A N;)
taky, ze pre z € E,t(z) je 1 alebo 0 podla toho ¢i z je v ET alebo v E~. Toto implikuje, ze Ay,..., N\
vietky patria do A. A tiez, ze pre IubovoIné x € E~ aspon jeden z literdlov \; vyskytujucich sa v ¢ je
taky, ze (A\;)(x) = 0. Inak povedané = € Sy, € S.

O

Lema 2 Ak S' = {S),,..., S\, } je lubovolné podpokrytie (E—,S), potom monoclen h = (A A ... A Ag)
je konzistentny s 's.

Dékaz: Predpokladajme, ze * € ET. Pretoze Ai,...,\; sd ¢lenmi A, na z d4vaji hodnotu 1, teda
h(z) = 1. Ak x € E~, potom pretoze S’ je podpokrytie, existuje j, 1 < j < k také, ze x € Sy;. Teda
(A\j)(z) =0, a teda h(z) = 0.

O

Tieto lemy ukazuju, 7e greedy algoritmus pre problém pokrytia méze byt transformovany na algorit-
mus pre hfadanie monoélenov konzistentnych s danou tréningovou vzorkou.

Aby sme zretelne videli, Ze je to Occam algoritmus, uvazujme jeho chovanie sa na tréningovej vzorke
pre monoclen ¢, ktorého najmensia reprezenticia je pomocou formuly, ktora obsahuje [ literalov. Min-
imélna reprezentdcia t je velkosti r = [l -logn]. Vysledok prace greedy algoritmu pre problém pokrytia
implikuje, Ze pocet k literdlov vo vystupnej formule je taky, ze k < - (In|E~|+1).Preto velkost vystupnej
formuly spliiuje

lwl||=Tk-logn] < [l-(In|E~7|+1)-Inn] <r -(In|E|” +1)

Plati, ze |E|~ < m.
lw|| <7 - (Inm + 1), ¢o trividlne implikuje Occam kompresni podmienku.
ol <me-r8 a=l g=1.
a

Greedy algoritmus sa 1i8i evidentne od Standardného algoritmu pre monocleny. Namiesto zaciatku
s identicky nulovou funkciou (konjunkcia 2n literdlov) a nasledujicim vymazanim literalov pouzitim
kladnych prikladov greedy algoritmus startuje s funkciou identicky rovnou 1 (prazdna konjunkcia literdlov)
a potom pridava literdly pouziim zapornych prikladov. Teda, pokym Standardny algoritmus je bez-
pamétovy on-line algoritmus, greedy algoritmus urcite taky nie je. Avsak greedy algoritmus ako Occam
algoritmus mé dolezitu vyhodu v tom, ze jeho vystupom su konzistentné hypotézy, ktoré si relativne
jednoduché.



1.7 Epac ucenie

Predpokladajme, 7e H = |J H, je hypotézovy velkostou prikladov odstupriovany priestor a Q@ — H je
reprezentdcia pre H. Potom by sme mohli odstupriovat kazdé H, pomocou velkosti reprezentacie takto
H, = UHn,,, kde H,, pozostava z tych hypotéz H,, ktoré maji minimalnu velkost reprezentacie r.

Teda
H=JJHn,
n r

je dvojite odstupriovany.
Nech L je uciaci algoritmus pre H v obvyklom zmysle, ze L(3) je v H, vidy, ked s je tréningova
vzorka pre hypotézy v H,,. Hovorime, ze L je efektivny PAC alebo ePAC ak (Valiant, 1991)

e cas behu Ry (m,n) je polynomialny v m aj v n;

e zlozitost vzorky mp(Hp, ., d,€) je polynomidlna v n,r,8* a e L.

Teda ePAC udiaci algoritmus zarucuje, ze vyda pravdepodobnostne aproximovany spravny vystup s
¢asom behu polynomialnym v n,r,6* a e L.

Jeden spOsob na zarucenie druhej podmienky je pouzitie nejakej verzie Occam podmienok. V tomto
kontexte hovorime, ze L je Occam ak podmienky stanovené v definicii pre Occam algoritmus platia pre

kazdé H, s konstantami a a § nezdvislymi od n. Potom mame nasledujici vysledok.

Veta 3 Predpokladajme, Ze hypotézovy priestor je H = |J Hy,» ako bolo uvedené vyssie a L je Occam
algoritmus pre ucenie Hy , pomocou Hy s polynomidlnym c¢asom behu Ry (m,n). Potom L je ePAC.

Dodkaz: Z dokazu vety vyssie uvedenej mame horni hranicu

A+ B

mU(Hf’a(S:e): |—( p

)1/(1%0]

pre zlozitost vzorky algoritmu L na H,.,, kde A =7%In2 a B =In(2/§). Ako sme u7 poznamenali, toto
je polyném v r,6* a e !. Pretoze a a 3 si nezdvislé od n, aj mo(H,,d,€) je nezavislé od n. Vysledok
vyplyva z toho, ze horna hranica na ¢as behu algoritmu L v PAC uceni Hy , je

Ry (mO (Hra 6; 6), n)

¢o je polyném v n,r,6* a e !.
O

Priklad: Odstupriovany hypotézovy priestor M = |J M,, mono¢lenov méze byt odstupniovany dvojite
ako M = M, ,, kde M, , pozostava z tych monoclenov n premennych, ktoré maji velkost reprezentacie
r. 'V predchadzajicom odseku bol popisany algoritmus pre ucenie M, , pomocou M, zaloZeny na
greedy metéde a ukdzali sme, ze ma Occam vlastnost pri « = 1/2 a § = 1. Cas behu Rp(m,n) je
O(m.n.min(m,n)), ¢o je ur€ite polyném v m a n. Z toho ndm vyplyva, ze greedy algoritmus pre M je
ePAC.
O

1.8 Dalsie poznamky

Ako sme uz uviedli, fakt, ze C* nie je efektivne naucitelny vzhladom na velkost prikladov, je vysledok,
ktory zavisi od reprezentacie. Keby vystupné hypotézy mohli byt reprezentované inym spoésobom nez
konjunkcie najviac k klauzil, tak generovanie pravdepodobnostne aproximativne korektnych hypotéz by
mohlo byt jednoduchsie. Kearns a Valiant (1989) v tomto smere dosiahli velmi silny vysledok zalozeny
na kryptografickych predpokladoch.

1.9 Ulohy

1. Ukaizte, ze C* C D, pre vietky k a n a ze inklizia je striktna pre niektoré hodnoty n a k.



2. Sformulujte problém pokrytia mnoziny, ktory zodpovedd ndjdeniu najkratgieho monoclena konzis-
tentného s nasledujucimi prikladmi.

ET ={1110011,1111011, 1011001, 1011011, 1110001};

E~ ={1010100,0111011,0001111,1001010,0101111, 1100000} .

Rieste problém pokrytia a napiste najkratsi monoclen.



Kapitola 2

VC Dimenzia

2.1 Rastova funkcia

Vapnik, Chervonenkis - 1971
Najvyznamnejsi pojem pre tedriu vypoctového ucenia.

0/1

Obrézok 2.1: Perceptrén

Perceptrén
Pre stav w = (a1, s, ...,a,0) funkcia hg € H z X = R" do {0, 1} je dand

1, ak S iy > O
he(y) = ' zgl iwi =
0, inak

w F h,, nie je injekcia;
pre fTubovolné A, stav A, definuje tu istd funkciu.
Iy (z) =pocet klasifikdcii podla H, t.j. pocet rdznych vektorov tvaru

kde h prebieha vsetky hypotézy v H.
H moze byt nekoneény ... H|E,, E,={z...z,} je konetny a ma kardinalitu Iy (z).

HH (:U) S m
Definicia 2.1.1 Rastovd funkcia je

Og(m) = max{llg(z) : =ze€ X™}
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Definicia 2.1.2 Hovorime, Ze vzorka x dl/z“ky m je rozbitd podPa H alebo H rozbija x, ak pocet
moznych klasifikicii podla H je 2™, t.j. H poskytuje vietky mozné klasifikdcie.

e Ak priklady v z nie si rozne, tak x nemoze byt rozbita.

e Ak priklady v z su rézne,  je rozbitd podla H < ak pre fubovolné S C E, existuje nejakd hypotéza
h € H taka, 7ze pre fubovolné 1 < i < m plati

h(z;)=1&z; € 8.
S je potom podmnozina sistredujica kladné priklady.

Definicia 2.1.3 VC dimenzia H je mazimdlna dizka vzorky, ktorid H rozbija. Ak neexistuje, hovorime,
zZe VC je oc.
VCdim(H) = max{m : Ig(m)=2"}

Priklady:

1. X =R, H C lice; x = (x1,...,2Tm) je tréningovd vzorka, 1 < 22 < ... < Tpy,.
Pre®@€eR, ro=1 & z;>0.
Mnozina klasifikovanych vektorov ...m + 1.
(0...00), (0...01), ...(1...11)
fubovolna vzorka s réznymi prikladmi md jeden z tychto klas. vektorov (spermutovany). =
HOp(m) =m+1
V pripade rovnakych prikladov pocet klasifikacii je mensi.

2. re, H je priestor licov. Nech je dand tréningovd vzorka (z1,z2) deky 2,21 < x2.
= neexistuje 14¢ taky, ze h(z1) =1 a h(xz2) = 0, pretoze by muselo platit 22 < © < z;.
= H nerozbija ziadnu vzorku dlzky 2. H rozbija fubovolnui vzorku dlzky 1 = VCdim(H) = 1.

3. Nech X = R?. H je hypotézovy priestor perceptrénu P, x = (x1, 2, x3) st tri nekolinedrne rozne
body. X je rozbitd pomocou H < ak pre lubovolni podmnozinu S C E, = {1, 22, x3} plati, 7e S
a E, st separovatelné.
= VCOdim(H) > 3 (P2 rozbija 3 nekolinedrne body.)
Rovnost dokdzeme tym, ze ndjdeme vzorku, ktorej priklady sa nedaju separovat = existuje vzorka
dizky 4, ktord P nerozbija.

Tvrdenie 1 Ak H je konecny hypotézovy priestor, tak VCdim(H) < In |H|.

Ddékaz:

Pocet klasifikdcii podla koneéného H vzorky fubovolnej dlzky je najviac poéet roznych hypotéz v H
= Tiy(m) < |H]

VCdim je najvicsie d, pre ktoré Mg (d) = 2.

27 =Mg(d) <|H| = d=Mg(d) <In|H|

O
Priklad: VCdim(M,)...|M,| = 3", M, si monocleny.
VCdim(M,) < (In3) + n je hornd hranica. ¢o dolnd hranica? Pokusime sa dokazaf, ze je rovna n.
Tvrdime, ze M,, rozbija kazdu vzorku dizky n:

(e1,€9,...,€,), kde e, = (0...010...0), kde 1 je na i-tom mieste, 1 <i < n.

Predpokladajme, ze (q1,...,qn) = q € {0,1}". Ukdzeme, Ze existuje h € M,, také, ze h(e;) = ¢; pre
1<i<n.

Ak ¢ =(1...1) vezmeme za h prazdnu hypotézu.

Ak ¢ =(0...00...01) tak h vytvorime ako konjunkciu negécif literdlov, pre ktoré ¢; = 0.

= VCdim(M,) > n pre [ubovolné n.

11



2.2 VC dimenzia realnych perceptrénov
Veta 4 Pre lubovolné n nech P, je redlny perceptrdn s n vstupmi. Potom
VCdim(P,) =n+ 1.

Dékaz: P, je v stave w = (ajz ..., 0)
h, - funkcia, ktord perceptrén pocita

ho(y) =1 & aiy1+...+apy, > 6.

Oznaéme

I} ={yeR": ZaiinG}

i=1

lJ:{yE]R” : Zaiyi<9}
i=1

l={yeR" : Y aiyi=0}
i=1

C C R" je konvexnd, ak pre Tubovolné z,y € C a Tubovolné reilne ¢islo A, 0 < A < 1, bod
Az + (1= Ny e C.

Prienik TubovoInych 2 konvexnych mnozin v R” je konvexna mnozina. Pre Iubovolni mnozinu bodov
S C R™ existuje najmengia konvexnd mnozina obsahujica S;

conv(S) ...konvexny obal S je prienik vsetkych konvexnych mnozin obsahujicich S;

Pripomenme Radonovu vetu:

Veta 5 Nech n je kladné celé &islo, E je lubovolnd mnoZina n+2 bodov z R*. Potom existuje ) # S C E
takd, Ze

conv(S) Neconv(E \ S) # 0.

Nech z = (21 ...2Zn42) je lubovolna vzorka prikladov z R™ dizky n+2.
~——_— —

rozne

E, je mnozina prikladov v x ...|E;| = n + 2. Podla Radonovej vety existuje S # (§, S C E,
conv(S) N conv(E, \ S) # 0.
Predpokladajme, 7e existuje homega V Pn také, Ze S je mnozina pozitivnych prikladov h,, v E,.
=SCif,E,\SCl,

PretoZe uzavrety polpriestor I a otvoreny I st disjunktné a si konvexné v R* =  conv(S) C
17, conv(E, \S)Cl
conv(S) N conv(E \ S) C conv(S) N conv(E, \ S) =0

= neexistuje takd h,, a preto x nie je rozbitd p,.
= ziadna vzorka deky n+2 nie je rozbitd pomocou p,,.

= VCdim(P,) <n+ 1.

Opacnd nerovnost: o € R*, 0 = (0,0...0),e; = (0...10...0), 1 < i < n. Ukdzeme, ze P, rozbija
x = (0,€1,...€n) dizky n + 1.

Nech S C E, = {o,e;...e,}. Nech

.1, ake; €8
R R ake; ¢S

1
0= o ako€e S
+§, akogZS

Priamou verifikciou, ak w = (a3 ...a,0) je stav P,, potom mnozina pozitivnych prikladov h, je
prave S = VCdim(P,) >n+ 1. O
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2.3 Sauerova lema

Rastova funkcia - miera poc¢tu roznych klasifikacii vzorky dfzky m na pozitivne a negativne priklady
podla H, pokial VCdim H je max. hodnota m, pre ktoru plati I (m) = 2™.

Veta 6 (Sauerova lema): Nechd > 0 a m > 1 si celé kladné cisla, nech H je hypotézovy priestor s
VCdim(H) = d. Potom

Mam) <1+ (1) +(2)+..+(d).

®(d,m)

(3)= (")« (+=1)
®(0,m)=1 (m>1);

d(d,1)=2 (d>1)
®(d,m)=2(dm-1)+2(d-1,m—-1), (d>1m>2)

Binomické koeficienty spl,ﬁajd

Zavedme funkciu:

Dokaz: Ak VCdim(H) = d = 0, potom priklad x-Tub, h(x) je rovnaké (bud 0 alebo 1) pre fub. hypotézu
heH. = Iy(x)=1 prelub. vzorku dizky m = IIz(m) = 1 = &(0,m) = veta plati pre d = 0.
Akm=1lad>1= Tlyg(l) <2=%&(d,1)

Indukciou na d + m:

e Pripad d + m = 2 je dokdzany.

e Predpokladajme, ze veta plati pre d + m < k, kde & > 2 a nech H je hypotézovy priestor s
VCdim = d, x je trénovacia vzorka dfzky m,kded+m=Fk+1.
Pripady (d,m) = (0,k+ 1) a (d,m) = (k,1) si uz dokdzané.
Nech d > 1, m > 2, x obsahuje rozne priklady, E je mnozina prikladov v x, Hg = HI|E je
obmedzenie hypotéz H na E.
= Hpg je kone¢ny a Iy (z) = |Hg|.
Potrebujeme ukazat, ze |Hg| < ®(d, m).
Nech F = E\ {zn,}, Hr = H|F.
Dve rozne hypotézy h,g € Hg pri obmedzeni na F' ddvajud tu istd hypotézu z Hp prave vtedy, ked
sa zhoduji na F' a nezhoduji na x,,.
H, je mnozina v8etkych hypotéz, ktoré vzniknu takto:
Ak h* € H,, tak si mozné obe rozsirenia h* na funkciu na E ...hypotézu z Hg. h* je rozsirenie
= |Hg|=|Hp|+ |H.|
Nech z' = (21 ...2y—1). Potom

|Hp| =g (z") <Oy(m - 1) < &(d,m —1)

pretoze d + (m — 1) < k.

Tvrdime, ze VCdim(H,) je najviac d — 1. Ak by VCdim(H.) = d = h* rozbija nejaki vzorku
z=(21...24) dizky d prikladov z F.

Pre

hi € Hg ... hl(a:m):()

h EH*{hQEHE... hg(zm):1

= Hpg ateda H rozbija vzorku (z; ...z4Zm) dizky d + 1, ¢o je v spore s VCdim(H) < d.
= VCdim(H,) <d-1.

Pouzitim indukénej hypotézy
|H.| =g, (2'0) < Mg, (m—1) <(d—-1,m—1)
pretoze (d — 1) + (m — 1) < k. Kombinaciou oboch vysledkov dostaneme

HH(:E) = ‘HE‘ = ‘HF| + ‘H*‘ < (ID(dam - 1) +(I>(d_ I,m— 1) = (ID(dam)
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d
Tvrdenie 2 Pre vietky m > d > 1 plati ®(d,m) < (%) .

Tvrdenie 3 Nech H je Tubovolny hypotézovy priestor obsahujici aspon 2 hypotézy a definovany na

koneénom prikladovom priestore X, potom VCdim(H) > 11_1111\1171)\(‘

2.4 Ulohy k VC-dim

1. Ukézte, ze ak X = R a H je mnozina vietkych uzavretych intervalov, tak Iz (m) = 1+m+2m(m—
1).

2. Popiste expl. hypotézovy priestor P, a ukazte, ze VCdim(Py) = 2.

3. Ukazte, ze ak H je hypotézovy priestor redlneho perceptrénu Ps, tak Iy (4) = 14.

4. Nech H m4 koneénd VCdim. Pre h € H definujme h

h=1 <& h(z)=0

a nech komplement H je priestor {h : h € H}. Dokazte, ze maji oba priestory rovnaki VC
dimenziu.

5. Dokazte
(a) ®(d,m) =®(d,m—-1)+P(d-1,m—-1), d>1,m>2
(b) ®(d,m) <m?, m>d>1.

6. Monoclen je monoténny, ak neobsahuje ziadne negované literdly. Dokézte, ze priestor monoténnych
monoc¢lenov definovany na {0, 1}* ma VC dimenziu préve n.

7. Hypotézovy priestor H je linedrne usporiadany, ak ma aspon 2 hypotézy a ak pre Tubovolné dve
h,g € H plati
bud h(z) =1 = g(z) =1
alebo g(z) =1 = h(z) =1
Dokazte, ze ak H je linedrne usporiadany, VCdim(H) = 1.

8. Nech G, je mnozina hypotéz z P,, pre ktoré nulovy vektor o je negativny priklad. Predpokladajme,
7e vzorka x = (1 ... %) je rozbitd pomocou G,,. Preto sa ziadne x; nesmie rovnat 0?7 Dokézte, ze
vzorka (1 ...Zm,0) je rozbitd pomocou P,. Dokézte, ze VCdim(Gy) = n.
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