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Kapitola 1Efekt��vne u�
enie II1.1 �U�
innost' versus dôveryhodnost' a presnost'Diskusia v pred
h�adzaj�u
ej kapitole sa s�ustredila na 
hovanie sa u�
ia
eho algoritmu v �
ase behu, ktor�yz�avisel (bol funk
iou) len od vel'kosti pr��kladov n. Zrejme s�u aj in�e faktory, ktor�e ur�
uj�u �
as behuu�
ia
eho algoritmu, a mohli by sme zaviest' pojem efekt��vnosti vzhl'adom na �urove�n dôveryhodnostia �urove�n presnosti. Potom prediskutujeme efekt��vnost' vzhl'adom na vel'kost' reprezent�a
ie 
iel'ov�ehokon
eptu. Tieto �uvahy s�u relevantn�e pre l'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor a mô�zu byt' kombinovan�e sideami nasleduj�u
ej kapitoly, aby bola zaveden�a 
elkom v�seobe
n�a de�n��
ia pojmu efekt��vny PACu�
ia
i algoritmus.V pred
h�adzaj�u
ej kapitole sme zaviedli pevn�e, ale l'ubovol'n�e parametre, a s��
e parameter dôvery-hodnosti Æ a parameter presnosti �. Je zrejm�e, �ze zn���zenie aspo�n jednej hodnoty z t�y
hto veli�
��n urob��u�
enie t'a�z�s��m, a preto �
as behu efekt��vneho PAC u�
ia
eho algoritmu by mohol byt' ohrani�
ovan�y ne-jak�ym vhodn�ym spôsobom pomo
ou rast�u
i
h Æ�1 a ��1. Mohli by sme sa jednodu
ho p�ytat', �
i �
asbehu rastie polynomi�alne vzhl'adom na Æ�1 a ��1, ale t�ato z�avislost' na Æ�1 nie je 
elkom vhodn�a znasleduj�u
i
h dôvodov. Ak d�l�zka tr�eningovej vzorky, ktor�a vstupuje do efekt��vneho u�
ia
eho algoritmu jezdvojn�asoben�a, mô�zeme o�
ak�avat', �ze pravdepodobnost', �ze v�ystupn�a hypot�eza je zl�a, je pribli�zne kvadrat-i
k�a. Inak povedan�e, vzt'ah medzi zlo�zitost'ou vzorky a Æ�1 je logaritmi
k�y. Motivovan�� t�ymto,mohli by sme povedat', �ze u�
ia
i algoritmus L je efekt��vny vzhl'adom na dôveryhodnost', ak jeho�
as behu je polynomi�alny v m a zlo�zitost' vzorky mL(H; Æ; �) z�avis�� polynomi�alne od veli�
iny ln(Æ�1), �
obudeme ozna�
ovat' Æ�. V pr��pade parametra presnosti budeme hovorit', �ze L je efekt��vny vzhl'adom napresnost', ak jeho �
as behu je polynomi�alny v m a zlo�zitost' vzorky z�avis�� polynomi�alne od ��1. Ak obetieto podmienky platia, potom �
as behu potrebn�y na vytvorenie PAC v�ystupnej hypot�ezy je polynomi�alnyv Æ� a ��1.Napr��klad, ak H je l'ubovol'n�y kone�
n�y hypot�ezov�y priestor a L je konzistentn�y u�
ia
i algoritmuspre H , potom na z�aklade pred
h�adzaj�u
i
h v�ysledkov m�ame, �ze doln�a hrani
a pre zlo�zitost' vzorky jem0(H; Æ; �) = d��1 � ln(jH j=Æ)e.V tomto pr��padem0 je zrejme ohrani�
en�e polymomi�alnou funk
iou vzhl'adom na Æ� a ��1. Ak �
as behuL je polyn�om v m, potom L je PAC u�
ia
i algoritmus pre H , ktor�y be�z�� v polynomi�alnom �
ase vzhl'adomna Æ� a ��1. Ten ist�y argument plat�� v odstup�novanom pr��pade. Ak H = SHn je hypot�ezov�y priestorbooleovsk�y
h funk
i�� odstup�novan�y vel'kost'ou pr��kladov, potom doln�a hrani
a pre zlo�zitost' vzorky jem0(Hn; Æ; �) = l1� � ln� jHnjÆ �m:V tomto pr��pade, ak �
as behu RL(m;n) je polyn�om v m a n a ak ln jHnj je polyn�om v n, potom LPAC u�
�� Hn v polynomi�alnom �
ase behu nielen v n, ale tie�z v Æ� a ��1.1.2 PAC u�
enie a probl�em konzisten
ieAnal�yza uroben�a na kon
i pred
h�adzaj�u
ej sek
ie je motivovan�a doteraz zn�amymi vzt'ahmi medzi konzis-ten
iou a PAC u�
en��m. Obr�aten��m na�sej pozornosti na neodstup�novan�y pr��pad v�ysledok je jednodu
h�y,1



a s��
e ak existuje konzistentn�y u�
ia
i algoritmus L pre kone�
n�y hypot�ezov�y priestor H , ktor�y be�z�� v poly-nomi�alnom �
ase vzhl'adom na d�l�zku vzorky m, potom L sa PAC u�
�� H v polynomi�alnom �
ase vzhl'adomna Æ� a ��1. Zhruba povedan�e, mô�zeme hovorit', �ze efekt��vny "konzistentn�y-hl'ada�
-hypot�ez" je efekt��vny"PAC-u�
ia
i sa". V tejto sek
ii uvedieme, k �
omu vedie opa�
n�a �uvaha.Toto by znamenalo, �ze efekt��vne PAC u�
enie implikuje efekt��vne hl'adanie konzistentn�y
h hypot�ez zapredpokladu, �ze sme pripraven�� ak
eptovat' n�ahodn�y algoritmus.Predpokladajme, �ze m�ame dan�y nejak�y gener�ator n�ahodn�y
h �
��sel, ktor�y pre dan�e l'ubovol'n�e
el�e �
��slo I � 2 produkuje n�ahodn�e �
��sla i v intervale 1 � i � I , pri�
om ka�zd�a hodnota je rovnakopravdepodobn�a.N�ahodn�y algoritmus A m�a povolen�e brat' tieto �
��sla ako �
ast' svojho vstupu. V�ypo�
et algoritmuA je riaden�y jeho vstupom tak, �ze z�avis�� od partikul�arnej postupnosti produkovanej gener�atoromn�ahodn�y
h �
��sel. Z toho vypl�yva, �ze mô�zeme hovorit' o pravdepodobnosti, �ze A m�a dan�y v�ysledok. T�ymje mienen�a relat��vna frekven
ia postupnost��, ktor�e produkuje tento v�ysledok vzhl'adom na 
elkov�y po�
etmo�zn�y
h postupnost��.Hovor��me, �ze n�ahodn�y algoritmus A "rie�si" probl�em vyhl'ad�avania �, ak sa 
hov�a nasleduj�u
imspôsobom: Algoritmus v�zdy zastav�� a produkuje v�ystup. Ak A padol pri hl'adan�� rie�senia pre �, d�ajednodu
ho v�ystup nie. Ale s pravdepodobnost'ou aspo�n 12 (v zmysle vyjadrenom vy�s�sie), A je �uspe�sn�ypri hl'adan�� rie�senia pre � a v�ystupom je jeho rie�senie.Prakti
k�a pou�zitel'nost' n�ahodn�eho algoritmu vypl�yva z faktu, �ze opakovan��m algoritmu niekol'kokr�atvel'mi r�y
hlo rastie pravdepodobnost' �uspe
hu. Ak algoritmus padne pri prvom pokuse, �
o sa stane spravdepodobnost'ou najvia
 12 , potom jednodu
ho sk�u�same d'alej. Pravdepodobnost', �ze padne dvakr�at,je najvia
 14 , �ze padne k-kr�at je najvia
 ( 12 )k ! 0. Teda v praxi n�ahodn�y algoritmus je takmer tak dobr�yako oby�
ajn�y - samozrejme za predpokladu, �ze m�a polynomi�alny �
as behu. M�ame nasleduj�u
u vetu Pittaa Valianta (1988) (tie�z Matarjan (1989) a Haussler et. al. (1988)).Veta 1 Ne
h H je hypot�ezov�y priestor a predpokladajme, �ze existuje PAC u�
ia
i algoritmus pre H s �
asombehu polynomi�alnym v ��1. Potom existuje n�ahodn�y algoritmus, ktor�y rie�si probl�em hl'adania hypot�ezy vH konzistentnej s danou tr�eningovou vzorkou a ktor�y m�a �
as behu polynomi�alny v m (d�l�zka tr�eningovejvzorky).Dôkaz. Predpokladajme, �ze s je tr�eningov�a vzorka pre 
iel'ov�u hypot�ezu t 2 H a s obsahuje m rôzneozna�
en�y
h pr��kladov. Uk�a�zeme, �ze je mo�zn�e n�ajst' hypot�ezu konzistentn�u s s spusten��m dan�eho PAC algo-ritmu L na odpovedaj�u
ej tr�eningovej vzorke. De�nujme pravdepodobnostn�e rozdelenie � na pr��kladovompriestore X takto: �(x) = � 1m ; ak x sa vyskytuje v s0; inak.Mô�zeme pou�zit' gener�ator n�ahodn�y
h �
��sel s v�ystupn�ymi hodnotami 2 h1;mi na v�yber pr��kladov zX podl'a tohoto rozdelenia: ka�zd�e n�ahodn�e �
��slo pridel��me ako n�avestie 1::m rovnako pravdepodobn�ehopr��kladu. Teda v�yber tr�eningovej vzorky d�l�zky m pre t na z�aklade rozdelenia � mô�ze byt' simulovan�ygenerovan��m postupnosti m n�ahodn�y
h �
��sel v danom intervale.Ne
h L je PAC u�
ia
i algoritmus, ako bolo uveden�e vy�s�sie. Potom ak m�ame dan�e 4 veli�
iny Æ; �; �; t,tak mô�zeme n�ajst' 
el�e �
��slo m0(Æ; �)8� > 0 8Æ > 0 9m0(Æ; �) 8� 8t �mfs 2 S(m; t) : h(s; t) < �g > 1� ÆPredpokladajme, �ze �spe
i�kujeme dôveryhodnost' Æ = 12 a presnost' � = 1m� .Ak spust��me u�
ia
i algoritmus L na tr�eningovej vzorke d�l�zky m0( 12 ; 1m� ), z��skanej n�ahodne podl'arozdelenia �, vlastnost' PAC algoritmu zaru�
��, �ze pravdepodobnost', �ze 
hyba v�ystupu je men�sia ne�z 1m� ,je v�a�
�sia ne�z 1 � 12 = 12 . Preto�ze nie s�u �ziadne pr��klady s pravdepodobnost'ou striktne medzi 0 a 1m� , ztoho vypl�yva, �ze pravdepodobnost', �ze v�ystup s�uhlas�� presne s tr�eningovou vzorkou je v�a�
�s�� ne�z 12 .tu Pro
ed�ura uveden�a vo vy�s�sie je z�akladom pre n�ahodn�y algoritmus L� pre hl'adanie hypot�ezy, ktor�a jekonzistent�a s danou tr�eningovou vzorkou s�.Zhrnutie v kroko
h pre L�:� Vyhodnotit' m0 = m0( 12 ; 1m� ). 2



� Pou�zit��m gn�
 na skon�struk
iu tr�eningovej vzorky s d�l�zkym0 podl'a pravdepodobnostn�eho rozdelenia�.� Spustit' dan�y PAC u�
ia
i algoritmus L na s.� Skontrolovat' v�ysledn�u hypot�ezu L(s), �
i je konyistentn�a s s�.� Ak hypot�eza nie je konzistentn�a s s�, v�ystup "nie". Ak hypot�eza je konzistent�a s s�, v�ystupom jet�ato hypot�eza.Ako sme uviedli, PAC vlastnost' algoritmu L zaru�
��, �ze L� je �uspe�sn�y s pravdepodobnost'ou via
 ako 12 .Nakonie
 je zrejm�e, �ze ak �
as behu algoritmu L je polynomi�alny v ��1, potom �
as behu L� je polynomi�alnyv m� = ��1.tu Veta 1 n�am umo�z�nuje roz�s��rit' zlo�zitost' v�ysledkov pre probl�em konzisten
ie, ako bolo dok�azan�e vy�s�sie,na PAC u�
enie. Pripome�nme, �ze oba probl�emy - probl�em rozhodnutia o konzisten
ii a probl�em hl'adaniakonzistentnej hypot�ezy s�u NP-t'a�zk�e v niektor�y
h pr��pado
h, tak�y
h ako hypot�ezov�y priestor Ck = SCkn.Veta hovor��, �ze ak by sme mohli PAC nau�
it' Ckn v polynomi�alnom �
ase vzhl'adom na ��1 a n, potom bysme mohli n�ajst' konzistentn�u hypot�ezu pou�zit��m n�ahodn�eho algoritmu s �
asom behu polynomi�alnym vm a n. V jazyku te�orie zlo�zitosti by to mohlo znamenat', �ze uveden�y probl�em je v triede RP, �
o je triedaprobl�emov, ktor�e mô�zu byt' rie�sen�e v "pravdepodobne polynomi�alnom �
ase". Teraz sa predpoklad�a, �zeRP neobsahuje �ziadny NP-t'a�zk�y probl�em - teda, �ze RP6=NP, �
o niektor�� pova�zuj�u za podobne t'a�zk�e akoNP=P. Tak�ze ked' toto ak
eptujeme, z toho vypl�yva, �ze neexistuje �ziadny PAC polynomi�alny algoritmuspre odstup�novan�y priestor Ck , ak k � 2.Vy�s�sie uveden�a diskusia ukazuje, �ze pre k � 2, Ck nie je efekt��vne PAC nau�
itel'n�y vzhl'adom navel'kost' pr��kladu. Av�sak pre l'ub. n, Ckn je obsiahnut�e v Dn;k, priestore disjunk
i�� jedno�
lenov s najvia
k liter�almi. Valiantov u�
ia
i algoritmus pre Dk = SDn;k pop��san�y vy�s�sie je konzistentn�y algoritmus s�
asom behu RL(m;n) = O(m �nk), polyn�om v n aj m. Preto pre l'ub. tr�eningov�u vzorku s pre hypot�ezu vCkn tento algoritmus bude produkovat' v polynomi�alnom �
ase hypot�ezu v Dn;k konzistentn�u s s. V d'al�s��
hpozn�amka
h pred
h�adzaj�u
ej kapitoly sme de�novali, �
o znamen�a u�
ia
i algoritmus L pre odstup�novan�ypriestor SCn in�ym odstup�novan�ym priestorom SHn; k danej tr�eningovej vzorke s pre hypot�ezu z CnL vr�ati hypot�ezu L(s) 2 Hn. Pou�zit��m tejto terminol�ogie, �standardn�y u�
ia
i algoritmus pre Dk jePAC u�
ia
i algoritmus pre (Ck ; Dn;k), efekt��vn�y vzhl'adom na vel'kost' pr��kladov. Teda v protiklade knegat��vnemu v�ysledku vy�s�sie, Ck je efekt��vne nau�
itel'n�y pomo
ou "v�a�
�sieho priestoru". Nie je tu�ziadny spor. Zhruba povedan�e, je t'a�zk�e n�ajst' formulu pre konzistentn�u hypot�ezu v Ckn, preto�ze tentopriestor je pr��li�s "ohrani�
en�y". Dan�a je v�a�
�sia 
exibilita v pr�a
i v "bohat�som" priestore Dn;k, v ktoromalgoritmus mô�ze vyjadrit' svoje hypot�ezy vo v�yrazo
h Dn;k form�ul; mô�ze byt' dosiahnut�e r�y
hlej�sie u�
enie.V�ysledok o nenau�
itel'nosti je preto uva�zovan�y aj v zmysle z�avislost' od reprezent�a
ie.1.3 Vel'kost' reprezent�a
ieU�z sme sa zmienili o tom, �ze v�ystup realisti
k�eho u�
ia
eho algoritmu nie je abstraktn�a funk
ia ale skôrreprezent�a
ia tejto funk
ie 
ez formulu alebo stav stroja. Preto�ze booleovsk�a funk
ia, ktor�a mô�ze byt'reprezentovan�a kr�atkou booleovskou formulou je zrejme "jednodu
h�sia" ne�z tak�a, ktor�a vy�zaduje dlh�siuformulu, mô�zeme o�
ak�avat', �ze je ju t'a�z�sie nau�
it' ne�z kr�atku formulu.R�ame
 potrebn�y pre starostliv�u diskusiu o tak�y
h ve
ia
h je poskytnut�y dojmom reprezent�a
ie 
! Hako bolo uveden�e vy�s�sie. Mno�zina 
 mô�ze byt' myslen�a ako mno�zina form�ul alebo mno�zina stavovstroja tak, �ze pre ka�zd�e ! 2 
 existuje odpovedaj�u
a hypot�eza h!. V nasleduj�u
i
h niekol'k�y
h sek
i�a
huvedieme ako reprezent�a
ia hypot�ez ovplyv�nuje �
as behu u�
ia
i
h algoritmov.Aby sme to mohli urobit', potrebujeme nejak�u mieru pre "vel'kost'" reprezent�a
ie hypot�ezy. Samozre-jme, �ze neexistuje �ziadna absol�utna miera a tak mus��me skon�struovat' jednu, ktor�a sa zd�a byt' rozumn�apre sk�uman�e probl�emy. Booleovsk�y pr��pad je najpriamo�
iarej�s��.�Standardn�a met�oda reprezentuj�u
a bool. funk
iu pomo
ou form�ul bola pop��san�a v 2.3. Form�alnepou�z��vame abe
edu 4 + 2n symbolov: ( ) ^ _ u1 u1 . . .un un, ktor�e s�u skombinovan�e podl'a ur�
it�y
hpravidiel. T�ato abe
eda mô�ze byt' zak�odovan�a pou�zit��m 3+ dlogne bitov pre ka�zd�y symbol ako je mo�zn�e3



uk�azat' v nasleduj�u
ej tabul'ke:Symbol K�od( 110 0000. . . 0) 101 000. . . 0_ 101 000. . . 0^ 111 000. . . 0u1 001 000. . . 01u1 000 000. . . 01u2 001|{z} 000 : : :10| {z }...Idea je v tom, �ze prv�e 3 bity s�u pou�zit�e na k�odovanie povahy symbolu a zvy�sn�y
h dlog2 ne bitov jepou�zit�y
h na reprezent�a
iu symbolov ui, ui. Ne
h ! je spr�avna formula, ktor�a je dosiahnut�a z abe
edyuvedenej vy�s�sie. Ak ! m�a s symbolov, potom mô�ze byt' zak�odovan�a pomo
ou s � (3 + dlog2 ne) bitov atak mô�zeme de�novat' vel'kost' ! k!k = s � (3 + dlog2 ne):Napr��klad, ak n = 3, ! = (u1 ^ u2) _ u3 (7 symbolov)k!k = 7 � (3 + dlog2 3e) = 35:Ako sme u�z uviedli, v�ystup u�
ia
eho algoritmu nie je abstraktn�a funk
ia alebo hypot�eza, ale reprezent�a
iahypot�ezy pomo
ou formuly alebo stroja. Z tohto hl'adiska je rozumn�e porovnat' vel'kost' tak�eho v�ystupusvel'kost'ou vstupu do algoritmu, �
o je vlastne tr�eningov�a vzorka ozna�
en�y
h pr��kladov.Pr��klad 1 Predpokladajme, �ze m�ame 20 pr��kladov 30 bitov�y
h do u�
ia
eho algoritmu pre mono�
leny.Celkov�y po�
et bitov vstupu je 20 � (30 + 1) = 620. V�ystupom je hypot�eza-mono�
len, ktor�y mô�ze byt'ak
eptovan�y pomo
ou 30 liter�alov a 29 konjunk
i��. Pou�zit��m vy�s�sie uvedenej k�odova
ej s
h�emy dost�avamepo�
et bitov v�ystupu (30 + 29) � (3 + dlog2 30e) = 59 � 8 = 472Preto�ze toto �
��slo je men�sie ne�z po�
et bitov na vstupe, je 
elkom rozumn�e hovorit', �ze v�ystup je (v nejakomzmysle) kompresovan�a forma vstupu. tuTento pr��klad ilustruje, �ze mô�zeme o�
ak�avat', �ze u�
ia
i algoritmus d�ava na v�ystup reprezent�a
iu ! hy-pot�ezy h! tak�u, �ze h! nie je len roz�s��ren��m tr�enova
ej vzorky, ale ! je kompresovan�ym tvarom vstupu.To je v zmysle, �ze ! obsahuje tak vel'a inform�a
ie ako bolo vo vstupnej tr�en. vzorke, de�nuje roz�s��ren�ufunk
iu a vy�zaduje menej bitov ne�z tr�en. vzorka. V d'al�som uvid��me, �ze ak u�
ia
i algoritmus L d�a nav�ystupe reprezent�a
iu hypot�ezy, ktor�a nie je pr��li�s dlh�a a je signi�kantne kompresovan�a vzhl'adom navstup, potom L m�a ur�
it�e pravdepodobnostn�e aproximat��vne vlastnosti.1.4 Hl'adanie najmen�sej konzistentnej hypot�ezyPredpokladajme,�ze je dan�a tr�eningov�a vzorka pre mono�
len. �Standardn�y u�
ia
i algoritmus skon�struujev polynomi�alnom �
ase hypot�ezu konzistentn�u s tr�eningovou vzorkou. Av�sak mô�zeme o�
ak�avat' via
 ap�ytat' sa na najmen�s�� mono�
len konzistentn�y so vzorkou. V tomto kontexte mô�zeme ignorovat' symbolykonjunk
ie v mno�
lene a budeme uva�zovat' aproxim�a
iu k logn pre d�l�zku mono�
lena tvoren�eho k liter�almia de�novan�eho na f0; 1gn. Teda v l'ubovol'nej danej podmno�zine Mn najmen�s�� mono�
len je tak�y, ktor�ym�a najmen�s�� po�
et liter�alov. Uk�a�zeme, �ze probl�em n�ajdenia najmen�sieho mono�
lena konzistentn�eho str�eningovou vzorkou je NP-t'a�zk�y probl�em.N�a�s 
iel' bude dosiahnut�y pomo
ou zn�ameho NP-�upln�eho probl�emu. Predpokladajme, �ze U je kone�
n�amno�zina a S je kone�
n�y syst�em podmno�z��n mno�ziny U , ktor�eho zjednotenie pokr�yva 
el�u mno�zinu U .Hovor��me, �ze podsyst�em S0 syst�emu S je podpokrytie, ak zjednotenie mno�z��n v S0 pokr�yva 
el�u mno�zinuU . Nasleduj�u
i probl�em je jeden z prv�y
h probl�emov, o ktorom bolo dok�azan�e, �ze je NP-�upln�y (Karp,1972).PODPOKRYTIEIn�stan
ia: Dvoji
a (U;S) podl'a vy�s�sie uvedenej de�n��
ie a kladn�e 
el�e �
��slo k � jSj4



Ot�azka: Existuje podpokrytie pokrytia S obsahuj�u
e najvia
 k mno�z��n?Je treba poznamenat', �ze vel'kost' in�stan
ie z�avis�� od jU j = u aj od jSj = n. V skuto�
nosti mô�zemepop��sat' (U;S) pomo
ou mati
e vel'kosti u�n, v ktorej ku ka�zd�emu prvku (riadok) je vyjadren�a p��slu�snost'k mno�zine v syst�eme S. Hodnota u:n mô�ze byt' pova�zovan�a za vel'kost' in�stan
ie (U;S) a toto je parameter,ktor�eho sa t�yka ot�azka polynomi�alneho algoritmu.Pred
h�adzaj�u
i probl�em je zap��san�y v existen�
nom tvare. Je mo�zn�e sformulovat' optimaliza�
n�y probl�emv nasleduj�u
om tvare:PODPOKRYTIEIn�stan
ia: Dvoji
a (U;S) podl'a vy�s�sie uvedenej de�n��
ie a kladn�e 
el�e �
��slo k � jSjOt�azka: Ak�a je vel'kost' minim�alneho podpokrytia pre (U;S)?Je zrejm�e, ked' m�ame odpoved' na druh�y probl�em �
as behu je polynomi�alny v u:n, tak je zodpovedan�yaj prv�y probl�em v polynomi�alnom �
ase.1.5 OCCAM algoritmyNe
h 
! H je reprezent�a
ia booleovsk�y
h funk
i��. Ne
h k!k je miera vel'kosti reprezent�a
ie de�novanejpre ka�zd�e ! 2 
. Pre ka�zd�e r � 1 de�nujeme
r = f! 2 
j k!k = rga ne
h Hr ozna�
uje podmno�zinu H obsahuj�u
u tie hypot�ezy h!, ktor�y
h minim�alna reprezent�a
ia m�avel'kost' r.Hovor��me, �ze tak�e hypot�ezy maj�u vel'kost' reprezent�a
ie r.Potom H mô�ze byt' odstup�novan�e pomo
ou vel'kosti reprezent�a
ie H = SHr. U�
ia
i algoritmus Lpre H m�a vstup - tr�eningov�u vzorku pre nejak�u 
iel'ov�u funk
iu t 2 H . Predpokladajme, �ze t 2 Hr; inakpovedan�e najmen�sia reprezent�a
ia t m�a vel'kost' r. V�ystup z L bude �spe
i�kovan�y reprezent�a
iou ! 2 
q.Potrebujeme uva�zovat' vzt'ah medzi q a r. Na z�aklade v�ysledkov pred
h�adzaj�u
eho odseku mô�ze byt' t'a�zk�en�ajst' najmen�siu mo�zn�u hodnotu q, ale mô�zeme po�zadovat' n�ajdenie nie najkrat�sej mo�znej reprezent�a
iu,ale dostato�
ne kr�atku. T�ato idea je presnej�sie vyjadren�a v nasleduj�u
ej de�n��
ii Blumera (1987).De�n��
ia 1.5.1 Hovor��me, �ze u�
ia
i algoritmus L pre H je O

am vzhl'adom na reprezent�a
iu 
! H,ak � L je konzistentn�y� k danej tr�eningovej vzorke s d�l�zky m pre 
iel'ov�u hypot�ezu t 2 Hr v�ystupn�a hypot�eza L(s) = h! jetak�a, �ze k!k � m� � r�, kde 0 < � < 1 a � � 1 s�u kon�stanty.Hrani
a pre k!k hovor��, �ze v�ystup je komprimovan�y vzhl'adom na d�l�zku tr�eningovej vzorky a rastie lenpolynomilne s vel'kost'ou minim�alnej reprezent�a
ie d�l�zky 
iel'ovej hypot�ezy. Podmienka � < 1 znamen�a,�ze v�ystup je vlastne komprimovan�y tvar vstupu; ak povol��me � = 1, potom v�ystup by bol porovnatel'n�ys vel'kost'ou tr�eningovej vzorky, ktorej bitov�a d�l�zka je line�arna v m a �ziadna signi�kantn�a komprim�a
iaby nebola dosiahnut�a. Nasleduj�u
a veta ukazuje, �ze v�ystup kr�atkej reprezent�a
ie v tomto zmysle, posta�
��pre PAC u�
enie.Aby sme sformulovali t�uto vetu, vr�at'me sa k na�sej origin�alnej de�n��
ii u�
ia
eho algoritmu s kon
ep-tov�ym a hypot�ezov�ym priestorom ako rôznymi. Tento rozdiel je tu pou�zitel'n�y, preto�ze sme sa zauj��malio hypot�ezy v Hr pou�zit��m pln�eho zdroja H .Veta 2 Ne
h H je priestor booleovsk�y
h funk
i�� s reprezent�a
iou 
! H, ne
h H = SHr je odstup�novan�yvel'kost'ou reprezent�a
ie. Ak L je O

am u�
ia
i algoritmus vzhl'adom na dan�u reprezent�a
iu, potom preka�zd�e r; L existuje PAC u�
ia
i algoritmus pre (Hr; H) so zlo�zitost'ou vzorky mL(Hr; Æ; �) polynomi�alnouv r, Æ� a ��1.Dôkaz: Predpokladajme, �ze s�u dan�e Æ; �; � a t 2 Hr. Pre ka�zd�e dan�e m ne
h L(m; t) ozna�
uje mno�zinuhypot�ez h 2 H tak�u, �ze h je v�ystup L(s) algoritmu L pre nejak�u tr�eningov�u vzorku s d�l�zky m a 
iel'ov�ykon
ept t. Inak povedan�e, L(m; t) je efekt��vny hypot�ezov�y priestor pre t. Podl'a 2. podmienky O

am5



algoritmu �
lenmi L(m; t) s�u hypot�ezy h!, pre ktor�e ! m�a najvia
 M = bm� � r�
 bitov, a 
elkov�y po�
ettak�y
h ! je najvia
 2M+1. Odtial' jL(m; t)j � 2m��r�+1:Poznamenajme, �ze hrani
a z�avis�� len od r nie od t samotnej; inak povedan�e, plat�� uniformne pre v�setkyt 2 Hr. Teraz zopakujeme argument dan�y v pred
h�adzaj�u
om odseku. Pravdepodobnost', �ze l'ubovol'n�adan�a �-zl�a hypot�eza z H s�uhlas�� s t na tr�eningovej vzorke d�l�zky m je (1� �)m. Preto�ze L je konzistentn�y,jeho v�ystupn�e hypot�ezy s�uhlasia s tr�eningovouou vzorkou a teda pravdepodobnost', �ze v�ystupn�a hypot�ezaje �-zl�a je najvia
 jL(m; t)j � (1� �)m � 2m��r�+1(1� �)m:Zost�ava dok�azat', �ze toto mô�ze byt' < Æ, ak vezmeme dostato�
ne vel'k�e m a �ze m je polyn�om v r, Æ a��1. Pou�zit��m nerovnosti (1 � �)m < e���m a preusporiadan��m dost�avame, �ze � �m � A �m� + B, kdeA = r� � ln 2 a B = ln( 2Æ ).Preto�ze � > 1, podmienka plat�� akm1�� � (A+B)=�; t:j: m � m0 = l�A+B� �1=(1��)m:Inak povedan�e, v�yraz prem0 je horn�a hrani
a pre zlo�zitost' vzorky. Zrejmem0 je polyn�om v r, preto�zeA je O(r3) a tak m0 je O(r�=(1��)); d'alej m0 je tie�z polyn�om v Æ� a ��1.tu Zdôraz�nujeme znovu podmienku � < 1; je zrejm�e, �ze podmienka � �m > A �m�+B mô�ze byt' splnen�a,ak � = 1.Existuje bezprostredn�y dôsledok tejto vety, �ze ak �
as behu O

am algoritmu je polynomi�alny v m,potom �
as behu PAC u�
ia
eho algoritmu je polynomi�alny v r, Æ� a ��1. Inak povedan�e, O

am algoritmusL pre H PAC u�
�� ka�zd�y Hr podl'a H a urob�� to efekt��vne vzhl'adom na vel'kost' reprezent�a
ie a Æ a �.Poznamenajme, �ze nemus�� nutne platit', �ze H samotn�y je PAC nau�
itel'n�y aj ked' by to mohlo tak byt', akexistuje horn�a hrani
a na vel'kost' reprezent�a
ie hypot�ezy v H .1.6 Pr��klady O

am algoritmovPredpokladajme, �ze je dan�y syst�em S = fS1; S2; : : : ; Sng kone�
n�y
h mno�z��n U = nSi=1Si. Ch
eme n�ajst' na-jmen�sie podpokrytie (U;S); t. j. najmen�s�� podsyst�em S, ktor�eho zjednoten��m je U . Videli sme, �ze tentoprobl�em je NP-t'a�zk�y. Neznamen�a to, �ze neexistuj�u efekt��vne prostriedky na dosiahnutie aproximat��vnehorie�senia pre tento probl�em. Existuje jednodu
h�a intuit��vna met�oda na n�ajdenie aproximat��vneho rie�senia,zalo�zen�a na "greedy" met�ode, ktor�a sa zd�a byt' vel'mi �u�
innou. Najprv vyberieme mno�zinu Sj1 , ktor�aobsahuje najv�a�
�s�� po�
et prvkov z U a odstr�anime ju z s. Potom vyberieme Sj2 , ktor�a obsahuje najv�a�
�s��po�
et zvy�sn�y
h prvkov, atd'. Pokra�
ujeme t�ymto spôsobom, v ka�zdom kroku vyberieme mno�zinu, ktor�aobsahuje najv�a�
�s�� po�
et zvy�sn�y
h prvkov.Greedy algoritmus pre minim�alne pokrytieset X=U;while X6= ; dobegin 
hoose Sj su
h that jSj \X j is maximal;set X=X-Sj;end;Preto�ze S pokr�yva U , pro
es mus�� skon�
it' s podpokryt��m S0 = fSj1 ; Sj2 ; : : : ; Sjkg. Samozrejme,vel'kost' k v�ysledn�eho podpokrytia nebude vo v�seobe
nosti najmen�s��m mo�zn�ym podpokryt��m, ale bolouk�azan�e (Nigmatullin (1969), Yohnsson (1974)), �ze plat�� nasleduj�u
i vzt'ah: k � l � (ln jU j + 1), kde l jevel'kost' minim�alneho podpokrytia.Toto poskytuje dobr�u horn�u hrani
u pre pomer v�ykonnosti kl a v tomto zmysle greedy algoritmusje dobr�a aproxim�a
ia pre probl�em.�Cas behu z�avis�� od u = jU j a n = jSj; u � n; k � min(u; n) ) k � n � (lnu+ 1).6



Ka�zd�y v�yberov�y krok obsahuje n�ajdenie maxima z najvia
 n 
el�y
h �
��sel a vymazanie najvia
 u prvkovz ka�zdej z najvia
 n mno�z��n. Po�
et oper�a
i�� O(u � n). Celkov�y �
as behu je O(u � n �min(u; n)).Greedy met�oda mô�ze byt' pou�zit�a na odvodenie algoritmov pre ur�
it�e triedy booleovsk�y
h form�ul.Podl'a Hausslera (1988) uk�a�zeme te
hni
ky ako greedy algoritmus pre pokrytie mô�ze byt' pou�zit�y napriestor Mn-mono�
lenov, uk�a�zeme, �ze v�ysledn�y u�
ia
i algoritmus je O

am.Po�
iato�
n�a hypot�eza je jedno�
len bez liter�alov, identi
ky 1-kov�a funk
ia. V ka�zdom kroku je pridan�y1 liter�al do priebe�znej konjunk
ie liter�alov podl'a pravidla zalo�zen�eho na greedy algoritme pre pokry-tie.Budeme hovorit', �ze liter�al � eliminuje negat��vny pr��klad x, ak h�i(x) = 0. Vezmeme prvky, ktor�ebud�u pokryt�e ako mno�zinu z�aporn�y
h pr��kladov v danej tr�eningovej vzorke a pokr�yvaj�u
e mno�ziny akomno�ziny z�aporn�y
h pr��kladov eliminovan�y
h liter�almi ur�
it�eho druhu. V ka�zdom stave vyberieme liter�al,ktor�y eliminuje najv�a�
�s�� po�
et z�aporn�y
h pr��kladov zo vzorky, prid�ame tento liter�al do formuly a vy-ma�zeme pr��klady, ktor�e eliminuje.Pre�
o toto pra
uje?Ne
h s je tr�eningov�a vzorka pre mono�
len a E ne
h je mno�zina pr��kladov v s tak�y
h, �ze E = E+ [ E�,Pre l'ubovol'n�y liter�al � polo�z��me S� = fx 2 E�j h�i(x) = 0gNakonie
, ne
h � = f�j h�i(x) = 1 8x 2 E+gLema 1 Syst�em mno�z��n S = fS�j � 2 �g pokr�yva E�.Dôkaz: Preto�ze s je tr�eningov�a vzorka pre mono�
leny, vieme, �ze existuje mono�
len t = h�1 ^ : : : ^ �litak�y, �ze pre x 2 E; t(x) je 1 alebo 0 podl'a toho �
i x je v E+ alebo v E�. Toto implikuje, �ze �1; : : : ; �lv�setky patria do �. A tie�z, �ze pre l'ubovol'n�e x 2 E� aspo�n jeden z liter�alov �j vyskytuj�u
i
h sa v t jetak�y, �ze h�ji(x) = 0. Inak povedan�e x 2 S�j 2 S.tuLema 2 Ak S0 = fS�1 ; : : : ; S�kg je l'ubovol'n�e podpokrytie (E�; S), potom mono�
len h = h�1 ^ : : : ^ �kije konzistentn�y s s.Dôkaz: Predpokladajme, �ze x 2 E+. Preto�ze �1; : : : ; �k s�u �
lenmi �, na x d�avaj�u hodnotu 1, tedah(x) = 1. Ak x 2 E�, potom preto�ze S0 je podpokrytie, existuje j, 1 � j � k tak�e, �ze x 2 S�j . Tedah�ji(x) = 0, a teda h(x) = 0.tu Tieto lemy ukazuj�u, �ze greedy algoritmus pre probl�em pokrytia mô�ze byt' transformovan�y na algorit-mus pre hl'adanie mono�
lenov konzistentn�y
h s danou tr�eningovou vzorkou.Aby sme zretel'ne videli, �ze je to O

am algoritmus, uva�zujme jeho 
hovanie sa na tr�eningovej vzorkepre mono�
len t, ktor�eho najmen�sia reprezent�a
ia je pomo
ou formuly, ktor�a obsahuje l liter�alov. Min-im�alna reprezent�a
ia t je vel'kosti r = dl � logne. V�ysledok pr�a
e greedy algoritmu pre probl�em pokrytiaimplikuje, �ze po�
et k liter�alov vo v�ystupnej formule je tak�y, �ze k � l �(ln jE�j+1).Preto vel'kost' v�ystupnejformuly spl�nuje k!k = dk � logne � dl � (ln jE�j+ 1) � lnne � r � (ln jEj� + 1)Plat��, �ze jEj� � m.k!k � r � (lnm+ 1), �
o trivi�alne implikuje O

am kompresn�u podmienku.k!k � m� � r� � = 12 ; � = 1.tu Greedy algoritmus sa l���si evidentne od �standardn�eho algoritmu pre mono�
leny. Namiesto za�
iatkus identi
ky nulovou funk
iou (konjunk
ia 2n liter�alov) a nasleduj�u
im vymazan��m literalov pou�zit��mkladn�y
h pr��kladov greedy algoritmus�startuje s funk
iou identi
ky rovnou 1 (pr�azdna konjunk
ia liter�alov)a potom prid�ava liter�aly pou�zi��m z�aporn�y
h pr��kladov. Teda, pok�ym �standardn�y algoritmus je bez-pam�at'ov�y on-line algoritmus, greedy algoritmus ur�
ite tak�y nie je. Av�sak greedy algoritmus ako O

amalgoritmus m�a dôle�zit�u v�yhodu v tom, �ze jeho v�ystupom s�u konzistentn�e hypot�ezy, ktor�e s�u relat��vnejednodu
h�e.
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1.7 Epa
 u�
eniePredpokladajme, �ze H = SHn je hypot�ezov�y vel'kost'ou pr��kladov odstup�novan�y priestor a 
 ! H jereprezent�a
ia pre H . Potom by sme mohli odstup�novat' ka�zd�e Hn pomo
ou vel'kosti reprezent�a
ie taktoHn = SHn;r, kde Hn;r pozost�ava z t�y
h hypot�ez Hn, ktor�e maj�u minim�alnu vel'kost' reprezent�a
ie r.Teda H =[n [r Hn;rje dvojite odstup�novan�y.Ne
h L je u�
ia
i algoritmus pre H v obvyklom zmysle, �ze L(s) je v Hn v�zdy, ked' s je tr�eningov�avzorka pre hypot�ezy v Hn. Hovor��me, �ze L je efekt��vny PAC alebo ePAC ak (Valiant, 1991)� �
as behu RL(m;n) je polynomi�alny v m aj v n;� zlo�zitost' vzorky mL(Hn;r; Æ; �) je polynomi�alna v n; r; Æ� a ��1.Teda ePAC u�
ia
i algoritmus zaru�
uje, �ze vyd�a pravdepodobnostne aproximovan�y spr�avny v�ystup s�
asom behu polynomi�alnym v n; r; Æ� a ��1.Jeden spôsob na zaru�
enie druhej podmienky je pou�zitie nejakej verzie O

am podmienok. V tomtokontexte hovor��me, �ze L je O

am ak podmienky stanoven�e v de�n��
ii pre O

am algoritmus platia preka�zd�e Hn s kon�stantami � a � nez�avisl�ymi od n. Potom m�ame nasleduj�u
i v�ysledok.Veta 3 Predpokladajme, �ze hypot�ezov�y priestor je H = SHn;r ako bolo uveden�e vy�s�sie a L je O

amalgoritmus pre u�
enie Hn;r pomo
ou Hn s polynomi�alnym �
asom behu RL(m;n). Potom L je ePAC.Dôkaz: Z dôkazu vety vy�s�sie uvedenej m�ame horn�u hrani
um0(Hr; Æ; �) = d(A+B� )1=(1��)epre zlo�zitost' vzorky algoritmu L na Hr;n, kde A = r� ln 2 a B = ln(2=Æ). Ako sme u�z poznamenali, totoje polyn�om v r; Æ� a ��1. Preto�ze � a � s�u nez�avisl�e od n, aj m0(Hr ; Æ; �) je nez�avisl�e od n. V�ysledokvypl�yva z toho, �ze horn�a hrani
a na �
as behu algoritmu L v PAC u�
en�� Hn;r jeRL(m0(Hr; Æ; �); n)�
o je polyn�om v n; r; Æ� a ��1.tu Pr��klad: Odstup�novan�y hypot�ezov�y priestorM = SMn mono�
lenov mô�ze byt' odstup�novan�y dvojiteako M = Mn;r, kde Mn;r pozost�ava z t�y
h mono�
lenov n premenn�y
h, ktor�e maj�u vel'kost' reprezent�a
ier. V pred
h�adzaj�u
om odseku bol pop��san�y algoritmus pre u�
enie Mn;r pomo
ou Mn zalo�zen�y nagreedy met�ode a uk�azali sme, ze m�a O

am vlastnost' pri � = 1=2 a � = 1. �Cas behu RL(m;n) jeO(m:n:min(m;n)), �
o je ur�
ite polyn�om v m a n. Z toho n�am vypl�yva, �ze greedy algoritmus pre M jeePAC.tu1.8 �Dal�sie pozn�amkyAko sme u�z uviedli, fakt, �ze Ck nie je efekt��vne nau�
itel'n�y vzhl'adom na vel'kost' pr��kladov, je v�ysledok,ktor�y z�avis�� od reprezent�a
ie. Keby v�ystupn�e hypot�ezy mohli byt' reprezentovan�e in�ym spôsobom ne�zkonjunk
ie najvia
 k klauz�ul, tak generovanie pravdepodobnostne aproximat��vne korektn�y
h hypot�ez bymohlo byt' jednodu
h�sie. Kearns a Valiant (1989) v tomto smere dosiahli vel'mi siln�y v�ysledok zalo�zen�yna kryptogra�
k�y
h predpoklado
h.1.9 �Ulohy1. Uk�a�zte, �ze Ckn � Dn;k pre v�setky k a n a �ze inkl�uzia je striktn�a pre niektor�e hodnoty n a k.8



2. Sformulujte probl�em pokrytia mno�ziny, ktor�y zodpoved�a n�ajdeniu najkrat�sieho mono�
lena konzis-tentn�eho s nasleduj�u
imi pr��kladmi.E+ = f1110011; 1111011; 1011001; 1011011; 1110001g;E� = f1010100; 0111011; 0001111; 1001010; 0101111; 1100000g:Rie�ste probl�em pokrytia a nap���ste najkrat�s�� mono�
len.
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Kapitola 2VC Dimenzia2.1 Rastov�a funk
iaVapnik, Chervonenkis - 1971Najv�yznamnej�s�� pojem pre te�oriu v�ypo�
tov�eho u�
enia.

Obr�azok 2.1: Per
eptr�onPer
eptr�onPre stav ! = (�1; �2; : : : ; �n�) funk
ia h
 2 H z X = Rn do f0; 1g je dan�ah!(y) = 8<: 1; ak nPi=1�iyi � �0; inak! ` h! nie je injek
ia;pre l'ubovol'n�e �, stav �! de�nuje t�u ist�u funk
iu.�H(x) =po�
et klasi�k�a
i�� podl'a H , t.j. po�
et rôzny
h vektorov tvaru(h(x1); : : : ; h(xm))kde h prebieha v�setky hypot�ezy v H .H mô�ze byt' nekone�
n�y . . .H jEx; Ex = fx1 : : : xmg je kone�
n�y a m�a kardinalitu �H (x).�H (x) � 2mDe�n��
ia 2.1.1 Rastov�a funk
ia je�H(m) = maxf�H(x) : x 2 Xmg10



De�n��
ia 2.1.2 Hovor��me, �ze vzorka x d�l�zky m je rozbit�a podl'a H alebo H rozb��ja x, ak po�
etmo�zn�y
h klasi�k�a
i�� podl'a H je 2m, t.j. H poskytuje v�setky mo�zn�e klasi�k�a
ie.� Ak pr��klady v x nie s�u rôzne, tak x nemô�ze byt' rozbit�a.� Ak pr��klady v x s�u rôzne, x je rozbit�a podl'a H , ak pre l'ubovol'n�e S � Ex existuje nejak�a hypot�ezah 2 H tak�a, �ze pre l'ubovol'n�e 1 � i � m plat��h(xi) = 1, xi 2 S:S je potom podmno�zina s�ustred'uj�u
a kladn�e pr��klady.De�n��
ia 2.1.3 VC dimenzia H je maxim�alna d�l�zka vzorky, ktor�u H rozb��ja. Ak neexistuje, hovor��me,�ze VC je 1. V Cdim(H) = maxfm : �H (m) = 2mgPr��klady:1. X = R, H � l�u�
e; x = (x1; : : : ; xm) je tr�eningov�a vzorka, x1 < x2 < : : : < xm.Pre � 2 R; r� = 1 , xi � �.Mno�zina klasi�kovan�y
h vektorov . . .m+ 1.(0 : : : 00), (0 : : : 01), . . . (1 : : : 11)l'ubovol'n�a vzorka s rôznymi pr��kladmi m�a jeden z t�y
hto klas. vektorov (spermutovan�y). )�H(m) = m+ 1V pr��pade rovnak�y
h pr��kladov po�
et klasi�k�a
i�� je men�s��.2. r�, H je priestor l�u�
ov. Ne
h je dan�a tr�eningov�a vzorka (x1; x2) d�l�zky 2, x1 < x2.) neexistuje l�u�
 tak�y, �ze h(x1) = 1 a h(x2) = 0, preto�ze by muselo platit' x2 < � � x1.) H nerozb��ja �ziadnu vzorku d�l�zky 2. H rozb��ja l'ubovol'n�u vzorku d�l�zky 1 ) V Cdim(H) = 1.3. Ne
h X = R2 . H je hypot�ezov�y priestor per
eptr�onu P2, x = (x1; x2; x3) s�u tri nekoline�arne rôznebody. X je rozbit�a pomo
ou H , ak pre l'ubovol'n�u podmno�zinu S � Ex = fx1; x2; x3g plat��, �ze Sa Ex s�u separovatel'n�e.) V Cdim(H) � 3 (P2 rozb��ja 3 nekoline�arne body.)Rovnost' dok�a�zeme t�ym, �ze n�ajdeme vzorku, ktorej pr��klady sa nedaj�u separovat') existuje vzorkad�l�zky 4, ktor�u P2 nerozb��ja.Tvrdenie 1 Ak H je kone�
n�y hypot�ezov�y priestor, tak V Cdim(H) � ln jH j.Dôkaz:Po�
et klasi�k�a
i�� podl'a kone�
n�eho H vzorky l'ubovol'nej d�l�zky je najvia
 po�
et rôzny
h hypot�ez v H) �H(m) � jH jVCdim je najv�a�
�sie d, pre ktor�e �H(d) = 2d.2d = �H(d) � jH j ) d = �H(d) � ln jH j:tuPr��klad: V Cdim(Mn) : : : jMnj = 3n, Mn s�u mono�
leny.V Cdim(Mn) � (ln 3) + n je horn�a hrani
a. �
o doln�a hrani
a? Pok�usime sa dok�azat', �ze je rovn�a n.Tvrd��me, �ze Mn rozb��ja ka�zd�u vzorku d�l�zky n:(e1; e2; : : : ; en), kde ei = (0 : : : 010 : : :0), kde 1 je na i-tom mieste, 1 � i � n.Predpokladajme, �ze (q1; : : : ; qn) = q 2 f0; 1gn. Uk�a�zeme, �ze existuje h 2 Mn tak�e, �ze h(ei) = qi pre1 � i � n.Ak q = (1 : : : 1) vezmeme za h pr�azdnu hypot�ezu.Ak q = (0 : : : 00 : : : 01) tak h vytvor��me ako konjunk
iu neg�a
i�� liter�alov, pre ktor�e qj = 0.) V Cdim(Mn) � n pre l'ubovol'n�e n.
11



2.2 VC dimenzia re�alny
h per
eptr�onovVeta 4 Pre l'ubovol'n�e n ne
h Pn je re�alny per
eptr�on s n vstupmi. PotomV Cdim(Pn) = n+ 1:Dôkaz: Pn je v stave ! = (�1�2 : : : �n�)h! - funk
ia, ktor�u per
eptr�on po�
��tah!(y) = 1 , �1y1 + : : :+ �nyn � �:Ozna�
me l+! = fy 2 Rn : nXi=1 �iyi � �gl�! = fy 2 Rn : nXi=1 �iyi < �gl! = fy 2 Rn : nXi=1 �iyi = �gC � Rn je konvexn�a, ak pre l'ubovol'n�e x; y 2 C a l'ubovol'n�e re�alne �
��slo �, 0 � � � 1, bod�x+ (1� �)y 2 C.Prienik l'ubovol'n�y
h 2 konvexn�y
h mno�z��n v Rn je konvexn�a mno�zina. Pre l'ubovol'n�u mno�zinu bodovS � Rn existuje najmen�sia konvexn�a mno�zina obsahuj�u
a S;
onv(S) . . . konvexn�y obal S je prienik v�setk�y
h konvexn�y
h mno�z��n obsahuj�u
i
h S;Pripome�nme Radonovu vetu:Veta 5 Ne
h n je kladn�e 
el�e �
��slo, E je l'ubovol'n�a mno�zina n+2 bodov z Rn . Potom existuje ; 6= S � Etak�a, �ze 
onv(S) \ 
onv(E n S) 6= ;:Ne
h x = (x1 : : : xn+2)| {z }rozne je l'ubovol'n�a vzorka pr��kladov z Rn d�l�zky n+2.Ex je mno�zina pr��kladov v x . . . jExj = n+ 2. Podl'a Radonovej vety existuje S 6= ;, S � Ex
onv(S) \ 
onv(Ex n S) 6= ;:Predpokladajme, �ze existuje homega v Pn tak�e, �ze S je mno�zina pozit��vny
h pr��kladov h! v Ex.) S � l+! ; Ex n S � l�!Preto�ze uzavret�y polpriestor l+! a otvoren�y l�! s�u disjunktn�e a s�u konvexn�e v Rn ) 
onv(S) �l+! ; 
onv(Ex n S) � l�!
onv(S) \ 
onv(E n S) � 
onv(S) \ 
onv(Ex n S) = ;) neexistuje tak�a h!, a preto x nie je rozbit�a pn.) �ziadna vzorka d�l�zky n+2 nie je rozbit�a pomo
ou pn.) V Cdim(Pn) � n+ 1.Opa�
n�a nerovnost': o 2 Rn ; o = (0; 0 : : : 0); ei = (0 : : : 10 : : : 0); 1 � i � n. Uk�a�zeme, �ze Pn rozb��jax = (o; e1; : : : en) d�l�zky n+ 1.Ne
h S � Ex = fo; e1 : : : eng. Ne
h �i = � 1; ak ei 2 S�1; ak ei 62 S� = � � 12 ; ak o 2 S+ 12 ; ak o 62 SPriamou veri�k�a
iou, ak ! = (�1 : : : �n�) je stav Pn, potom mno�zina pozit��vny
h pr��kladov h! jepr�ave S ) V Cdim(Pn) � n+ 1. tu 12



2.3 Sauerova lemaRastov�a funk
ia - miera po�
tu rôzny
h klasi�k�a
i�� vzorky d�l�zky m na pozit��vne a negat��vne pr��kladypodl'a H , pokial' V Cdim H je max. hodnota m, pre ktor�u plat�� �H (m) = 2m.Veta 6 (Sauerova lema): Ne
h d � 0 a m � 1 s�u 
el�e kladn�e �
��sla, ne
h H je hypot�ezov�y priestor sV Cdim(H) = d. Potom �H(m) � 1 + � m1 �+ � m2 �+ : : :+ � md �| {z }�(d;m) :Binomi
k�e koe�
ienty sp�l�naj�u � ab � = � a�1b �+ � a�1b� 1 �Zaved'me funk
iu: �(0;m) = 1 (m � 1);�(d; 1) = 2 (d � 1)�(d;m) = �(d;m� 1) + �(d� 1;m� 1); (d � 1m � 2)Dôkaz: Ak V Cdim(H) = d = 0, potom pr��klad x-l'ub, h(x) je rovnak�e (bud' 0 alebo 1) pre l'ub. hypot�ezuh 2 H . ) �H(x) = 1 pre l'ub. vzorku d�l�zky m ) �H(m) = 1 = �(0;m) ) veta plat�� pre d = 0.Ak m = 1 a d � 1 ) �H(1) � 2 = �(d; 1)Induk
iou na d+m:� Pr��pad d+m = 2 je dok�azan�y.� Predpokladajme, �ze veta plat�� pre d + m � k, kde k � 2 a ne
h H je hypot�ezov�y priestor sV Cdim = d, x je tr�enova
ia vzorka d�l�zky m, kde d+m = k + 1.Pr��pady (d;m) = (0; k + 1) a (d;m) = (k; 1) s�u u�z dok�azan�e.Ne
h d � 1; m � 2, x obsahuje rôzne pr��klady, E je mno�zina pr��kladov v x, HE = H jE jeobmedzenie hypot�ez H na E.) HE je kone�
n�y a �H(x) = jHE j.Potrebujeme uk�azat', �ze jHE j � �(d;m).Ne
h F = E n fxmg; HF = H jF .Dve rôzne hypot�ezy h; g 2 HE pri obmedzen�� na F d�avaj�u t�u ist�u hypot�ezu z HF pr�ave vtedy, ked'sa zhoduj�u na F a nezhoduj�u na xm.H� je mno�zina v�setk�y
h hypot�ez, ktor�e vznikn�u takto:Ak h� 2 H�, tak s�u mo�zn�e obe roz�s��renia h� na funk
iu na E . . . hypot�ezu z HE . h� je roz�s��renie) jHE j = jHF j+ jH�j.Ne
h x0 = (x1 : : : xm�1). PotomjHF j = �H(x0) � �H(m� 1) � �(d;m� 1)preto�ze d+ (m� 1) � k.Tvrd��me, �ze V Cdim(H�) je najvia
 d � 1. Ak by V Cdim(H�) = d ) h� rozb��ja nejak�u vzorkuz = (z1 : : : zd) d�l�zky d pr��kladov z F .Pre h� 2 H�� h1 2 HE : : : h1(xm) = 0h2 2 HE : : : h2(xm) = 1) HE a teda H rozb��ja vzorku (z1 : : : zdxm) d�l�zky d+ 1, �
o je v spore s V Cdim(H) � d.) V Cdim(H�) � d� 1.Pou�zit��m induk�
nej hypot�ezyjH�j = �H�(x00) � �H�(m� 1) � �(d� 1;m� 1)preto�ze (d� 1) + (m� 1) � k. Kombin�a
iou obo
h v�ysledkov dostaneme�H (x) = jHE j = jHF j+ jH�j � �(d;m� 1) + �(d� 1;m� 1) = �(d;m):13



tuTvrdenie 2 Pre v�setky m � d � 1 plat�� �(d;m) < � e�md �d.Tvrdenie 3 Ne
h H je l'ubovol'n�y hypot�ezov�y priestor obsahuj�u
i aspo�n 2 hypot�ezy a de�novan�y nakone�
nom pr��kladovom priestore X, potom V Cdim(H) > ln jHj1�ln jXj .2.4 �Ulohy k VC-dim1. Uk�a�zte, �ze ak X = R a H je mno�zina v�setk�y
h uzavret�y
h intervalov, tak �H(m) = 1+m+ 12m(m�1).2. Pop���ste expl. hypot�ezov�y priestor P1 a uk�a�zte, �ze V Cdim(P1) = 2.3. Uk�a�zte, �ze ak H je hypot�ezov�y priestor re�alneho per
eptr�onu P2, tak �H(4) = 14.4. Ne
h H m�a kone�
n�u V Cdim. Pre h 2 H de�nujme hh = 1 , h(x) = 0a ne
h komplement H je priestor fh : h 2 Hg. Dok�a�zte, �ze maj�u oba priestory rovnak�u VCdimenziu.5. Dok�a�zte(a) �(d;m) = �(d;m� 1) + �(d� 1;m� 1); d � 1;m � 2(b) �(d;m) � md; m � d > 1.6. Mono�
len je monot�onny, ak neobsahuje �ziadne negovan�e liter�aly. Dok�a�zte, �ze priestor monot�onny
hmono�
lenov de�novan�y na f0; 1g� m�a VC dimenziu pr�ave n.7. Hypot�ezov�y priestor H je line�arne usporiadan�y, ak m�a aspo�n 2 hypot�ezy a ak pre l'ubovol'n�e dveh; g 2 H plat��bud' h(x) = 1 ) g(x) = 1alebo g(x) = 1 ) h(x) = 1Dok�a�zte, �ze ak H je line�arne usporiadan�y, V Cdim(H) = 1.8. Ne
h Gn je mno�zina hypot�ez z Pn, pre ktor�e nulov�y vektor o je negat��vny pr��klad. Predpokladajme,�ze vzorka x = (x1 : : : xm) je rozbit�a pomo
ou Gn. Pre�
o sa �ziadne xi nesmie rovnat' 0? Dok�a�zte, �zevzorka (x1 : : : xm; 0) je rozbit�a pomo
ou Pn. Dok�a�zte, �ze V Cdim(Gn) = n.
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