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Kapitola 1

Konzistentné algoritmy a
naucitelnost

1.1 Potencidlna naucitelnost

Ucenie v zmysle PAC je vlastnost algoritmu. Ak je algoritmus dany, mézeme sa pokigat dokdzat, ze je
PAC, ale m6zeme tiez uvazovat vo vieobecnejsej rovine.

V tejto casti budeme popisovat vlastnost hypotézového priestoru H, ktora zarudi, ze konzistentny
algoritmus pre ucenie H podla H je PAC a ukdzeme, ze mnoho priestorov mé tiito vlastnost.

Definicia 1.1.1 Nech H je hypotézovy priestor funkcii definovangch na prikladovom priestore X. Uciaci
algoritmus L pre H je konzistentny, ak pre lubovolni trénujicu vzorku 3 a cielovy koncept t € H,
vystupnd hypotéza h = L(s) € H suhlasi s t na prikladoch v3, t. j. h(z;) =t(z;) (1 <i<m).

Pre danés € S(m,t) je obvyklé oznacdenie H[S] = {h € H| h(z;) =t(z;), 1<i<m},H[3] je mnoZina
vsetkych hypotéz konzistentnych s's.

Teda L je konzistentny vtedy a len vtedy, ked L(3) € H[3] pre vietky trénujice vzorky s.
Z toho vyplyva, ze zabezpecit, aby konzistentny uciaci algoritmus bol PAC, postaci zadat podmienky
na mnoziny HJ[s].

Ako predtym predpokladajme, ze je dané pravdepodobnostné rozlozenie y na X. Na moment zafixujme
cielovy koncept t € H.
K danému € € (0,1) polozime B, = {h € H| er,(h) > €} to moze byt popisané ako mnozina e-zlych
hypotéz pre t. Konzistentny algoritmus pre H dédva vystup, ktory je v H[S] a PAC vlastnost vyzaduje, aby
taky vystup, ktory je nepravdepodobny, bol e-zly; inak povedané, zdéraznime, ze je nepravdepodobné,
ze zla hypotéza je korektna na vzorke. Toto vedie k nasledujicej definicii:

Definicia 1.1.2 Howvorime, Ze hypotézovy priestor H je potencidlne nauéitelny, ak k dangm redinym
¢islam d,¢,0 < 0,e < 1 existuje kladné celé ¢islo mg = mq(d,€) také, Ze pre vetky m > myg, plati

pw™seSm,t) H[slNB.=0}>1-4§
pre fubovolné pravdepodobnostné rozloZenie p na X a ub. t € H.
Veta 1 Ak H je potencidlne naucitelny a L je konzistentny uciaci algoritmus pre H, potom L je PAC.
Dokaz: L je konzistentny, teda L(3) € H[3].
H[5)={h e H| h(z;)=t(z;), 1<i<m}
B, ={he H| err,(h) > €}

L(3) € H[3] a zéroveii H(s) N B, =, teda chyba L(s) je mensia ako e.

Vs Ve Tmo Ymsmo Vu Vien p"{5€ S(m,t)] H[E NB. =0} >1-4

Vs Ve Tmo Ymsmo Yo Vierm p™{5 € S(m,t)| err,(L(3)) <e}>1-4§

erry(L(35)) = p{z € X[ t(z) # L(5)



1.2 Konecény pripad

Definicia potencidlnej naucitefnosti je celkom zlozitd a moéze byt dokdzané, ze viac-menej je to popis PAC
ucenia. NagSou ulohou je teraz potvrdit definiciu tym, ze ukazeme jej vyznamné aplikacie.

Veta 2 Lubovolny konecny hypotézovy priestor H je potencidlne naucitelny.

Dékaz: Predpokladajme, ze H je kone¢ny hypotézovy priestor a 8, €, t a p si dané. Dokdzeme, ze
pravdepodobnost udalosti H[s] N B, # § (komplement udalosti v definicii) moze byt zvolend mengia nez
0 vybratim dostatoc¢ne velkej dfiky vzorky §.

Pretoze B, je definovand tak, ze obsahuje e-z1é hypotézy, z toho vyplyva, ze pre ub. h € B, = {h €
H| p{z e X, h(z) #t(x)} > €} plati

plr e X| h(z)=t(x)} =1—err,(h) <1—¢
Teda pre celi vzorku deky m mame
pm™{s| h(z;)=t(z;), 1<i<m}<(1—-e)™

Toto je pravdepodobnost, ze hypotéza h je e-zla pre celi vzorku, a teda je to pravdepodobnost, ze nejaka
e-z14 hypotéza je v H[3].
Pravdepodobnost, 7e nejakd e-z14 hypotéza je v H[S], je vyjadritelnd

w™{s| H[S N B, # 0}

a je preto mensia nez |H| - (1 —¢)™. Toto bude menej ako § za predpokladu, ze polozime m > mg =

[% -In ‘%‘] , pretoze v tomto pripade

e ]
B (U= < H] - (1= )™ < |H - exp(—c - mo) < [H| -1 = [H] - = 6

Dokazali sme, ze pre fub. ¢, €, t, u existuje mq
Vmzmo¥t  p"{s € S(m,t)] H[s|N B #0} <0

Ak vezmeme komplementdrnu udalost, dostaneme spravny zaver. O

Je zrejmé, 7e toto je pouzitelnd veta. Pokryva vietky bool. pripady, kde prikladovy priestor je {0,1}"
(alebo podmnozina) s pevnym n. V Tubovolnej takej situécii konzistentny algoritmus je automaticky PAC.
Napriklad algoritmus pre uéenie monoclenov a disjunkcii malych monoclenov prezentovanych vyssie su
PAC. Dékaz ndam dalej hovori, kolko prikladov postaéi na dosiahnutie predpisanych drovni dévery a
presnosti.

Pre algoritmus monoc¢lenov vieme, 7e velkost | M,| hypotézového priestoru je 3™. Preto

o= (£ 200] < [ s )

je postacujuci pocet prikladov na zabezpecenie, ze pre pravdepodobnost vaésiu nez 1 —§ vystup algoritmu
mé chybu mensiu nez e.

Navyse pre Tub. koneény hypotézovy priestor existuje konzistentny uciaci algoritmus: metdda ucenia
hypotézy oc¢islovanim, ktorti sme popisali. Teda bezprostrednym désledkom vety je, ze k Tub. koneénému
hypotézovému priestoru H existuje uciaci algoritmus, ktory je PAC.

V tomto bode by sa mal citatel zadivit, preco je to tak. Vytvorili sme komplikovani podmienku,
aby sme dokézali, Ze je vzdy splnend v konetnom pripade, ktory je najddlezitejsi v praxi. Ale praktické
predpoklady zavadzaju dodato€né ohranicenie, ze pocet prikladov by mal byt ”ovlddatelny” a teda nie je
to pripad s metédou ucenia ocislovanim. Predpokladajme, napriklad, ze hypotézovy priestor je mnozina

B,, vietkych booleovskych funkcii n premennych. Potom hranica pre vzorku je mg = % ln% . Uz pri

aplik8cii, kde n je okolo 50, dostavame ng velmi velké. V takychto pripadoch Veta 2 ma malé praktické
vyuzitie. Tymto prblémom sa budeme yaoberat] neskor.



1.3 Rozhodovacie zoznamy

Jeden spOsob popisovania zlozitych konceptov je ich vytvdranie z mensich jednotiek. Vid vytvaranie
Dy k.

V tejto sekcii popiseme inti metédu konstrukcie, ktord moze byt aplikovand na Tub. dani mnozinu
vytvarajucich blokov.

Definicia 1.3.1 Nech K je lubovolnd mnoZina bool. funkcii na {0,1}"™, n je pevné. Booleovskd funkcia
[ s tym istym oborom ako K sa nazjva rozhodovacim zoznamom (podla Rivesta) zaloZenym na K,
ak moze byt vyhodnotend nasledovne:

Nech je dany priklad y. Najprv vyhodnotime fi(y) pre nejaké pevné f1 € K.

Ak f1(y) = 1, priradime do f(y) pevni hodnotu c;.

Ak f1(y) # 1, vyhodnotime fo(y) pre nejaké pevné fo € K.

Ak f2(y) = 1, priradime do f(y) pevni hodnotu ca,

inak vyhodnotime f3(y), atd.

C, C, C
Obrazok 1.1: Vyhodnotenie funkcie pomocou rozhodovacieho zoznamu

V inom zdpise

if f_{1}(y)=1 then set f(y)=c_{1}
else if f_{2}(y)=1 then set f(y)=c_{2}

éi;e if f_{r}(y)=1 then set f(y)=c_{r}
else set f(y)=0%

Formaélnejsie mozeme definovat:

Definicia 1.3.2 DL(K) je priestor rozhodovacich zoznamov na mnozine K - je to mnoZina konec-
nych postupnosti f = (f1,¢1), (f2,¢2),. .., (fr,cr) takych, Ze f; € K, ¢; € {0,1},(1 <i < r). Hodnoty f
st definované
¢y akj=min{i| fi(y) =1} existuje
Hy) = { 0, inak

Bez 1ijmy na vSeobecnosti, ked budeme vyzadovat, aby vsetky termy v rozhodovacom zozname boli
rozne, pretoze opakovanie danej funkcie g € K moze byt odstranené bez tc¢inku na vyhodnotenie. Teda
dizka rozhodovacieho stromu zalozeného na koneénej mnozine K je najviac |K| a |[DL(K)| je ohranicend
funkciou velkosti |K]|.

Priklad 1 Predpokladajme, 2e K = Mso je priestor monoclenov dl,z“ky najviac 2 z 3 premennijch.

Rozhodovaci zoznam
(<’U,2>, 1)5 (<U1U_3>, 0)5 (<U_1>, 1)



méze byt spracovdvany nasledujiicim spésobom na prikladovom priestore {0,1}3.

Nagprv si vybrané tie priklady, pre ktoré (us) ddva hodnotu 1. Si to 010, 011, 110, 111.
dalej zostani len tie, ktoré pre uyuz dagi 0. Si to len 100.

dalej tie, ktoré pre (uy) ddvaji hodnotu 1. Si to 000, 001.

Zostdva jedinyg priklad 101, ktorému je priradend hodnota 0.

Je dolezité poznamenat, ze disjunkcia 2 funkcii v K je Specidlny pripad rozhodovacieho zoznamu
zalozeného na K. Explicitne f V g je reprezentovand rozhodovacim zoznamom (f, 1), (g, 1).

To znamend, 7e rozhodovaci zoznam je zovSeobecnenie disjunkcie. Napriklad, priestor D,, ; je obsi-
ahnuty v DL(M, 1); v skuto¢nosti je vlastnou podmnozinou. Iny dosledok je, ze pre dané n, fubovolna
bool. funkcia n premennych je v nejakom DL(M, ;) pre k dostatocne velké. (Bezprostredne, toto je
pravda pre k = n podla existencie disjunktnej normalnej formy.) Dalsie detaily v cviceni na konci odseku.

1.4 Konzistentny algoritmus pre rozhodovacie zoznamy

Popiseme uciaci algoritmus pre DL(K), ktory pracuje, ked K je Tub. konetnd mnozina. Algoritmus je
konzistentny, ale nie je bezpamétfovy on-line algoritmus. Samozrejme, uciaci algoritmus ocislovanim mé
podobné vlastnosti a teda zostava zistit, ¢i tento algoritmus je podstatnym vylepsenim. Tento bod bude
prediskutovany neskor.

Algoritmus méze byt popisany nasledovne.

Nech s je trénujica vzorka prikladov oznaéenych (z;,b;), 1 < i < m. V kazdom kroku kongtrukcie
pozadovaného rozhodovacieho zoznamu niektoré priklady budi vymazané, iné zostani. Procedira pre-
behne cez K hladajic funkciu ¢ € K a bit ¢ taky, ze pre vietky zostavajice priklady z;, vzdy ked
g(z;) = 1, tak b; je konstantna booleovskd hodnota c¢. Dvojica (g,c) je potom vybratd ako dalsi term
postupnosti definujucej rozhodujici zoznam, a vsetky priklady spajice g su vymazané. Procedura je
opakovand, pokym vsetky priklady v s neboli vymazané.

Nech {91, 92,...gp} je ocislovanie K.

Algoritmus:

set I= {1,2, ..., m };
ji=1;
repeat
if forall i in I, gl[jl(x[i])=1 implikuje b[i]l=c
then begin select (gl[jl,c);
delete from I all i for which gl[j]l(x[i])=1;
ji=1;
end
else j:=j+1;
until I is empty set;

Priklad 2 K = Ms> a predpokladajme, Ze K je zaevidované v ”slovnikovom poradi” zaloZemom na

Pruvyjch niekolko funkcii v slovniku je: monocleny ident. 1

() (ur) (uruz) (uiuz) (Wrua)

Predpokladajme, Ze trénovacia vzorka je:
x; = 10000 b, =0
x9 = 01110 by =0
x3 = 11000 b3 =0
gy = 10101 bg4=1
x5 = 01100 b5 =1
g = 10111 bg =1

Na zaciatku vyberieme prvi polozku zo slovnika, ktord spliuje poZiadavky podmienky.
() vylicime
(u1) vylicime z1 a x4 maji by # by
(uru2) je splnené len pre x3 a bs = 0, teda vyberieme ako prvy term ((uius),0) do rozhodovacieho zoznamu



a vymazZeme T3.
dalsie kroky:
(uyug) je splnené pre x4 a xg a by = bg = 1, teda vyberieme ((uyus),1); vymaZeme x4 a xg
(u1) je splnené pre x1, by = 0, vyberieme ((u1>,0)
((utu4),0) vymaze xo
((),1) vymaze x5
Vytvoreny rozhodovaci zoznam je:

(<U1U2>, 0)7 (<U1U3>, 1)7 (<u1>= 0)7 ((’LL_1U4>, 0)7 (<>, 1)
Treba poznamenat, Ze rozne usporiadania Ms o ddvaji rézne odpovede.

Zda sa ndm, ze tu posobi nejaky zdhadny faktor (v priklade), pretoze nie je bezprostredne zrejmé,
preco hfadanie g a ¢ je vzdy uspesné. Aby sme dokézali, ze algoritmus pracuje spravne, je nutné ukazat,
ze vzdy ked je dand trénujica vzorka s pre cielovy koncept v DL(K), potom vzdy bude nejakd dvojica
(g,c¢), ktord ma pozadované vlastnosti.

O trénujucej vzorke danej vyssie nebolo na zaciatku zndme, ¢i je kompatibilnd s konceptom v DL(Ms; »),
napriek tomu uspesné dokoncenie algoritmu ukazuje, ze je v skuto¢nosti v tomto tvare.

Tvrdenie 1 Predpokladajme, Ze K je hypotézovy priestor obsahujici identicky 1-kovi funkciu. Nech t
je funkcia v DL(K) a nech S je koneénd mnoZina prikladov. Potom ezistuje g € K a c € {0,1} také, Ze:

1. mnozina S9 = {x € S| g(x) =1} je neprdzdna;
2. pre vSetky x € S9, t(z) =c.
Doékaz: Je dané t € DL(K) také, ze jeho reprezenticia pomocou rozhodovacieho zoznamu je:

t= (fl,Cl),(f2,C2),---a(fracr)

Ak fi(z) = 0 pre vietky x € S a vietky i € {1,2,...,r}, potom vietky priklady v S si negativne priklady
pre t. V tomto pripade vezmeme g také, ze je identicky 1-kova funkcia pre ¢ = 0.

Na druhej strane, ak je nejaké i také, ze mnozina {z;,,%s,,...}, © € S, pre ktoré f;(x;;) = 1 nie je
prazdna, potom nech ¢ bude najmensim takym indexom, t.j. ¢ = min{iy,is,...}.
Z definicie rozhodovacieho zoznamu vyplyva, ze t(z) = ¢, pre vietky z také, ze f,(z) = 1. V tomto
pripade mozeme vybrat g = f; ac=c¢;. O

Z tohto tvrdenia vyplyva, ze k Tub. trénovacej vzorke pre funkciu v DL(K) existuje vhodny vyber
dvojice (g, ¢) pre ”prvy term” rozhodovacieho zoznamu. Aplikdciou tohto vysledku rekurzivne vidime, ze
algoritmus popisany vysSie bude vzdy dspesny.

1.5 Dalsie poznamky

Je dolezité zarucit, ze vietky pravdepodobnosti, ktoré sa vyskytuji v definicii tohto odseku, budi dobre
definované. Nie si ziadne problémy, ak prikladovy priestor X je spocitatelny, ale pre realny X musime
stanovit nejaké meratelné teoretické obmedzenia. Pre Tubovolné dve hypotézy t,h € H potrebujeme
priradif pravdepodobnost chybovej mnoziny {z| h(X) # t(z)}. Toto sa d4, ak chyby hypotézy si
meratelné funkcie.

Aby sme zarucili, ze pre vSetky m a pre vSetky ¢ € H mnozina

{s € S(m,t)] H[s]N B: # 0}

ma dobre definovand pravdepodobnost (vzhladom na p™), musia byt zavedené niektoré dodatocné
obmedzenia. Postatuje mat H univerzdlne separovatelny; citatela odkdzeme na Pollarda (1984)
a Blumera et al. (1989).

Poznamenajme, ze najviac pouzivané hypotézové priestory maju tuto vlastnost a urcite su predisku-
tované v tychto knihéch.

Teoria potencidlnej naucitelnosti moze byt lahko rozsirend na algoritmy, ktoré si ”takmer konzis-
tentné”. Pre potencidlnu naucitelnost musi byt zaruka konzistencie na trénujicej vzorke dostatocnej
dizky, ¢o implikuje dobrd aproximéciu.



Podmienka vyzadovand pre rozsirenud definiciu je nasledujica:
Pre fubovolnd pevni konstantu o < 1 existuje kladné celé ¢islo mg(«, 6, €) také, ze ak hypotéza h nesthlas{
s najviac «- € ¢astou trénujicej vzorky deky mg, potom s pravdepodobnostou aspon 1 —§ ma h skutocni
chybu mensiu ako e.

Tato podmienka moze byt splnend pre Tubovolny konecény hypotézovy priestor H; dokaz sa ziska
celkom jednoducho pouzitim hranic Angluinovej a Valianta (1979) na urcité sicty bindrnych ¢isel.

1.6 Cvic¢enia:

1.
2.

® N>

Dokazte, ze priestor H = {rg| © € R} li¢ov je potencidlne naucitelny.
Ukézte, ze pre hypotézovy priestor Dy (n > k > 1) je postacujice vziat hodnotu mg(d,¢) =

% -ln2n + % - ln% v def. potencidlnej naucitelnosti.

Dokézte, ze pre vietky n > k > 1, Dy C DL(M, ). Odvodte, ze lubovoInd bool. funkcia moze
byt reprezentovand rozhodovacim zoznamom.

Skonstruujte bool. funkciu 3 premennych, ktord nie je D3, ale je v.DL(Mj3 ).

Skonstruujte bool. funkciu 3 premennych, ktord nie je v priestore DL (M3 ).

Dokazte, ze algoritmus pre DL je konzistentny.

Dokaite, ze pre fubovolnd mnozinu K booleovskych funkeif, 3/%!.|K|! je horn4 hranica na | DL(K)|.

Komplement bool. funkcie A je bool. funkcia h taka, ze h(z) = 1 & h(z) = 0. Dokézte, ze pre Tub.
mnozinu K bool. funkecii obsahujicu identickd funkciu 1, h € DL(K) < h € DL(K).
Toto znamend, ze DL(K) je uzavreta vzhladom na komplement.



Kapitola 2

Efektivne ucenie 1

2.1 Pohlad na tedriu zlozitosti

Predmet Viypoctovd zloZitost studuje vztahy medzi velkosfou vstupu do algoritmu a ¢asom, ktory algorit-
mus spotrebuje, aby vypocital vystup pre vstup tejto velkosti teda zaobera sa efektivnostou (i¢innostou)
algoritmov.

Velkost vstupu do algoritmu méze byt merané réznymi spésobmi.

Ak sa zaoberame booleovskymi funkciami - pocet bitov, ktoré si na vstupe, ale ak uvazujeme redlne
¢isla, tak mozu vzniknit problémy 7

Cas behu algoritmu je zavisly od toho, ako rychlo méze byt vypocet vykonany. Pretoze toto budeme
robif nezavisle od zariadenia, budeme pocitat pocet potrebnych operécii (obvykle pre najhorsi pripad!).
Budeme sa zaujimat len o zavislosti, preto budeme pouzivat nasledujucu definiciu:

Nech A je algoritmus, ktory akceptuje vstupy réznej velkosti s. Hovorime, Ze ¢as behu A je O(f(s)),
ak pre fubovolny vstup velkosti s, pocet operacii pozadovanych na ziskanie vystupu algoritmu A je najviac
K x f(s), kde K je nejakd konstanta, K > 0.

2.1.1 Splnitefnost booleovskej formuly (satisfiability)

Instancia: Booleovska formula ® o n premennych
Otéazka: Existuje pozitivny priklad pre (®)?

Problém je NP-uplny, ak € NP a kazdy problém z NP je nan redukovatelny;

Budeme aplikovat idey tedrie vypoctovej zlozitosti:

Predpokladajme, ze II je problém, o ktory sa zaujimame, Il je problém o ktorom je zname, ze je
NP-uplny. Predpokladajme, ze mozme demonstrovat to, ze ak existuje polynomidlny algoritmus pre II,
potom existuje aj pre Ily. V tomto pripade nds§ problém sa nazyva NP-tazky problém.

V pripade, ze plati P # NP, potom dbkaz, ze M je NP-tazky znamend, 7e pren neexistuje polynomidlny
algoritmus.

2.1.2 Cas behu uéiacich algoritmov

Véacsina uciacich algoritmov prediskutovanych v predchadzajicom texte sa zaoberd booleovskymi kon-
ceptami. V tychto pripadoch prikladovy priestor je {0,1}" pre nejaké pevné n a hypotézovy priestor je
mnozina funkcii definovanych na prikladovom priestore. Pre kazdy z tychto algoritmov parameter n je
fubovoIny v zmysle, ze algoritmus je definovany pre fubovolné n a navyse operuje v podstate tym istym
sposobom pre kazdd hodnotu n. Napriklad, standartny uciaci algoritmus pre priestor M,, monoc¢lenov
je definovany celkom vSeobecne, hoci potrebujeme Specidlny ”stroj” na jeho implementdciu pre danu
hodnotu n. Chceme kvantifikovat chovanie sa uéiacich algoritmov vzhladom na n, a je obvykle pouzivat
nasledujuce definicie.

Definicia 2.1.1 Hovorime, Ze zjednotenie hypotézovijch priestorov H = |J H,, je odstupriované (graded)
prikladmi velkosti n, ak H, oznacuje hypotézovy priestor definovany na prikladoch z X".



Definicia 2.1.2 U¢iaci algoritmus pre H = |J Hy, je funkcia L z mnoZiny tréningovych prikladov pre
hypotézy v H do priestoru H taky, Ze ak's je tréningovd vzorka pre h € H,, tak z toho vyplyva L(3)) € H,.
Teda L podporuje stupriovanie (grading) priestoru H.

Uvazujme uciaci algoritmus L pre bool. hypotézovy priestor H = |J H,, odstupiovany velkostou
prikladov. Vstup do L je tréningova vzorka, ktord pozostdva z m n-bitovych vektorov spolu s m 1-
bitovymi oznaceniami. Celkovy poéet bitov na vstupe je m(n + 1) a bolo by mozné pouzit toto jediné
¢islo ako mieru velkosti vstupu. Avsak je vyhodné sledovat aj m aj n oddelene a pouzijeme oznatenie
Ry (m,n) na oznaéenie najhorsieho ¢asu behu L na tréningovej vzorke m n-bitovych vektorov.

Priklad 1: Nech L je uciaci algoritmus pre monocleny popisany vy§sie. Hypotézovy priestor je zjed-
notenie | J M,,. Hlavny krok algoritmu vyzaduje kontrolu kazdého bitu u kazdého pozitivneho prikladu a
mozno vymazanie niektorych literdlov. V najhorsom pripade, kazdy priklad v tréningovej vzorke moze
byt pozitivny priklad, a tak by sme mali oSetrit tento krok m-krat, kazdy krok obsahuje kontrolu n bitov.
Iné casti vypoctu vyzadujui porovnatelne tolko operdcii, takze moézme hovorit, ze ¢as behu Ry, (m,n) je v
tomto pripade O(m x n).

Priklad 2: Vyssie sme popisali ué¢iaci algoritmus pre priestor D, ; disjunkcii malych mnohoclenov.
Ako obvykle, povazujeme k za pevné a n za premennid. Kazdy krok algoritmu obsahuje kontrolu, ¢i
jeden z m prikladov v tréningovej vzorke je pozitivny alebo negativny a ak je negativny, vyhodnotenie
niektorych monoclenov v M,, ;. Na zaciatku zoznam relevantnych monoc¢lenov mé dizku okolo (2n)* av
kazdom stave méze byt niektory z nich vymazany. Pretoze k je pevné, 2* je konstanta, a teda ¢as behu
je O(m *n*).

Oba vyssie prediskutované algoritmy su bezpamétové on-line algoritmy, a to znamend, ze vypocet
casu behu je velmi jednoduchy. V takom algoritme L vyzaduje najviac Sy, (n) operdcii na spracovanie
jediného n-bitového prikladu, potom jeho ¢as behu je Ry (m,n) < mSg(n). Pre algoritmy, ktoré nie si
tohto typu, vypocet ¢asu behu moéze byt zlozitejsi.

Priklad 3: Analyzujme algoritmus na ucenie v rozhodovacich zoznamoch DL(K,). Toto zrejme nie
je bezpamatovy on-line algoritmus, pretoze v kazdom kroku je nutné kontrolovat vsetky zostavajice
priklady so zoznamom dvojic (g,c), kde g € K,, a ¢ € {0,1}. Ak je na zaciatku m prikladov v trénujice;
vzorke, bude tu 2|K,|m kontrél v 1. kroku v najhorsom pripade. Aspon 1 priklad bude vymazany, takze
dalsi krok vyzaduje 2| Kp|(m — 1) kontrol. Opakovanim tych istych argumentov dostdvame celkovy pocet
kontrol najviac

2m4+m—1+4...+3+2+1)|K,| = O(m*|K,|).

Ak K, je M, , pre ktorého kardinalitu médme ohranicenie (2n)*, ¢as behu je O(m?nk).

2.2 Pristup k efektivnosti PAC ucenia

Vgeobecny pristup k dokazovaniu vlastnosti PAC pre nejaky uciaci algoritmus bol uvedeny vygsie. V
kontexte odstupniovaného hypotézového priestoru H = |J Hy, bool. funkcii mézme popisat procediru
schématicky nasledovne:

H,, konecny = H,, potencionalne naucitelny
H,, potenciondlne naucitelny A L je konzistentny pre H, = L PAC uéi H,

S ohfadom na 1é¢innost vznika prirodzend otdzka: pre dané pozadované tirovne presnosti a dovery,
ktora (akd) podmienka zaruci, ze ¢as behu, v ktorom L PAC uéi H,,, je polynomidlny v n?

V tomto bode ndm pomoze zavedenie dalsej terminolégie na popis podobnych pojmov. Predpok-
ladajme, 7e st dané redlne ¢isla 0 < d,e < 1 a nech L je uéiaci algoritmus pre konceptovy priestor C a
hypotézovy priestor H. (Predpoklad C' = H tu nie je pozadovany.) Hovorime, ze zlozitost vzorky pre
L na podmnozine T' C C je najmensia hodnota my, (T, d, €) takd, ze pre vsetky cielové koncepty t € T a
v8etky pravdepodobnostné rozlozenia p

p{s e Sim,t) | err(L(s)) <e}>1-4

pre vietky m > mp(T,d,¢); inak povedané vzorka dizky my (T, 6, €) postacuje k zaruke, ze vystupna
hypotéza je PAC pre dané €,6. V praxi sa skor zaoberdme obvyklou dolnou hranicou mg > mpr, nez



my, samotnym; teda mo (7, d, €) bude oznacovat fub. hodnotu postacujicu k zéruke, ze PAC (ako bolo
uvedené vyssie) plati pre vetky m > mq.

Uplné zovieobecnenie definicie bude pouzitelné na pripady v dalgich kapitolach, ale vo vacsine aplikacif
budeme uvazovat 7' = C' = H. Napriklad, pouzitim tejto terminoldgie veta ukazuje, ze pre konzistentny
uciaci algoritmus na koneénom priestore H, dolna hranica pre zlozitost vzorky my,(H, 6, ¢€) je moH, d,¢€) =
[LinlHl,

Zlozitost vzorky poskytuje prepojenie medzi ¢asom behu Ry (m,n) uéiaceho algoritmu (tj. pocet op-

erdcii potrebnych produkovat svoj vystup na vzorke dfiky m, ak priklady su dfiky n) a jeho ¢asom behu
ako PAC uciaceho algoritmu (tj. poéet operdcii potrebnych na vytvorenie vystupu, ktory je PAC s danymi
parametrami). Pretoze vzorka dizky mo(Hp, 0,€) postatuje pre vlastnost pac, pocet vyzadovanych op-
erdcii je najviac Ry, (mo(Hy,d,€),n). V pripade konzistentného algoritmu toto poskytuje odpoved na
otazku polozenu vyssie.

Veta 3 Predpokladajme, Ze L je konzistenty uciaci algoritmus pre hypotézovy priestor H = |J H,. Ak

e Ry (m,n) je polyném vm an,

e In|H,| je polyndm v n,
potom pre dané hodnoty parametrov pre presnost € a pre déveru & éas behu, pocas ktorého L bude
produkovat pravdepodobnostne aprizomavani sprdvnu hypotézu je polynomidlny v n.
Dokaz: Pretoze L je konzistentny, hornd hranica pre zlozitost vzorky algoritmu L na H, je

1, |Hn|
Zlpnl
[—in—=]
| Hn|

Teda je nutné potvrdit, ze ked podmienky platia, tak vyraz RL([% In =*1,n) sa da upravit na polyném
vzhlfadom na n. O

Tento vysledok vrha svetlo na ti¢innost uciacich algoritmov prediskutovanych skor. Napriklad, priestor
monoclenov ma mohutnost |M,| = 3" a tak In | M,,| = nln 3. Standartny uciaci algoritmus pre monocleny
je konzistentny a md ¢as behu O(mn). Z toho vyplyva, ze algoritmus PAC uéi M, v polynomidlnom
¢ase vzhladom na n - §pecificky, ¢as behu je O(mn*) a teda vieme, ze |D,, | je najviac 220" 7 toho
vyplyva, ze In |D,, x| je ohrani¢eny konstantnym nasobkom n* a teda implikuje, ze algoritmus PAC uéf
Dy v case O(n?F).

Predchédzajuca veta nam v§ak neumoznuje nacrtnut ziadny zdver o icinnosti véeobecnejsich uéiacich
algoritmov. Napriklad, algoritmus pre ucenie oc¢islovanim, vyzaduje zakazdym m oznacenych prikladov
v tréningovej vzorke na kontrolu (porovnanie) s hypotézami v H,. Teda je to konzistentny algorit-
mus, ktorého ¢as behu Ry (m,n) je O(m|H,|). V tomto pripade prvd podmienka predchadzajicej vety
vyzaduje, ze |H,| samotné (skér nez jeho logaritmus) rastie polynomidlne. Toto je velmi obmedzujica
podmienka, pretoze aj celkom ohrani¢ené hypotézové priestory ako M, a D, ; maji kardinalitu, ktord
rastie exponencidlne.

V désledku toho, hoci algoritmus ocislovanim méze byt pouzity pre lubovoIny koneény priestor,
existuje mnoho pripadov kde minuld veta nemoze byt aplikovand k tomu, aby ukéazala, ze alg. bude
produkovat pravdepodobnostne aproximované korektné hypotézy v polynomidlnom case.

Aplikujme vetu na uciaci algoritmus pre DL(K,), pre ktory ¢as behu je O(m?|K,|). Prvd podmienka
vyzaduje, ze mohutnost zdkladného priestoru K, je polynomidlna funkcia v n. V skutoc¢nosti to je vietko,
¢o je potrebné, pretoze druhd podmienka vyplyva z toho automaticky; tj. In |[DL(K,)| je polyném v |K,|.
Aby sme to overili, odhadneme, ze In(N!) < NIn N, a tak méame

n |DL(K,)| < [Ka|(n [K,| + 1n3)

a zrejme toto je ohranic¢ené polynémom v n vzdy, ked je aj |K,| - napriklad K, = M, j.

2.3 Problém konzistencie tréningovej vzorky

Budeme $tudovat odraz teérie o NP-fazkych problémoch v tejto oblasti. Nech H = |J H,, je hypotézovy
priestor bool. funkcii odstupiiovany prikladmi velkosti n. Problém konzistencie pre H moze byt stanoveny
nasledovne:

H - KONZISTENCIA:



- Ingtancia: Tréningova vzorka s vyjadrend n-bitovymi oznac¢enymi vektormi.
- Otézka: Existuje hypotéza v H, konzistentnd s 57

Ukézeme, ze v niektorych netrividlnych pripadoch je tento problém NP-tazky. Na to, aby sme vyjadrili
prakticky dosah tohto vysledku, potrebujeme urobit niekolko vieobecnych komentarov.

Prvy komentar, ak uvazujeme len tie instancie problému, v ktorych dizka vzorky § je ohrani¢end ne-
jakym fixnym polynémom v n, potom mame ohraniceny tvar problému konzistencie. St také ohrani¢ené
tvary, ktoré budeme sledovat v tejto prednaske a uvidime, ze niektoré z tychto problémov si NP-fazké.
Upozorniujeme, ze ak ohraniceny tvar H-kozistencie je NP-tfazky, potom aj H-kozistencia samotnd je
NP-tazka.

Dalsi komentér, v praxi si skor prajeme najst konzistentni hypotézu, nez len vediet o tom, ¢ existuje.
Inak povedané, mame riesit problém ”hladania” skér nez problém ”existencie”. Ale tieto problémy st
v priamom vzfahu. Predpokladajme, ako vy§sie, ze uvazujeme len tie s s dizkou ohrani¢enou nejakym
polynémom. Potom, ak mozme najst konzistentnu hypotézu v polynomidlnom case v n, tak mozeme
odpovedat na existen¢nd otazku pomocou nasledujicej procediry:

Spustit hladaci algoritmus na ¢as (polynomidlny v n), v ktorom je zarutené najdenie hypotézy, ak
existuje. Potom skontrolovat vystupni hypotézu explicitne s prikladmi zo vzorky §, ¢o nam povie, Ci
je konzistentnd alebo nie. Tato kontrola moze byt tiez urobend v polynomialnom c¢ase v n. Teda, ak
ukdzeme, 7e ohraniceny tvar existen¢ného problému je NP-tazky, to znamend, Ze neex. polynomidlny
algoritmus pre odpovedajuici vyhfadavaci problém (pokial neplati P=NP).

2.4 Vysledok o zlozitosti

Pitt a Valiant (1988) boli prvi, ktor{ ukdzali priklad hypotézového priestoru H, pre ktory ohraniceny
tvar problému konzistencie je NP-tfazky. Nasleduje o nieco zjednoduseny popis ich metédy. Nech C), je
priestor klauzul - mnozina bool. fukcii n premennych, ktoré mézu byt reprezentované v tvare klauzul; tj.
formuly tvaru us V U3 V ug ¢o st disjunkcie literdlov. Nech C* je priestor bool. funkcii, ktoré mozu byt
reprezentované ako konjukcie k klauzil. Mézme si predstavit C,, ako hypotézovy priestor stroja dudlneho
k stroju pre monoécleny a C* ako hypotézovy priestor stroja vytvoreného spojenim k C,, —strojov paralelne
a prechodom ich vystupov cez AND jednotku s n vstupmi.

yl —"*O Cn

yg—PO Con | —® .—Fon

y?’ _.'O Cn

Ukédzeme, 7e pre pevné k > 3, problém konzistencie pre C* = |J CF je NP-fazky. Teda nie je pravda,
7e ex. polynomidlny uéiaci algoritmus pre C¥, ktory produkuje konzistentni hypotézu. Dékaz spociva
v prevedeni problému farbenia grafu na tento problém s n vrcholmi pomocou & farieb, ¢o je NP-tiplny
problém pre k > 3 (Gray, Johnson 1979).

Problém farbenia: G = (V, E), k-farbenie je funkcia x : V — {1,2,...,k} s vlast. (v;,v;) € E potom
x(v;) # x(vj). Predp., ze mdme G = (V,E),V = {1,2,...k}. Skonitruujeme tréningovi vzorku s(G)
nasledovne: Pre kazdy vrchol i € V uréime zadporny priklad vektor v;, ktory méa 1 v pozicii ¢-tej siradnice
a 0 inde. Pre kazdud hranu (i, j) € E vezmeme ako pozitivny priklad vektor v; + v;.

Priklad:
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Tvrdenie: Existuje funkcia h € CF, ktord je konzistentnd so vzorkou s(G) <= graf G je k-
zafarbitefny.
Dokaz:

=
Predpokladajme, ze h € C* a je konzistentnd s tréningovou vzorkou. Podla definicie h je konjunkcia
h =hy ANha A ... hy klauzil. Pre kazdy vrchol i € V, h(v;) = 0 a teda musi ex. aspori 1 klauzula hy, pre
ktord hy(v;) = 0. Funkcia x : V — {1,2,...k} takd, ze:

x(@) = min{f | hg(vi) =0}

Zostava ukdzat, ze x je farbenie grafu G; inak povedané, ak i a j st dva vrcholy, pre ktoré x(i) = x(4),
potom (i,j) ¢ E. Predp., ze x(i) = x(j) = f a teda hy(v;) = hy(v;) = 0. Pretoze hy je klauzula,
kazdy literdl, ktory sa v nej vyskytuje musi byt 0 na v; a na v;. Teraz v; ma 1 len v i-tej pozicii a tak
hy(v;) = 0 implikuje, ze len jeden negovany literdl, ktory sa moéze vyskytndt v hy je w;. Pretoze to isté
plati pre wj, dostdvame, ze hy obsahuje len niektoré literdly u., pre ktoré z # i, j. Teda hy(v;+v;) =0a
h(v; +v;) = 0. Ak by (i, j) bola hranou v G, potom by platilo h(v; +v;) = 1, pretoze sme predpokladali,
ze h je konzistentnd s s(G). Teda (i,5) nie je hranou v G a x je farbenie.
=
Predpokladajme, ze je dané farbenie x : V' — {1,2,...,k}. Pre 1 < f < k definujme h; ako klauzulu

(Vtiy (i) 21)

a definujme h = hy A ha A ... A hy. Tvrdime, Ze h je konzistentna s s(G).

Najprv, predpokladajme, ze pre vrchol i x(i) = g. Klauzula h, je definovanad tak, ze obsahuje len tie
(nie negované) literdly, ktoré zodpovedaju vrcholom nezafarbenym farbou g, a teda u; sa nenachadza v
hgy. Teda hy(v;) =0 a h(v;) = 0.

Dalej, nech ij je hrana v G. Pre kazdi farbu f aspon jedno v; alebo v; nemd farbu f; oznéme vhodny
vyber i(f). Potom h; obsahuje literal u; s, ktory je 1 na v; + vj. Teda klauzula hy je 1 na v; +v; a
h(v; +v;) = 1, ako sme pozadovali. O

Priklad:
1 2 =1
\ ma 3-farbenia y X(2)=2
A ; K33
w(4)=2

Teda je funkcia h v C3 je konzistentna s odpovedajicou tréningovou vzorkou

h:hl/\hg/\hg,:<(UQ\/U3\/U4)/\(U1 \/U3)/\(U1\/U2\/U4)>
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Tento graf nemoze byt zafarbeny 2 farbami a teda moézme povedat, 7e neex. C3, ktora je konzistentna s
trén. vzorkou.

Predchédzajiice tvrdenie vyjadruje stivislost medzi k-farbenim grafov a problémom C* -konzistencie.
Ak zvolime kladné celé ¢islo k pevne, potom moézeme tieto 2 problémy vyjadrit formalnejsie:

k-FARBENIE GRAFU
Je dany graf G s n vrcholmi. Existuje k - farbenie grafu G?

C* - KONZISTENCIA
Je dand tréningovd vzorka 3 s oznatenymi n-bitovymi vektormi. Existuje funkcia v C¥, ktora je
konzistentna s 7

Dékaz, ze C* - konzistencia je NP-fazky problém je pozorovatelny podla obr.

5 G Kongtrukcia » w
Bt — g o s s(C)

I&t.

YES/NO

Najprv k danej instancii G’ skongtruujeme (v polynomidlnom ¢ase) instanciu s(G) pre C* konzistenciu.
Poznamenajme, 7e pocet hran v grafe s n vrcholmi je najviac n(n — 1)/2, a tak pocet prikladov v
s(@) je najviac n + n(n — 1)/2, ¢o je O(n?). Teraz predpokladajme, 7e existuje algoritmus (mozeme
si mysliet, ze je to ordkulum), ktory moéze davat odpovede na otdzky C* konzistencie. Ak ordkulum
operuje v polynomidlnom ¢ase vzhladom na n, potom by mohlo odpovedat na pévodni otdzku tiez v
polynomidlnom éase. Avsak povodny problém je NP-tazky. Teda uz ohranic¢eny tvar C* - konzistencie,
v ktorom je m ~ O(n?) je NP-fazky. Predchddzajici dokaz o tom, ze C* problém konzistencie je NP-
tazky, plati len pre k > 3, pretoze problém k-farbenia grafu je NP-tazky len pre k > 3. Ked k = 1, mame
CT = C, aex. polynomidlny algoritmus pre C,, dudlny k zndmemu algoritmu pre monocleny. Ked k = 2,
mozme ukdzat inymi metédami, ze problém konzistencie je NP-tazky.

2.5 Dalsie poznadmky

Prediskutovali sme uciace algoritmy pre odstupniované priestory H = |J H,, kde hypotézovy priestor
a konceptovy priestor koinciduji. Je fahké definovat uciaci algoritmus pre odstupifiovany konceptovy
priestor | J C,, pomocou (mozno réznych) stupnového hypotézového priestoru H = | J H,; taky algoritmus
vezme vstupné vzorky pre hypotézy v C = |J C,, a vystupné hypotézy v H = |J H,, s vlastnostou, ze ak
S je tréningova vzorka pre hypotézu v C),, potom L(3) € H,. Hausler, Littlestone a Warmuth (1988)
zaviedli pojem é¢innd predikcia postupne §tudovany Pittom a Warmuthom (1988,1990) a Hausslerom
(1988). Zhruba povedané, odstupniovany konceptovy priestor C = |J C,, je ucinne predikovatelny, ak
existuje nejaky stupnovy hypotézovy priestor H = |J H,, taky, ze existuje PAC uciaci algoritmus pre
(UCn,UH,) v polynomidlnom ¢ase n. (Aby sme boli presnejsi, od H pozadujeme malo - ”polyno-
midlne vyhodnotitelni” reprezentdciu. Inak, povedané, ak uéiaci algoritmus je prezentovany tréningovou
vzorkou pre ciel v C,, potom vystupom L je reprezenticia w hypotézy h, € H, takd, ze mozno uréit
v polynomidlnom ¢ase ¢i je dany priklad pozitivny pre h,. (Nebudeme o tom dalej hovorit, budeme v
dalsom predpokladat, ze vSetky reprezentacie maji tiito vlastnost.
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2.6 U'lohy:

1.

Preco je obytajne vhodné uvazovat velkost vstupu v tvare lg n namiesto n, ked uvazujeme o otdzkach
efektivnosti?

. Nasledujici algoritmus je rychlym algoritmom pre vypoéet m-tej mocniny daného éisla u. (vystupom

je findlna hodnota ulozend v bot.)

bot:=1; top:=u; q:=m;

while g>0 do

begin
if q mod 2 =1 then bot:=top*bot;
top:=sqr(top);
q:=q div 2;

end;

Ukazte, ze efektivnost algoritmu je O(s), kde s je miera vefkosti m ako bolo povedané v pred-
chadzajicom priklade.

. Navrhnite algoritmus, ktory rozhodne, ¢i dany n-bitovy retazec je palindrom a odhadnite jeho

efektivnost vzhfadom na velkost vstupu n.

. Nech G = (V, E) je graf s mnozinou vrcholov V = {1,2,3,4,5} a mnozinou hran

E = {12,13,15,23,25,34,35}. Vytvorte odpovedajicu tréningovi vzorku s(G) podla postupu v
dokaze. Najdite najmensiu moznii hodnotu k, pre ktori je funkcia h € C¥ konzistentnd s s(G) a
danu formulu vyjadrite explicitne.

. Nech C,, = C}., ¢o je priestor booleovskych funkcif na {0, 1}", ktory moze byt reprezentovany jednou

klauzulou. Sformulujte konzistentny uciaci algoritmus pre C), ktory je ”dudlny” k standardnému
algoritmu pre monocleny a vyhodnodtte tvrdenie, ze jeho ¢as behu je polynomidlny v m a n.

. Nasledujici problém je zndmy ako NP-tuplny (Lovéasz, 1973).

SET SPLITTING

Instancia: Dvojica (U, S), kde U je kone¢énd mnozina a S je zbierka mnozin so zjednotenim U.
Otéazka: Existuju Uy, Us C také, ze U = U U, a také, ze ziadna mnozina v S nelezi celd v Uy alebo
Uy?

Redukujte SET SPLITTING na C?-CONSISTENCY a uvazujte o tom, ¢i problem pre C? je NP-
tazky (Pitt a Valiant, 1988).
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