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Kapitola 1Konzistentn�e algoritmy anau�
itel'nost'1.1 Poten
i�alna nau�
itel'nost'U�
enie v zmysle PAC je vlastnost' algoritmu. Ak je algoritmus dan�y, mô�zeme sa pok�u�sat' dok�azat', �ze jePAC, ale mô�zeme tie�z uva�zovat' vo v�seobe
nej�sej rovine.V tejto �
asti budeme popisovat' vlastnost' hypot�ezov�eho priestoru H, ktor�a zaru�
��, �ze konzistentn�yalgoritmus pre u�
enie H podl'a H je PAC a uk�a�zeme, �ze mnoho priestorov m�a t�uto vlastnost'.De�n��
ia 1.1.1 Ne
h H je hypot�ezov�y priestor funk
i�� de�novan�y
h na pr��kladovom priestore X. U�
ia
ialgoritmus L pre H je konzistentn�y, ak pre l'ubovol'n�u tr�enuj�u
u vzorku s a 
iel'ov�y kon
ept t 2 H,v�ystupn�a hypot�eza h = L(s) 2 H s�uhlas�� s t na pr��klado
h v s, t. j. h(xi) = t(xi) (1 � i � m).Pre dan�e s 2 S(m; t) je obvykl�e ozna�
enie H [s℄ = fh 2 H j h(xi) = t(xi); 1 � i � mg; H [s℄ je mno�zinav�setk�y
h hypot�ez konzistentn�y
h s s.Teda L je konzistentn�y vtedy a len vtedy, ked' L(s) 2 H [s℄ pre v�setky tr�enuj�u
e vzorky s.Z toho vypl�yva, �ze zabezpe�
it', aby konzistentn�y u�
ia
i algoritmus bol PAC, posta�
�� zadat' podmienkyna mno�ziny H [s℄.Ako predt�ym predpokladajme, �ze je dan�e pravdepodobnostn�e rozlo�zenie � na X. Na moment za�xujme
iel'ov�y kon
ept t 2 H .K dan�emu � 2 (0; 1) polo�z��me B� = fh 2 H j er�(h) � �g �
o mô�ze byt' pop��san�e ako mno�zina �-zl�y
hhypot�ez pre t. Konzistentn�y algoritmus preH d�ava v�ystup, ktor�y je vH [s℄ a PAC vlastnost' vy�zaduje, abytak�y v�ystup, ktor�y je nepravdepodobn�y, bol �-zl�y; inak povedan�e, zdôrazn��me, �ze je nepravdepodobn�e,�ze zl�a hypot�eza je korektn�a na vzorke. Toto vedie k nasleduj�u
ej de�n��
ii:De�n��
ia 1.1.2 Hovor��me, �ze hypot�ezov�y priestor H je poten
i�alne nau�
itel'n�y, ak k dan�ym re�alnym�
��slam Æ; �; 0 < Æ; � < 1 existuje kladn�e 
el�e �
��slo m0 = m0(Æ; �) tak�e, �ze pre v�setky m � m0, plat���mfs 2 S(m; t)j H [s℄ \ B� = ;g > 1� Æpre l'ubovol'n�e pravdepodobnostn�e rozlo�zenie � na X a l'ub. t 2 H.Veta 1 Ak H je poten
i�alne nau�
itel'n�y a L je konzistentn�y u�
ia
i algoritmus pre H, potom L je PAC.Dôkaz: L je konzistentn�y, teda L(s) 2 H [s℄.H [s℄ = fh 2 H j h(xi) = t(xi); 1 � i � mgB� = fh 2 H j err�(h) � �gL(s) 2 H [s℄ a z�arove�n H(s) \ B� = ;, teda 
hyba L(s) je men�sia ako �.8Æ 8� 9m0 8m>m0 8� 8t2H �mfs 2 S(m; t)j H [s℄ \ B� = ;g > 1� Æ8Æ 8� 9m0 8m>m0 8� 8t2H �mfs 2 S(m; t)j err�(L(s)) < �g > 1� Æerr�(L(s)) = �fx 2 X j t(x) 6= L(s)gtu 1



1.2 Kone�
n�y pr��padDe�n��
ia poten
i�alnej nau�
itel'nosti je 
elkom zlo�zit�a a mô�ze byt' dok�azan�e, �ze via
-menej je to popis PACu�
enia. Na�sou �ulohou je teraz potvrdit' de�n��
iu t�ym, �ze uk�a�zeme jej v�yznamn�e aplik�a
ie.Veta 2 L'ubovol'n�y kone�
n�y hypot�ezov�y priestor H je poten
i�alne nau�
itel'n�y.Dôkaz: Predpokladajme, �ze H je kone�
n�y hypot�ezov�y priestor a Æ; �; t a � s�u dan�e. Dok�a�zeme, �zepravdepodobnost' udalosti H [s℄ \ B� 6= ; (komplement udalosti v de�n��
ii) mô�ze byt' zvolen�a men�sia ne�zÆ vybrat��m dostato�
ne vel'kej d�l�zky vzorky s.Preto�ze B� je de�novan�a tak, �ze obsahuje �-zl�e hypot�ezy, z toho vypl�yva, �ze pre l'ub. h 2 B� = fh 2H j �fx 2 X;h(x) 6= t(x)g � �g plat���fx 2 X j h(x) = t(x)g = 1� err�(h) � 1� �Teda pre 
el�u vzorku d�l�zky m m�ame�mfsj h(xi) = t(xi); 1 � i � mg � (1� �)mToto je pravdepodobnost', �ze hypot�eza h je �-zl�a pre 
el�u vzorku, a teda je to pravdepodobnost', �ze nejak�a�-zl�a hypot�eza je v H [s℄.Pravdepodobnost', �ze nejak�a �-zl�a hypot�eza je v H [s℄, je vyjadritel'n�a�mfsj H [s℄ \ B� 6= ;ga je preto men�sia ne�z jH j � (1 � �)m. Toto bude menej ako Æ za predpokladu, �ze polo�z��me m � m0 =h 1� � ln jHjÆ i, preto�ze v tomto pr��padejH j � (1� �)m � jH j � (1� �)m0 < jH j � exp(�� �m0) � jH j � eln ÆjHj = jH j � ÆjH j = ÆDok�azali sme, �ze pre l'ub. Æ; �; t; � existuje m08m�m08t �mfs 2 S(m; t)j H [s℄ \ B� 6= ;g < ÆAk vezmeme komplement�arnu udalost', dostaneme spr�avny z�aver. tuJe zrejm�e, �ze toto je pou�zitel'n�a veta. Pokr�yva v�setky bool. pr��pady, kde pr��kladov�y priestor je f0; 1gn(alebo podmno�zina) s pevn�ym n. V l'ubovol'nej takej situ�a
ii konzistentn�y algoritmus je automati
ky PAC.Napr��klad algoritmus pre u�
enie mono�
lenov a disjunk
i�� mal�y
h mono�
lenov prezentovan�y
h vy�s�sie s�uPAC. Dôkaz n�am d'alej hovor��, kol'ko pr��kladov posta�
�� na dosiahnutie predp��san�y
h �urovn�� dôvery apresnosti.Pre algoritmus mono�
lenov vieme, �ze vel'kost' jMnj hypot�ezov�eho priestoru je 3n. Pretom0 = h1� ln jMnjÆ i = h1��n � ln 3 + ln 1Æ�ije posta�
uj�u
i po�
et pr��kladov na zabezpe�
enie, �ze pre pravdepodobnost' v�a�
�siu ne�z 1�Æ v�ystup algoritmum�a 
hybu men�siu ne�z �.Navy�se pre l'ub. kone�
n�y hypot�ezov�y priestor existuje konzistentn�y u�
ia
i algoritmus: met�oda u�
eniahypot�ezy o�
��slovan��m, ktor�u sme pop��sali. Teda bezprostredn�ym dôsledkom vety je, �ze k l'ub. kone�
n�emuhypot�ezov�emu priestoru H existuje u�
ia
i algoritmus, ktor�y je PAC.V tomto bode by sa mal �
itatel' zadivit', pre�
o je to tak. Vytvorili sme komplikovan�u podmienku,aby sme dok�azali, �ze je v�zdy splnen�a v kone�
nom pr��pade, ktor�y je najdôle�zitej�s�� v praxi. Ale prakti
k�epredpoklady zav�adzaj�u dodato�
n�e ohrani�
enie, �ze po�
et pr��kladov by mal byt' "ovl�adatel'n�y" a teda nie jeto pr��pad s met�odou u�
enia o�
��slovan��m. Predpokladajme, napr��klad, �ze hypot�ezov�y priestor je mno�zinaBn v�setk�y
h booleovsk�y
h funk
i�� n premenn�y
h. Potom hrani
a pre vzorku je m0 = h 2n� ln 2Æ i. U�z priaplik8
ii, kde n je okolo 50, dost�avame n0 vel'mi vel'k�e. V tak�y
hto pr��pado
h Veta 2 m�a mal�e prakti
k�evyu�zitie. T�ymto prbl�emom sa budeme yaoberat'℄ neskôr.2



1.3 Rozhodova
ie zoznamyJeden spôsob popisovania zlo�zit�y
h kon
eptov je i
h vytv�aranie z men�s��
h jednotiek. Vid' vytv�aranieDn;k.V tejto sek
ii pop���seme in�u met�odu kon�struk
ie, ktor�a mô�ze byt' aplikovan�a na l'ub. dan�u mno�zinuvytv�araj�u
i
h blokov.De�n��
ia 1.3.1 Ne
h K je l'ubovol'n�a mno�zina bool. funk
i�� na f0; 1gn, n je pevn�e. Booleovsk�a funk
iaf s t�ym ist�ym oborom ako K sa naz�yva rozhodova
��m zoznamom (podl'a Rivesta) zalo�zen�ym na K,ak mô�ze byt' vyhodnoten�a nasledovne:Ne
h je dan�y pr��klad y. Najprv vyhodnot��me f1(y) pre nejak�e pevn�e f1 2 K.Ak f1(y) = 1, prirad��me do f(y) pevn�u hodnotu 
1:Ak f1(y) 6= 1, vyhodnot��me f2(y) pre nejak�e pevn�e f2 2 K:Ak f2(y) = 1, prirad��me do f(y) pevn�u hodnotu 
2,inak vyhodnot��me f3(y), atd'.
y
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x x x
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Obr�azok 1.1: Vyhodnotenie funk
ie pomo
ou rozhodova
ieho zoznamuV inom z�apiseif f_{1}(y)=1 then set f(y)=
_{1}else if f_{2}(y)=1 then set f(y)=
_{2}...else if f_{r}(y)=1 then set f(y)=
_{r}else set f(y)=0$Form�alnej�sie mô�zeme de�novat':De�n��
ia 1.3.2 DL(K) je priestor rozhodova
��
h zoznamov na mno�zine K - je to mno�zina kone�
-n�y
h postupnost�� f = (f1; 
1); (f2; 
2); : : : ; (fr; 
r) tak�y
h, �ze fi 2 K, 
i 2 f0; 1g; (1 � i � r). Hodnoty fs�u de�novan�e f(y) = � 
j ; ak j = minfij fi(y) = 1g existuje0; inakBez �ujmy na v�seobe
nosti, ked' budeme vy�zadovat', aby v�setky termy v rozhodova
om zozname bolirôzne, preto�ze opakovanie danej funk
ie g 2 K mô�ze byt' odstr�anen�e bez �u�
inku na vyhodnotenie. Tedad�l�zka rozhodova
ieho stromu zalo�zen�eho na kone�
nej mno�zine K je najvia
 jKj a jDL(K)j je ohrani�
en�afunk
iou vel'kosti jKj.Pr��klad 1 Predpokladajme, �ze K = M3;2 je priestor mono�
lenov d�l�zky najvia
 2 z 3 premenn�y
h.Rozhodova
�� zoznam (hu2i; 1); (hu1u3i; 0); (hu1i; 1)3



mô�ze byt' spra
ov�avan�y nasleduj�u
im spôsobom na pr��kladovom priestore f0; 1g3.Najprv s�u vybran�e tie pr��klady, pre ktor�e hu2i d�ava hodnotu 1. S�u to 010, 011, 110, 111.d'alej zostan�u len tie, ktor�e pre u1u3 daj�u 0. S�u to len 100.d'alej tie, ktor�e pre hu1i d�avaj�u hodnotu 1. S�u to 000, 001.Zost�ava jedin�y pr��klad 101, ktor�emu je priraden�a hodnota 0.Je dôle�zit�e poznamenat', �ze disjunk
ia 2 funk
i�� v K je �spe
i�alny pr��pad rozhodova
ieho zoznamuzalo�zen�eho na K. Expli
itne f _ g je reprezentovan�a rozhodova
��m zoznamom (f; 1); (g; 1).To znamen�a, �ze rozhodova
�� zoznam je zov�seobe
nenie disjunk
ie. Napr��klad, priestor Dn;k je obsi-ahnut�y v DL(Mn;k); v skuto�
nosti je vlastnou podmno�zinou. In�y dôsledok je, �ze pre dan�e n, l'ubovol'n�abool. funk
ia n premenn�y
h je v nejakom DL(Mn;k) pre k dostato�
ne vel'k�e. (Bezprostredne, toto jepravda pre k = n podl'a existen
ie disjunktnej norm�alnej formy.) �Dal�sie detaily v 
vi�
en�� na kon
i odseku.1.4 Konzistentn�y algoritmus pre rozhodova
ie zoznamyPop���seme u�
ia
i algoritmus pre DL(K), ktor�y pra
uje, ked' K je l'ub. kone�
n�a mno�zina. Algoritmus jekonzistentn�y, ale nie je bezpam�at'ov�y on-line algoritmus. Samozrejme, u�
ia
i algoritmus o�
��slovan��m m�apodobn�e vlastnosti a teda zost�ava zistit', �
i tento algoritmus je podstatn�ym vylep�sen��m. Tento bod budeprediskutovan�y neskôr.Algoritmus mô�ze byt' pop��san�y nasledovne.Ne
h s je tr�enuj�u
a vzorka pr��kladov ozna�
en�y
h (xi; bi); 1 � i � m. V ka�zdom kroku kon�struk
iepo�zadovan�eho rozhodova
ieho zoznamu niektor�e pr��klady bud�u vymazan�e, in�e zostan�u. Pro
ed�ura pre-behne 
ez K hl'adaj�u
 funk
iu g 2 K a bit 
 tak�y, �ze pre v�setky zost�avaj�u
e pr��klady xi, v�zdy ked'g(xi) = 1, tak bi je kon�stantn�a booleovsk�a hodnota 
. Dvoji
a (g; 
) je potom vybrat�a ako d'al�s�� termpostupnosti de�nuj�u
ej rozhoduj�u
i zoznam, a v�setky pr��klady spaj�u
e g s�u vymazan�e. Pro
ed�ura jeopakovan�a, pok�ym v�setky pr��klady v s neboli vymazan�e.Ne
h fg1; g2; : : : gpg je o�
��slovanie K.Algoritmus:set I= {1,2, ..., m };j:=1;repeatif forall i in I, g[j℄(x[i℄)=1 implikuje b[i℄=
then begin sele
t (g[j℄,
);delete from I all i for whi
h g[j℄(x[i℄)=1;j:=1;endelse j:=j+1;until I is empty set;Pr��klad 2 K = M5;2 a predpokladajme, �ze K je zaevidovan�e v "slovn��kovom porad��" zalo�zenom nausporiadan�� u1 u2 u3 u4 u5 u1 u2 u3 u4 u5 ako liter�alov.Prv�y
h niekol'ko funk
i�� v slovn��ku je: mono�
leny ident. 1hi hu1i hu1u2i hu1u3i hu1u4iPredpokladajme, �ze tr�enova
ia vzorka je:x1 = 10000 b1 = 0x2 = 01110 b2 = 0x3 = 11000 b3 = 0x4 = 10101 b4 = 1x5 = 01100 b5 = 1x6 = 10111 b6 = 1Na za�
iatku vyberieme prv�u polo�zku zo slovn��ka, ktor�a spl�nuje po�ziadavky podmienky.hi vyl�u�
imehu1i vyl�u�
ime x1 a x4 maj�u b1 6= b4hu1u2i je splnen�e len pre x3 a b3 = 0, teda vyberieme ako prv�y term (hu1u2i; 0) do rozhodova
ieho zoznamu4



a vyma�zeme x3.d'al�sie kroky:hu1u3i je splnen�e pre x4 a x6 a b4 = b6 = 1, teda vyberieme (hu1u3i; 1); vyma�zeme x4 a x6hu1i je splnen�e pre x1, b1 = 0, vyberieme (hu1i; 0)(hu1u4i; 0) vyma�ze x2(hi; 1) vyma�ze x5Vytvoren�y rozhodova
�� zoznam je:(hu1u2i; 0); (hu1u3i; 1); (hu1i; 0); (hu1u4i; 0); (hi; 1)Treba poznamenat', �ze rôzne usporiadania M5;2 d�avaj�u rôzne odpovede.Zd�a sa n�am, �ze tu pôsob�� nejak�y z�ahadn�y faktor (v pr��klade), preto�ze nie je bezprostredne zrejm�e,pre�
o hl'adanie g a 
 je v�zdy �uspe�sn�e. Aby sme dok�azali, �ze algoritmus pra
uje spr�avne, je nutn�e uk�azat',�ze v�zdy ked' je dan�a tr�enuj�u
a vzorka s pre 
iel'ov�y kon
ept v DL(K), potom v�zdy bude nejak�a dvoji
a(g; 
), ktor�a m�a po�zadovan�e vlastnosti.O tr�enuj�u
ej vzorke danej vy�s�sie nebolo na za�
iatku zn�ame, �
i je kompatibiln�a s kon
eptom vDL(M5;2),napriek tomu �uspe�sn�e dokon�
enie algoritmu ukazuje, �ze je v skuto�
nosti v tomto tvare.Tvrdenie 1 Predpokladajme, �ze K je hypot�ezov�y priestor obsahuj�u
i identi
ky 1-kov�u funk
iu. Ne
h tje funk
ia v DL(K) a ne
h S je kone�
n�a mno�zina pr��kladov. Potom existuje g 2 K a 
 2 f0; 1g tak�e, �ze:1. mno�zina Sg = fx 2 Sj g(x) = 1g je nepr�azdna;2. pre v�setky x 2 Sg; t(x) = 
.Dôkaz: Je dan�e t 2 DL(K) tak�e, �ze jeho reprezent�a
ia pomo
ou rozhodova
ieho zoznamu je:t = (f1; 
1); (f2; 
2); : : : ; (fr; 
r)Ak fi(x) = 0 pre v�setky x 2 S a v�setky i 2 f1; 2; : : : ; rg, potom v�setky pr��klady v S s�u negat��vne pr��kladypre t. V tomto pr��pade vezmeme g tak�e, �ze je identi
ky 1-kov�a funk
ia pre 
 = 0.Na druhej strane, ak je nejak�e i tak�e, �ze mno�zina fxi1 ; xi2 ; : : :g, x 2 S, pre ktor�e fi(xij ) = 1 nie jepr�azdna, potom ne
h q bude najmen�s��m tak�ym indexom, t.j. q = minfi1; i2; : : :g.Z de�n��
ie rozhodova
ieho zoznamu vypl�yva, �ze t(x) = 
q pre v�setky x tak�e, �ze fq(x) = 1. V tomtopr��pade mô�zeme vybrat' g = fq a 
 = 
q . tuZ tohto tvrdenia vypl�yva, �ze k l'ub. tr�enova
ej vzorke pre funk
iu v DL(K) existuje vhodn�y v�yberdvoji
e (g; 
) pre "prv�y term" rozhodova
ieho zoznamu. Aplik�a
iou tohto v�ysledku rekurz��vne vid��me, �zealgoritmus pop��san�y vy�s�sie bude v�zdy �uspe�sn�y.1.5 �Dal�sie pozn�amkyJe dôle�zit�e zaru�
it', �ze v�setky pravdepodobnosti, ktor�e sa vyskytuj�u v de�n��
ii tohto odseku, bud�u dobrede�novan�e. Nie s�u �ziadne probl�emy, ak pr��kladov�y priestor X je spo�
��tatel'n�y, ale pre re�alny X mus��mestanovit' nejak�e meratel'n�e teoreti
k�e obmedzenia. Pre l'ubovol'n�e dve hypot�ezy t; h 2 H potrebujemepriradit' pravdepodobnost' 
hybovej mno�ziny fxj h(X) 6= t(x)g. Toto sa d�a, ak 
hyby hypot�ezy s�umeratel'n�e funk
ie.Aby sme zaru�
ili, �ze pre v�setky m a pre v�setky t 2 H mno�zinafs 2 S(m; t)j H [s℄ \ B� 6= ;gm�a dobre de�novan�u pravdepodobnost' (vzhl'adom na �m), musia byt' zaveden�e niektor�e dodato�
n�eobmedzenia. Posta�
uje mat' H univerz�alne separovatel'n�y; �
itatel'a odk�a�zeme na Pollarda (1984)a Blumera et al. (1989).Poznamenajme, �ze najvia
 pou�z��van�e hypot�ezov�e priestory maj�u t�uto vlastnost' a ur�
ite s�u predisku-tovan�e v t�y
hto knih�a
h.Te�oria poten
i�alnej nau�
itel'nosti mô�ze byt' l'ahko roz�s��ren�a na algoritmy, ktor�e s�u "takmer konzis-tentn�e". Pre poten
i�alnu nau�
itel'nost' mus�� byt' z�aruka konzisten
ie na tr�enuj�u
ej vzorke dostato�
nejd�l�zky, �
o implikuje dobr�u aproxim�a
iu. 5



Podmienka vy�zadovan�a pre roz�s��ren�u de�n��
iu je nasleduj�u
a:Pre l'ubovol'n�u pevn�u kon�stantu � < 1 existuje kladn�e 
el�e �
��slom0(�; Æ; �) tak�e, �ze ak hypot�eza h nes�uhlas��s najvia
 � �� �
ast'ou tr�enuj�u
ej vzorky d�l�zky m0, potom s pravdepodobnost'ou aspo�n 1�Æ m�a h skuto�
n�u
hybu men�siu ako �.T�ato podmienka mô�ze byt' splnen�a pre l'ubovol'n�y kone�
n�y hypot�ezov�y priestor H ; dôkaz sa z��ska
elkom jednodu
ho pou�zit��m hran��
 Angluinovej a Valianta (1979) na ur�
it�e s�u�
ty bin�arny
h �
��sel.1.6 Cvi�
enia:1. Dok�a�zte, �ze priestor H = fr�j � 2 Rg l�u�
ov je poten
i�alne nau�
itel'n�y.2. Uk�a�zte, �ze pre hypot�ezov�y priestor Dn;k (n � k > 1) je posta�
uj�u
e vziat' hodnotu m0(Æ; �) =hk� � ln 2n+ 1� � ln 1Æ i v def. poten
i�alnej nau�
itel'nosti.3. Dok�a�zte, �ze pre v�setky n � k � 1, Dn;k � DL(Mn;k). Odvod'te, �ze l'ubovol'n�a bool. funk
ia mô�zebyt' reprezentovan�a rozhodova
��m zoznamom.4. Skon�struujte bool. funk
iu 3 premenn�y
h, ktor�a nie je D3;2, ale je v DL(M3;2).5. Skon�struujte bool. funk
iu 3 premenn�y
h, ktor�a nie je v priestore DL(M3;2).6. Dok�a�zte, �ze algoritmus pre DL je konzistentn�y.7. Dok�a�zte, �ze pre l'ubovol'n�u mno�zinuK booleovsk�y
h funk
i��, 3jKj � jKj! je horn�a hrani
a na jDL(K)j.8. Komplement bool. funk
ie h je bool. funk
ia h tak�a, �ze h(x) = 1, h(x) = 0. Dok�a�zte, �ze pre l'ub.mno�zinu K bool. funk
i�� obsahuj�u
u identi
k�u funk
iu 1, h 2 DL(K), h 2 DL(K).Toto znamen�a, �ze DL(K) je uzavret�a vzhl'adom na komplement.
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Kapitola 2Efekt��vne u�
enie I2.1 Pohl'ad na te�oriu zlo�zitostiPredmet V�ypo�
tov�a zlo�zitost' �studuje vzt'ahy medzi vel'kost'ou vstupu do algoritmu a �
asom, ktor�y algorit-mus spotrebuje, aby vypo�
��tal v�ystup pre vstup tejto vel'kosti teda zaober�a sa efekt��vnost'ou (�u�
innost'ou)algoritmov.Vel'kost' vstupu do algoritmu mô�ze byt' meran�a rôznymi spôsobmi.Ak sa zaoberame booleovsk�ymi funk
iami - po�
et bitov, ktor�e s�u na vstupe, ale ak uva�zujeme re�alne�
��sla, tak mô�zu vznikn�ut' probl�emy ?�Cas behu algoritmu je z�avisl�y od toho, ako r�y
hlo mô�ze byt' v�ypo�
et vykonan�y. Preto�ze toto budemerobit' nez�avisle od zariadenia, budeme po�
��tat' po�
et potrebn�y
h oper�a
i�� (obvykle pre najhor�s�� pr��pad!).Budeme sa zauj��mat' len o z�avislosti, preto budeme pou�z��vat' nasleduj�u
u de�n��
iu:Ne
h A je algoritmus, ktor�y ak
eptuje vstupy rôznej vel'kosti s. Hovor��me, �ze �
as behu A je O(f(s)),ak pre l'ubovol'n�y vstup vel'kosti s, po�
et oper�a
i�� po�zadovan�y
h na z��skanie v�ystupu algoritmuA je najvia
K � f(s), kde K je nejak�a kon�stanta, K > 0.2.1.1 Splnitel'nost' booleovskej formuly (satis�ability)In�stan
ia: Booleovsk�a formula � o n premenn�y
hOt�azka: Existuje pozit��vny pr��klad pre h�i?Probl�em je NP-�upln�y, ak 2 NP a ka�zd�y probl�em z NP je na�n redukovatel'n�y;Budeme aplikovat' idey te�orie v�ypo�
tovej zlo�zitosti:Predpokladajme, �ze � je probl�em, o ktor�y sa zauj��mame, �0 je probl�em o ktorom je zn�ame, �ze jeNP-�upln�y. Predpokladajme, �ze mô�zme demon�strovat' to, �ze ak existuje polynomi�alny algoritmus pre �,potom existuje aj pre �0. V tomto pr��pade n�a�s probl�em sa naz�yva NP-t'a�zk�y probl�em.V pr��pade, �ze plat�� P 6= NP , potom dôkaz, �ze M je NP-t'a�zk�y znamen�a, �ze pre�n neexistuje polynomi�alnyalgoritmus.2.1.2 �Cas behu u�
ia
i
h algoritmovV�a�
�sina u�
ia
i
h algoritmov prediskutovan�y
h v pred
h�adzaj�u
om texte sa zaober�a booleovsk�ymi kon-
eptami. V t�y
hto pr��pado
h pr��kladov�y priestor je f0; 1gn pre nejak�e pevn�e n a hypot�ezov�y priestor jemno�zina funk
i�� de�novan�y
h na pr��kladovom priestore. Pre ka�zd�y z t�y
hto algoritmov parameter n jel'ubovol'n�y v zmysle, �ze algoritmus je de�novan�y pre l'ubovol'n�e n a navy�se operuje v podstate t�ym ist�ymspôsobom pre ka�zd�u hodnotu n. Napr��klad, �standartn�y u�
ia
i algoritmus pre priestor Mn mono�
lenovje de�novan�y 
elkom v�seobe
ne, ho
i potrebujeme �spe
i�alny "stroj" na jeho implement�a
iu pre dan�uhodnotu n. Ch
eme kvanti�kovat' 
hovanie sa u�
ia
i
h algoritmov vzhl'adom na n, a je obvykle pou�z��vat'nasleduj�u
e de�n��
ie.De�n��
ia 2.1.1 Hovor��me, �ze zjednotenie hypot�ezov�y
h priestorov H = SHn je odstup�novan�e (graded)pr��kladmi vel'kosti n, ak Hn ozna�
uje hypot�ezov�y priestor de�novan�y na pr��klado
h z Xn.7



De�n��
ia 2.1.2 U�
ia
i algoritmus pre H = SHn je funk
ia L z mno�ziny tr�eningov�y
h pr��kladov prehypot�ezy v H do priestoru H tak�y, �ze ak s je tr�eningov�a vzorka pre h 2 Hn, tak z toho vypl�yva L(s)) 2 Hn.Teda L podporuje stup�novanie (grading) priestoru H.Uva�zujme u�
ia
i algoritmus L pre bool. hypot�ezov�y priestor H = SHn, odstup�novan�y vel'kost'oupr��kladov. Vstup do L je tr�eningov�a vzorka, ktor�a pozost�ava z m n-bitov�y
h vektorov spolu s m 1-bitov�ymi ozna�
eniami. Celkov�y po�
et bitov na vstupe je m(n + 1) a bolo by mo�zn�e pou�zit' toto jedin�e�
��slo ako mieru vel'kosti vstupu. Av�sak je v�yhodn�e sledovat' aj m aj n oddelene a pou�zijeme ozna�
enieRL(m;n) na ozna�
enie najhor�sieho �
asu behu L na tr�eningovej vzorke m n-bitov�y
h vektorov.Pr��klad 1: Ne
h L je u�
ia
i algoritmus pre mono�
leny pop��san�y vy�s�sie. Hypot�ezov�y priestor je zjed-notenie SMn. Hlavn�y krok algoritmu vy�zaduje kontrolu ka�zd�eho bitu u ka�zd�eho pozit��vneho pr��kladu amo�zno vymazanie niektor�y
h liter�alov. V najhor�som pr��pade, ka�zd�y pr��klad v tr�eningovej vzorke mô�zebyt' pozit��vny pr��klad, a tak by sme mali o�setrit' tento krok m-kr�at, ka�zd�y krok obsahuje kontrolu n bitov.In�e �
asti v�ypo�
tu vy�zaduj�u porovnatel'ne tol'ko oper�a
i��, tak�ze mô�zme hovorit', �ze �
as behu RL(m;n) je vtomto pr��pade O(m � n).Pr��klad 2: Vy�s�sie sme pop��sali u�
ia
i algoritmus pre priestor Dn;k disjunk
i�� mal�y
h mnoho�
lenov.Ako obvykle, pova�zujeme k za pevn�e a n za premenn�u. Ka�zd�y krok algoritmu obsahuje kontrolu, �
ijeden z m pr��kladov v tr�eningovej vzorke je pozit��vny alebo negat��vny a ak je negat��vny, vyhodnotenieniektor�y
h mono�
lenov v Mn;k. Na za�
iatku zoznam relevantn�y
h mono�
lenov m�a d�l�zku okolo (2n)k a vka�zdom stave mô�ze byt' niektor�y z ni
h vymazan�y. Preto�ze k je pevn�e, 2k je kon�stanta, a teda �
as behuje O(m � nk).Oba vy�s�sie prediskutovan�e algoritmy s�u bezpam�at'ov�e on-line algoritmy, a to znamen�a, �ze v�ypo�
et�
asu behu je vel'mi jednodu
h�y. V takom algoritme L vy�zaduje najvia
 SL(n) oper�a
i�� na spra
ovaniejedin�eho n-bitov�eho pr��kladu, potom jeho �
as behu je RL(m;n) � mSL(n). Pre algoritmy, ktor�e nie s�utohto typu, v�ypo�
et �
asu behu mô�ze byt' zlo�zitej�s��.Pr��klad 3: Analyzujme algoritmus na u�
enie v rozhodova
��
h zoznamo
h DL(Kn). Toto zrejme nieje bezpam�at'ov�y on-line algoritmus, preto�ze v ka�zdom kroku je nutn�e kontrolovat' v�setky zostavaj�u
epr��klady so zoznamom dvoj��
 (g,
), kde g 2 Kn a 
 2 f0; 1g. Ak je na za�
iatku m pr��kladov v tr�enuj�u
ejvzorke, bude tu 2jKnjm kontrôl v 1. kroku v najhor�som pr��pade. Aspo�n 1 pr��klad bude vymazan�y, tak�zed'al�s�� krok vy�zaduje 2jKnj(m� 1) kontrôl. Opakovan��m t�y
h ist�y
h argumentov dost�avame 
elkov�y po�
etkontrôl najvia
 2(m+m� 1 + : : :+ 3 + 2 + 1)jKnj = O(m2jKnj):Ak Kn je Mn;k, pre ktor�eho kardinalitu m�ame ohrani�
enie (2n)k, �
as behu je O(m2nk).2.2 Pr��stup k efekt��vnosti PAC u�
eniaV�seobe
n�y pr��stup k dokazovaniu vlastnosti PAC pre nejak�y u�
ia
i algoritmus bol uveden�y vy�s�sie. Vkontexte odstup�novan�eho hypot�ezov�eho priestoru H = SHn bool. funk
i�� mô�zme pop��sat' pro
ed�urus
h�emati
ky nasledovne: Hn kone�
n�y ) Hn poten
ion�alne nau�
itel'n�yHn poten
ion�alne nau�
itel'n�y ^ L je konzistentn�y pre Hn ) L PAC u�
�� HnS ohl'adom na �u�
innost' vznik�a prirodzen�a ot�azka: pre dan�e po�zadovan�e �urovne presnosti a dôvery,ktor�a (ak�a) podmienka zaru�
��, �ze �
as behu, v ktorom L PAC u�
�� Hn, je polynomi�alny v n?V tomto bode n�am pomô�ze zavedenie d'al�sej terminol�ogie na popis podobn�y
h pojmov. Predpok-ladajme, �ze s�u dan�e re�alne �
��sla 0 < Æ; � < 1 a ne
h L je u�
ia
i algoritmus pre kon
eptov�y priestor C ahypot�ezov�y priestor H . (Predpoklad C = H tu nie je po�zadovan�y.) Hovor��me, �ze zlo�zitost' vzorky preL na podmno�zine T � C je najmen�sia hodnota mL(T; Æ; �) tak�a, �ze pre v�setky 
iel'ov�e kon
epty t 2 T av�setky pravdepodobnostn�e rozlo�zenia ��mfs 2 S(m; t) j err(L(s)) < �g > 1� Æpre v�setky m � mL(T; Æ; �); inak povedan�e vzorka d�l�zky mL(T; Æ; �) posta�
uje k z�aruke, �ze v�ystupn�ahypot�eza je PAC pre dan�e �; Æ. V praxi sa skôr zaober�ame obvyklou dolnou hrani
ou m0 � mL, ne�z8



mL samotn�ym; teda m0(T; Æ; �) bude ozna�
ovat' l'ub. hodnotu posta�
uj�u
u k z�aruke, �ze PAC (ako bolouveden�e vy�s�sie) plat�� pre v�setky m � m0.�Upln�e zov�seobe
nenie de�n��
ie bude pou�zitel'n�e na pr��pady v d'al�s��
h kapitol�a
h, ale vo v�a�
�sine aplik�a
i��budeme uva�zovat' T 0 = C = H . Napr��klad, pou�zit��m tejto terminol�ogie veta ukazuje, �ze pre konzistentn�yu�
ia
i algoritmus na kone�
nom priestore H, doln�a hrani
a pre zlo�zitost' vzorky mL(H; Æ; �) je m0H; Æ; �) =d 1� ln jHjÆ e.Zlo�zitost' vzorky poskytuje prepojenie medzi �
asom behu RL(m;n) u�
ia
eho algoritmu (tj. po�
et op-er�a
i�� potrebn�y
h produkovat' svoj v�ystup na vzorke d�l�zky m, ak pr��klady s�u d�l�zky n) a jeho �
asom behuako PAC u�
ia
eho algoritmu (tj. po�
et oper�a
i�� potrebn�y
h na vytvorenie v�ystupu, ktor�y je PAC s dan�ymiparametrami). Preto�ze vzorka d�l�zky m0(Hn; Æ; �) posta�
uje pre vlastnost' pa
, po�
et vy�zadovan�y
h op-er�a
i�� je najvia
 RL(m0(Hn; Æ; �); n). V pr��pade konzistentn�eho algoritmu toto poskytuje odpoved' naot�azku polo�zen�u vy�s�sie.Veta 3 Predpokladajme, �ze L je konzistent�y u�
ia
i algoritmus pre hypot�ezov�y priestor H = SHn. Ak� RL(m;n) je polyn�om v m a n,� lnjHnj je polyn�om v n,potom pre dan�e hodnoty parametrov pre presnost' � a pre dôveru Æ �
as behu, po�
as ktor�eho L budeprodukovat' pravdepodobnostne aprixomavan�u spr�avnu hypot�ezu je polynomi�alny v n.Dôkaz: Preto�ze L je konzistentn�y, horn�a hrani
a pre zlo�zitost' vzorky algoritmu L na Hn jed1� ln jHnjÆ eTeda je nutn�e potvrdit', �ze ked' podmienky platia, tak v�yraz RL(d 1� ln jHnjÆ e; n) sa d�a upravit' na polyn�omvzhl'adom na n. tuTento v�ysledok vrh�a svetlo na �u�
innost' u�
ia
i
h algoritmov prediskutovan�y
h skôr. Napr��klad, priestormono�
lenov m�a mohutnost' jMnj = 3n a tak ln jMnj = n ln 3. �Standartn�y u�
ia
i algoritmus pre mono�
lenyje konzistentn�y a m�a �
as behu O(mn). Z toho vypl�yva, �ze algoritmus PAC u�
�� Mn v polynomi�alnom�
ase vzhl'adom na n - �spe
i�
ky, �
as behu je O(mnk) a teda vieme, �ze jDn;kj je najvia
 2(2n)k . Z tohovypl�yva, �ze ln jDn;kj je ohrani�
en�y kon�stantn�ym n�asobkom nk a teda implikuje, �ze algoritmus PAC u�
��Dn;k v �
ase O(n2k).Pred
h�adzaj�u
a veta n�am v�sak neumo�z�nuje na�
rtn�ut' �ziadny z�aver o �u�
innosti v�seobe
nej�s��
h u�
ia
i
halgoritmov. Napr��klad, algoritmus pre u�
enie o�
��slovan��m, vy�zaduje zaka�zd�ym m ozna�
en�y
h pr��kladovv tr�eningovej vzorke na kontrolu (porovnanie) s hypot�ezami v Hn. Teda je to konzistentn�y algorit-mus, ktor�eho �
as behu RL(m;n) je O(mjHnj). V tomto pr��pade prv�a podmienka pred
h�adzaj�u
ej vetyvy�zaduje, �ze jHnj samotn�e (skôr ne�z jeho logaritmus) rastie polynomi�alne. Toto je vel'mi obmedzuj�u
apodmienka, preto�ze aj 
elkom ohrani�
en�e hypot�ezov�e priestory ako Mn a Dn;k maj�u kardinalitu, ktor�arastie exponen
i�alne.V dôsledku toho, ho
i algoritmus o�
��slovan��m mô�ze byt' pou�zit�y pre l'ubovol'n�y kone�
n�y priestor,existuje mnoho pr��padov kde minul�a veta nemô�ze byt' aplikovan�a k tomu, aby uk�azala, �ze alg. budeprodukovat' pravdepodobnostne aproximovan�e korektn�e hypot�ezy v polynomi�alnom �
ase.Aplikujme vetu na u�
ia
i algoritmus pre DL(Kn), pre ktor�y �
as behu je O(m2jKnj). Prv�a podmienkavy�zaduje, �ze mohutnost' z�akladn�eho priestoruKn je polynomi�alna funk
ia v n. V skuto�
nosti to je v�setko,�
o je potrebn�e, preto�ze druh�a podmienka vypl�yva z toho automati
ky; tj. ln jDL(Kn)j je polyn�om v jKnj.Aby sme to overili, odhadneme, �ze ln(N !) � N lnN , a tak m�ameln jDL(Kn)j � jKnj(ln jKnj+ ln 3)a zrejme toto je ohrani�
en�e polyn�omom v n v�zdy, ked' je aj jKnj - napr��klad Kn =Mn;k.2.3 Probl�em konzisten
ie tr�eningovej vzorkyBudeme �studovat' odraz te�orie o NP-t'a�zk�y
h probl�emo
h v tejto oblasti. Ne
h H = SHn je hypot�ezov�ypriestor bool. funk
i�� odstup�novan�y pr��kladmi vel'kosti n. Probl�em konzisten
ie pre H mô�ze byt' stanoven�ynasledovne:H - KONZISTENCIA: 9



- In�stan
ia: Tr�eningov�a vzorka s vyjadren�a n-bitov�ymi ozna�
en�ymi vektormi.- Ot�azka: Existuje hypot�eza v Hn konzistentn�a s s?Uk�a�zeme, �ze v niektor�y
h netrivi�alny
h pr��pado
h je tento probl�em NP-t'a�zk�y. Na to, aby sme vyjadriliprakti
k�y dosah tohto v�ysledku, potrebujeme urobit' niekol'ko v�seobe
n�y
h koment�arov.Prv�y koment�ar, ak uva�zujeme len tie in�stan
ie probl�emu, v ktor�y
h d�l�zka vzorky s je ohrani�
en�a ne-jak�ym �xn�ym polyn�omom v n, potom m�ame ohrani�
en�y tvar probl�emu konzisten
ie. S�u tak�e ohrani�
en�etvary, ktor�e budeme sledovat' v tejto predn�a�ske a uvid��me, �ze niektor�e z t�y
hto probl�emov s�u NP-t'a�zk�e.Upozor�nujeme, �ze ak ohrani�
en�y tvar H-kozisten
ie je NP-t'a�zk�y, potom aj H-kozisten
ia samotn�a jeNP-t'a�zk�a.�Dal�s�� koment�ar, v praxi si skôr prajeme n�ajst' konzistentn�u hypot�ezu, ne�z len vediet' o tom, �
i existuje.Inak povedan�e, m�ame rie�sit' probl�em "hl'adania" skôr ne�z probl�em "existen
ie". Ale tieto probl�emy s�uv priamom vzt'ahu. Predpokladajme, ako vy�s�sie, �ze uva�zujeme len tie s s d�l�zkou ohrani�
enou nejak�ympolyn�omom. Potom, ak mô�zme n�ajst' konzistentn�u hypot�ezu v polynomi�alnom �
ase v n, tak mô�zemeodpovedat' na existen�
n�u ot�azku pomo
ou nasleduj�u
ej pro
ed�ury:Spustit' hl'ada
�� algoritmus na �
as (polynomi�alny v n), v ktorom je zaru�
en�e n�ajdenie hypot�ezy, akexistuje. Potom skontrolovat' v�ystupn�u hypot�ezu expli
itne s pr��kladmi zo vzorky s, �
o n�am povie, �
ije konzistentn�a alebo nie. T�ato kontrola mô�ze byt' tie�z uroben�a v polynomi�alnom �
ase v n. Teda, akuk�a�zeme, �ze ohrani�
en�y tvar existen�
n�eho probl�emu je NP-t'a�zk�y, to znamen�a, �ze neex. polynomi�alnyalgoritmus pre odpovedaj�u
i vyhl'ad�ava
�� probl�em (pokial' neplat�� P=NP).2.4 V�ysledok o zlo�zitostiPitt a Valiant (1988) boli prv��, ktor�� uk�azali pr��klad hypot�ezov�eho priestoru H, pre ktor�y ohrani�
en�ytvar probl�emu konzisten
ie je NP-t'a�zk�y. Nasleduje o nie�
o zjednodu�sen�y popis i
h met�ody. Ne
h Cn jepriestor klauz�ul - mno�zina bool. fuk
i�� n premenn�y
h, ktor�e mô�zu byt' reprezentovan�e v tvare klauz�ul; tj.formuly tvaru u2 _ u3 _ u6 �
o s�u disjunk
ie liter�alov. Ne
h Ckn je priestor bool. funk
i��, ktor�e mô�zu byt'reprezentovan�e ako konjuk
ie k klauz�ul. Mô�zme si predstavit' Cn ako hypot�ezov�y priestor stroja du�alnehok stroju pre mono�
leny a Ckn ako hypot�ezov�y priestor stroja vytvoren�eho spojen��m k Cn�strojov paralelnea pre
hodom i
h v�ystupov 
ez AND jednotku s n vstupmi.

Uk�a�zeme, �ze pre pevn�e k � 3, probl�em konzisten
ie pre Ck = SCkn je NP-t'a�zk�y. Teda nie je pravda,�ze ex. polynomi�alny u�
ia
i algoritmus pre Ckn, ktor�y produkuje konzistentn�u hypot�ezu. Dôkaz spo�
��vav preveden�� probl�emu farbenia grafu na tento probl�em s n vr
holmi pomo
ou k farieb, �
o je NP-�upln�yprobl�em pre k � 3 (Gray, Johnson 1979).Probl�em farbenia: G = (V;E); k-farbenie je funk
ia � : V ! f1; 2; : : : ; kg s vlast. hvi; vji 2 E potom�(vi) 6= �(vj). Predp., �ze m�ame G = (V;E); V = f1; 2; : : : kg. Skon�struujeme tr�eningov�u vzorku s(G)nasledovne: Pre ka�zd�y vr
hol i 2 V ur�
��me z�aporn�y pr��klad vektor vi, ktor�y m�a 1 v poz��
ii i-tej s�uradni
ea 0 inde. Pre ka�zd�u hranu hi; ji 2 E vezmeme ako pozit��vny pr��klad vektor vi + vj .Pr��klad: 10



Tvrdenie: Existuje funk
ia h 2 Ckn, ktor�a je konzistentn�a so vzorkou s(G) () graf G je k-zafarbitel'n�y.Dôkaz:)Predpokladajme, �ze h 2 Ckn a je konzistentn�a s tr�eningovou vzorkou. Podl'a de�n��
ie h je konjunk
iah = h1 ^ h2 ^ : : : hk klauz�ul. Pre ka�zd�y vr
hol i 2 V , h(vi) = 0 a teda mus�� ex. aspo�n 1 klauzula hf , prektor�u hf (vi) = 0. Funk
ia � : V ! f1; 2; : : : kg tak�a, �ze:�(i) = minff j hf (vi) = 0gZost�ava uk�azat', �ze � je farbenie grafu G; inak povedan�e, ak i a j s�u dva vr
holy, pre ktor�e �(i) = �(j),potom hi; ji =2 E. Predp., �ze �(i) = �(j) = f a teda hf (vi) = hf (vj) = 0. Preto�ze hf je klauzula,ka�zd�y liter�al, ktor�y sa v nej vyskytuje mus�� byt' 0 na vi a na vj . Teraz vi m�a 1 len v i-tej poz��
ii a takhf (vi) = 0 implikuje, �ze len jeden negovan�y liter�al, ktor�y sa mô�ze vyskytn�ut' v hf je ui. Preto�ze to ist�eplat�� pre uj , dost�avame, �ze hf obsahuje len niektor�e liter�aly uz, pre ktor�e z 6= i; j. Teda hf (vi+vj) = 0 ah(vi+ vj) = 0. Ak by hi; ji bola hranou v G, potom by platilo h(vi+ vj) = 1, preto�ze sme predpokladali,�ze h je konzistentn�a s s(G). Teda hi; ji nie je hranou v G a � je farbenie.(Predpokladajme, �ze je dan�e farbenie � : V ! f1; 2; : : : ; kg. Pre 1 � f � k de�nujme hf ako klauzuluh_ui�(i)6=f ia de�nujme h = h1 ^ h2 ^ : : : ^ hk. Tvrd��me, �ze h je konzistentn�a s s(G).Najprv, predpokladajme, �ze pre vr
hol i �(i) = g. Klauzula hg je de�novan�a tak, �ze obsahuje len tie(nie negovan�e) liter�aly, ktor�e zodpovedaj�u vr
holom nezafarben�ym farbou g, a teda ui sa nena
h�adza vhg. Teda hg(vi) = 0 a h(vi) = 0.�Dalej, ne
h ij je hrana v G. Pre ka�zd�u farbu f aspo�n jedno vi alebo vj nem�a farbu f ; ozn�
me vhodn�yv�yber i(f). Potom hf obsahuje liter�al ui(f), ktor�y je 1 na vi + vj . Teda klauzula hf je 1 na vi + vj ah(vi + vj) = 1, ako sme po�zadovali. tuPr��klad:
Teda je funk
ia h v C34 je konzistentn�a s odpovedaj�u
ou tr�eningovou vzorkouh = h1 ^ h2 ^ h3 = h(u2 _ u3 _ u4) ^ (u1 _ u3) ^ (u1 _ u2 _ u4)i11



Tento graf nemô�ze byt' zafarben�y 2 farbami a teda mô�zme povedat', �ze neex. C24 , ktor�a je konzistentn�a str�en. vzorkou.Pred
h�adzaj�u
e tvrdenie vyjadruje s�uvislost' medzi k-farben��m grafov a probl�emom Ck -konzisten
ie.Ak zvol��me kladn�e 
el�e �
��slo k pevne, potom mô�zeme tieto 2 probl�emy vyjadrit' form�alnej�sie:k-FARBENIE GRAFUJe dan�y graf G s n vr
holmi. Existuje k - farbenie grafu G?Ck - KONZISTENCIAJe dan�a tr�eningov�a vzorka s s ozna�
en�ymi n-bitov�ymi vektormi. Existuje funk
ia v Ckn, ktor�a jekonzistentn�a s s?Dôkaz, �ze Ck - konzisten
ia je NP-t'a�zk�y probl�em je pozorovatel'n�y podl'a obr.

Najprv k danej in�stan
i��G skon�struujeme (v polynomi�alnom �
ase) in�stan
iu s(G) pre Ck konzisten
iu.Poznamenajme, �ze po�
et hr�an v grafe s n vr
holmi je najvia
 n(n � 1)=2, a tak po�
et pr��kladov vs(G) je najvia
 n + n(n � 1)=2, �
o je O(n2). Teraz predpokladajme, �ze existuje algoritmus (mô�zemesi mysliet', �ze je to or�akulum), ktor�y mô�ze d�avat' odpovede na ot�azky Ck konzisten
ie. Ak or�akulumoperuje v polynomi�alnom �
ase vzhl'adom na n, potom by mohlo odpovedat' na pôvodn�u ot�azku tie�z vpolynomi�alnom �
ase. Av�sak pôvodn�y probl�em je NP-t'a�zk�y. Teda u�z ohrani�
en�y tvar Ck - konzisten
ie,v ktorom je m � O(n2) je NP-t'a�zk�y. Pred
h�adzaj�u
i dôkaz o tom, �ze Ck probl�em konzisten
ie je NP-t'a�zk�y, plat�� len pre k � 3, preto�ze probl�em k-farbenia grafu je NP-t'a�zk�y len pre k � 3. Ked' k = 1, m�ameCn1 = Cn a ex. polynomi�alny algoritmus pre Cn du�alny k zn�amemu algoritmu pre mono�
leny. Ked' k = 2,mô�zme uk�azat' in�ymi met�odami, �ze probl�em konzisten
ie je NP-t'a�zk�y.2.5 �Dal�sie pozn�amkyPrediskutovali sme u�
ia
e algoritmy pre odstup�novan�e priestory H = SHn, kde hypot�ezov�y priestora kon
eptov�y priestor koin
iduj�u. Je l'ahk�e de�novat' u�
ia
i algoritmus pre odstup�novan�y kon
eptov�ypriestor SCn pomo
ou (mo�zno rôzny
h) stup�nov�eho hypot�ezov�eho priestoru H = SHn; tak�y algoritmusvezme vstupn�e vzorky pre hypot�ezy v C = SCn a v�ystupn�e hypot�ezy v H = SHn s vlastnost'ou, �ze aks je tr�eningov�a vzorka pre hypot�ezu v Cn, potom L(s) 2 Hn. Hausler, Littlestone a Warmuth (1988)zaviedli pojem �u�
inn�a predik
ia postupne �studovan�y Pittom a Warmuthom (1988,1990) a Hausslerom(1988). Zhruba povedan�e, odstup�novan�y kon
eptov�y priestor C = SCn je �u�
inne predikovatel'n�y, akexistuje nejak�y stup�nov�y hypot�ezov�y priestor H = SHn tak�y, �ze existuje PAC u�
ia
i algoritmus pre(SCn;SHn) v polynomi�alnom �
ase n. (Aby sme boli presnej�s��, od H po�zadujeme m�alo - "polyno-mi�alne vyhodnotitel'n�u" reprezent�a
iu. Inak, povedan�e, ak u�
ia
i algoritmus je prezentovan�y tr�eningovouvzorkou pre 
iel' v Cn, potom v�ystupom L je reprezent�a
ia ! hypot�ezy h! 2 Hn tak�a, �ze mo�zno ur�
it'v polynomi�alnom �
ase �
i je dan�y pr��klad pozit��vny pre h!. (Nebudeme o tom d'alej hovorit', budeme vd'al�som predpokladat', �ze v�setky reprezent�a
ie maj�u t�uto vlastnost'.12



2.6 �Ulohy:1. Pre�
o je oby�
ajne vhodn�e uva�zovat' vel'kost' vstupu v tvare lgn namiesto n, ked' uva�zujeme o ot�azka
hefekt��vnosti?2. Nasleduj�u
i algoritmus je r�y
hlym algoritmom pre v�ypo�
etm-tej mo
niny dan�eho �
��sla u. (v�ystupomje �n�alna hodnota ulo�zen�a v bot.)bot:=1; top:=u; q:=m;while q>0 dobeginif q mod 2 =1 then bot:=top*bot;top:=sqr(top);q:=q div 2;end;Uk�a�zte, �ze efekt��vnost' algoritmu je O(s), kde s je miera vel'kosti m ako bolo povedan�e v pred-
h�adzaj�u
om pr��klade.3. Navrhnite algoritmus, ktor�y rozhodne, �
i dan�y n-bitov�y ret'aze
 je palindrom a odhadnite jehoefekt��vnost' vzhl'adom na vel'kost' vstupu n.4. Ne
h G = (V;E) je graf s mno�zinou vr
holov V = f1; 2; 3; 4; 5g a mno�zinou hr�anE = f12; 13; 15; 23; 25; 34; 35g. Vytvorte odpovedaj�u
u tr�eningov�u vzorku s(G) podl'a postupu vdôkaze. N�ajdite najmen�siu mo�zn�u hodnotu k, pre ktor�u je funk
ia h 2 Ck5 konzistentn�a s s(G) adan�u formulu vyjadrite expli
itne.5. Ne
h Cn = C1n, �
o je priestor booleovsk�y
h funk
i�� na f0; 1gn, ktor�y mô�ze byt' reprezentovan�y jednouklauzulou. Sformulujte konzistentn�y u�
ia
i algoritmus pre Cn, ktor�y je "du�alny" k �standardn�emualgoritmu pre mono�
leny a vyhodnodtt'e tvrdenie, �ze jeho �
as behu je polynomi�alny v m a n.6. Nasleduj�u
i probl�em je zn�amy ako NP-�upln�y (Lov�asz, 1973).SET SPLITTINGIn�stan
ia: Dvoji
a (U; S), kde U je kone�
n�a mno�zina a S je zbierka mno�z��n so zjednoten��m U .Ot�azka: Existuj�u U1; U2 � tak�e, �ze U = U1U2 a tak�e, �ze �ziadna mno�zina v S nele�z�� 
el�a v U1 aleboU2?Redukujte SET SPLITTING na C2-CONSISTENCY a uva�zujte o tom, �
i problem pre C2 je NP-t'a�zk�y (Pitt a Valiant, 1988).
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