Vypoctové ucenie

22. februara 2006



Kapitola 1

Koncepty, hypotézy, uciace algoritmy

1.1 Uvod

Je mnoho typov aktivit oznacovanych ako "ucenie”. My budeme §tudovat matematicky model takého
procesu. Tento model sa zd4 byt pouzitelny, pretoze zachytava zdklad urcitych aktivit, ktoré boli popisané
predtym pomocou nepresnych vyrazov, a zarovei umoznuje vytvorit netrividlne matematické tvrdenia,
ktoré mozu byt dokazané.
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Obrazok 1.1: Spracovanie prikladov redlneho sveta pomocou naténovaného stroja



1.2 Koncepty

Sformalizujeme pojem koncept, ktory moze byt popisany ako mnozina prikladov.Nech je X - abeceda na
popis prikladov.

Napriklad, ¥ = {0,1}, ¥ =R

Mnoziny X", ¥* predstavuji ...

Definicia 1.2.1 Nech X C ¥*. Koncept v abecede ¥ je funkcia ¢, ¢ : X — {0,1}. MnoZina X sa nazyva
priestor prikladov. Prvok z, x € X sa nazyva priklad. Ak pre x € X plati c¢(x) = 1, tak z je pozitivny
priklad, ak plati c(z) =0, tak = je negativny priklad.

Zjednotenie mnoziny kladnych a zapornych prikladov je definiény obor funkcie ¢. Teda za predpok-
ladu, ze definiény obor je znamy, ¢ urcuje a je urcované mnozinou svojich pozitivnych prikladov.
Priklady:

1. Koncept parita
Y={0,1}p: ¥ = {0,1} y=w1...Yn:

(y) = 1 ak v y je neparny pocet jedniciek
PY'=V 0 akv y je parny pocet jedniciek
1011101 kladny priklad, 1000001 zdporny priklad,

2. Koncept palindrom
E={0,1}p: ¥ =>{0,1} y=y1...Yn:

_ 1 akylzyn_H_l ’Lzl,Qg
p(y)_{ 0 inak

3. Koncept n-rozmernd jednotkova gufa
Y=Ru:¥"=>{0,1}y=y1...Yn:

_ 1 aky 2492 +... +y.2<1
p(y)_{ 0 inak

1.3 Trénovanie a ucenie

Su dve mnoziny konceptov ukdzanych v rdmci ucenia popisaného na obr. 1.1.

Prva mnozina je mnozina konceptov odvodenych z redlneho sveta, ktord je predkladand na rozpoz-
nanie. Tato mnozina moze obsahovat koncepty ako ”pismeno A”, ”pismeno B”, ..., z ktorych kazdé moze
byt zakdédované. Kazdy koncept ma svoje mnoziny kladnych a zapornych prikladov. Ked je mnozina
konceptov urcovana tymto sposobom, budeme pre inu pouzivat vyraz konceptovy priestor.

Druhd mnozina konceptov obsiahnutych v rdmci ucenia na obr. 1.1 je mnozina, ktoru stroj M je
schopny rozpoznat. Budeme predpokladat, ze M sa mdze preradit do réznych stavov a v danom stave
bude klasifikovat niektoré vstupy ako kladné (vystup 1) a zvysok ako zdporné (vystup 0). Teda stav M
urcuje koncept, ktory mozeme chapat ako hypotézu. Mnozina vsetkych konceptov, ktoré M urcuje, bude
nazyvana hypotézovy priestor.

Cielom uciaceho procesu je vytvorit hypotézu, ktord v nejakom zmysle zodpoved4 konceptu z kon-
ceptového priestoru vzhladom na vyssie uvedent tvahu. Detaily, kedy a ako toto mdze byt urobené su
ustrednym zdujmom tejto prednagky.

Mame teda 2 mnoziny konceptov: C' konceptovy priestor, H - hypotezovy priestor,ap r o b 1 é
m o m je najst ku kazdému ¢, c € C, nejaké h, h € H, ktoré je dobrou aproximéaciou pre c.

V redlnych situdcidch si hypotézy tvorené na zaklade urcitych informdcii, ktoré neprinasaju explic-
itnd definiciu ¢. My budeme predpokladat, ze tato informécia je poskytovand postupnostou kladnych a
zdpornych prikladov X. Nemame dostatok zdrojov na to, aby sme mohli vybudovat velmi vefky stroj pre
néjdenie ¢, nemame dostatok ¢asu na to, aby bol vytvoreny a spusteny program, ktory by urcil, ze h = ¢,
alebo ze h je tak blizko ¢, ako si prajeme. V praxi si kladené obmedzenia na zdroje a my sa musime




uspokojit s hypotézou h , ktorda ”pravdepodobne” reprezentuje ¢ (aproximuje ¢) v nejakom definovanom
zmysle.

Nech X C ¥* je prikladovy priestor. ¥ = {0,1} alebo ¥ = R. Vzorka dlzky m je postupnost
m prikladov, t. j. je to m—tica T = (z1,2a,...,2,m) € X™, kde z; sd priklady a b; vyjadruje, ¢i
priklad je kladny alebo zdporny. Postupnost moze obsahovat rovnaké hodnoty viackrat. Niekedy budeme
predpokladat, ze su rézne bez ujmy na vieobecnosti.
Tréningova vzorka s je mnozina (X x {0,1})™, t. j. = ((z1,b1), (x2,b2),.. ., (Zm,bm))

Budeme predpokladat, Ze nie si ziadne sporné priklady, t.j. ak z, = z;, = b
znamend, ze existuje funkcia s, definovand ako s(z,) =b, (1 <i<m).

Budeme hovorit, ze S je tréningova vzorka pre cielovy koncept ¢, ak b, = t(z,), pre 1 <i < m.

bj. To teda

Priklady:
Tréningovd vzorka pre koncept ”palindrom” je
((0010,0), (1001001001, 1), (111, 1), (010101, 0), (111101, 0))

Cielovy koncept t: z = (z!...2"):

Hz) = { 1 fmk 2 =z"" prel<i<n
0 inak

Uvazujme teraz o povahe uciaceho procesu, ktory tu chceme studovat. Majme dané C - konceptovy
priestor a H - hypotézovy priestor v abecede ¥. Uciaci algoritmus pre (C, H) , niekedy nazyvany
(C, H)-uciaci algoritmus je procedira, ktora akceptuje tréningové vzorky pre funkcie v C a vystupy zod-
povedaji hypotézam v H. Aby tato procediira mohla byt povazovand za algoritmus, musi byt efektivna.
Ak ignorujeme problém efektivnosti, tak uciaci algoritmus pre (C, H) je teda funkcia L, ktord prirad{
fubovolnej tréningovej vzorke s pre cielovy koncept ¢ € C funkciu h € H. Piseme h = L(3).

Poznamenajme, ze L(3) je definovand na celom prikladovom priestore X, kde s je funkcia definovand
na koneénej podmnozine E C C (lebo zahfna len priklady vzorky (z1,...., Zm).

Hypotéza h € H je konzistentnd s s alebo sihlasi s s, ak h(z,) = b, pre 1 <i < m.

Vo vseobecnosti nerobime predpoklady, ze L (s) je konzistentnd s s, ale ked tdto podmienka plati pre
véetky s, hovorime ze L je konzistentny. V tomto pripade je funkcia L(s) ako rozsirujica funkcia s,
ako o tom hovori diagram.

E * {01}

EcX

Vo vseobecnosti, nie kazdé rozsirenie tréningovej vzorky bude vhodnym zovSeobecnenim, pretoze
cielovy koncept je len parcialne definovany prikladmi vzorky. Dalej tréningové vzorka méze byf nereprezen-
tativna, alebo zavdadzajica.

Napriklad: Ak vhodne zakdédujeme vSetky zvieratd cielovy koncept je "macka”, tak sa moze stat, ze
tréningova vzorka pozostdva z bezchovstovych magciek. V praxi musime predpokladat, ze nereprezen-
tativne vzorky si nepravdepodobné a ze vécsina vzoriek je dostatoéne reprezentativna, takze rozsirenia
funkcii su vyhovujice.

Priklad: Kreslo je mozné popisat

( 4 roky, chvost, sedaci priestor, zafarbenie, Zije)
(1 1 1 0 0),1
(1 1 1 1 0),1



1.4 Ucenie pomocou konstrukcie

Uvedieme dva velmi jednoduché a velmi vieobecné algoritmy, ktoré su ale neefektivne. V dalsom budeme
venovaf pozornost efektivnejsim algoritmom.

Nech X je prikladovy priestor, ¢ cielovy koncept, X+, X+ C X mnozina kladnych prikladov. Jeden
sposob ucenia t je skonstruovat mnozinu X T explicitne. Mozme zacat s prazdnou mnozinou prechodom
cez tréningovu vzorku pridat kazdy pozitivny priklad. Formdlne to moézme vyjadrit

set h (x) = 0 for all x in X;
fori: =1 tom do if b; = 1 then set h (z;) = 1;
L(3) = h;

Niektoré otazky, tykajice sa algoritmu:
1. Co ak X je nekonecny priestor prikladov?
2. Ako vhodne vyjadrit hypotézovy priestor tak, aby hypotézy boli vhodne vyjadritelné?

Ak dame bokom otdzku efektivnosti, vystipia nasledujice poznamky. Zrejme, vystupnd hypotéza
L(s) je rovna cielovému konceptu t <= ked s obsahuje vsetky kladné priklady pre t. Pretoze s je
kone¢nd postupnost, to znamend, ze len koncepty s konetnym pocétom kladnych prikladov mozu byt
naucené s Uuplnym uspechom.

Napriklad, koncept ”parita” je definovany nad celym {0,1}*, teda algoritmus nemdze skonstruovat
celd mnozinu kladnych prikladov. Ak sa obmedzime na paritu retazcov dfiky n, tak koncept ”parita” nad
{0,1}" je naucitelny, pocet kladnych pripadov je 2" = musime volif pocet prikladov vzorky m aspoit
tak velké.

Tento algoritmus méa aj dobré vlastnosti:

1. je konzistentny t.j. vystupnd hypotéza L(s) klasifikuje vSetky priklady vyskytujice sa v s korek-
tne.

2. kazdy komponent tréningovej vzorky sa vyskytuje prave 1x. Toto je velmi silnd vlastnost .... on
line vlastnost. V praxi to znamen4, ze priklady mozu byt prezentované uc¢iacemu, ked sa vyskytnu,
bez nutnosti mat pamét, ktord ich ulozi pre dalsie pouzitie.

Definicia 1.4.1 Hovorime, Ze algoritmus je bezpaméatovy (on line) algoritmus, ak pre dani tréningovi
vzorku S wvytvdra postupnost hypotéz hg, h1, ... hy, takych, Ze h;y1 zdvisi len od h, a od priebeine spra-
covdvaného prikladu vzorky (z,,b,).

1.5 Uc¢enie ocislovanim

Nasledujuca metéda ucenia urcite nie je bezpamétovy on - line algoritmus. Predpokladame, ze hypotézovy
priestor H je spocitatelny a ma explicitné ocislovanie, H = {h(1) h(?) ..}

Predpokladajme, ze § je tréningova vzorka pre cielovy koncept t. Metéda: Porovnat kazda hypotézu s
kazdym prikladom v 5, odmietnut hypotézu pri kazdej prilezitosti, ak nesiihlasi s hodnotou prikladu. Po
odmietnuti hypotézy je dalsia vzorka testovand tym istym sposobom. Proces sa zastavi, ked je najdena
hypotéza, ktord vyhovuje vetkym prikladom tréningovej vzorky. Formadlne,

Nech r - poradové ¢islo hypotézy, i - poradové ¢islo vzorky

begin
r: =1, i: = 1;
repeat
if h(r) (x_{i} )<> b_i then
begin r: =r+ 1; i : =1 end
else i: =1 + 1;

until i =m + 1;
L (s) : = h(r);
end;



Mnozina H moéze byt konec¢nd, a teda moze sa stat, ze sa vhodnd hypotéza nendjde. Modifikaciu al-
goritmu vieme Tahko urobit. V praxi sa musime vyhnut pouzivaniu neprimeranych velkych hypotézovych
priestorov. Pocet vietkych hypotéz h: {0,1}" = {0,1} je 22", Akn =10, 22" = 21024 = 4512 — 8256 —
16128

7 pozndmok vyplyva, ze na to, aby sa tdto metdda stala vhodnou metédou ucenia, je potrebné urobit
urc¢ité obmedzenia na hypotézovy priestor H a jeho vztah k priestoru konceptov C.Toto vedie k pojmu
”induktive bias” predpojatost.

Je to predpoklad, ze uciaci ma nejaki vopred predstaveni ideu o tom, aki metddu klasifikacie ucitel
pouziva, t.j. uciaci vie, alebo ma nejaké informacie o konceptovom priestore.

Najjednoduchsi spésob modelovat taky predpoklad je stanovit H = C' a v tomto pripade hovorime o
uciacom algoritme pre H , ¢o znamend (H, H). Vacsina preberanych algoritmov v dalsom bude tohto

typu.

1.6 Ijlohy:
1. Aky je pocet kladnych prikladov konceptu ”palindrom”, ked prikladovy priestor je {0,1}™ ?
2. Nech w je nasledujuci koncept: {0,1}" y € 0,1 y =y1 ... yn :
wly) = { 1 .ak y obsahuje najviac 2 jednicky
0 inak
Ukéazte, ze pocet kladnych prikladov v tomto koncepte je kvadratickou funkciou n.

3. Predpokladajme, ze v kone¢nom ”uéeni ocislovanim” sme si isti, ze hypotézy su ocislované tak, ze
td ktord chceme, je v prvej polovici. Ak mo6zeme vybrat 1 milién hypotéz za sekundu a prikladovy
priestor je {0, 1}, kolko to bude trvat v najhorsom pripade?

4. Dokézte, ze pocet funkcii f: {0,1}" — {0,1} je 22



Kapitola 2

Booleovské formuly a reprezentacie

2.1 Ugciaci algoritmus pre monoclenné funkcie

Valiant, 1984
Monoclen je konjunkcia literdlov alebo ich negacii. Zactiname bez informadcii, t.j. predpokladame
vyskyt vSetkych 2n literdlov
hy UIULULUS - - - UpUp

Kazdy pozitivny priklad y = y; ...y, umoziuje odstranenie tych literdlov u;, pre ktoré y; = 0 a tie
literdly wj, pre ktoré y; = 1. Predpokladajme, ze 5 je tréningova vzorka

s = ((.’131,()1), A (mmabm))

;= ((z3)(2i)y .- (x3),), 1<i<m

hy ... monoclennd funkcia obsahujica literdly v mnozine U.

begin
set U = {u1,d,...,Un, Up};
for i:=1 tom do

if b,=1 then

for j:=1 ton do
if (z,); = 1 then delete u;
else delete u;;
L(s)=hu;
end;

Tento algoritmus sa nazyva §tandardny uciaci algoritmus pre monocleny.

Veta 1 Standardny uciaci algoritmus pre monoéleny je konzistentny (s vinimkou premenngjch, na ktorych
nezdlezi).

Dokaz: To znamenad, ze vyslednd neprazdna formula je konzistentnd s tréningovou vzorkou.

V kazdom kroku algoritmu je odstrdnenych niekofko (mozno ziadny) literdlov. Literdly, ktoré su vo
vyslednom ¢, neboli nikdy odstranené.

Lubovolny negativny priklad pre ¢ je zalozeny na niektorom literale v ¢, ktory nebol odstraneny. Teda
vsetky negativne priklady pre ¢ (a Giastocne tie vo vzorke) su korektne klasifukované pomocou L(3).

Ak hy(z) =1aV C U, tak hy (z) = 1. Po kazdej prezentdcii kladného prikladu z, mazacia procedira
zaruci, ze hy(z) = 1 a teda klasifikcia = je korektna. Teda koncova hypotéza L(3) korektne klasifikuje
v8etky pozitivne priklady.



2.1.1 Disjunktnd normadlna forma - DNF

m1Vpe V..oV,

kde p; je monoclennd funkcia, 1 <i <.

2.1.2 Konjuktivna normalna forma

YAYV2NAN AT,

kde v; je, 1 < i < n je klauzula, tj. disjunkcia literdlov.

Oznacenie:

M,-mnozina monoclenov nad {0,1}"
M), j-mnozina monoclenov nad {0,1}", z ktorych kazdy m4 najviac k literdlov
D, y-mnozina disjunktnych ¢lenov z M,,

2.2 Ucenie disjunkcii malych monoclenov
Valiant, 1984

begin

h:=disjunkcia vsetkych jednoclenov dlzky najviac k;

for i:=1 to m do

if b_{i}=0 and h(x_{i})=1 then vymazat jednocleny $\mu$ pre ktore $\mu(x_i)=1$;
L(s):=h;

end;

2.3 Reprezentacia hypotézového priestoru

Ucenie prediskutované v tejto ¢asti malo zjednodusené predpoklady, a sice ze konceptovy priestor je ten
isty ako hypotézovy. V skutocénosti sme uvazovali o tom, ze cielové koncepty maji nejaky popis pomocou
formul alebo strojov. Hoci tento predpoklad sa moze zdat restriktivny, je prirodzeny pri matematickom
§tudiu oblasti.

2.4 Cvicenia:

1. Napiste postupnost hypotéz generovanych algoritmom ucenia monoclenov, ked na vstupe je prezen-
tovand tréningova vzorka

(11100101, 1), (00100011, 0), (11001001, 1)
Ak ciefovy koncept je (ususus), doplite priklady do vzorky, ktoré st pre to nutné.
2. Napiste DNF formuly pre koncepty parita a palindrom na prikladovych priestoroch {0, 1}°.

3. Uvedte priklad booleovskej funkcie 3 premennych, ktord nie je Dg o.



Kapitola 3

Pravdepodobnostné ucenie

3.1 Algoritmus pre uc¢enie licov

V tvode do najdolezitejsich idei vo vypoctovej tedrii uéenia sa budeme zaoberat velmi jednoduchym
algoritmom pre uéenie v redlnom hypotézovom prietore.
Pre kazdé reélne ¢islo © 1uc rg je koncept definovany na prikladovom priestore R funkciou

re(y) <= y>0

Algoritmus pre ucenie v hypotézovom priestore H = {rg|® € R} je zalozeny na idee, ze za aktudlnu
hypotézu vezmeme ”"najmensi” li¢ obsahujici vsetky pozitivne priklady v tréningovej vzorke. Vhodnou
default hypotézou v pripade, ze neexistujui kladné priklady, je funkcia identicky rovna nule. Vtedy budeme
hovorit o prazdnom li¢i. Budeme oznacovany 7.

Pre dant tréningovu vzorku

vystupnd hypotéza L(s) by mala byt ry, kde

A=) = 12i<nm{371|b1 =1}

A = oo, ak vzorka neobsahuje kladné priklady. Jednoduchd modifikdcia algoritmu, ktory poéita mini-
mum konecnej mnoziny je postacujica pre nase icely. Toto poskytuje nasledujiici bezpaméatovy on-line
algoritmus:

set A = oo;
for i:=1 to m do

if (b, = 1) and (2, < A ) then set A = x;;
L(s):=ry;

Je Tahké vidiet, ze ak tréningova vzorka je pre cielovi hypotézu rg, potom L(3) bude li¢ ry s
A = A(s) > ©. Pretoze je len koneény pocet prikladov v tréningovej vzorke a prikladovy priestor je
nespocitatelny, nemozeme ocakavat, ze A = @. Avsak, zd4 sa, ze ak dizka tréningovej vzorky rastie, tak
by sa mala pravdepodobnost, ze chyba je mald vyplyvajica z pouzitia r) namiesto re.

Prakticky tato vlastnost moze byt charakterizovana nasledovne. Predpokladajme, ze spustime algo-
ritmus s vefkou tréningovou vzorkou a potom sa rozhodneme pouzif vystupnu hypotézu ry pre ciefovi
(nezndmu) hypotézu re. Inak povedané, uspokojime sa s tym, ze "uciaci sa” bol adekvatne trénovany. Ak
A nie je blizke O, toto indikuje, ze pozitivne priklady, ktoré by boli blizke © si relativne nepravdepodobné
a nevyskytovali sa v tréningovej vzorke. Z toho vyplyva, ked teraz klasifikujeme niektoré dalsie priklady,
ktoré su prezentované podla toho istého rozlozenia, tak mozme urobit niekolko chyb ako désledok pouzitia
r)\ namiesto rg.



3.2 Pravdepodobnostné aproximaéne spriavne ucenie (Probably
Approximately Correct learning - PAC)

Uvazujme model, v ktorom trénujica vzorka s pre ciefovy koncept t je generovand vyberom prikladov
T1,T2,...,Tm 7z X "ndhodne” podfa nejakého zndmeho, ale pevne daného pravdepodobnostného roz-
lozenia. Uciaci algoritmus L produkuje hypotézu L(s), ktora je ocakdvand ako dobra aproximécia pre
t. Doslednejsie vyzadujeme, ak pocet prikladov m v trénujicej vzorke vzrastie, tak z pravdepodobnosti
vyplynie, ze chyba, ktord je vysledkom pouzitia L(s) namiesto ¢ je mal4.

Zéakladné pojmy:

X - pravdepodobnostny priestor, A - trieda podmnozin mnozin X pu - pravdepodobnostné rozlozenie,
miera pravdepodobnosti

A—  ]0,1].

Od triedy A sa vyzaduje, aby bola uzavretd vzhfadom na operacie komplementu, koneéného prieniku
a spocitatelného zjednotenia.
A € A, sa nazyva udalost u(A) pravdepodobnost udalosti A

Od p sa vyzaduje, aby spliiovala nasledujiice podmienky:

u(e) = 0,u(X) =1,

a pre Tub. po dvoch disjunktné mnoziny A;, As,... € A

u(U A;) = Zu(Ai)-

Pre nés:
¥ { R - triedu booleovskych funkcif v R

booleovsky priestor - koneénd alebo spocitatelnd

a mozme brat A-triedu vsetkych podmnozin X

V oboch pripadoch budeme pouzivat vhodnu triedu bez expl. vyjadrovania detailov. Postaci pouzit
triedu Boolovskych mnozin v R™.

Budeme jednoducho hovorit ”pravdepodobnostné rozdelenie p na X”, ktorou mienime funkciu p defi-
novand na vhodnej triede A a spliiujicej axiémy uvedené vyssie. Musi byt zdoéraznené, ze v aplikédcidch,
o ktorych sme sa zmiernovali, nerobime ziadne predpoklady o p, okrem podmienok uvedenych v definicii.
Situacia, ktord sme modelovali, je ze svet prikladov prezentovanych u¢iacemu sa chova (modeluje) podla
nejakého pevného, ale nezndmeho rozlozenia. Ucitefovi je povolené klasifikovat priklady ako pozitivne a
negativne, ale nemoze riadit postupnost, v ktorej priklady budd prezentované.

Budeme pokracovat s predpokladom, 7ze cielovy koncept patri do hypotézového priestoru H, ktory
je dostupny uciacemu sa. K danému ciefovému konceptu ¢ € H definujeme chybu Iubovolnej hypotézy
h € H vzhladom na t a bude to pravepodobnost udalosti h(x) # t(x), t.j.

era(ht) = pf{z € X | ) # t(2)}.

v kuceravych zatvorkach je error set - chybova mnozina a predpokladame, ze existuje udalost taka,
ze pravdepodobnost jej moze byt priradend. Ked pdjde o t zndme z konceptu, budeme tiez pouzivat
oznagenie err, (h).

Priklad: Nech X = {0,1}?, predpokladajme, 7e cielov koncept je (u;). Chybové mnozina pre
hypotézu (u;uz) obsahuje dva priklady, 110 a 111. Tak

err <y mys = p{110,111}.
Napriklad, p - rovhomerné rozlozenie na x - %, potom

1
67"7‘<ul@> = Z .

Ak z nejakych dévodov priklady, u ktorych je y, si mélo pravdepodobnostné, potom er, bude o nieco
mensia.



Ked je dand mnozina X poskytovand sa §trukturou pravdepodobnostného priestoru, su¢in mnozin
X™ preberd pravdepodobnostnu Strukturu X. Detaily sa nds netykaju, je postacujice poznamenat,
ze kon§trukciu ndm umoziuje povazovat komponenty za nezavislé premenné, rozlozenie kazdej z nich
je podla pravdepodobnostného rozlozenia p na X. Odpovedajice pravdepodobnostné rozdelenie na
X™ je oznatované u™. Neformélne, pre dané ¥ C X™ budeme interpretovat hodnotu p™(Y) ako
”pravdepodobnost, ze ndhodné vzorka m prikladov vybratych z X podla rozdelenia patri do Y”.

Nech S(m, t) oznacuje mnozinu tréningovych vzoriek dizky m pre dany cielovy koncept ¢, kde priklady
si vyberané z prikladového priestoru X. Lubovolnd vzorka z € X determinuje a je determinovana
tréningovou vzorkou 5 € S(m,t): ak T = (r1,%2,...,%m), potom § = ((z1,t(z1), (x2,1(x2),...). Inak
povedané, existuje zobrazenie ®

®: X™ — S(m,t), prektori ®(z)=73

Y

Teda mdzeme interpretovat pravdepodobnost, ze 5 € S(m,t) mé nejaki dand vlastnost P, nasle-
dujicim spésobom. Definujeme

p™{s € S(m,t) | smd vlastnost P }

to znamena
p{ex e X™ | ®(z) € S(m,t)ma vlastnost P }

Z toho vyplyva, ze ked prikladovy priestor X je vybaveny pravdepodobnostnym rozlozenim, mézeme
zaviest preciznejSiu interpretciu pre

(i) chybu hypotézy, ktora vznikne, ked uciaci algoritmus L pracuje s 5; Tato veli¢ina pracuje s
er,(L(3)).
(ii) pravdepodobnosti, Ze tato chyba je mensia nez e.

Druh4 je pravdepodobnost vzhladom na py,, ze s mé vlastnost er, (L(3)) < €

3.2.1 PAC - algoritmus

Hovorime, ze algoritmus L je probably approximately correct (pravdepodobnostne aproximacne
spravny) uéiaci algoritmus, pre hypotézovy priestor H, ak

e k IubovoInému redlnemu ¢islu 6,0 < § <1
e k Tub. redlnemu cislue, 0 <e<1

e existuje kladné celé ¢islo mg = mq(6, €) také ,ze

e pre fub. ciefovy koncept t € H,
pre fub. pravdepodobnostné rozlozenie y na X pre vsetky m > myq plati

pm{s € S(m,t) | er,(L(s)) <e}>1-06

Y(0<s<1)V(0<e<1) I mo=mo(e,0) Y te )V (1 na X)V(m>mo)t" {5 € S(m,t) | ery(L(s)) <e}>1-94

Skutocnost, ze mq zavisi od § a ¢, ale nie od t a p odrdza to, ze uciaci sa moze byt schopny specifikovat
predpokladantd troven dovery a presnosti, aj ked cielovy koncept a rozlozenie prikladov si nezname.
Dévodom k tomu, ze je mozné splnif podmienku pre Tubovolné u je, ze vyjadruje vzfah medzi dvo-
ma velicinami, ktoré obsahuji p: chyba err, a pravdepodobnost vzhladom na g™ urcite] mnoziny.
PAC ucenie je, v istom zmysle, najlepgie, v ¢o mozeme difaf pri tomto pravdepodobnostnom pohlade.
Nereprezentativne tréningové vzorky, hoci nepravdepodobné, budu prilozitostne prezentované uéiacemu
algoritmu, a tak mozeme ocakavat, ze je pravdepodobné, ze je prezentovand pouzitelna tréningova vzor-
ka. Naopak, aj ked mame reprezentativnu trénujicu vzorku, rozsirenie tréningovej vzorky nebude vo
vSeobecnosti koincidovat s cielovym konceptom, takze aj tak vystupnd hypotéza je len aproximacne
spravna.
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3.3 Ucenie lucov je PAC.

Veta 2 Algoritmus L pre ucenie licov je PAC.

?\u pravdep. =

D ) 8

pravdep. = &

N
chybovy interval [D, A)

Definujme

ﬂO = BO(G:M) = Sup{ﬂ | M[Gaﬂ) < 6}

Ak uvazujeme A < fg : er, (L(3)) = p[O,A) < ul0, Bo) < €}

Udalost, 7e 3 m4 vlastnost § < By je prave udalost, 7e aspon jeden priklad v s je v intervale [©, (o).
Pretoze u[O©, Bo] > €, pravdepodobnost, ze jeden priklad nie je v tomto intervale je najviac 1 — e. Preto
pravdepodobnost, ze ziadny z m prikladov vzorky s nie je v tomto intervale je najviac (1 — ¢)™. Ked
budeme uvazovat komplementdrnu udalost (existuje priklad, ktory je z tohto intervalu), z toho vyplyva,
ze pravdepodobnost, ze A < [y je aspon 1 — (1 —¢€)™. Ako sme uz poznamenali vyssie, ze udalost A < (g
implikuje udalost er,(L(3)) < € a tak p™{s € S(m,ro) er,(L(5) <e}>1—(1—¢)"

Polozime

I—e)"<(1—e™ <e M <l =34

tento vypocet ukazuje, ze algoritmus je PAC.

Dokaz korektnosti poskytuje explicitni formulu pre dizku vzorky postacujicu na to, aby boli splnené
predpisané hodnoty presnosti a déoveryhodnosti. Predpokladajme, ze 6 = 0.001 ¢ = 0.01
my = ﬁ *ln&éﬁ = 100 % In 1000 = 691

Takze aspon 691 prikladov je treba, aby sme si boli isti na 99,9%, 7e najviac 1% prikladov bude

klasifikovanych nespravne, za predpokladu, Ze st z toho istého zdroja ako tréningova vzorka.

Odvodenie vztahu:

d=(1—-¢€™
Ind =m*in(l—e)=m* = Ind <m* =<
In(1—e) <In(1) + f/(0) % f; SO+ g2 * (=1) *
—Ind =m* = “ini<m=(l-1)ni<m

lslnt+mnd<m
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3.4 Exaktné ucenie

Ked prikladovy prisetor X je kone¢ny, pojem PAC - utenie m4a dalgie dodatoéné obmedzenia. Zacéneme
tym, ze lubovolné pravdepodobnostné rozlozenie na koneénej mnozine X je determinované hodnotami na
jej 1-prvkovych mnozindch z, pouzitim axiémy o aditivite. Budeme pisat p(z) namiesto u({z}). Ak budu
nejaké priklady, pre ktoré u(z) = 0, s pravdepodobnostou 1 sa nebudi vyskytovat v konec¢nej ndhodnej
vzorke a mézu byt ignorované. Inymi slovami, mézme ak je nutné predefinovat X tak, ze u(xz) > 0 pre
vietky © € X. Pretoze X je konecnd, veli¢ina

e =mingr € Xu{z} >0

je dobre definovana.
Predpokladajme, ze mdme algoritmus L, ktory je PAC pre hypoteticky priestor H definovany na X.
Vo vyzname definicie PAC algoritmu mame dané é, €, u, at v ich obvyklom vyzname

m>mgo = pu"{5e€S(m,t) | er,(LE)) <e}>1-9§

Predpokladajme, ze presnost € je vybratd tak, aby nebola vicsianez €,,. Potom podmienka er,, (L(3)) <
e implikuje, Ze chybovd mnozina pre L(3) je prazdna, pretoze neexistujui ziadne priklady, ktoré maji
pravdepodobnost mensiu nez e. Teda podmienka implikuje, ze L(s) = t, t.j. vystupnd hypotéza je
presne rovnd cielovému konceptu ¢. Zaver predchadzajiceho argumentu je, ze pre uéenie na koneénom
priestore je ”pec-probably exactly correct”. Ale je v tom hécik. Jednoduchd vzorka deky myg v definicii
PAC-ucenia zavisi od parametrov ¢, € ale nezavisi od u (a t).

Argument uvedeny vyssie obsahuje vyber € pomocou €, a tak hodnota mq vyzadovand pre exaktné
ucenie bude zdvisief od d a u. Toto je v spore s nasim origindlnym cielom dokazovania vykonnych zaruk,
ktoré nie si nezavislé od p, mozno nezname rozlozenie prikladov vo svete bez pomoci.

Priklad: Standartny uciaci algoritmus pre monocleny na {0, 1}" pre pevné n.Uvedieme " PEC” vlastnost.
Kliéovym zdelenim tu je, ze algoritmus poskytuje sprdvne hypotézy, poskytované vietkymi hfadanymi
prikladmi, ktoré boli zahrnuté do tréningovej vzorky. Dizka tréningovej vzorky rastie a rastie tiez
pravdepodobnost, ze vzorka obsahuje vsetky kladné priklady; postupne tak urobi pravdepodobnost, ze
vystup je korektny. Presnejsie, nech €, bude najmensia hodnota p(x), ktord uvazujeme nad mnozinou
x C {0,1}" prikladov s nenulovou pravdepodobnostou. Potom pravdepodobnost, ze trénujica vzorka
dfiky m neobsahuje dany priklad je najviac (1 — €,)™. Pravdepodobnost, ze existuje jeden z danej
mnoziny p prikladov, ktoré nie si v tréningovej vzorke je preto p * (1 —¢,)™ . Ak Xt je mnozina
kladnych prikladov pre dany cielovy koncept t, pravdepodobnost, Ze ex. ¢len v X7, ktory nie je vo
vzorke je najviac

X1 = €)™

Potrebujeme vyjadrit m, teda
Xt|(1—€)™ <6

mlg(l—e€,) +1g|XT| <1gd
lg|XT|—1gé < —mlg(l —€,) < me,
Pouzijeme nejaké zname skutocnosti:
XY <|X|<2m a 1—¢, < exp(—e,)
log| Xt <n log(1—¢,) < —¢,

m > {%ln? + iln%-‘

Poznamenajme, Ze dlzka vzorky je nezdvisld od ¢, ale zavisi od rozlozenia cez parameter ¢,,.
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3.5 Dalsie poznamky

Vo Valiantovom origindlnom popise ucenia bol predpoklad, ze uciaci algoritmus malpristupk” ordkulu”,
ktoré generovalo oznacené priklady ciefového konceptu brané podla rozlozenia v prikladovom priestore.
V takom modeli vstup do algoritmu pozostdva jedine z parametrov delta a epsilon: algoritmus sdm
potom pouziva ordkulua na generovanie dostatoc¢ne vela oznackovanychprikladov na zabezpeéenie toho,
aby vystupndhypotéza bola PAC.tento model je vieobecne zndmy ako model s ordkulom, pokym model
popisany v tejto knihe je funkciondlny model. Haussler et al (1988) ukazal, Ze tieto verzie uciaceho
modelu a niekolko inychvariantov si,vzhfadom na vsetky zdmery a ciele, ekvivalentné.

Predpokladajme, ze L je bezpamétovy on-line uciaci algoritmus pre nejaky priestor H a ze na vs-
tupe zaddvame nejaki trénujicu vzorku s pre hypotézu t z H. Umoznime aby s bola vybrand fTubovolne:
tj.nemusi byt vyberand podfa nejakého rozlozenia na prikladovom priestore, ale mdze, napriklad, byt
postupnostou vybranou zlomyselne uéitefom, ktory sa snazidatuc¢iacemu sa takmalo informécii ako lenméze.
Predpokladajme, ze L updatuje jeho aktualnu hypotézu zakazdym ked urobi chybu na priklade v s. In-
ak povedané,L prisposobuje aktudlne hypotézy po prezentacii oznackovaného prikladu, s ktorym jeho
aktudlna hypotéza nesuhlasi.

Hovorime, 7e L ma absolitnu chybovi hranicu k, ak na Tub. trénujicej vzorke, Tub.dizky, L urobf
najviac k chyb. Chybovo ohrani¢eny uciaci model poskytuje véeobecny ramec pre stidium tejto situdcie;
vid, napr. Littlestone (1988). Ex. niekolko vyskumnikov, ktori studovali tieto modely a ich vari-
anty a davali ich dovzfahu k PAC modelom popisanych tu, ale tiezk inym modelom ucenia: Littlestone
(1988),Angluin (1988), Haussler, Littlestone and Wermuth (1988) a Blum (1990).

Je mnoho typov chyb, ktoré sa mozu vyskytnit pocas praktickej implementacie pastikularnych uéiacich
algoritmov a mnoho z nich bolo sformulovanych.Sloan (1988). Napriklad, Angluim Laird (1987) vypro-
dukovali algortimy pre PAC uéeniea pritomnost ndhodnych nekvalifikovanych chyb, pokial Kearns a Li
(1988) studovali tento model a silnejsie ucenie spritomnostou zlomyselnych chyb a dosiahli vysledky.

Niekolko variantov PAC - ucenia bolo dosiahnutych tak, ze bolo umoznené,ze uciaci algoritmus a
vzorka dostatocnej dfiky my zaviseli nejakym spésobom bud na rozlozeni pravdepodobnosti u alebo na
ciefovom koncepte t. Toto nie je umelé: v mnohych uéiacich problémoch, nie¢o je zndme ako rozlozenie
alebo ciel. Vysledné definicie naucitelnosti si menej atraktivne nez bezkonceptové a bez-rozlozenia PAC
definicie, ale si velmi ¢asto lahko splnené. Vela prace bolo urobenej na takom ”neuniformnom” PAC
uceni. Ben-David et al (1989), Benedek and Itai (1988), Linial et al (1989), Kearns et al (1987a), Li and
Vitanyi (1989), Baum (1990), Natarajan (1988), Bartlett and Williams (1991).

3.6 U'lohy:
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