
V�ypo�
tov�e u�
enie
22. febru�ara 2006



Kapitola 1Kon
epty, hypot�ezy, u�
ia
e algoritmy1.1 �UvodJe mnoho typov aktiv��t ozna�
ovan�y
h ako "u�
enie". My budeme �studovat' matemati
k�y model tak�ehopro
esu. Tento model sa zd�a byt' pou�ziteln�y, preto�ze za
hyt�ava z�aklad ur�
it�y
h aktiv��t, ktor�e boli pop��san�epredt�ym pomo
ou nepresn�y
h v�yrazov, a z�arove�n umo�znuje vytvorit' netrivi�alne matemati
k�e tvrdenia,ktor�e mô�zu byt' dok�azan�e.

Obr�azok 1.1: Spra
ovanie pr��kladov re�alneho sveta pomo
ou nat�enovan�eho stroja
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1.2 Kon
eptySformalizujeme pojem kon
ept, ktor�y mô�ze byt' pop��san�y ako mno�zina pr��kladov.Ne
h je � - abe
eda napopis pr��kladov.Napr��klad, � = f0; 1g, � = RMno�ziny �n, �� predstavuj�u . . .De�n��
ia 1.2.1 Ne
h X � ��. Kon
ept v abe
ede � je funk
ia 
, 
 : X ! f0; 1g. Mno�zina X sa naz�yvapriestor pr��kladov. Prvok x, x 2 X sa naz�yva pr��klad. Ak pre x 2 X plat�� 
(x) = 1, tak x je pozit��vnypr��klad, ak plat�� 
(x) = 0, tak x je negat��vny pr��klad.Zjednotenie mno�ziny kladn�y
h a z�aporn�y
h pr��kladov je de�ni�
n�y obor funk
ie 
. Teda za predpok-ladu, �ze de�ni�
n�y obor je zn�amy, 
 ur�
uje a je ur�
ovan�e mno�zinou svoji
h pozit��vny
h pr��kladov.Pr��klady:1. Kon
ept parita� = f0; 1g p : �� ! f0; 1g y = y1 : : : yn :p(y) = � 1 ak v y je nep�arny po�
et jedni�
iek0 ak v y je p�arny po�
et jedni�
iek1011101 kladn�y pr��klad, 1000001 z�aporn�y pr��klad,2. Kon
ept palindrom� = f0; 1g p : �� ! f0; 1g y = y1 : : : yn :p(y) = � 1 ak y� = yn�i+1 i = 1; 2 : : : n20 inak3. Kon
ept n-rozmern�a jednotkov�a gul'a� = R u : �n ! f0; 1g y = y1 : : : yn :p(y) = � 1 ak y12 + y22 + : : :+ yn2 � 10 inak1.3 Tr�enovanie a u�
enieS�u dve mno�ziny kon
eptov uk�azan�y
h v r�am
i u�
enia pop��san�eho na obr. 1.1.Prv�a mno�zina je mno�zina kon
eptov odvoden�y
h z re�alneho sveta, ktor�a je predkladan�a na rozpoz-nanie. T�ato mno�zina mô�ze obsahovat' kon
epty ako "p��smeno A", "p��smeno B", . . . , z ktor�y
h ka�zd�e mô�zebyt' zak�odovan�e. Ka�zd�y kon
ept m�a svoje mno�ziny kladn�y
h a z�aporn�y
h pr��kladov. Ked' je mno�zinakon
eptov ur�
ovan�a t�ymto spôsobom, budeme pre �nu pou�z��vat' v�yraz kon
eptov�y priestor.Druh�a mno�zina kon
eptov obsiahnut�y
h v r�am
i u�
enia na obr. 1.1 je mno�zina, ktor�u stroj M jes
hopn�y rozpoznat'. Budeme predpokladat', �ze M sa mô�ze preradit' do rôzny
h stavov a v danom stavebude klasi�kovat' niektor�e vstupy ako kladn�e (v�ystup 1) a zvy�sok ako z�aporn�e (v�ystup 0). Teda stav Mur�
uje kon
ept, ktor�y mô�zeme 
h�apat' ako hypot�ezu. Mno�zina v�setk�y
h kon
eptov, ktor�e M ur�
uje, budenaz�yvan�a hypot�ezov�y priestor.Ciel'om u�
ia
eho pro
esu je vytvorit' hypot�ezu, ktor�a v nejakom zmysle zodpoved�a kon
eptu z kon-
eptov�eho priestoru vzhl'adom na vy�s�sie uveden�u �uvahu. Detaily, kedy a ako toto mô�ze byt' uroben�e s�u�ustredn�ym z�aujmom tejto predn�a�sky.M�ame teda 2 mno�ziny kon
eptov: C kon
eptov�y priestor, H - hypotezov�y priestor, a p r o b l �em o m je n�ajst' ku ka�zd�emu 
; 
 2 C, nejak�e h; h 2 H , ktor�e je dobrou aproxim�a
iou pre 
.V re�alny
h situ�a
i�a
h s�u hypot�ezy tvoren�e na z�aklade ur�
it�y
h inform�a
i��, ktor�e neprin�a�saj�u expli
-itn�u de�n��
iu 
. My budeme predpokladat', �ze t�ato inform�a
ia je poskytovan�a postupnost'ou kladn�y
h az�aporn�y
h pr��kladov X . Nem�ame dostatok zdrojov na to, aby sme mohli vybudovat' vel'mi vel'k�y stroj pren�ajdenie 
, nem�ame dostatok �
asu na to, aby bol vytvoren�y a spusten�y program, ktor�y by ur�
il, �ze h = 
,alebo �ze h je tak bl��zko 
, ako si prajeme. V praxi s�u kladen�e obmedzenia na zdroje a my sa mus��me2



uspokojit' s hypot�ezou h , ktor�a "pravdepodobne" reprezentuje 
 (aproximuje 
) v nejakom de�novanomzmysle.Ne
h X � �� je pr��kladov�y priestor. � = f0; 1g alebo � = R. Vzorka dl�zky m je postupnost'm pr��kladov, t. j. je to m�ti
a x = (x1; x2; : : : ; xm) 2 Xm, kde xi s�u pr��klady a bi vyjadruje, �
ipr��klad je kladn�y alebo z�aporn�y. Postupnost' mô�ze obsahovat' rovnak�e hodnoty via
kr�at. Niekedy budemepredpokladat', �ze s�u rôzne bez �ujmy na v�seobe
nosti.Tr�eningov�a vzorka s je mno�zina (X � f0; 1g)m, t. j. s = ((x1; b1); (x2; b2); : : : ; (xm; bm))Budeme predpokladat', �ze nie s�u �ziadne sporn�e pr��klady, t.j. ak x� = xj ; ) b� = bj . To tedaznamen�a, �ze existuje funk
ia s, de�novan�a ako s(x�) = b� (1 � i � m).Budeme hovorit', �ze s je tr�eningov�a vzorka pre 
iel'ov�y kon
ept t, ak b� = t(x�), pre 1 � i � m:Pr��klady:Tr�eningov�a vzorka pre kon
ept "palindrom" je((0010; 0); (1001001001; 1); (111; 1); (010101; 0); (111101; 0))Ciel'ov�y kon
ept t: x = (x1 : : : xn) :t(x) = � 1 ak x� = xn�i+1 pre1 � i � n0 inakUva�zujme teraz o povahe u�
ia
eho pro
esu, ktor�y tu 
h
eme �studovat'. Majme dan�e C - kon
eptov�ypriestor a H - hypot�ezov�y priestor v abe
ede �. U�
ia
i algoritmus pre (C;H) , niekedy naz�yvan�y(C;H)-u�
ia
i algoritmus je pro
ed�ura, ktor�a ak
eptuje tr�eningov�e vzorky pre funk
ie v C a v�ystupy zod-povedaj�u hypot�ezam v H . Aby t�ato pro
ed�ura mohla byt' pova�zovan�a za algoritmus, mus�� byt' efekt��vna.Ak ignorujeme probl�em efekt��vnosti, tak u�
ia
i algoritmus pre (C;H) je teda funk
ia L, ktor�a prirad��l'ubovol'nej tr�eningovej vzorke s pre 
ielov�y kon
ept t 2 C funk
iu h 2 H . P���seme h = L(s).Poznamenajme, �ze L(s) je de�novan�a na 
elom pr��kladovom priestore X , kde s je funk
ia de�novan�ana kone�
nej podmno�zine E � C (lebo zah�r�na len pr��klady vzorky (x1; ::::; xm).Hypot�eza h 2 H je konzistentn�a s s alebo s�uhlas�� s s, ak h(x�) = b�, pre 1 � i � m.Vo v�seobe
nosti nerob��me predpoklady, �ze L (s) je konzistentn�a s s, ale ked' t�ato podmienka plat�� prev�setky s, hovor��me �ze L je konzistentn�y. V tomto pr��pade je funk
ia L(s) ako roz�siruj�u
a funk
ia s,ako o tom hovor�� diagram.

Vo v�seobe
nosti, nie ka�zd�e roz�s��renie tr�eningovej vzorky bude vhodn�ym zov�seobe
nen��m, preto�ze
iel'ov�y kon
ept je len par
i�alne de�novan�y pr��kladmi vzorky. �Dalej tr�eningov�a vzorka mô�ze byt' nereprezen-tat��vna, alebo zav�adzaj�u
a.Napr��klad: Ak vhodne zak�odujeme v�setky zvierat�a 
iel'ov�y kon
ept je "ma�
ka", tak sa mô�ze stat', �zetr�eningov�a vzorka pozost�ava z bez
hovstov�y
h ma�
iek. V praxi mus��me predpokladat', �ze nereprezen-tat��vne vzorky s�u nepravdepodobn�e a �ze v�a�
�sina vzoriek je dostato�
ne reprezentat��vna, tak�ze roz�s��reniafunk
i�� s�u vyhovuj�u
e.Pr��klad: Kreslo je mo�zn�e pop��sat'( 4 roky, 
hvost, seda
�� priestor, zafarbenie, �zije)(1 1 1 0 0),1(1 1 1 1 0),1
3



1.4 U�
enie pomo
ou kon�struk
ieUvedieme dva vel'mi jednodu
h�e a vel'mi v�seobe
n�e algoritmy, ktor�e s�u ale neefekt��vne. V dal�som budemevenovat' pozornost' efekt��vnej�s��m algoritmom.Ne
h X je pr��kladov�y priestor, t 
iel'ov�y kon
ept, X+, X+ � X mno�zina kladn�y
h pr��kladov. Jedenspôsob u�
enia t je skon�struovat' mno�zinu X+ expli
itne. Mô�zme za�
at' s pr�azdnou mno�zinou pre
hodom
ez tr�eningov�u vzorku pridat' ka�zd�y pozit��vny pr��klad. Form�alne to mô�zme vyjadrit'set h (x) = 0 for all x in X;for i: = 1 to m do if bi = 1 then set h (xi) = 1;L(s) = h;Niektor�e ot�azky, t�ykaj�u
e sa algoritmu:1. �Co ak X je nekone�
n�y priestor pr��kladov?2. Ako vhodne vyjadrit' hypot�ezov�y priestor tak, aby hypot�ezy boli vhodne vyjadritel'n�e?Ak d�ame bokom ot�azku efekt��vnosti, vyst�upia nasleduj�u
e pozn�amky. Zrejme, v�ystupn�a hypot�ezaL(s) je rovn�a 
iel'ov�emu kon
eptu t () ked' s obsahuje v�setky kladn�e pr��klady pre t. Preto�ze s jekone�
n�a postupnost', to znamen�a, �ze len kon
epty s kone�
n�ym po�
tom kladn�y
h pr��kladov mô�zu byt'nau�
en�e s �upln�ym �uspe
hom.Napr��klad, kon
ept "parita" je de�novan�y nad 
el�ym f0; 1g�, teda algoritmus nemô�ze skon�struovat'
el�u mno�zinu kladn�y
h pr��kladov. Ak sa obmedz��me na paritu ret'az
ov d�l�zky n, tak kon
ept "parita" nadf0; 1gn je nau�
itel'n�y, po�
et kladn�y
h pr��padov je 2n1 ) mus��me volit' po�
et pr��kladov vzorky m aspo�ntak vel'k�e.Tento algoritmus m�a aj dobr�e vlastnosti:1. je konzistentn�y t.j. v�ystupn�a hypot�eza L(s) klasi�kuje v�setky pr��klady vyskytuj�u
e sa v s korek-tne.2. ka�zd�y komponent tr�eningovej vzorky sa vyskytuje pr�ave 1x. Toto je vel'mi siln�a vlastnost' .... online vlastnost'. V praxi to znamen�a, �ze pr��klady mô�zu byt' prezentovan�e u�
ia
emu, ked' sa vyskytn�u,bez nutnosti mat' pam�at', ktor�a i
h ulo�z�� pre d'al�sie pou�zitie.De�n��
ia 1.4.1 Hovor��me, �ze algoritmus je bezpam�at'ov�y (on line) algoritmus, ak pre dan�u tr�eningov�uvzorku s vytv�ara postupnost' hypot�ez h0; h1; : : : hm, tak�y
h, �ze hi+1 z�avis�� len od h� a od priebe�zne spra-
ov�avan�eho pr��kladu vzorky (x�; b�).1.5 U�
enie o�
��slovan��mNasleduj�u
a met�oda u�
enia ur�
ite nie je bezpam�at'ov�y on - line algoritmus. Predpoklad�ame, �ze hypot�ezov�ypriestor H je spo�
��tatel'n�y a m�a expli
itn�e o�
��slovanie, H = fh(1); h(2); : : :gPredpokladajme, �ze s je tr�eningov�a vzorka pre 
iel'ov�y kon
ept t. Met�oda: Porovnat' ka�zd�u hypot�ezu ska�zd�ym pr��kladom v s, odmietnut' hypot�ezu pri ka�zdej pr��le�zitosti, ak nes�uhlas�� s hodnotou pr��kladu. Poodmietnut�� hypot�ezy je d'al�sia vzorka testovan�a t�ym ist�ym spôsobom. Pro
es sa zastav��, ked' je n�ajden�ahypot�eza, ktor�a vyhovuje v�setk�ym pr��kladom tr�eningovej vzorky. Form�alne,Ne
h r - poradov�e �
��slo hypot�ezy, i - poradov�e �
��slo vzorkybeginr: = 1, i: = 1;repeatif h(r) (x_{i} )<> b_i thenbegin r: = r+ 1; i : = 1 endelse i: = i + 1;until i = m + 1;L (s) : = h(r);end; 4



Mno�zina H mô�ze byt' kone�
n�a, a teda mô�ze sa stat', �ze sa vhodn�a hypot�eza nen�ajde. Modi�k�a
iu al-goritmu vieme l'ahko urobit'. V praxi sa mus��me vyhn�ut' pou�z��vaniu neprimeran�y
h vel'k�y
h hypot�ezov�y
hpriestorov. Po�
et v�setk�y
h hypot�ez h : f0; 1gn ! f0; 1g je 22n . Ak n = 10; 22n = 21024 = 4512 = 8256 =16128Z pozn�amok vypl�yva, �ze na to, aby sa t�ato met�oda stala vhodnou met�odou u�
enia, je potrebn�e urobit'ur�
it�e obmedzenia na hypot�ezov�y priestor H a jeho vzt'ah k priestoru kon
eptov C.Toto vedie k pojmu"induktive bias" predpojatost'.Je to predpoklad, �ze u�
ia
i m�a nejak�u vopred predstaven�u ideu o tom, ak�u met�odu klasi�k�a
ie u�
itel'pou�z��va, t.j. u�
ia
i vie, alebo m�a nejak�e inform�a
ie o kon
eptovom priestore.Najjednodu
h�s�� spôsob modelovat' tak�y predpoklad je stanovit' H = C a v tomto pr��pade hovor��me ou�
ia
om algoritme pre H , �
o znamen�a (H;H). V�a�
�sina preberan�y
h algoritmov v d'al�som bude tohtotypu.1.6 �Ulohy:1. Ak�y je po�
et kladn�y
h pr��kladov kon
eptu "palindrom", ked' pr��kladov�y priestor je f0; 1gn ?2. Ne
h w je nasleduj�u
i kon
ept: f0; 1gn y 2 0; 1n y = y1 : : : yn :w(y) = � 1 ak y obsahuje najvia
 2 jedni�
ky0 inakUk�a�zte, �ze po�
et kladn�y
h pr��kladov v tomto kon
epte je kvadrati
kou funk
iou n.3. Predpokladajme, �ze v kone�
nom "u�
en�� o�
��slovan��m" sme si ist��, �ze hypot�ezy s�u o�
��slovan�e tak, �zet�a ktor�u 
h
eme, je v prvej polovi
i. Ak mô�zeme vybrat' 1 mili�on hypot�ez za sekundu a pr��kladov�ypriestor je f0; 1g9, kol'ko to bude trvat' v najhor�som pr��pade?4. Dok�a�zte, �ze po�
et funk
i�� f : f0; 1gn ! f0; 1g je 22n
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Kapitola 2Booleovsk�e formuly a reprezent�a
ie2.1 U�
ia
i algoritmus pre mono�
lenn�e funk
ieValiant, 1984Mono�
len je konjunk
ia liter�alov alebo i
h neg�a
i��. Za�
��name bez inform�a
i��, t.j. predpoklad�amev�yskyt v�setk�y
h 2n liter�alov hu : u1u1u2u2 : : : ununKa�zd�y pozit��vny pr��klad y = y1 : : : yn umo�z�nuje odstr�anenie t�y
h liter�alov uj , pre ktor�e yj = 0 a tieliter�aly uj , pre ktor�e yj = 1. Predpokladajme, �ze s je tr�eningov�a vzorkas = ((x1; b1); : : : (xm; bm))xi = ((xi)1(xi)2 : : : (xi)n); 1 � i � mhu : : : mono�
lenn�a funk
ia obsahuj�u
a liter�aly v mno�zine U.beginset U = fu1; u1; : : : ; un; ung;for i:=1 to m doif b�=1 thenfor j:=1 to n doif (x�)j = 1 then delete ujelse delete uj ;L(s)=hu;end;Tento algoritmus sa naz�yva �standardn�y u�
ia
i algoritmus pre mono�
leny.Veta 1 �Standardn�y u�
ia
i algoritmus pre mono�
leny je konzistentn�y (s v�ynimkou premenn�y
h, na ktor�y
hnez�ale�z��).Dôkaz: To znamen�a, �ze v�ysledn�a nepr�azdna formula je konzistentn�a s tr�eningovou vzorkou.V ka�zdom kroku algoritmu je odstr�anen�y
h niekol'ko (mo�zno �ziadny) liter�alov. Liter�aly, ktor�e s�u vov�yslednom t, neboli nikdy odstr�anen�e.�Lubovol'n�y negat��vny pr��klad pre t je zalo�zen�y na niektorom liter�ale v t, ktor�y nebol odstr�anen�y. Tedav�setky negat��vne pr��klady pre t (a �
iasto�
ne tie vo vzorke) s�u korektne klasifukovan�e pomo
ou L(s).Ak hU (x) = 1 a V � U , tak hV (x) = 1. Po ka�zdej prezent�a
ii kladn�eho pr��kladu x, maza
ia pro
ed�urazaru�
��, �ze hU (x) = 1 a teda klasi�k�a
ia x je korektn�a. Teda kon
ov�a hypot�eza L(s) korektne klasi�kujev�setky pozit��vne pr��klady.
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2.1.1 Disjunktn�a norm�alna forma - DNF�1 _ �2 _ : : : _ �nkde �i je mono�
lenn�a funk
ia, 1 � i � r.2.1.2 Konjukt��vna norm�alna forma
1 ^ 
2 ^ : : : ^ 
nkde 
i je, 1 � i � n je klauzula, tj. disjunk
ia liter�alov.Ozna�
enie:Mn-mno�zina mono�
lenov nad f0; 1gnMn;k-mno�zina mono�
lenov nad f0; 1gn, z ktor�y
h ka�zd�y m�a najvia
 k liter�alovDn;k-mno�zina disjunktn�y
h �
lenov z Mn;k2.2 U�
enie disjunk
i�� mal�y
h mono�
lenovValiant, 1984beginh:=disjunk
ia vsetky
h jedno
lenov dlzky najvia
 k;for i:=1 to m doif b_{i}=0 and h(x_{i})=1 then vymazat jedno
leny $\mu$ pre ktore $\mu(x_i)=1$;L(s):=h;end;2.3 Reprezent�a
ia hypot�ezov�eho priestoruU�
enie prediskutovan�e v tejto �
asti malo zjednodu�sen�e predpoklady, a s��
e �ze kon
eptov�y priestor je tenist�y ako hypot�ezov�y. V skuto�
nosti sme uva�zovali o tom, �ze 
iel'ov�e kon
epty maj�u nejak�y popis pomo
ouform�ul alebo strojov. Ho
i tento predpoklad sa mô�ze zdat' re�strikt��vn�y, je prirodzen�y pri matemati
kom�st�udiu oblasti.2.4 Cvi�
enia:1. Nap���ste postupnost' hypot�ez generovan�y
h algoritmom u�
enia mono�
lenov, ked' na vstupe je prezen-tovan�a tr�eningov�a vzorka (11100101; 1); (00100011; 0); (11001001; 1)Ak 
iel'ov�y kon
ept je hu2u4u8i, dopl�nte pr��klady do vzorky, ktor�e s�u pre to nutn�e.2. Nap���ste DNF formuly pre kon
epty parita a palindrom na pr��kladov�y
h priestoro
h f0; 1g5.3. Uved'te pr��klad booleovskej funk
ie 3 premenn�y
h, ktor�a nie je D3;2.
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Kapitola 3Pravdepodobnostn�e u�
enie3.1 Algoritmus pre u�
enie l�u�
ovV �uvode do najdôle�zitej�s��
h ide�� vo v�ypo�
tovej te�orii u�
enia sa budeme zaoberat' vel'mi jednodu
h�ymalgoritmom pre u�
enie v re�alnom hypot�ezovom prietore.Pre ka�zd�e re�alne �
��slo � l�u�
 r� je kon
ept de�novan�y na pr��kladovom priestore R funk
iour�(y) () y � �Algoritmus pre u�
enie v hypot�ezovom priestore H = fr�j� 2 Rg je zalo�zen�y na idee, �ze za aktu�alnuhypot�ezu vezmeme "najmen�s��" l�u�
 obsahuj�u
i v�setky pozit��vne pr��klady v tr�eningovej vzorke. Vhodnoudefault hypot�ezou v pr��pade, �ze neexistuj�u kladn�e pr��klady, je funk
ia identi
ky rovn�a nule. Vtedy budemehovorit' o pr�azdnom l�u�
i. Budeme ozna�
ovan�y r1.Pre dan�u tr�eningov�u vzorku s = ((x1; b1); (x2; b2); : : : ; (xm; bm))v�ystupn�a hypot�eza L(s) by mala byt' r�, kde� = �(s) = min1�i�mfx�jb� = 1g� = 1, ak vzorka neobsahuje kladn�e pr��klady. Jednodu
h�a modi�k�a
ia algoritmu, ktor�y po�
��ta mini-mum kone�
nej mno�ziny je posta�
uj�u
a pre na�se �u�
ely. Toto poskytuje nasleduj�u
i bezpam�at'ov�y on-linealgoritmus:set � = 1;for i:=1 to m doif (b� = 1) and (x� < � ) then set � = x�;L(s):=r�;Je l'ahk�e vidiet', �ze ak tr�eningov�a vzorka je pre 
iel'ov�u hypot�ezu r�, potom L(s) bude l�u�
 r� s� = �(s) � �. Preto�ze je len kone�
n�y po�
et pr��kladov v tr�eningovej vzorke a pr��kladov�y priestor jenespo�
��tatel'n�y, nemô�zeme o�
ak�avat', �ze � = �. Av�sak, zd�a sa, �ze ak d�l�zka tr�eningovej vzorky rastie, takby sa mala pravdepodobnost', �ze 
hyba je mal�a vypl�yvaj�u
a z pou�zitia r� namiesto r�.Prakti
ky t�ato vlastnost' mô�ze byt' 
harakterizovan�a nasledovne. Predpokladajme, �ze spust��me algo-ritmus s vel'kou tr�eningovou vzorkou a potom sa rozhodneme pou�zit' v�ystupn�u hypot�ezu r� pre 
iel'ov�u(nezn�amu) hypot�ezu r�. Inak povedan�e, uspokoj��me sa s t�ym, �ze "u�
ia
i sa" bol adekv�atne tr�enovan�y. Ak� nie je bl��zke �, toto indikuje, �ze pozit��vne pr��klady, ktor�e by boli bl��zke � s�u relat��vne nepravdepodobn�ea nevyskytovali sa v tr�eningovej vzorke. Z toho vypl�yva, ked' teraz klasi�kujeme niektor�e d'al�sie pr��klady,ktor�e s�u prezentovan�e podl'a toho ist�eho rozlo�zenia, tak mô�zme urobit' niekol'ko 
h�yb ako dôsledok pou�zitiar� namiesto r�: 8



3.2 Pravdepodobnostn�e aproxima�
ne spr�avne u�
enie (ProbablyApproximately Corre
t learning - PAC)Uva�zujme model, v ktorom tr�enuj�u
a vzorka s pre 
iel'ov�y kon
ept t je generovan�a v�yberom pr��kladovx1; x2; : : : ; xm z X "n�ahodne" podl'a nejak�eho zn�ameho, ale pevne dan�eho pravdepodobnostn�eho roz-lo�zenia. U�
ia
i algoritmus L produkuje hypot�ezu L(s), ktor�a je o�
ak�avan�a ako dobr�a aproxim�a
ia pret. Dôslednej�sie vy�zadujeme, ak po�
et pr��kladov m v tr�enuj�u
ej vzorke vzrastie, tak z pravdepodobnostivyplynie, �ze 
hyba, ktor�a je v�ysledkom pou�zitia L(s) namiesto t je mal�a.Z�akladn�e pojmy:X - pravdepodobnostn�y priestor, A - trieda podmno�z��n mno�z��n X � - pravdepodobnostn�e rozlo�zenie,miera pravdepodobnosti A! [0; 1℄:Od triedy A sa vy�zaduje, aby bola uzavret�a vzhl'adom na oper�a
ie komplementu, kone�
n�eho prienikua spo�
��tatel'n�eho zjednotenia.A 2 A, sa naz�yva udalost' �(A) pravdepodobnost' udalosti AOd � sa vy�zaduje, aby spl�novala nasleduj�u
e podmienky:�(�) = 0; �(X) = 1;a pre l'ub. po dvo
h disjunktn�e mno�ziny A1; A2; : : : 2 A�( 1[i=1Ai) = 1Xi=1 �(Ai):Pre n�as: X = � R - triedu booleovsk�y
h funk
i�� v Rnbooleovsk�y priestor - kone�
n�a alebo spo�
��tatel'n�aa mô�zme brat' A-triedu v�setk�y
h podmno�z��n XV obo
h pr��pado
h budeme pou�z��vat' vhodn�u triedu bez expl. vyjadrovania detailov. Posta�
�� pou�zit'triedu Boolovsk�y
h mno�z��n v Rn.Budeme jednodu
ho hovorit' "pravdepodobnostn�e rozdelenie � na X", ktorou mienime funk
iu � de�-novan�u na vhodnej triede A a spl�nuj�u
ej axi�omy uveden�e vy�s�sie. Mus�� byt' zdôraznen�e, �ze v aplik�a
i�a
h,o ktor�y
h sme sa zmie�novali, nerob��me �ziadne predpoklady o �, okrem podmienok uveden�y
h v de�n��
ii.Situ�a
ia, ktor�u sme modelovali, je �ze svet pr��kladov prezentovan�y
h u�
ia
emu sa 
hov�a (modeluje) podl'anejak�eho pevn�eho, ale nezn�ameho rozlo�zenia. U�
itel'ovi je povolen�e klasi�kovat' pr��klady ako pozit��vne anegat��vne, ale nem�o�ze riadit' postupnost', v ktorej pr��klady bud�u prezentovan�e.Budeme pokra�
ovat' s predpokladom, �ze 
iel'ov�y kon
ept patr�� do hypot�ezov�eho priestoru H, ktor�yje dostupn�y u�
ia
emu sa. K dan�emu 
iel'ov�emu kon
eptu t 2 H de�nujeme 
hybu l'ubovol'nej hypot�ezyh 2 H vzhl'adom na t a bude to pravepodobnost' udalosti h(x) 6= t(x), t.j.er�(h; t) = �fx 2 X j h(x) 6= t(x)g:v ku�
erav�y
h z�atvork�a
h je error set - 
hybov�a mno�zina a predpoklad�ame, �ze existuje udalost' tak�a,�ze pravdepodobnost' jej m�o�ze byt' priraden�a. Ked' pôjde o t zn�ame z kon
eptu, budeme tie�z pou�z��vat'ozna�
enie err�(h).Pr��klad: Ne
h X = f0; 1g3, predpokladajme, �ze 
iel'ov kon
ept je hu1i. Chybov�a mno�zina prehypot�ezu hu1u2i obsahuje dva pr��klady, 110 a 111. Takerr<u1u2> = �f110; 111g:Napr��klad, � - rovnomern�e rozlo�zenie na x - 18 , potomerrhu1u2i = 14 :Ak z nejak�y
h dôvodov pr��klady, u ktor�y
h je y� s�u m�alo pravdepodobnostn�e, potom er� bude o nie�
omen�sia. 9



Ked' je dan�a mno�zina X poskytovan�a sa �strukt�urou pravdepodobnostn�eho priestoru, s�u�
in mno�z��nXm preber�a pravdepodobnostn�u �strukt�uru X. Detaily sa n�as net�ykaj�u, je posta�
uj�u
e poznamenat',�ze kon�struk
iu n�am umo�z�nuje pova�zovat' komponenty za nez�avisl�e premenn�e, rozlo�zenie ka�zdej z ni
hje podl'a pravdepodobnostn�eho rozlo�zenia � na X . Odpovedaj�u
e pravdepodobnostn�e rozdelenie naXm je ozna�
ovan�e �m. Neform�alne, pre dan�e Y � Xm budeme interpretovat' hodnotu �m(Y ) ako"pravdepodobnost', �ze n�ahodn�a vzorka m pr��kladov vybrat�y
h z X podl'a rozdelenia patr�� do Y".Ne
h S(m; t) ozna�
uje mno�zinu tr�eningov�y
h vzoriek d�l�zkym pre dan�y 
iel'ov�y kon
ept t, kde pr��kladys�u vyberan�e z pr��kladov�eho priestoru X . �Lubovol'n�a vzorka x 2 X determinuje a je determinovan�atr�eningovou vzorkou s 2 S(m,t): ak x = (x1; x2; : : : ; xm), potom s = ((x1; t(x1); (x2; t(x2); : : :). Inakpovedan�e, existuje zobrazenie �� : Xm ! S(m; t); pre ktor�u �(x) = sTeda mô�zeme interpretovat' pravdepodobnost', �ze s 2 S(m; t) m�a nejak�u dan�u vlastnost' P, nasle-duj�u
im spôsobom. De�nujeme �mfs 2 S(m; t) j s m�a vlastnost' P gto znamen�a �mfx 2 Xm j �(x) 2 S(m; t)m�a vlastnost' P gZ toho vypl�yva, �ze ked' pr��kladov�y priestor X je vybaven�y pravdepodobnostn�ym rozlo�zen��m, mô�zemezaviest' pre
��znej�siu interpret�a
iu pre(i) 
hybu hypot�ezy, ktor�a vznikne, ked' u�
ia
i algoritmus L pra
uje s s; T�ato veli�
ina pra
uje ser�(L(s)).(ii) pravdepodobnosti, �ze t�ato 
hyba je men�sia ne�z �.Druh�a je pravdepodobnost' vzhl'adom na �m, �ze s m�a vlastnost' er�(L(s)) < �3.2.1 PAC - algoritmusHovor��me, �ze algoritmus L je probably approximately 
orre
t (pravdepodobnostne aproxima�
nespr�avny) u�
ia
i algoritmus, pre hypot�ezov�y priestor H, ak� k l'ubovol'n�emu re�alnemu �
��slu Æ, 0 � Æ � 1� k l'ub. re�alnemu �
��slu �, 0 � � � 1� existuje kladn�e 
el�e �
��slo m0 = m0(Æ; �) tak�e ,�ze� pre l'ub. 
iel'ov�y kon
ept t 2 H ,pre l'ub. pravdepodobnostn�e rozlo�zenie � na X pre v�setky m � m0 plat���mfs 2 S(m; t) j er�(L(s)) < �g > 1� Æ8(0�Æ�1)8(0���1)9(m0=m0(�;Æ))8(t2H)8(� na X)8(m�m0)�mfs 2 S(m; t) j er�(L(s)) < �g > 1� ÆSkuto�
nost', �zem0 z�avis�� od Æ a �, ale nie od t a � odr�a�za to, �ze u�
ia
i sa mô�ze byt' s
hopn�y �spe
i�kovat'predpokladan�u �urove�n dôvery a presnosti, aj ked' 
iel'ov�y kon
ept a rozlo�zenie pr��kladov s�u nezn�ame.Dôvodom k tomu, �ze je mo�zn�e splnit' podmienku pre l'ubovol'n�e � je, �ze vyjadruje vzt'ah medzi dvo-ma veli�
inami, ktor�e obsahuj�u �: 
hyba err� a pravdepodobnost' vzhl'adom na �m ur�
itej mno�ziny.PAC u�
enie je, v istom zmysle, najlep�sie, v �
o mô�zeme d�ufat' pri tomto pravdepodobnostnom pohl'ade.Nereprezentat��vne tr�eningov�e vzorky, ho
i nepravdepodobn�e, bud�u pr��lo�zitostne prezentovan�e u�
ia
emualgoritmu, a tak mô�zeme o�
ak�avat', �ze je pravdepodobn�e, �ze je prezentovan�a pou�zitel'n�a tr�eningov�a vzor-ka. Naopak, aj ked' m�ame reprezentat��vnu tr�enuj�u
u vzorku, roz�s��renie tr�eningovej vzorky nebude vov�seobe
nosti koin
idovat' s 
iel'ov�ym kon
eptom, tak�ze aj tak v�ystupn�a hypot�eza je len aproxima�
nespr�avna. 10



3.3 U�
enie l�u�
ov je PAC.Veta 2 Algoritmus L pre u�
enie l�u�
ov je PAC.

De�nujme �0 = �0(�; �) = supf� j �[�; �) < �gAk uva�zujeme � � �0 : er�(L(s)) = �[�; �) � �[�; �0) � �gUdalost', �ze s m�a vlastnost' Æ � �0 je pr�ave udalost', �ze aspo�n jeden pr��klad v s je v intervale [�; �0℄.Preto�ze �[�; �0℄ � �, pravdepodobnost', �ze jeden pr��klad nie je v tomto intervale je najvia
 1� �. Pretopravdepodobnost', �ze �ziadny z m pr��kladov vzorky s nie je v tomto intervale je najvia
 (1 � �)m. Ked'budeme uva�zovat' komplement�arnu udalost' (existuje pr��klad, ktor�y je z tohto intervalu), z toho vypl�yva,�ze pravdepodobnost', �ze � � �0 je aspo�n 1� (1� �)m. Ako sme u�z poznamenali vy�s�sie, �ze udalost' � � �0implikuje udalost' er�(L(s)) � � a tak �mfs 2 S(m; r�) j er�(L(s)) � �g � 1� (1� �)mPolo�z��me m � m0 = 1� � ln1Æ(1� �)m � (1� �)m0 < e��m0 < elnÆ = Ætento v�ypo�
et ukazuje, �ze algoritmus je PAC.Dôkaz korektnosti poskytuje expli
itn�u formulu pre d�l�zku vzorky posta�
uj�u
u na to, aby boli splnen�epredp��san�e hodnoty presnosti a dôveryhodnosti. Predpokladajme, �ze Æ = 0:001 � = 0:01m0 = 10:01 � ln 10:001 = 100 � ln 1000 = 691Tak�ze aspo�n 691 pr��kladov je treba, aby sme si boli ist�� na 99,9%, �ze najvia
 1% pr��kladov budeklasi�kovan�y
h nespr�avne, za predpokladu, �ze s�u z toho ist�eho zdroja ako tr�eningov�a vzorka.Odvodenie vzt'ahu:Æ = (1� �)mln Æ = m � ln(1� �) = m � ��1�� ln Æ � m � ��1��ln(1� �) � ln(1) + f 0(0) � �1! � 0 + 11�� � (�1) � �1!� ln Æ = m � �1�� 1��� ln 1Æ � m) ( 1� � 1) ln 1Æ � m1� � ln 1Æ + ln Æ � m
11



3.4 Exaktn�e u�
enieKed' pr��kladov�y prisetor X je kone�
n�y, pojem PAC - u�
enie m�a d'al�sie dodato�
n�e obmedzenia. Za�
nemet�ym, �ze l'ubovol'n�e pravdepodobnostn�e rozlo�zenie na kone�
nej mno�zine X je determinovan�e hodnotami najej 1-prvkov�y
h mno�zin�a
h x, pou�zit��m axi�omy o aditivite. Budeme p��sat' �(x) namiesto �(fxg). Ak bud�unejak�e pr��klady, pre ktor�e �(x) = 0, s pravdepodobnost'ou 1 sa nebud�u vyskytovat' v kone�
nej n�ahodnejvzorke a mô�zu byt' ignorovan�e. In�ymi slovami, mô�zme ak je nutn�e prede�novat' X tak, �ze �(x) > 0 prev�setky x 2 X . Preto�ze X je kone�
n�a, veli�
ina�� = minfx 2 Xg�fxg > 0je dobre de�novan�a.Predpokladajme, �ze m�ame algoritmus L, ktor�y je PAC pre hypoteti
k�y priestor H de�novan�y na X .Vo v�yzname de�n��
ie PAC algoritmu m�ame dan�e Æ; �; �; at v i
h obvyklom v�yznamem � m0 ) �mfs 2 S(m; t) j er�(L(s)) < �g > 1� ÆPredpokladajme, �ze presnost' � je vybrat�a tak, aby nebola v�a�
�sia ne�z ��. Potom podmienka er�(L(s)) <� implikuje, �ze 
hybov�a mno�zina pre L(s) je pr�azdna, preto�ze neexistuj�u �ziadne pr��klady, ktor�e maj�upravdepodobnost' men�siu ne�z �. Teda podmienka implikuje, �ze L(s) = t, t.j. v�ystupn�a hypot�eza jepresne rovn�a 
iel'ov�emu kon
eptu t. Z�aver pred
h�adzaj�u
eho argumentu je, �ze pre u�
enie na kone�
nompriestore je "pe
-probably exa
tly 
orre
t". Ale je v tom h�a�
ik. Jednodu
h�a vzorka d�l�zky m0 v de�n��
iiPAC-u�
enia z�avis�� od parametrov Æ; � ale nez�avis�� od � (a t).Argument uveden�y vy�s�sie obsahuje v�yber � pomo
ou ��, a tak hodnota m0 vy�zadovan�a pre exaktn�eu�
enie bude z�avisiet' od Æ a �. Toto je v spore s na�s��m origin�alnym 
iel'om dokazovania v�ykonn�y
h z�aruk,ktor�e nie s�u nez�avisl�e od �, mo�zno nezn�ame rozlo�zenie pr��kladov vo svete bez pomo
i.Pr��klad: �Standartn�y u�
ia
i algoritmus pre mono�
leny na f0; 1gn pre pevn�e n.Uvedieme "PEC"vlastnost'.Kl'�u�
ov�ym zdelen��m tu je, �ze algoritmus poskytuje spr�avne hypot�ezy, poskytovan�e v�setk�ymi hl'adan�ymipr��kladmi, ktor�e boli zahrnut�e do tr�eningovej vzorky. D�l�zka tr�eningovej vzorky rastie a rastie tie�zpravdepodobnost', �ze vzorka obsahuje v�setky kladn�e pr��klady; postupne tak urob�� pravdepodobnost', �zev�ystup je korektn�y. Presnej�sie, ne
h �� bude najmen�sia hodnota �(x), ktor�u uva�zujeme nad mno�zinoux � f0; 1gn pr��kladov s nenulovou pravdepodobnost'ou. Potom pravdepodobnost', �ze tr�enuj�u
a vzorkad�l�zky m neobsahuje dan�y pr��klad je najvia
 (1 � ��)m. Pravdepodobnost', �ze existuje jeden z danejmno�ziny p pr��kladov, ktor�e nie s�u v tr�eningovej vzorke je preto p � (1 � ��)m . Ak X+ je mno�zinakladn�y
h pr��kladov pre dan�y 
iel'ov�y kon
ept t, pravdepodobnost', �ze ex. �
len v X+, ktor�y nie je vovzorke je najvia
 jX+j(1� ��)mPotrebujeme vyjadrit' m, teda jX+j(1� ��)m < Æm lg(1� ��) + lg jX+j < lg Ælg jX+j � lg Æ < �m lg(1� ��) < m��Pou�zijeme nejak�e zn�ame skuto�
nosti:jXtj � jX j � 2n a 1� �� < exp(���)logjX+j � n log(1� ��) < ���m � l n�� ln2 + 1�� ln1ÆmPoznamenajme, �ze d�l�zka vzorky je nez�avisl�a od t, ale z�avis�� od rozlo�zenia 
ez parameter ��.
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3.5 �Dal�sie pozn�amkyVo Valiantovom origin�alnom popise u�
enia bol predpoklad, �ze u�
ia
i algoritmus malpr��stupk"or�akulu",ktor�e generovalo ozna�
en�e pr��klady 
iel'ov�eho kon
eptu bran�e podl'a rozlo�zenia v pr��kladovom priestore.V takom modeli vstup do algoritmu pozost�ava jedine z parametrov delta a epsilon: algoritmus s�ampotom pou�z��va or�akulua na generovanie dostato�
ne vel'a ozna�
kovan�y
hpr��kladov na zabezpe�
enie toho,aby v�ystupn�ahypot�eza bola PAC.tento model je v�seobe
ne zn�amy ako model s or�akulom, pok�ym modelpop��san�y v tejto knihe je funk
ion�alny model. Haussler et al (1988) uk�azal, �ze tieto verzie u�
ia
ehomodelu a niekol'ko in�y
hvariantov s�u,vzhl'adom na v�setky z�amery a 
iele, ekvivalentn�e.Predpokladajme, �ze L je bezpam�at'ov�y on-line u�
ia
i algoritmus pre nejak�y priestor H a �ze na vs-tupe zad�avame nejak�u tr�enuj�u
u vzorku s pre hypot�ezu t z H. Umo�zn��me aby s bola vybran�a l'ubovol'ne:tj.nemus�� byt' vyberan�a podl'a nejak�eho rozlo�zenia na pr��kladovom priestore, ale mô�ze, napr��klad, byt'postupnost'ou vybranou zlomysel'ne u�
itel'om, ktor�y sa sna�z��dat'u�
ia
emu sa takm�alo inform�a
i�� ako lenmô�ze.Predpokladajme, �ze L updatuje jeho aktu�alnu hypot�ezu zaka�zd�ym ked' urob�� 
hybu na pr��klade v s. In-ak povedan�e,L prispôsobuje aktu�alne hypot�ezy po prezent�a
ii ozna�
kovan�eho pr��kladu, s ktor�ym jehoaktu�alna hypot�eza nes�uhlas��.Hovor��me, �ze L m�a absol�utnu 
hybov�u hrani
u k, ak na l'ub. tr�enuj�u
ej vzorke, l'ub.d�l�zky, L urob��najvia
 k 
h�yb. Chybovo ohrani�
en�y u�
ia
i model poskytuje v�seobe
n�y r�ame
 pre �st�udium tejto situ�a
ie;vid', napr. Littlestone (1988). Ex. niekol'ko v�yskumn��kov, ktor�� �studovali tieto modely a i
h vari-anty a d�avali i
h dovzt'ahu k PAC modelom pop��san�y
h tu, ale tie�zk in�ym modelom u�
enia: Littlestone(1988),Angluin (1988), Haussler, Littlestone and Wermuth (1988) a Blum (1990).Je mnoho typov 
h�yb, ktor�e sa mô�zu vyskytn�ut' po�
as prakti
kej implement�a
ie pastikul�arny
h u�
ia
i
halgoritmov a mnoho z ni
h bolo sformulovan�y
h.Sloan (1988). Napr��klad, Angluim Laird (1987) vypro-dukovali algortimy pre PAC u�
eniea pr��tomnost' n�ahodn�y
h nekvali�kovan�y
h 
h�yb, pokial' Kearns a Li(1988) �studovali tento model a silnej�sie u�
enie spr��tomnost'ou zlomysel'n�y
h 
h�yb a dosiahli v�ysledky.Niekol'ko variantov PAC - u�
enia bolo dosiahnut�y
h tak, �ze bolo umo�znen�e,�ze u�
ia
i algoritmus avzorka dostato�
nej d�l�zky m0 z�aviseli nejak�ym spôsobom bud' na rozlo�zen�� pravdepodobnosti � alebo na
iel'ovom kon
epte t. Toto nie je umel�e: v mnoh�y
h u�
ia
i
h probl�emo
h, nie�
o je zn�ame ako rozlo�zeniealebo 
iel'. V�ysledn�e de�n��
ie nau�
itel'nosti s�u menej atrakt��vne ne�z bezkon
eptov�e a bez-rozlo�zenia PACde�n��
ie, ale s�u vel'mi �
asto l'ahko splnen�e. Vel'a pr�a
e bolo urobenej na takom "neuniformnom" PACu�
en��. Ben-David et al (1989), Benedek and Itai (1988), Lini�al et al (1989), Kearns et al (1987a), Li andVitanyi (1989), Baum (1990), Natarajan (1988), Bartlett and Williams (1991).3.6 �Ulohy:
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