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PRAVDEPOBNOSTNÉ ALGORITMY

Časová zložitosť: Time: Σ*→ N  ( Σ* je množina slov nad abecedou Σ ).

Time: W→N 

TimeA(n) = max{Time(x), x ε Σ*, |x| = n}

Pre danú funkciu viem nájsť problém s takou zložitosťou deterministického algoritmu so zložitosťou w!, 2n viem zostrojiť nedeterministický algoritmus ktorý pracuje so zložitosťou wn3 ale nedopustí sa chyby s p = 130-31 

PR: Majme 2 databázy x, y : |x| = |y| = u = 1012  . Chcel by som overiť ( po istom čase ) či sú rovnaké ?x = y?

Nedeterministický algoritmus: 

1) R1 si zvolí náhodne prvočíslo p ε {1,2, …… , n2} s rovnomernou pravdepodobnosťou.

2) R1 spočíta S = Number(x) mod p. (Number(x) je číslo binárne kódované reťazcom x a patrí {0,1, …, n2-1}).

R1  pošle s,p počítaču R2. 

3) R2 počíta (analogicky ako R1) q = Number(y) mod p a porovná s a q. Ak s = q tak sú rovnaké, x = y.

Inak nie sú, x ≠ y.

Zložitosť (ako počet bitov):

p ≤ n2 , s< n2 → veľkosť kodu na poslanie jedného čísla je (2*log n(, celková komunikácia  ≤ 4*(log n( ( pre       a = 1012 ≤ 160).

Analýza chyby:

1) x = y → bez chyby → Number(x) ( Number(y) mod p (p → pravdepodobnosť chyby k nule.

2) x ≠ z chceme zrátať počet prvočísel při ktorých sa dopustíme chyby.

Nech p: Number(x) ( Number(y) mod p → p delí |Number(x) – Number(y)| (koľko je takých p?)

|Number(x) – Number(y)| = h ≤ 2n – 1

h = p1* p2* p3*… * pk
pi ≤ pi+1   pi sú prvočísla

Sporom: Nech n ≤ k → h ≥ p1* p2* p3*… * pk > n! > 2n →
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Prim(n) – počet prvočísel < a

Prim(n) ~ n/ln n + σ(n/ln n)

Pravdepodobnosť chyby ≤ n-1/(n2/ln n2 ) ≤ 2*ln n/a

Ak algoritmus zopakujeme 10krat tak P10(chyby) ≤ (2*ln n/n)10
?čo je múdrejšie: brať prvočísla 1,…,nk alebo opakovať pr.?

Metóda početných svedkov
Def: Svedok je dodatočná informácia k vstupu, ktorá zjednoduší riešenie problému.  ( svedok pre predchádzajúci príklad je ( prvočíslo také, že Num(x) ≠ Num(z) mod p ).
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Početných:
Táto metóda sa oplatí ak je štruktúra množiny kandidátov chaotická → vtedy nebude fungovať determ. testovanie.

Pravdepodobnostný priestor (S, Pr), kde S je množina elementárnych udalostí.

x…vstup

A…randomizovaný algoritmus

SA,x – množina všetkých výpočtov algoritmu na vstupe x

RandomA(x) – max. počet náhodných bitov cez všetký výpočty algoritmu A a vstup x.

RandomA(y) – max{ RandomA(x) , |x| = a }

A(x)…výstup algoritmu A na x

Prav(A(x) = y) = 
[image: image48.png]



TimeA(x) = max{Time(c), c ε SA,x }

TimeA(n) = max{ TimeA(x), |x| = n } → zlož. V najhoršom prípade

Exp - TimeA(x) = E[Time] = 
[image: image2.wmf]å
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Exp - TimeA(n) = max{ Exp - TimeA(x) , |x| = n} –očakávaná zložitosť algoritmu A

Klasifikácia rand. Algoritmu

I) Las Vegas – nikdy neklamú, A-algoritmus, x-vstup počíta funkciu F

a)Prav(A(x) = F(x)) = 1 → študujeme očakávaný čas výpočtu

b)Prav(A(x) = F(x)) ≥ 0.5

Prav(A(x) = ?) =1 - Prav(A(x) = F(x)) ≤ 0.5

Pr.: Triedenie

Vstup: množina celých čísel S

Výstup: usporiadaná postupnosť prvkov z S

Algoritmus: Quicksort

1) Vyber náhodné číslo a z S (S prav |S|-1) – pivot

2) S< := {b ε S, b<a}

S> := {b ε S, b>a}

3)    output (Quicksort (S<) a Quicksort (S>))

       T(n) = 2*T(n/2) + n – 1 ε σ(a*log n)  // ak a je stred

       T(n) = T(a-1) + a – 1 ε σ(n2)      //ak a je na kraji

Poznámka: Ơ (F) = {g: N→ A, existuje c, n0εN, pre všetky n ≥ n0: g(n) ≤ c – F(n)}

Ω (h) = {g: N→ A, existuje d, n0εN, pre všetky n ≥ n0: g(n) ≥ h(n)/d}

Θ(F) = Ơ (F) ∩ Ω (F)

Chceme aby náš algoritmus bol a *log a

Väčšina pivotov sú dobrí pivoti: T(n) = T(n/4) + T(3n/4)

Za náhodnú premennú si zoberieme či bola daná dvojica prvkov porovnaná

S: Výstup S1, S2,… ,Sa

Definícia náhodnej premennej:

Pre všetky i,j ε {1,…,n} xi,j(C) = 1, ak ak Si a Sj boli priamo porovnané v C

                                                 = 0, inak
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    //počet porovnaní v C

1) 
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2) E[xi,j] = pi,j + (1 - pi,j) * 0 = pi,j
       pi,j  - pravdepodobnosť, že Si a Sj sú porovnané cez všetky C

       vtedy sa Si a Sj nerovnajú ak je pivot medzi nimi

      k porovnaniu  dôjde Si a Sj vtedy ak si ako pivota vyberiem jedného z nich ale ešte predtým ako ich                     rozdelím.

3) pi,j =2/(j-i+1) → dosadíme (2) a (3) do (1)

II) Monte Carlo s jednostrannou chybou
Vyžadujeme: a)pre všetky x majúce vlastnosť Prav(A(x)=’Ano’) ≥0.5

b) pre všetky x nemajúce danú vlastnosť Prav(A(x)=”Nie”) = 1

k-opakovaní - aspoň jedno áno istota

· všetkých k “nie“ tak Prav(A(x) =“nie“)≤0.5

III) Monte Carlo s ohraničenou chybou
F…funkcia

A… algoritmus MC s ohraničenou chybou ak existuje e>0, e ≤0.5: Prav(A(x) = F(x)) ≥0.5 + e

At : vstup: x

1)Nechaj A t krát počítať na x. Nech y1, y2, … ,yt sú výsledky

2)Ak nejaké y sa vyskytuje aspoň t/2 v y1, y2, … ,yt potom ho zoberieme ako výsledok ináč output.

pr1 …pravdepodobnosť, že At vypočíta hodnotu F(x) práve v i behoch algoritmu A.
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Počet opakovaní na dosiahnutie pravdepodobnosti Ơ je 
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IV) Monte Carlo s neohraničenou chybou
Pre všetky x platí: Prav(A(x) = F(x)) ≥0.5

Pre vstup x: rozdiel (správne - nesprávne) ≤ 2 -|x| → ak to dosadíme za e musím urobiť exponenciálne veľa opakovaní aby som spravil Ơ.

Optimalizačné úlohy

Pre daný vstup x určíme množinu prípustných riešení m(x)

[image: image38.png]prvocisla
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wieréemey




Nájsť riešenie s minimálnou resp. maximálnou hodnotou.

A…algoritmus pre optimalizačnú úlohu U

x…vstup

relatívna chyba A na x 
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Aproximačný pomer: 
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RA(n) = max{ RA(x), |x| = n }

A sa nazýva δ aproximačný algoritmus pre U ak platí: RA(x) ≤ δ pre všetky x.

1) δ>1

A je δ-randomizovaný algoritmus pre U ak:

a) Prav(A(x) ε m(x)) = 1

b) Prav (RA(x) ≤ δ) ≥0.5

Pre všetky x.

2) A je δ očakávaný randomizovaný algoritmus pre U ak:

a) Ako predtým

b) [RA(x)] ≤ δ

Pr.: 

Vstup: F = F1∩ F2∩… ∩ Fm sú funkcie nad k premennými. n,k patria N. |Fi|=k

Výstup: priradenie hodnôt premenným x1, x2, … ,xk také, že je splnený maximálny počet klauzul

[image: image39.png]mly)



Random Assigment

Vstup: F = F1∩ F2∩… ∩ Fm nad a premennými

1)výber náhodne priradenie hodnôt boolovským premenným – výstup

Analýza:

1)splnený

2)Zi=1 ak Fi je splnená v danom výpočte

       =0 inak
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Pravdepodobnosť toho, že táto klauzula Fi nie je splnená je (1/2) k. [Zi] = 1 – 2 – k
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…náhodná premenná počíta počet splnených klauzúl.
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 EMBED Equation.3  
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Bisekcia grafu:

Rozdeliť graf na dve časti tak aby sme odstránili maximálny počet hrán
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Náhodne rozhadzujeme vrcholy do dvoch množín.

Algoritmy v teórii čísel

Vstup: číslo a

Veľkosť vstupu: 
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Problém nekvadratického zvyšku:

Vstup: prvočíslo p

Výstup: element a ε  Zp, kde a je nekvadratický zvyšok

Kvadratický zvyšok mod p je nejaký prvok a ε Zp :existuje x ε Zp :
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A)pre dané a ε Zp efektívne overiť či a je nekvadratický zvyšok

B)pre všetky prvočísla p je presne polovica prvkov v Zp – {0} sú kvadratické zvyšky.

C)dané a,b,p ab mod p – vypočítať

riešenie: a2 mod p, potom a4 mod p = (a2 mod p)2 mod p, ….

b = Number(bk bk-1… b0)
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Veta: (Eulerovské kritérium):

Majme p prvočíslo, potom pre všetky a patriace ZP:

1)ak a je kvadratický zvyšok → 
[image: image17.wmf]p

a

p

mod

1

2

1

º

-


2)ak a je nekvadratický zvyšok →
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Dôkaz:

Malá Fermatova veta: 
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p je prvočíslo, čiže p = 2*q+1, q = (p-1)/2
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1)a je kvadratický zvyšok
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2)a je nekvadratický zvyšok → stačí ukázať, že 
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Fermat: 
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(1) a (2) → 
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ak by a(p-1)/2bolo 1, tak aj g musí byť 1 → g nie je generátor.

Q.E.D.
Algoritmus: //Las Vegas algoritmus

Vstup: prvočíslo p>2

1) Zvoľ náhodne prvok a ε{1,….,p-1}

2) Vypočítaj hodnotu 
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3) if x = p-1 then output (a)
else output ?

Test prvočíselnosti:

P je prvočíslo → ap-1 = mod p pre všetky a ε {1,2,…,p-1}

//platí aj pre niektoré nie sú prvočísla → teda nie je to ekv. definícii prvočísel

//beriem len také a, ktoré sú nesú deliteľné s testovaným číslom

Veta: 

Pre každé nepárne a s nepárnym (n-1)/2

1)ak je a prvočíslo → a(n-1)/2 mod n ε {1, -1} pre všetky a ε {1,…n-1}

2)ak a nie je prvočíslo → a(n-1)/2 mod a nepatrí {1, -1} pre aspoň polovicu prvkov z {1,…,n-1}

Dôkaz:

1) Eulerovské kritérium

2) n…zložené

a ε Za sa volá Eulerovské ak a(n-1)/2 mod n ε {1, -1}

Stačí dokázať: že existuje b ε Zn, ktorý nie je Eulerovský a má b –1 vzhľadom na 
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hb:EUn→ Zn – EUn ,? hb je injektívne?
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a.) hb je do Zn – EUn 


[image: image32.wmf]n

b

a

mod

Ä

Û

nie je Euleropvské


[image: image33.wmf]}

1

,

1

{

mod

*

)

1

(

mod

)

mod

(

*

)

mod

(

mod

*

mod

)

*

(

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

-

Ï

±

=

=

=

-

-

-

-

-

-

n

b

n

n

b

n

a

n

b

a

n

b

a

n

n

n

n

n

n


b.) hb je injektívne, potrebujeme ukázať: 
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Nepriamo: nech 
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Q.E.D.
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