Kliacée k matematickej analyze III.

PRIRODOVEDECKA FAKULTA UPJS KOSICE

Predmety: KMA/MMA2a/01, KMA/MA1b/01 Prednasa: doc. RNDr. Jozef Dzurina, CSc.
Obsah: Definicie, vety, lemy a poznamky k predmetu
ZTEXoval: Rébert Novotny, r.novotny@szm.sk Vydané: 14. 3. 2002.

1 Funkcia jednej premennej

1.1 Nevlastny integral

Definicia 1.1.1 (Integral ohrani¢enej funkcie na nekone¢nom intervale)
Nech f je funkcia ohranifend na intervale (a,c0) a nech f je integrovatelnd na kazdom intervale (a,b),b > a.

Ak existuje vlastna limita blim fab f(z) dz, tak tuto limitu nazyvame nevlastng integrdal funkcie f na (a, ).
— 00

Oznacujeme: / f(z)dx
Teda:

oo b
/ f(x)dx blim f(z)dx

b b
/_ f(z)dz = lim f(z)dz

a——00
a

Nech existuji nevlastné integraly [ f(z)dz, [.° f(z) dz. Potom ich stcet
/ f(z)dx ::/ f(x)dx—i—/ f(z)dx
Poznamka 1.1.2

Ak f(z) >0,z € (a,00), tak [° f(x)dz predstavuje obsah plochy urcenej funkciou f(z) a osi .

Definicia 1.1.3 (Integral neohraniéenej funkcie na intervale (a,b))
Nech funkcia f je definovand na (a,b), nech je neohrani¢end v kaZdom lavom okoli bodu b. Nech f je integro-
vatelna na kazdom (a, z), z € (a,b). Ak existuje vlastna limita

z
lim / f(z)dx
z—b~ Jq

tak tato limitu nazyvame nevlastngm integrélom z neohranicdenej funkcie na {(a,b).

/abf(x)dx: Jim /:f(x)dx

z—b—

1.1.1 Cauchyho nerovnosti

Lemma 1.1.4 (Bunlakovského nerovnost)
Nech f, g su také, ze uvedené integraly existuji. Potom plati:

/ ' F@)g(a)] do < \/ / ' ) dx\/ / ' () d

Poznamka 1.1.5 (Cauchyho nerovnost)
Ak si za f(x),g(x) zvolime vhodné funkcie, ziskame $pecidlny pripad Butiakovského nerovnosti pre prirodzené
¢isla:




2 Diferencialny pocet funkcie viacerych premennych

2.1 Metrika

Definicia 2.1.1 (metrika)
Nech ) #M C R,,, A = (ay,...,a,), B = (b1,...,by,). Funkcia o splhajtca:

1. o(A,B) > 0, pricom 9(A,B)=0< A=B
2. o(A,B) = o(B,A)
3. 0(A,B) < 0(A,C) + o(B,C)

sa nazyva metrika na mnoZine M. Dvojicu (M, g) nazyvame metricky priestor.

2.2 Zakladné pojmy

Definicia 2.2.1
MnozZinu {X € E,;o(X, A) < §}, kde ¢ je euklidovskd metrika nazyvame gula (v priestore E,) so stredom v
bode A a polomerom §.

Definicia 2.2.2
Mnozinu {X € E,; o(X, A) < 0} nazyvame vnitro gule (v priestore E,) so stredom v bode A a polomerom §.

Definicia 2.2.3
Okolim bodu A nazyvame vnutro kazdej gule so stredom A. Oznacujeme O(A).

Definicia 2.2.4
d-okolim bodu A nazyvame vnitro gule so stredom v bode A a polomerom d. Oznacujeme Os(A).

Definicia 2.2.5
Prstencovgm okolim bodu A nazyvame 6-okolie bodu A bez bodu A. Oznacujeme O3 (A)

Definicia 2.2.6
Uzavretygm intervalom nazyvame (A, B) = (a1,b1) X {az,b2) X ... X {ap,by).

Definicia 2.2.7
Otvorengm intervalom nazyvame (4, B) = (a1,b1) X (ag,b2) X ... X (an,by).

Definicia 2.2.8
Nech M C E,. Bod Z nazyvame bodom zhustenia mnoziny M, ak kazdé O(Z) obsahuje aspoii jeden bod
mnoziny M rézny od Z.

Veta 2.1 (o bode zhustenia)
Bod Z je bodom zhustenia mnoziny M < kazdé O(Z) obsahuje nekoneéne vela bodov mnoziny M.

Definicia 2.2.9
Mnozina vSetkych bodov zhustenia mnoziny M sa nazyva uzdver mnoziny M.

Definicia 2.2.10
Mnozina M, ktora obsahuje vSetky svoje body zhustenia sa nazyva uzavretd.

Definicia 2.2.11
Nech M C E,. Bod A € M nazyvame vnidtorngm bodom mnoziny M, ak existuje také okolie O(A), ze
O(A) C M.

Definicia 2.2.12
Mnozina vSetkych vnutornych bodov mnoziny M sa nazyva vnidtro mnoZiny M.

Definicia 2.2.13
Mnozinu, ktorej kazdy bod je vnatornym bodom nazyvame otvorend.



Definicia 2.2.14
Bod B nazyvame hraniéngm bodom mnoziny M, ak kazdé jeho okolie obsahuje aspon jeden bod, ktory do
mnoziny patri a aspon jeden bod, ktory do mnoziny nepatri.

Definicia 2.2.15
Mnozinu v8etkych hrani¢nych bodov mnoziny M nazyvame hranicou mnoZiny M.

Definicia 2.2.16
Nech M C E,,. Mnozina M je ohranidend, ak 3k > 0, P € E,, také, ze M C O(P).

Veta 2.2
Kazda nekonecna ohrani¢ena mnozina bodov ma aspon jeden bod zhustenia.

Definicia 2.2.17 o
Useckou AB nazyvame mnozinu AB = {X € E,; X = A+ t(B — A),t € (0,1)}.

Definicia 2.2.18
Nech X1, Xo,..., X, st navzdjom rozne body priestoru E,,. Lomenou ¢iarou spajajucou body X1, Xo,..., X

nazyvame mnozinu useciek X7 Xo, Xo X3, X1 X}.

Definicia 2.2.19
Otvorena mnozina M, ktorej kazdé dva body vieme spojit lomenou &iarou, ktoré celd lezi v M, sa nazyva oblast.

2.3 Postupnosti bodov v E,

Definicia 2.3.1
Nech { X} }$° je postupnost bodov v E,,. Hovorime, ze { X, }$° konverguje k L € E,,, ak postupnost vzdialenosti
0(Xk, L) konverguje k 0.

Veta 2.3 (o jednoznaénosti limity)
Konvergentnd postupnost mé jedini limitu.

Veta 2.4 (o vypoéte limity)
Nech Zj, je postupnost bodov v Eo; Zy = (zk,yk)-
Postupnost bodov {Z},} konverguje k A = [a,b] < ((x — a) A (yr — D).

Veta 2.5
Nech {X}},{Yy} st konvergentné postupnosti. Potom
1. klim (Xk + Yk) = klim X+ klim Y.
2. i X =c. lim X
Jlim o X =c. lim X

Definicia 2.3.2
Postupnost { X} sa nazyva ohranidenou, ak je ohrani¢end mnoZzina bodov tejto postupnosti.

Lemma 2.3.3
Ak Zy, = (xy,yi) je ohrani¢end, tak je ohranicend {x\} aj {yx}.

Definicia 2.3.4 (vybrana postupnost)
analogicky ako pri postupnostiach nad N.

Veta 2.6
Z kazdej ohranicenej postupnosti {Z;,}3°, Zy € E,,, sa da vybrat konvergentnd postupnost.

Veta 2.7
Nech postupnost {Z}5° konverguje k A. Potom kazda z nej vybrand postupnost konverguje k A.

Veta 2.8 (kritérium pre uzavreté mnoZiny)
Mnozina M C E,, je uzavreta < limita kazdej konvergentnej postupnosti bodov z M patri do M.



2.4 Funkcie viacerych premennych

Definicia 2.4.1
Nech ) # M C E,,. Funkcia n premenngch s definiénym oborom M je pravidlo, ktoré kazdému bodu priradi
prave jedno realne ¢islo.

Definicia 2.4.2
Cislo a volame minimom funkcie f(x1,..., 7)) na mnozine M, ak

1. VX eMje f(X>a)
2.3AeM: f(A)=a

Definicia 2.4.3 (zloZena funkcia)

Nech funkcia f(t1,...,tm) je definovand na M C E,,,.

Nech funkcie t1 = p1(21,...,Zn)s .. . tm = @m(x1,...,2,) st definované na K C E,,.

Nech pre kazdé X = (z1,...,2,) € Kje (01(X),..., om (X)) € M.

Potom predpisom F(X) = f(p1(X),...,vmn (X)) je na mnozine M definované zloZend funkcia.

2.5 Limita funkcie viacerych premennych

Definicia 2.5.1 (Cauchy)
Nech funkcia f je definovand na O*(A), A € E,,. Hovorime, Ze f md v A limitu [ € R, ak

VO (1) 305(A) : VX € O5(A) je f(X) € O(1),

teda:
}%in%f(X) =l&Ve>030>0:VXe€O05(A) = f(X) € OL(])

Definicia 2.5.2 (Heine)
Nech funkcia f je definovana na O(A). Hovorime, Ze funkcia ma v A limitu [ € R ak pre kazda postupnost
{Xi}5°, X € O*(A) taka, ze Xy — A je f(Xg) — L.

Veta 2.9
Cauchyho a Heineho definicie limity st ekvivalentné.

Veta 2.10
Nech existuje ;%inh fX)= l,%in}4 9(X) = m. Potom

L i (f(X) £ 9(X)) =l£m
2. lim (£(X). 9(X)) = 1.m

. X _ 1.
3£3ﬁ§_@m¢0

Poznamka 2.5.3
Ak dosadenim hodnét do funkcie nevznikne neur¢ity vyraz, limitou je funkénd hodnota v bode.

Veta 2.11
Nech }%in}4 f(X) = 0. Nech g(X) je ohrani¢end v O*(A). Potom existuje }%inil (f(X).g(X)) =0.

Veta 2.12
Nech existuje 5%inll4 fX)= l,%ilrllq 9(X) = m. Nech | < m. Potom 30*(A) také, ze VX € O*(4) je f(X) < g(X).

Désledok 2.5.4

Nech existuje 3%irr}é‘ fX)= Z,%in}é\ 9(X) =m.
Nech 30*(A) také, ze f(X) > ¢g(X); X e O*(A).
Potom | > m.



Désledok 2.5.5
Nech existuje 3%in{i‘ fX)y=1>0.

Potom 30*(A) : f(X) > 0;X € O*(A)

2.6 Spojitost funkcie viacerych premennych

Definicia 2.6.1
Nech f je definovana na mnozine M, nech A je vnitorny bod tejto mnoziny. Hovorime, Ze f je spojitd na v

bode A, ak
lim f(X) = f(A)

X—A

Definicia 2.6.2
Nech mnozina M je otvorena. Funkcia f je spojitd na mnoZine M, ak je spojita v kazdom bode tejto mnoziny.

Definicia 2.6.3 (Cauchy)
Hovorime, Ze funkcia f je spojitd v bode A € M vzhladom na M, ak

Je > 0,305(A) NM = |[f(X) - f(A)| <e

Definicia 2.6.4 (Heine)
Hovorime, Ze funkcia f je spojité v bode A vzhladom na mnoZinu M, ak V{Z;}, Z, € M, Z;, — A plati, ze
UF(Z1)} je take, 7e Jim, f(Z,) = £(A).

Veta 2.13
Nech f, g st spojité v A. Potom aj
1 |f(X)]
2. fX)+c2.9X); c1,020€R
3. [(X) . 9(X)
4. I g(a) #0

su spojité v A.

Definicia 2.6.5
Pod polynémom n premenngch budeme rozumiet kazda funkciu, ktord vznikne sti¢tom kone¢ného poctu

4 P1,.D2 n . .
funkeii tvaru c. 2y z5” - - - 2P»; ¢ € R;p; € Ny.

Veta 2.14 (spojitost zloZenej funkcie)
Nech ¢1(x1, z2,23) a w2(x1, T2, x3) s spojité v A.
Nech f(tr, t2) je spojita v B = g1(A), ps(A).
Potom zlozena funkcia
F(X) = f(p1(X), p2(X))
je spojita v A.
Poznamka 2.6.6
V predchadzajticej vete sme od f ziadali: Tlin}B f(T) = f(B) a tvrdenim bolo: }gin}él F(X)=F(A) = f(B).
Ak v predchadzajicej vete nahradime: jlirr}g F(T) =1, tak tvrdenie bude: 3gin}q F(X)=1.



2.7 Vlastnosti spojitej funkcie na uzavretej a ohrani¢enej mnozine

Veta 2.15 (vlastnosti spojitych funkcii)
Nech f je spojitd na M vzhladom na M, nech M je uzavretd, ohrani¢end. Potom:

1. f je ohrani¢ena na M

2. f nadobtda na M minimum aj maximum.

Veta 2.16 (o nadobtidani hodnét)

Nech f(X) je spojita na oblasti M.

Nech A, B € M také, ze f(A) < f(B).

Potom f nadobuida na M kazda hodnotu z intervalu (f(A), f(B)).

Désledok 2.7.1
Ak funkcia f je na oblasti M spojita a nadobida kladné aj zaporné hodnoty, potom

JA € D(F)NM: f(A) =0

2.8 Parcialne derivacie funkcie viacerych premennych

Definicia 2.8.1
Nech funkcia f(z1,2,...,2,) je definovand na O(A), A = [ay,as,...,a,]. Potom pomocou funkcie f mozme
definovat n funkcii jednej premennej:

gi(z) = f(z,a2,as3,...,a,); na O(ay)
g2(x) = f(ai,z,a3,...,a,); na Oaz)
gn(x) = f(al,ClQ,...,an_l,iL‘); na O(an)

Takto definované funkcie nazyvame parcidglne funkcie k funkcii f a bodu A.

Definicia 2.8.2
Nech parcialna funkcia g;(x) ma derivaciu v a;. Potom tto deriviciu nazyvame parcidlnou derivdciou funkcie
f podla premennej x; v bode A.

. af(4)
o . /
Oznacujeme: [, (A) oz,
Plati teda:
A () — gi(a; ey Ty — .
af( ) :g;(al): lim M: lim f(ah s Ly ;an) f(ah >an>
Ox; z—a; T — a; Ti—a; T; — a4

Definicia 2.8.3
Funkcia, ktord kazdému X € D(f), pre ktoré existuje 850(3_{), priradi

UE) sa nazyva sal derivact
e yva parcidlna derivdcia

funkcie f podla x;.

2.9 Parcialne derivacie vyssich radov

Definicia 2.9.1
A € D(f;,). Ak existuje parcidlna derivacia funkcie f, podla premennej x;, tak tito deriviciu nazveme druhou
parcidglnou derivdciou funkcie f podla premennej xz; v bode A.

9%f(A)
Oznacujeme: " (A
znacujeme foz, (A) D22
Veta 2.17 (Schwarz)
Nech funkcia ma spojité parcidlne derivacie f;) (A), f,,(A). Potom

fay(A) = £/ (A)



Veta 2.18 (analdgia Lagrange)

Nech f(X) je definovand na O(A); A = [ay,aq,...,a,].

Nech f md v O(A) parcidlne derivacie prvého rddu podla vsetkych premennych a nech B € O(A).
Potom existuji

Pl = [§I7b27"';bn]
P2 - [b1;§27b37---abn}
Pn = [bla---abn—hgn]
51' € (ai,bi) také, ze
of(P) Of(Pn)

Naviac o(P;, A) < o(B, A).

Doésledok 2.9.2
Nech f ma na oblasti Ml parcidlne derivacie podla vSetkych premennych, pricom na M plati:

of _  _9f _
8961_"'_833”_

0

Potom f je konStantna funkcia.

Désledok 2.9.3

Nech g—i existuje v O(A), 1 =1,2...,n.

Nech tieto parcidlne derivécie st ohrani¢ené na O(A).
Potom f je spojita v A.

Definicia 2.9.4
Nech f(X) je definovana v O(A). Hovorime, Ze f je diferencovatelnd v A, ak:

1. existuju redlne konstanty ki, ..., k,
2. existuje funkcia w(X):

e definovana v O(A)
e spojita v O(A)
e w(X)=0

pricom
VX € O(A) : f(X) = f(A) =Y [kiwi — a5)] + w(X) . o(4,X)
Vyraz

df(A,X) = Z ki(z; — az)

z definicie diferencovatelnosti sa nazyva diferencidl.

Veta 2.19

Ak f je diferencovatelnd v A, tak f je spojita v A.

Veta 2.20

Ak f je diferencovatelnd v A, tak existuji parcialne derivédcie 6'55:) i=1,2,...,n.
Naviac

df(A,X) = Z M(z, - ai)

s
=1 a v

Veta 2.21 (postadujiica podmienka pre diferencovatelnost v A)
Nech f mé v O(A) parcialne derivacie prvého rddu podla vsetkych premennych.
Ak su tieto parcialne derivécie spojité v A, tak f je diferencovatelnd v A.



2.10 Parcialne derivacie zloZenej funkcie

Veta 2.22
Nech funkcie p1(x), ..., om(x) maju derivicie v a.
Nech f(t1,...,tm) je diferencovatelnd v B = [p1(a), ..., om(a)].
Potom zlozena funkcia F(x) = f(p1(x),. .., om(z)) ma derivdciu v a a plati:
m
0f(B)
Fla)=S" 22)
CEDIRRID

Veta 2.23
Nech funkcie ©1(x1,...,%k), -, om(Z1,...,2) maji v A parcidlne derivicie podla jednotlivych premennych.

Nech f(t1,...,tm) je diferencovatelnd v B = [p1(A), ..., om(A)].
Potom zlozena funkcia

F(xy,...,x) = flp1(x1, -, Tk)s - s 0m(T1, . oo, 2E))

mé v A parcidlnu derivaciu podla z1,...,xy a plati:

OF(A) _ TN 0f(B) dpi(A)
81‘1 =1 (9ti 8$1
2.10.1 Taylorova veta pre funkcie viacerych premennych

Definicia 2.10.1

9 e 2
_8x1(x1—a1)+--~+%($n—an) f(A>

Vyraz formalne umocnime a do vyjduvsieho vyrazu za e dosadime f(A). Pre funkciu dvoch premennych teda:

9*f(A)
Jzxdy

d*f(A,X) =

de de 12 O f(A)

2
d2f(A,X): %(Ifal)Jra—y(y—aQ) J(4) = 922 0°f(A)

Oy?

(z—a1)’+2 (r—a1)(y—az)+ (y—az)?

Veta 2.24 (Taylorova)
Nech f mé v O(A) spojité parcidlne derivécie az (k + 1) rddu a nech X € O(A). Potom

AAX)  EPrAX) L dAX) AP R)

kde P=A+n(X— A)
R=X+n(X-A)

2.11 Lokalne extrémy
Definicia 2.11.1
Hovorime, ze f mé v A lokélne maxzimum [lokdlne minimum)], ak

30(4), ze VX € O(A) : f(X) < f(A) [F(X) = f(A)]

Veta 2.25 (nutni podmienka pre lokilne extrémy)
Nech f ma v A lokdlny extrém.
Nech existuju parcidlne derivacie f prvého rddu podla vSetkych premennych. Potom

07(4) =0,i=1,2,...,n
8.%‘i
Definicia 2.11.2
Bod A, pre ktory %ﬂ:) =0, i=1,2,...,n nazyvame staciondrny bod.



Veta 2.26 (postacujiica podmienka pre lokalne extrémy)
Nech f ma v O(A) spojité parcidlne derivédcie druhého radu, nech A je staciondrny bod. Potom:

1. ak VX € O*(A) : d®f(A,X) > 0, tak f ma v A Iokdlne minimum
2. ak VX € O*(A) : d?f(A,X) <0, tak f ma v A lokdlne maximum

3. ak d?f(A,X), meni znamienko, tak f nema v A lokélny extrém.

Poznamka 2.11.3
Ak d?f(A,X) <0,d%f(A,X) > 0, tak nevieme povedat ni¢ o vyskyte extrému v A.

Veta 2.27 (postacujiica podmienka pre lokdlne extrémy pre funkcie dvoch premennych)
Nech f ma v O(A) spojité parcidlne derivdcie druhého radu, nech A je staciondrny bod. Ozna¢me

" "
| ) £

ve(4)  f7,(4)

yy
Nech
1. f (A) >0A D >0 potom f m4 v A lokdlne minimum (d*>f(A,X) >0, X € O(A))

2. f” (A) <O0AD >0 potom f ma v A lokdlne maximum (d?f(A,X) <0, X € O(A))

3. D < 0 potom f v A nem4 lokalny extrém (d?f(A,X) meni na O(A) znamienko).

Veta 2.28 (postacujiica podmienka pre lokadlne extrémy pre funkcie troch premennych)
Nech f(x1,22,23) méd v O(A) spojité parcidlne derivacie druhého radu. Nech A je staciondrny bod. Oznacme

9%f(4)

Qi =
J 8.’1)18.%‘]

ail a2 ais

a a . p ..
1. Ak (a11 > 0) A ™20 S 0A lag; age ass| > 0, tak f ma v A lokdlne minimum.
a1 a2
asz1 asz az3
ailp a2 ais
ailr a2

2. Ak (a11 < 0) A >0A a1 a9 aoz| <0, tak f ma v A lokalne maximum.

a1 Aa22

a3l asz2 ass

2.12 Viazané lokalne extrémy

Definicia 2.12.1
Hovorime, ze funkcia f(z,y) mé v A € Ey viazané lokdlne minimum [viazané lokdlne maximum] vzhla-
dom na mnozinu N = {[z,y] € Es : g(x,y) = 0} ak

1. Ae N
2. VX € (O(A) NN : £(X) = F(A) [£(X) < F(A)]

Poznamka 2.12.2 (ako hladat viazané lokalne extrémy)
1. Ak je vézbou g(z,y) urcend jedina funkcia y = ¢(x),x € I (z = ¢(y),y € J). Potom budeme poécitat
extrémy funkcie jednej premennej h(z) = f(z, o(x)).

2. Ak sa nedé vyjadrit y, z, tak budeme uvazovat funkciu F(x,y,\) = f(z,y) + Ag(z,y) a budeme hladat
lokalne extrémy tejto funkcie.

Veta 2.29
Nech F ma lokdlny extrém v bode A € Es. Potom funkcia f md v A viazany lokdlny extrém vzhladom na

N ={[z,y] € Bz : g(x,y) = 0}.



3 Integral funkcie dvoch premennych

3.1 Integral na intervale

Urcity integral funkcie jednej premennej je definovany na intervale (a,b). NaSou snahou je definovat integral
pre f(z,y) na intervale I = {a,b) x (c, d).
Postup:

1. Definujeme delenie intervalu I
2. Definujeme normalnu postupnost deleni intervalu I (NPD I)
3. Definujeme postupnost integralnych stctov

4. Definujeme integral na I
Postup v praxi:

1. Nech DM je delenie intervalu (a,b) s deliacimi bodmi a = zg < 21 < ... < x,, = b.
Nech D) je delenie intervalu (c,d) s deliacimi bodmi ¢ =y < 21 < ... < y,, = d.
Potom D = D) x D® je delenie intervalu I pozostavajice z podintervalov

Lij = (@ic1e.) X (Yj-1,9;5)

Ich pocet je p, . .

Niekedy je vyhodnejsie pouzivat Iy, Is,..., I, 4.
2. Normou delenia D intervalu I rozumieme ¢islo

D =max{DWY D@},

kde DM, D@ si dlzky najviicsieho intervalu prislusneho delenia.

Hovorime, ze postupnost deleni {D,,} intervalu I je normdlna, ak lim D, =0

Teda plati:

Ak {DV} je NPD (a,b) a {DP} je NPD (c,d), tak D, = DS x D" je NPD intervalu 1.

3. Nech {D,}, D, = D{) x D? je NPD T.

Nech D,,-té delenie I pozostava z I11,I12,...Ip,q, (vesp. I1,Io,... I, 4.)-

Nech f je definovana a ohranicena na intervale I.
Nech T;; € I;; (resp. T; € I,) je Tubovolny bod z I ;.

Potom siicet
S( na Z Z f z_] )

=1 j=1
kde P(I;;) je plocha podintervalu I;;, resp. sucet

Pn-9n
S(f, Dn,Ty) Z AT,
nazyvame integralnym suctom prislichajicim funkcu f s delenim D,, na intervale I.

4. Nech pre Iubovolni NPD D,, intervalu I a pre Iubovolny vyber bodov T; € I; (resp. T;; € I;;) mé
postupnost integralnych stuétov stale rovnakt limitu.
Potom tato limitu nazveme dvojnym integralom funkcie f na intervale I. V tomto pripade funkciu f
nazveme integrovatelnou na I, t.j.

//f (z,y dxdy—nhm S(f,Dn,T;)

Poznamka 3.1.1
Ak I = {a,b) x {¢,d) x {e, f) a funkcia f je funkciou troch premennych, tak tplne analogicky definujeme trojny
integral

/I// f(z,y,z)dedydz = nh—{r;o S(f, D, T})

Podobnym spésobom mozme definovat aj n-ny integral.
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3.1.1 Zakladné vlastnosti

Veta 3.1
Konstantng funkcia f(z,y) = ¢, ¢ € R je integrovatelna na kazdom intervale I € Eo, P(I) < 0o a

//c. dedy = ¢. P(I)

I

Veta 3.2
Nech f(x,y), g(x,y) si integrovatelné na I.
Nech ¢y, ¢ € R.

)=

Potom aj h(x f(zyy) + e . g(x,y) je integrovatelnd na I a plati:

//cl-f(x,y)+02~g(w7y)dxdy=01~/ f(x7y)dxdy+(:z-//g(ﬂzy)dwdy
I I I
Veta 3.3

Nech interval J C I.
Nech f je definovand na I, pricom f(x,y) =0 nal —J.
Potom f je integrovatelnd na I <, ak f je integrovatelnd na J a naviac

[ tewardy= [] f@pasay

3.1.2 Nerovnosti pre dvojny integral

Veta 3.4

Nech f(z,y) je integrovatelnd na I.
Nech f(z,y) >0 naI.

Potom

I//f(x,y) dady > 0

Veta 3.5

Nech f(z,y) < g(z,y) na I.
Nech f, g st integrovatelné na I.
Potom

1// f(z,y) dady < I// 9z, y) dz dy

Veta 3.6

Nech f je integrovatelnd na I.
Nech m < f(z,y) < M na I.
Potom

< //f(x,y) dwdy < M. P(1)
I

Veta 3.7 (Vypocet dvojného integralu na intervale)
Nech f(z,y) je integrovatelns (spojitd) na I = {a,b) x {(c,d).

Nech Vx € (a,b) Eifcd flz,y) dy.
//f(x,y>dxdy:Lb (/cdf(x,y)dy) da
T

Potom
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3.2 Integral na mnoZine

Predpokladajme, Ze f je ohranifend (t.j. aj definovand) na mnozine A (A je tieZ ohrani¢end). Chceme definovat
dvojny integral funkcie f(x,y) na mnozine A.

1 pre (z,y) € A
0 pre (z,y) € A
Funkciu F4 méZeme tieZ definovat nasledovne:

Funkciu chy(z,y) =

Poznamka 3.2.1
{ nazyvame charakteristickd funkcia® pre mnozinu A.

FA(x’y) = f(xay) . XA(xvy)

Definicia 3.2.2
Definujme F4(x,y): funkcia prislichajica k funkcii f na A nasledovne:

_J flzy) ak (z,y) €A
FA{ 0 ak(zy) ¢A

Definicia 3.2.3
Hovorime, Ze f je integrovatelnd na A, ak funkcia F4(x,y) je integrovatelnd na intervale I takom, ze A C I,

t.j.:
//f(w,y) dz dy :=//FA(w,y)dxdy
A I

Definicia 3.2.4

Nech A je ohranifend mnozina. Ak existuje [[ f(x,y) dz dy, tak A sa nazyva meratelnd mnozina a

A
P(4) = A// £z, y) dz dy,

priom P(A) je plocha.

Poznamka 3.2.5
Vety 4, 5, 6 ostavaji v platnosti aj pre dvojny integral na mnozine.

Veta 3.8 (3.57)
Nech f(z,y),g9(x,y) st integrovatelné na A. Nech f(z,y) < g(x,y) na A. Potom

// f(, y) dudy < // g(z,y) do dy.
A A

Veta 3.9
Nech C = AUB, pricom ANB = 0.
Nech f je integrovatelnd na A aj na B. Potom f je integrovatelnd na C a plati:

Z/f(x,y)dxdyZ/f(z,y)dxdy+l/f(x,y)dxdy
Poznamka 3.2.6

Veta 8 ostéva v platnosti, aj ked A NB = ), treba ale doplnit predpoklad:
P(ANB)=0

(t.j. [[ 1dzdy = 0).
ANB

1V literature sa Castejsie pouziva x na oznalenie charakteristickej funkcie, ale typografické dovody nés nutia pouzit iny symbol.
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Poznamka 3.2.7

Zavedme oznacenie:

Nech A C Es.

Pre Iubovolné z € R definujme mnozinu

Alx)={y eR: (z,y) € A}

Mnozina A(x) je spravidla interval, resp. zjednotenie viacerych intervalov. Pre y € R definujme
Aly) ={z eR: (z,y) € A}

Veta 3.10 (vypocet dvojného integralu)

Nech f(z,y) je integrovatelnd na A C I = (a,b) x {(c,d).

Nech pre kazdé x € (a,b) existuje [[ f(z,y)dy = 0.
A(z)

Z/ f(,y) dzdy = / b ( /A LY dy) da.
Déosledok 3.2.8

Ak mnozina A je elementdrna oblast typu (x,y), t.j.

A={(z,y): 2 €{a,b),p(x) <y <Y(x)}

b ()
//f(af,y)dl‘dy=/ / f(z,y)dy | dz.
i a »(x)
Poznamka 3.2.9

analogicky mozno sformulovat:

Potom

tak

A// f(,y) dzdy = / ' ( /A I d:c) ay.

Poznamka 3.2.10
V Specialnom pripade:
Ak A je elementdrna oblast typu (y,x):

A={(z,y):aly) <z < Py),c < d}

potom

3.3 Substiticia v dvojnom integrali

Uvazujme transforméaciu (substiticiu):
x = o(u,v),y = P(u,v), (u,v) € A (1)

Nech B = {(z,5) : 7 = p(u, ), y = $(u,v); (u,v) € A}.
Vyraz (1) teda transformuje A — B.
Nech (1) mé vlastnosti:

(2) ak Ty £ Ty = %(Tl?ﬁ’(m # (p(T2), ¥(T2)).

® Dowlur) =| 2 G| #0ma

ov ov
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Veta 3.11

Nech substitticia (1) spliia (2), (3).
Nech A je uzavretd a merateln4.
Nech f(z,y) je spojitd na B.
Potom

// f(z, y) dudy = // F (o1, 0), 8w, ) - | Dy ] da dy
B A

3.4 Polarne suiradnice

Bod roviny mozno v polarnych stradniciach vyjadrif nasledovne:

r = pcosa O0<a<2mr resp. — 7w <a<m
y = psina 0<p<x 0<p<oo
TEH+Y =p

Potom determinant vo vete o substittcii ma tvar:

cosa —psina
sina —pcosa
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