
0 Označenia

?! Nech Σ je l’ubovol’ná množina. Hovoŕıme, že α je slovo vytvorené z abecedy Σ, t. j. α ∈ Σ∗, ak existuje
k ∈ N a prvky a1, a2, . . . , ak z Σ také, že α = 〈a1, a2, . . . , ak〉, obvykle skrátene α = a1a2 . . . ak.

Špeciálne pre k = 0 ide o tzv. prázdne slovo, označujeme ho ε.

?! Definujme funkciu DĺžkaSlova : Σ∗ → N takto: DĺžkaSlova(α) = k, ak α = 〈a1, . . . , ak〉 pre nejaké
a1, . . . , ak z Σ.

Túto funkciu budeme skrátene označovat’ ds.

– Všimnime si, že Σn = Σ× Σ× · · · × Σ je práve množina všetkých slov d́lžky n.

Špeciálne Σ0 = {ε}.
?! Ak α = a1a2 . . . am a β = b1b2 . . . bn sú slová z Σ∗, tak ich konkatenáciou (zret’azeńım) nazývame

slovo KonkatenáciaSlov(α, β) = αβ = a1a2 . . . amb1b2 . . . bn.

• Ak Σ je množina všetkých ṕısmen slovenskej abecedy, konkatenáciou slov myš a lienka je slovo
myšlienka.

– Zrejme je konkatenácia asociat́ıvna, t. j. plat́ı (αβ)γ = α(βγ).

– Zrejme tiež plat́ı ds(αβ) = ds(α) + ds(β).

• ds(myš) = 3, ds(lienka) = 6 a ds(myšlienka) = 9.

?! Pre slovo α definujme indukciou:

α0 = ε

αn+1 = αnα

?! Podslovom slova a1a2 . . . an nazývame l’ubovol’né slovo aiai+1 . . . ai+(k−1), kde 1 ≤ i ≤ n a 0 ≤ k ≤
n + 1− i. Špeciálne:

– Ak k = 0, ide o podslovo ε,

– Ak i = 1 a k = n, ide o pôvodné slovo.

– Ak i = 1, podslovo nazveme prefix. Ak navyše k < n, tento prefix nazývame vlastný.

– Ak k = n + 1− i, podslovo nazveme sufix. Ak navyše i > 1, tento sufix nazývame vlastný.

• Podslovami slova myšlienka sú napŕıklad slová šli, myš, lienka, myšlienka, ε, ale nie šek. Z toho
prefixmi sú iba myš, myšlienka a ε, vlastným prefixom iba myš. Sufixmi sú lienka, myšlienka, ε,
vlastným iba lienka.

L Ak má slovo dva prefixy α1 a α2, tak nastáva jedna z týchto troch možnost́ı:

1 Ak ds(α1) = ds(α2), tak α1 = α2.

2 Ak ds(α1) < ds(α2), tak α1 je vlastným prefixom α2.

3 Ak ds(α1) > ds(α2), tak α2 je vlastným prefixom α1.

?! Jazykom nad abecedou Σ nazveme l’ubovol’nú podmnožinu jej slov, t. j. prvkov Σ∗.

Ked’̌ze (z defińıcie) plat́ı 〈x〉 = x, jazyk obsahujúci práve jednoṕısmenné slová je samotná abeceda Σ.

?! Ak L1 a L2 sú jazyky nad abecedou Σ, tak ich konkatenáciou (zret’azeńım) nazývame jazyk
KonkatenáciaJazykov(L1, L2) = L1L2 = {α1α2 : α1 ∈ L1 ∧ α2 ∈ L2}.

– Zrejme je konkatenácia jazykov asociat́ıvna, t. j. plat́ı (L1L2)L3 = L1(L2L3).

?! Pre jazyk L definujme indukciou:

L0 = {ε}
Ln+1 = LnL

Ked’̌ze 〈x〉 = x, špeciálne L1 = L.

?! Pre jazyk L definujme L∗ =
⋃

i∈N Li a L+ =
⋃

i∈N+ Li.
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1 Základné pojmy

– ...obrázok...:

zdroj → kóder → kanál (vč́ıtane pŕıpadného šumu) → dekóder → pŕıjemca

Abecedu zdroja (ale tiež pŕıjemcu) budeme označovat’ ΣS, abecedu kanálu (alebo kódovú abecedu)
ΣC. Pod správami rozumieme nejakú množinu M ⊆ Σ+

S , pod kódom množinu kódových slov C ⊆ Σ+
C.

Pod kódovańım potom rozumieme funkciu e : M → C, pod dekódovańım funkciu d : C+ →M∗.

Snahou je, aby pre každé m ∈M platilo d(e(m)) = m, inak hovoŕıme o šume.

– Budeme uvažovat’ pŕıpad, že M = ΣS a že zobrazenie e je prosté. Potom kód bude C = e[ΣS].

?! Funkciu e potom môžeme rozš́ırit’ na funkciu e : Σ+
S → Σ∗

C vzt’ahom

e(a1a2 . . . an) = e(a1)e(a2) . . . e(an).

– Od dekódujúcej funkcie d potom budeme navyše požadovat’ d(e(m)) = m pre všetky m ∈ Σ+
S .

– Často tiež budeme uvažovat’ pŕıpad, že ΣC = {0, 1}, teda správy budeme kódovat’ pomocou dvoch
znakov, hovoŕıme potom o binárnom kódovańı.

• Nech ΣS = {0, 1, 2, 3}, nech kódovanie e prirad’uje každému č́ıslu jeho binárny zápis, t. j. e =
{〈0, 0〉, 〈1, 1〉, 〈2, 10〉, 〈3, 11〉} Alternat́ıvnym zápisom je 0 7→ 0, 1 7→ 1, 2 7→ 10, 3 7→ 11, resp. v
grafickej forme stromu:

... obrázok...

Potom napr. e(121) = e(1)e(2)e(1) = 1101.

• V predchádzajúcom pŕıklade, žial’, plat́ı tiež e(301) = 1101 či e(1101) = 1101. To však znamená, že
pre l’ubovol’né správne dekódovanie d plat́ı napr. 301 = d(e(301)) = d(1101) = d(e(1101)) = 1101,
čo je však spor, a teda správne dekódovanie neexistuje.

?! Kód C nazývame rozdelitel’ný (alebo dekódovatel’ný), ak pre jeho l’ubovol’né kódové slová c1
1, . . . , c1

n1

a c2
1, . . . , c2

n2 také, že c1
1 . . . c1

n1 = c2
1 . . . c2

n2 , plat́ı n1 = n2 a pre všetky i ∈ {1, . . . , n1} je c1
i = c2

i .

• Kód C určený predchádzajúcim kódovańım, t. j. C = {0, 1, 10, 11}, nie je rozdelitel’ný, pretože napr.
slovo 1101 má aspoň dva rôzne rozklady: n1 = 3, c1

1 = 11, c1
2 = 0, c1

3 = 1 a n2 = 4, c2
1 = 1, c2

2 = 1,
c2
3 = 0, c2

4 = 1.

?! V pŕıpade kódovania e určujúceho rozdelitel’ný kód bude potom dekódujúca funkcia d korektne defino-
vaná spôsobom:

d(α) =

{
e−1(c1)e

−1(c2) . . . e−1(cn), ak c1c2 . . . cn je (jednoznačný) rozklad α na kódové slová,

ε inak.

– Pre takto definovanú funkciu d potom plat́ı: d(c1c2 . . . cn) = d(c1)d(c2) . . . d(cn).

?! Kód C sa nazýva blokový (alebo rovnomerný), ak pre všetky c1, c2 ∈ C plat́ı ds(c1) = ds(c2).

• Kódovanie:
x e(x)

0 0000

1 0001

2 0010

3 0011

4 0100

5 0101

6 0110

7 0111

8 1000

9 1001

Dekódovanie je jednoduché: Kódové slovo sa rozlož́ı na štvorice znakov, tie sa dekódujú pomocou
funkcie e−1.

Napŕıklad d(000100101000) = d(0001)d(0010)d(1000) = e−1(0001)e−1(0010)e−1(1000) = 128.
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2 Prefixové kódovania

?! Kód C sa nazýva prefixový, ak neexistujú x, y ∈ C také, že x je vlastným prefixom y.

• Vyš̌sie uvedený kód {0, 1, 10, 11} nie je prefixový, lebo 1 je vlastným prefixom 10.

• ...automat na dekódovanie prefixového kódu...

V Ak je kód prefixový, tak je rozdelitel’ný.

Ô Nech kód C je prefixový, ale nie rozdelitel’ný, teda existujú slová z Σ∗
C s aspoň dvoma rôznymi

rozkladmi na kódové slová. Nech α je najkraťsie z nich a nech existujú kódové slová c1
1, . . . , c1

n1

a c2
1, . . . , c2

n2 také, že α = c1
1 . . . c1

n1 = c2
1 . . . c2

n2 , ale neplat́ı, že n1 = n2 a zároveň pre všetky
i ∈ {1, . . . , n1} je c1

i = c2
i . Slovo α má vlastné prefixy c1

1 a c2
1. Podl’a lemy ... je bud’ jedno z

nich vlastným prefixom druhého (čo však nemôže nastat’, lebo C je prefixový), alebo sa navzájom
rovnajú. Plat́ı teda c1

1 = c2
1, čo však znamená, že slovo β, ktoré vznikne z α odobrat́ım tohto

vlastného prefixu, má dva rôzne rozklady na kódové slová: β = c1
2 . . . c1

n1 = c2
2 . . . c2

n2 . To je však
spor s predpokladanou minimalitou slova α.

• Opačné tvrdenie neplat́ı:

Kód {0, 01, 11} nie je prefixový, ale rozložitel’ný je. Vznikol
”
otočeńım“ prefixového kódu {0, 10, 11},

je teda
”
sufixový“. V tako pŕıpade slová rozkladáme odzadu.

Ak chceme rozložit’ slovo 0111...1, muśıme ho doč́ıtat’ až do konca. Ak obsahuje 2k jednotiek, tak
jediný rozklad je 0(11)k, ak 2k + 1 jednotiek, tak jediný rozklad je 01(11)k.

– Pripomeňme, že kód je množina slov nad abecedou ΣC, je to teda jazyk. Kódy teda možno konkate-
novat’. ...obrázok...

• Nech C1 = {0, 10} a C2 = {0, 10, 11}, potom plat́ı:

• C1C2 = {00, 010, 011, 100, 1010, 1011}.
• C2C1 = {00, 100, 110, 010, 1010, 1110}.
• C2

1 = {00, 010, 100, 1010}.
• C2

2 = {00, 010, 011, 100, 110, 1010, 1110, 1011, 1111}.

L Ak C1 a C2 sú prefixové kódy nad tou istou abecedou, tak plat́ı |C1C2| = |C1| · |C2|.
L Ak C je rozdelitel’ný kód, tak plat́ı |Cn+1| = |Cn| · |C|.
L Ak C je rozdelitel’ný kód, tak plat́ı |Cn| = |C|n.

?! Pre kód C nad abecedou ΣC definujme tzv. mieru úplnosti ako múk(C) =
∑

c∈C
1

|ΣC|
ds(c) .

• Nech C1 = {0, 10} a C2 = {0, 10, 11} (pri klasickom ΣC = {0, 1}), potom plat́ı:

• múk(C1) =
∑

c∈C
1

2ds(c) = 1

2ds(0)
+ 1

2ds(10)
= 1

21 + 1
22 = 1

2
+ 1

4
= 3

4
.

• múk(C2
1 ) =

∑
c∈C

1

2ds(c) = 1

2ds(00)
+ 1

2ds(010)
+ 1

2ds(100)
+ 1

2ds(1010)
= 1

22 + 1
23 + 1

23 + 1
24 =

1
4

+ 1
8

+ 1
8

+ 1
16

= 9
16

.

• múk(C2) = 1
21 + 1

22 + 1
22 = 1

2
+ 1

4
+ 1

4
= 1.

• múk(C2
2 ) = 1

22 + 1
23 + 1

23 + 1
23 + 1

23 + 1
24 + 1

24 + 1
24 + 1

24 = 1
4

+ 4 · 1
8

+ 4 · 1
16

= 1.

L Ak C1 a C2 sú konečné rozdelitel’né kódy a |C1C2| = |C1| · |C2|, tak plat́ı

múk(C1C2) = múk(C1)múk(C2).

L Ak C1 a C2 sú konečné prefixové kódy, tak plat́ı

múk(C1C2) = múk(C1)múk(C2).

L Ak C je (konečný) rozdelitel’ný kód a n ∈ N+, tak múk(Cn) = múk(C)n.
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V (Kraftova-McMillanova nerovnost’)

Nech d1, . . . , dn sú nenulové prirodzené č́ısla a ΣC je kódová abeceda, pre ktorú r = |ΣC| > 1.

Potom rozdelitel’ný kód C nad touto abecedou taký, že C = {c1, . . . , ck}, |C| = k a pre všetky
i ∈ {1, . . . , k} plat́ı ds(ci) = di, existuje práve vtedy, ked’ plat́ı

∑k
i=1

1

rdi
≤ 1. Navyše môžeme

predpokladat’, že tento kód je prefixový.

Ô→ Nech C je rozdelitel’ný kód s uvedenými vlastnost’ami, chceme teda dokázat’, že múk(C) ≤ 1.

Nech M = max{ds(ci) : i ∈ {1, . . . , k}} je maximálna d́lžka slova z C, teda pre každé i ∈
{1, . . . , k} plat́ı 1 ≤ ds(ci) ≤ M . Potom zrejme pre l’ubovol’né slovo x kódu Cn plat́ı n ≤
ds(x) ≤ nM .

Označme pre i ∈ {n, n+1, . . . , nM} premennou mn
i počet slov d́lžky i z kódu Cn. Ked’̌ze kódová

abeceda má r znakov, slov d́lžky i je ri, preto plat́ı mn
i ≤ ri.

Podl’a predchádzajúcej lemy potom múk(C)n = múk(Cn) =
∑

c∈C
1

rds(c) =
∑nM

i=n mn
i · 1

ri ≤∑nM
i=n ri · 1

ri =
∑nM

i=n 1 ≤ nM .

Pre všetky n teda plat́ı múk(C)n ≤ nM , čiže 1
n
múk(C)n ≤M . Ale pretože limn→∞

1
n
αn =∞

pre α > 1, muśı byt’ múk(C) ≤ 1, čo sme chceli dokázat’.

Ô← Konštrukcia Shannonovho kódu:

Nech ΣC = {z0, z1, . . . , zr−1}. Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤
dk,

Definujme indukciou č́ısla qi pre i ∈ {1, . . . , k}:
q1 = 0

qi+1 = qi + 1

rdi

Teda qi = 1

rd1
+ 1

rd2
+ · · · + 1

r
di−1

, čiže podl’a predpokladanej nerovnosti qi <
∑k

i=1
1

rdi
≤ 1.

To teda znamená, že 0 = q1 < q2 < · · · < qk < 1.

Zápis č́ısla qi v r-árnej sústave má (vzhl’adom na usporiadanie d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dk) najviac di−1

cifier za čiarkou, teda ho môžeme nulami sprava doplnit’ tak, aby tam mal di cifier. Nech teda
qi = (0, ai

1a
i
2 . . . ai

di
)r, kde ai

j ∈ {0, 1, . . . , r − 1} pre všetky j ∈ {1, . . . , di}.
Definujme teraz ci = zai

1
zai

2
. . . zai

di

, zrejme ci má d́lžku di. Ukážeme, že C = {c1, . . . , ck} je

prefixový, z čoho podl’a vety ... vyplynie, že je rozdelitel’ný.

Nech C nie je prefixový, existujú teda rôzne indexy h a i také, že ci je vlastným prefixom ch.

To ale znamená, že pre všetky j ∈ {1, . . . , di} plat́ı zai
j

= zah
j
, čiže ai

j = ah
j , a teda qh =

(0, ai
1a

i
2 . . . ai

di
ah

di+1 . . . ah
dh

)r = (0, ai
1a

i
2 . . . ai

di
)r + (0, 00 . . . 0ah

di+1 . . . ah
dh

)r =

= qi + (0, 00 . . . 0ah
di+1 . . . ah

dh
)r, z čoho jednak qh > qi a jednak qh < qi + 1

rdi
= qi+1.

Spolu teda qi < qh < qi+1, z čoho i < h < i + 1, čo je spor.

• (paralelne s 2. čast’ou dôkazu vety)

Nájdime nad klasickou kódovou abecedou ΣC = {0, 1} prefixový kód s d́lžkami slov 2, 4, 5, 6, 3, 3, 5,
6:

V prvom rade tieto č́ısla usporiadajme podl’a vel’kosti a pŕıslušne ich označme: d1 = 2, d2 = 3, d3 = 3,
d4 = 4, d5 = 5, d6 = 5, d7 = 6, d8 = 6, teda počet k = 8. Ked’̌ze r = |ΣC| = 2, pre tieto č́ısla plat́ı
Kraftova-McMillanova nerovnost’:∑k

i=1
1

rdi
=

∑8
i=1

1

2di
= 1

22 + 1
23 + 1

23 + 1
24 + 1

25 + 1
25 + 1

26 + 1
26 = 16+8+8+4+2+2+1+1

64
= 21

32
≤ 1,

takže vyhovujúci prefixový kód určite existuje.

Vypoč́ıtajme pŕıslušné qi a naṕı̌sme ich v 2-árnej sústave (s požadovaným počtom miest za čiarkou):

q1 = 0 = (0, 00)2

q2 = 0 + 1
22 = 1

4
= (0, 010)2

q3 = 1
4

+ 1
23 = 3

8
= (0, 011)2
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q4 = 3
8

+ 1
23 = 1

2
= (0, 1000)2

q5 = 1
2

+ 1
24 = 9

16
= (0, 10010)2

q6 = 9
16

+ 1
25 = 19

32
= (0, 10011)2

q7 = 19
32

+ 1
25 = 5

8
= (0, 101000)2

q8 = 5
8

+ 1
26 = 41

64
= (0, 101001)2

A ked’̌ze ṕısmená abecedy ΣC sú z0 = 0 a z1 = 1, hl’adané kódové slová sú: c1 = 00, c2 = 010,
c3 = 011, c4 = 1000, c5 = 10010, c6 = 10011, c7 = 101000, c8 = 101001.

...strom...

V Pre l’ubovol’ný rozdelitel’ný kód {c1, . . . , cn} existuje prefixový kód {b1, . . . , bn} taký, že pre všetky
i ∈ {1, . . . , n} je ds(bi) = ds(ci).

?! Kód C nazývame úplný, ak pre každé slovo α ∈ ΣC rC existuje c ∈ C také, že c je vlastným prefixom
α alebo α je prefixom c.

V Rozdelitel’ný kód C je úplný práve vtedy, ked’ je prefixový a plat́ı múk(C) = 1.

Ô← Nech je kód C = {c1, . . . , ck} prefixový, nech múk(C) =
∑k

i=1
1

rds(ci)
= 1, ale nech nie je úplný,

teda existuje slovo α ∈ ΣC rC, ktoré nie je prefixom žiadneho ci, ani žiadne ci nie je prefixom α.
To však znamená, že kód C′ = C∪{α} je tiež prefixový. Je teda rozdelitel’ný, čiže múk(C′) ≤ 1.
Ale múk(C′) =

∑k
i=1

1

rds(ci)
+ 1

rds(α) = 1 + 1

rds(α) > 1, čo je spor. Kód C je teda úplný.

Ô→ Nech C = {c1, . . . , ck} je úplný a rozdelitel’ný.

Označme n = max{ds(ci) : i ∈ {1, . . . , k}}. Z úplnosti kódu C vyplýva, že každé slovo d́lžky
n + 1 (ktoré zrejme nepatŕı do C) má vlastný prefix z C (pŕıpad, že by samo bolo vlastným
prefixom niektorého slova z C, je vzhl’adom na jeho privel’kú d́lžku n + 1 nemožný).

Nech M je množina slov d́lžky n + 1 a Mi je množina tých z nich, ktoré majú prefix ci, plat́ı
teda |M | ≤

∑k
i=1 |Mi|.

Zrejme |M | = rn+1 a |Mi| = r(n+1)−ds(ci) (prvých ds(ci) znakov je fixných). Z toho vyplýva
rn+1 ≤

∑k
i=1 r(n+1)−ds(ci), a teda 1 ≤

∑k
i=1 r−ds(ci) =

∑k
i=1

1

rds(ci)
= múk(C) ≤ 1 (posledná

nerovnost’ vyplýva z Kraftovej-McMillanovej vety). Takže múk(C) = 1 a vo vzt’ahu |M | ≤∑k
i=1 |Mi| nastáva rovnost’. To však znamená, že všetky Mi sú disjunktné.

Z toho ale vyplýva, že kód je prefixový: Ak by totiž bolo ci vlastným prefixom cj , platilo by
Mj ⊆Mi.

5



3 Cena kódovej postupnosti

?! Kódovou postupnost’ou nazveme prostú konečnú postupnost’ slov z ΣC∗.
?! Kódovú postupnost’ 〈c1, . . . , ck〉 nazveme rozdelitel’nou, ak je kód {c1, . . . , ck} rozdelitel’ný.

?! Budeme uvažovat’ len rozdelitel’né kódové postupnosti.

?! Kódovú postupnost’ 〈c1, . . . , ck〉 nazveme prefixovou, ak je kód {c1, . . . , ck} prefixový.

?! Rozdeleńım pravdepodobnost́ı nazveme konečnú postupnost’ 〈p1, . . . , pk〉, pre ktorú
∑k

i=1 pi = 1,
pričom navyše pre všetky i ∈ {1, . . . , k} je pi > 0.

– Ak a1, . . . , ak sú všetky znaky ΣS, pod pi budeme rozumiet’ pravdepodobnost’ výskytu znaku ai.

?! Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı a C = 〈c1, . . . , ck〉 je kódová postupnost’.
Potom cenou kódovej postupnosti C za rozdelenia P nazývame cena(C, P ) =

∑k
i=1 pids(ci).

– Ak a1, . . . , ak sú správy a e je ich kódovanie, tak 〈e(a1), . . . , e(ak)〉 je zodpovedajúca kódová postup-
nost’. Jej cena je teda stredná hodnota d́lžky kódového slova kódu e[ΣS] (vzhl’adom na dané rozdelenie
pravdepodobnost́ı). Snahou bude túto cenu minimalizovat’.

?! Optimálnou kódovou postupnost’ou pri rozdeleńı pravdepodobnost́ı P nazývame takú kódovú postup-
nost’ C, že pre všetky kódové postupnosti B plat́ı cena(C, P ) ≤ cena(B, P ). Jej cenu označ́ıme
cokp(P ).

– Uvedomme si, že vzhl’adom na konečnost’ kódovej abecedy aspoň jedna optimálna kódová postupnost’
vždy existuje. Podl’a vety ... dokonca môžeme predpokladat’, že je prefixová (ked’̌ze jej cena záviśı len
od d́lžky pŕıslušných kódových slov).

?! Nech r ∈ R, r > 1 a nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı. Potom

Hr(P ) = −
∑k

i=1 pi logr(pi) =
∑k

i=1 pi logr
1
pi

nazývame r-entropia.

L Nech r1, r2 ∈ R, r1, r2 > 1 a nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı. Potom

Hr1(P ) = ln r2
ln r1

Hr2(P ).

V Nech |ΣC| = r a nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı.

Potom Hr(P ) ≤ cokp(P ) < Hr(P ) + 1.

Rovnost’ Hr(P ) = cokp(P ) pritom nastáva práve vtedy, ked’ pre všetky i ∈ {1, . . . , k} plat́ı

pi ∈ { 1
rj : j ∈ N}.

Ô Najprv dolný odhad:

Nech C = 〈c1, . . . , ck〉 je l’ubovol’ná rozdelitel’ná kódová postupnost’. Vzhl’adom na to, že v defińıcii
ceny ide iba o d́lžky kódových slov, bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že C je prefixová.

Plat́ı (s využit́ım vzt’ahu ln x ≤ x− 1 pre všetky x > 0):

Hr(P )− cena(C, P )

= −
∑k

i=1 pi logr(pi)−
∑k

i=1 pids(ci)

=
∑k

i=1 pi(−ds(ci)− logr(pi))

=
∑k

i=1 pi logr
r−ds(ci)

pi

= 1
ln r

∑k
i=1 pi ln r−ds(ci)

pi

≤ 1
ln r

∑k
i=1 pi(

r−ds(ci)

pi
− 1)

= 1
ln r

∑k
i=1(r

−ds(ci) − pi)

= 1
ln r

(
∑k

i=1 r−ds(ci) −
∑k

i=1 pi)

= 1
ln r

(múk({c1, . . . , ck})− 1)

≤ 0,
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z čoho vyplýva požadovaná nerovnost’ Hr(P ) ≤ cena(C, P ).

Rovnost’ sa v nej nadobúda práve v pŕıpade, ked’ pre všetky i ∈ {1, . . . , k} plat́ı ln r−ds(ci)

pi
=

r−ds(ci)

pi
− 1. Pretože ln x = x − 1 práve v pŕıpade x = 1, pre všetky i ∈ {1, . . . , k} plat́ı

r−ds(ci)

pi
= 1, teda pi = r−ds(ci) ∈ { 1

rj : j ∈ N}.
Na horný odhad stač́ı ukázat’ existenciu kódovania, ktorého cena je menšia než Hr(P ) + 1: Pre
i ∈ {1, . . . , k} položme di = dlogr

1
pi
e. Ked’̌ze pre tieto č́ısla plat́ı:∑k

i=1
1

rdi
=

∑k
i=1

1

r
dlogr

1
pi

e
≤

∑k
i=1

1

r
logr

1
pi

=
∑k

i=1
1
1

pi

=
∑k

i=1 pi = 1,

podl’a Kraftovej-McMillanovej vety existuje prefixový kód {c1, . . . , ck}, pre ktorý ds(ci) = di.
Cena kódovej postupnosti C = {c1, . . . , ck} je potom:

cena(C, P )

=
∑k

i=1 pids(ci)

=
∑k

i=1 pidi

=
∑k

i=1 pidlogr
1
pi
e

<
∑k

i=1 pi(logr
1
pi

+ 1)

=
∑k

i=1 pi logr
1
pi

+
∑k

i=1 pi

= Hr(P ) + 1.

Z toho vyplýva, že cokp(P ) ≤ cena(C, P ) < Hr(P ) + 1.

– Konštrukcia Fanovho binárneho kódovania:

Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pk > 0. Navyše predpokladajme, že
ΣC = {0, 1}. Nech bj

i označuje kódové slovo priradené ai v j. kroku. Definujme indukciou:

1 Pre všetky i ∈ {1, . . . , k} položme b0
i = ε.

2 Pre j ∈ {0, . . . , k − 2} a i ∈ {1, . . . , k} definujme množinu M j
i = {t : bj

i = bj
t}.

Ak pre všetky i ∈ {1, . . . , k} plat́ı |M j
i | = 1, pre všetky i ∈ {1, . . . , k} polož́ıme bj+1

i = bj
i .

Inak nech v je najmenšie také, že |M j
v | > 1. Nech u je taký index z M j

v , že |
∑

i∈M
j
v∧i≤u

pt −∑
i∈M

j
v∧i>u

pt| je minimálne. Ak je takých u viac, vezmime najmenšie. Definujme potom pre

všetky i ∈ {1, . . . , k}:

bj+1
i =


bj
i0, ak i ∈M j

v a i ≤ u

bj
i1, ak i ∈M j

v a i > u

bj
i , ak i /∈M j

v

Napokon pre všetky i ∈ {1, . . . , k} položme ci = bk−1
i .

• Nech p1 = 0, 25, p2 = 0, 20, p3 = 0, 13, p4 = 0, 12, p5 = 0, 10, p6 = 0, 08, p7 = 0, 07, p8 = 0, 05.

Položme b0
1 = b0

2 = b0
3 = b0

4 = b0
5 = b0

6 = b0
7 = b0

8 = ε. Ďalej iterujme:

1 Plat́ı M0
1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, takže hl’adané v je 1.

Skúsme rôzne u:

Ak u = 1, tak p1 − (p2 + p3 + p4 + p5 + p6 + p7 + p8) = 0, 25 − (0, 20 + 0, 13 + 0, 12 +
0, 10 + 0, 08 + 0, 07 + 0, 05) = −0, 5.

Ak u = 2, tak (p1 + p2)− (p3 + p4 + p5 + p6 + p7 + p8) = (0, 25 + 0, 20)− (0, 13 + 0, 12 +
0, 10 + 0, 08 + 0, 07 + 0, 05) = −0, 1.

Ak u = 3, tak (p1 + p2 + p3)− (p4 + p5 + p6 + p7 + p8) = (0, 25 + 0, 20 + 0, 13)− (0, 12 +
0, 10 + 0, 08 + 0, 07 + 0, 05) = +0, 16.

Ďaľsie u už nemá význam skúmat’, lebo výsledky sú rastúce. Najmenšie (lebo jediné) vyhovujúce
u (t. j. to, že uvedený výsledok je (v absolútnej hodnote) najbližš́ı 0) je teda 2.

Plat́ı teda: b1
1 = b1

2 = 0, b1
3 = b1

4 = b1
5 = b1

6 = b1
7 = b1

8 = 1.
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2 Plat́ı M1
1 = {1, 2}, takže hl’adané v je opät’ 1.

Vzhl’adom na dvojprvkovost’ množiny zrejme u = 1.

Plat́ı teda: b2
1 = 00, b2

2 = 01, b2
3 = b2

4 = b2
5 = b2

6 = b2
7 = b2

8 = 1.

3 Plat́ı M2
1 = {1}, M2

2 = {2},M2
3 = {3, 4, 5, 6, 7, 8}, takže hl’adané v je 3.

Skúsme rôzne u z M2
3 = {3, 4, 5, 6, 7, 8}:

Ak u = 3, tak p3− (p4 +p5 +p6 +p7 +p8) = 0, 13− (0, 12+0, 10+0, 08+0, 07+0, 05) =
−0, 29.

Ak u = 4, tak (p3+p4)−(p5+p6+p7+p8) = (0, 13+0, 12)−(0, 10+0, 08+0, 07+0, 05) =
−0, 05.

Ak u = 5, tak (p3+p4+p5)−(p6+p7+p8) = (0, 13+0, 12+0, 10)−(0, 08+0, 07+0, 05) =
0, 15.

Ďaľsie u už nemá význam skúmat’, lebo výsledky sú rastúce. Najmenšie (lebo jediné) vyhovujúce
u je teda 4.

Plat́ı teda: b3
1 = 00, b3

2 = 01, b3
3 = b3

4 = 10, b3
5 = b3

6 = b3
7 = b3

8 = 11.

4 Plat́ı M3
1 = {1}, M3

2 = {2},M3
3 = {3, 4}, takže hl’adané v je 3.

Vzhl’adom na dvojprvkovost’ množiny zrejme u = 3.

Plat́ı teda: b4
1 = 00, b4

2 = 01, b4
3 = 100, b4

4 = 101, b4
5 = b4

6 = b4
7 = b4

8 = 11.

5 Plat́ı M4
1 = {1}, M4

2 = {2}, M4
3 = {3}, M4

4 = {4}, M4
5 = {5, 6, 7, 8}, takže hl’adané v je 5.

Skúsme rôzne u z M4
5 = {5, 6, 7, 8}:

Ak u = 5, tak p5 − (p6 + p7 + p8) = 0, 10− (0, 08 + 0, 07 + 0, 05) = −0, 1.

Ak u = 6, tak (p5 + p6)− (p7 + p8) = (0, 10 + 0, 08)− (0, 07 + 0, 05) = 0, 06.

Ďaľsie u už nemá význam skúmat’, lebo výsledky sú rastúce. Najmenšie (lebo jediné) vyhovujúce
u je teda 6.

Plat́ı teda: b5
1 = 00, b5

2 = 01, b5
3 = 100, b5

4 = 101, b5
5 = b5

6 = 110, b5
7 = b5

8 = 111.

6 Plat́ı M5
1 = {1}, M5

2 = {2}, M5
3 = {3}, M5

4 = {4}, M5
5 = {5, 6}, takže hl’adané v je 5.

Vzhl’adom na dvojprvkovost’ množiny zrejme u = 5.

Plat́ı teda: b6
1 = 00, b6

2 = 01, b6
3 = 100, b6

4 = 101, b6
5 = 1100, b6

6 = 1101, b6
7 = b6

8 = 111.

6 Plat́ı M6
1 = {1}, M6

2 = {2}, M6
3 = {3}, M6

4 = {4}, M6
5 = {5}, M6

6 = {6}, M6
7 = {7, 8}, takže

hl’adané v je 7.

Vzhl’adom na dvojprvkovost’ množiny zrejme u = 7.

Plat́ı teda: b7
1 = 00, b7

2 = 01, b7
3 = 100, b7

4 = 101, b7
5 = 1100, b7

6 = 1101, b7
7 = 1110, b7

8 = 1111.

Dostávame teda c1 = 00, c2 = 01, c3 = 100, c4 = 101, c5 = 1100, c6 = 1101, c7 = 1110, c8 = 1111.

Cena kódovej postupnosti C = 〈c1, . . . , ck〉 je potom cena(C, P ) =
∑k

i=1 pids(ci)
.
= 2, 85. Pritom

2-entropia je H2(P ) = −
∑k

i=1 pi log2(pi)
.
= 2, 822.
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4 Konštrukcia optimálnej kódovej postupnosti

?! Nech C = 〈c1, . . . , ck〉 je prefixová kódová postupnost’. Označme αi,j najväčš́ı spoločný (vlastný) prefix
slov ci a cj a nech mi = max{ds(αi,j) : j ∈ {1, . . . , k} \ {i}}.
Nech bi je prefix ci d́lžky mi+1. Potom kódovú postupnost’ 〈b1, . . . , bk〉 nazveme minimalizácia kódovej
postupnosti C.

L Minimalizácia prefixovej kódovej postupnosti je tiež prefixová kódová postupnost’.

?! Kódovú postupnost’, ktorá sa zhoduje so svojou minimalizáciou, nazveme minimalizovaná.

L Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je l’ubovol’né rozdelenie pravdepodobnost́ı také, že kde p1 ≥ · · · ≥ pk > 0, nech
C = 〈c1, . . . , ck〉 je kódová postupnost’ a B = 〈b1, . . . , bk〉 je jej minimalizácia. Potom cena(B, P ) ≤
cena(C, P ).

L Každá optimálna kódová postupnost’ k danému rozdeleniu pravdepodobnosti je minimalizovaná.

?! Nech C = 〈c1, . . . , ck〉 je kódová postupnost’ a nech j1 a j2 sú indexy z {1, . . . , k}. Potom kódovú
postupnost’ výmena(C, j1, j2) = 〈b1, . . . , bk〉 definujeme takto:

bi =


cj2 , ak i = j1,

cj1 , ak i = j2,

ci, inak.

– Uvedomme si, že {b1, . . . , bk} = {c1, . . . , ck}, takže ak bola pôvodná kódová postupnost’ 〈c1, . . . , ck〉
prefixová a/alebo minimalizovaná, aj 〈b1, . . . , bk〉 bude taká.

L Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je l’ubovol’né rozdelenie pravdepodobnost́ı také, že kde p1 ≥ · · · ≥ pk > 0, nech
C = 〈c1, . . . , ck〉 je kódová postupnost’.

Nech j1 a j2 sú indexy z {1, . . . , k} také, že j1 ≥ j2 (z čoho pj1 ≥ pj2), ale ds(cj1) ≥ ds(cj2). Potom
plat́ı cena(výmena(C, j1, j2), P ) ≤ cena(C, P ).

Ô Označme B = výmena(C, j1, j2) = 〈b1, . . . , bk〉. Potom:

cena(C, P )

=
∑k

i=1 pids(ci)

=
∑k

i=1 pids(bi) + pj1(ds(cj1)− ds(bj1)) + pj2(ds(cj2)− ds(bj2))

= cena(B, P ) + pj1(ds(cj1)− ds(cj2)) + pj2(ds(cj2)− ds(cj1))

= cena(B, P ) + (pj1 − pj2)(ds(cj1)− ds(cj2))

≥ cena(B, P ).

?! Nech C = 〈c1, . . . , ck〉 je kódová postupnost’. Definujme indukciou pre i ∈ {0, . . . , k} kódové postup-
nosti Bi = 〈bi

1, . . . , b
i
k〉 takto:

1 B0 = C.

2 Pre každé t ∈ {1, . . . , k} definujme množinu
”
porúch usporiadania“ Pi

t = {j > t : ds(bi
t) >

ds(bi
j)}. Ak sú všetky tieto množiny prázdne, polož́ıme Bi+1 = Bi, inak nech

ji
1 = min{t ∈ {1, . . . , k} : Pi

t 6= ∅} (t. j. index najskořsej poruchy),

mi = min{ds(bi
j) : j ∈ Pi

ji
1
} (d́lžka najkraťsieho slova s indexom väčš́ım než ji

1, ktoré je kraťsie

než bi
ji
1
)

a ji
2 = min{j ∈ Pi

ji
1

: ds(bi
j) = mi} (jeho index (ak je ich viac, tak najmenš́ı)).

Potom definujme Bi+1 = výmena(Bi, ji
1, j

i
2).

Potom kódovú postupnost’ Bk nazveme d́lžkovo usporiadaná verzia kódovej postupnosti B a označ́ıme
ju usporiadanie(B).

L Pre každé i ∈ {1, . . . , k} pre Bi = 〈bi
1, . . . , b

i
k〉 z predchádzajúcej defińıcie plat́ı ds(bi

1) ≤ · · · ≤ ds(bi
i).
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?! Kódovú postupnost’ nazveme (d́lžkovo) usporiadaná, ak sa zhoduje so svojou d́lžkovo usporiadanou
verziou.

L Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je l’ubovol’né rozdelenie pravdepodobnost́ı také, že kde p1 ≥ · · · ≥ pk > 0, nech
C = 〈c1, . . . , ck〉 je kódová postupnost’. Potom plat́ı cena(usporiadanie(C), P ) ≤ cena(C, P ).

– Uvedomme si, že ak je C prefixová a/alebo minimalizovaná a/alebo optimálna, aj usporiadanie(C) je
taká.

L Nech ΣC = {z0, z1}. Pre l’ubovol’né rozdelenie pravdepodobnost́ı P = 〈p1, . . . , pk〉, kde p1 ≥ · · · ≥
pk > 0, existuje optimálna minimalizovaná prefixová usporiadaná kódová postupnost’, ktorej posledné
dva členy majú maximálnu a rovnakú d́lžku a ĺı̌sia sa len v poslednom znaku.

Ô Nech B je optimálna kódová postupnost’, podl’a vety ... môžeme bez ujmy na všeobecnosti pred-
pokladat’, že je prefixová, minimalizovaná a d́lžkovo usporiadaná.

Nech bk = αz pre nejaké α ∈ Σ∗
C a z ∈ ΣC. Ked’̌ze B je minimalizovaná, muśı pre niektoré

i ∈ {1, . . . , k − 1} platit’ bi = αβ pre nejaké β ∈ Σ∗
C. Vzhl’adom na prefixovost’ B muśı byt’

ds(β) ≥ 1, vzhl’adom na usporiadanost’ B muśı byt’ ds(α) + 1 = ds(αz) = ds(bk) ≥ ds(bi) =
ds(αβ) = ds(α) + ds(β) z čoho ds(β) ≤ 1. Takže ds(β) = 1, t. j. β = w pre nejaké w 6= z.
Takže bi a bk majú rovnakú (a maximálnu) d́lžku a ĺı̌sia sa len v poslednom znaku.

Vzhl’adom na d́lžkovú usporiadanost’ B plat́ı ds(bi) = ds(bi+1) = · · · = ds(bk−1) = ds(bk), teda
aj kódová postupnost’ C = výmena(B, i, k − 1) je d́lžkovo usporiadaná. Naviac je prefixová,
minimalizovaná a jej posledné dva členy sa ĺı̌sia len v poslednom ṕısmene. Je to teda hl’adaná
kódová postupnost’.

?! Nech z0 a z1 sú rôzne a jediné prvky ΣC a nech j ∈ {1, . . . , k}. Nech C = 〈c1, . . . , ck〉 je kódová
postupnost’. Potom označme expanzia(C, j) kódovú postupnost’ 〈c1, . . . , cj−1, cj+1, . . . , ck, cjz0, cjz1〉.

L Ak C = 〈c1, . . . , ck〉 je prefixová, tak aj expanzia(C, j) je prefixová.

L Nech ΣC = {z0, z1} a j ∈ {1, . . . , k}.
Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 a P ′ = 〈p1, . . . , pj−1, pj+1, . . . , pk, q0, q1〉, kde p1 ≥ · · · ≥ pk > 0, pj = q0+q1

a pk ≥ q0 ≥ q1.

Nech C = 〈c1, . . . , ck〉 je kódová postupnost’, Potom cena(expanzia(C, j), P ′) = cena(C, P ) + pj .

Ô Označme C′ = expanzia(C, j). Potom plat́ı:

cena(C′, P ′)

=
∑

i∈{1,...,j−1}∪{j+1,...,k} pids(ci) + q0ds(cjz0) + q1ds(cjz1)

=
∑

i∈{1,...,j−1}∪{j+1,...,k} pids(ci) + q0(ds(cj) + 1) + q1(ds(cj) + 1)

=
∑

i∈{1,...,j−1}∪{j+1,...,k} pids(ci) + (q0 + q1)ds(cj) + (q0 + q1)

=
∑

i∈{1,...,j−1}∪{j+1,...,k} pids(ci) + pjds(cj) + pj

=
∑k

i=1 pids(ci) + pj .

= cena(C, P ) + pj .

L Nech . . .

Potom ak cena(C1, P ) = cena(C2, P ), tak cena(expanzia(C1, j), P
′) = cena(expanzia(C2, j), P

′).

?! Nech ΣC = {z0, z1} a j ∈ {1, . . . , k}. Nech C′ = 〈c1, . . . , cj−1, cj+1, . . . , ck, cjz0, cjz1〉. Potom
označme redukcia(C′, j) kódovú postupnost’ 〈c1, . . . , cj−1, cj , cj+1, . . . , ck〉.

L Nech . . . Potom redukcia(expanzia(C, j), j) = C.

L Nech . . . Potom expanzia(redukcia(C′, j), j) = C′.

L Nech . . . Ak C′ je prefixová, tak aj redukcia(C′, j) je tiež prefixová.

L Nech . . . Potom ak cena(C′
1, P

′) = cena(C′
2, P

′), tak

cena(redukcia(C′
1, j), P ) = cena(redukcia(C′

2, j), P ).
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V Nech ΣC = {z0, z1} a j ∈ {1, . . . , k}.
Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 a P ′ = 〈p1, . . . , pj−1, pj+1, . . . , pk, q0, q1〉, kde p1 ≥ · · · ≥ pk > 0, pj = q0+q1

a pk ≥ q0 ≥ q1.

Potom C je optimálna prefixová kódová postupnost’ pre P práve vtedy, ked’expanzia(C, j) je optimálna
prefixová kódová postupnost’ pre P ′.

→ Podl’a lemy ... existuje pre P ′ optimálna prefixová kódová postupnost’

B′ = 〈b1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bk, bjz0, bjz1〉.
Z optimality kódovej postupnosti C máme cena(C, P ) ≤ cena(redukcia(B′, j), P ).

Z toho podl’a lemy ... dostávame

cena(expanzia(C, j), P ′) ≤ cena(expanzia(redukcia(B′, j), j), P ′) = cena(B′, P ′),

takže aj kódová postupnost’ expanzia(C, j) muśı byt’ optimálna.

← Nech B je l’ubovol’ná kódová postupnost’ pre P , bez ujmy na všeobecnosti prefixová.

Potom expanzia(B, j) je prefixová kódová postupnost’ pre P ′, takže z optimality kódovej po-
stupnosti expanzia(C, j) dostávame cena(expanzia(C, j), P ′) ≤ cena(expanzia(B, j), P ′).

Z toho podl’a lemy ... dostávame

cena(C, P ) = cena(redukcia(expanzia(C, j), j), P ) ≤ cena(redukcia(expanzia(B, j), j), P ) =
cena(B, P ),

takže kódová postupnost’ C je optimálna.

L Ak P = 〈p1, . . . , pr〉 a ΣC = {z0, . . . , zr−1}, tak 〈z0, . . . , zr−1〉 je optimálna kódová postupnost’ (a jej
cena je 1).

– ... konštrukcia Huffmannovho optimálneho binárneho kódovania...

– ... konštrukcia Huffmannovho r-árneho kódovania...

– Ak ΣS = {a, b}, P = 〈0.9, 0.1〉 a ΣC = {0, 1}, tak cena optimálnej kódovej postupnosti (napr.) 〈0, 1〉
je 1, 2-entropia je však H2(P ) = 0.9 log2

1
0.9

+ 0.1 log2
1

0.1

.
= 0.469. Odchýlka (redundancia) je teda

pomerne vel’ká.

Ako sa entropii pribĺıžit’ ešte viac? Kódovat’ budeme celé n-tice naraz, teda budeme akoby pracovat’ s
Σ′

S = {aa, ba, ab, bb} = Σ2
S, teda s P ′ = {0.9 · 0.9, 0.9 · 0.1, 0.1 · 0.9, 0.1 · 0.1}. Optimálna kódová

postupnost’ je potom C′ = 〈0, 10, 110, 111〉, s cenou cena(C′) = 0.81 · 1 + 0.09 · 2 + 0.09 · 3 + 0.01 ·
3 = 1.29. Fakticky sa však kódované texty z Σ2

S dvakrát skrátili, teda
”
cena“ tohto kódovania je

1.29
2

= 0.645, čo je podstatné zlepšenie.

A ak budeme pracovat’ s Σn
S pre čoraz väčšie n,

”
cena“ sa bude zlepšovat’ ešte viac. Daňou za to je

však nárast počtu kódovaných znakov (pôvodných n-t́ıc znakov) na |ΣS|n.
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5 Aritmetické kódovanie

– Myšlienku kódovat’ nielen samostatné znaky zo ΣS, ale celé ich postupnosti použ́ıvame aj v tzv. arit-
metickom kódovańı:

Každému slovu w = a1a2 . . . an, t. j. postupnosti indexov i(w) = 〈i1, . . . , in〉 prirad́ıme istý (po-
louzavretý) interval A(i(w)) s d́lžkou úmernou pravdepodobnosti výskytu tohto slova. Potom z tohto
intervalu vyberieme jedného reprezentanta rep(A(i(w))), ktorý je dyadickým č́ıslom, t. j. racionálnym
č́ıslom tvaru x

2t . Cifry binárneho zápisu tohto č́ısla budú tvorit’ zodpovedajúce slovo e(w).

?! Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı, nech I = [u, v) je polouzavretý interval reálnych
č́ısel, pričom u < v, a nech j ∈ {1, . . . , k}. Definujme j-podinterval intervalu I podl’a rozdelenia
pravdepodobnost́ı P takto:

podinterval(I, j, P ) =

[
u + (v − u)

j−1∑
i=1

pi, u + (v − u)

j∑
i=1

pi

)
.

L DĺžkaIntervalu(podinterval(I, j, P )) = pj ·DĺžkaIntervalu(I).

L I je disjunktné zjednotenie intervalov podinterval(I, 1, P ), . . . , podinterval(I, k, P ).

?! Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı.

Definujme potom funkciu AP : {1, . . . , k}∗ → P([0, 1)) takto:

1 AP (ε) = [0, 1).

2 Ak α ∈ {1, . . . , k}∗ a j ∈ {1, . . . , k}, tak AP (αj) = podinterval(AP (α), j, P ).

L DĺžkaIntervalu(AP (〈i1, i2, . . . , in〉) = pi1pi2 . . . pin .

• Ak P = 〈0.4, 0.3, 0.2, 0.1〉, tak (...obrázok...):

AP (〈1〉) = [0, 0.4), AP (〈2〉) = [0.4, 0.7), AP (〈3〉) = [0.7, 0.9), AP (〈4〉) = [0.9, 1),

AP (〈2, 1〉) = [0.4, 0.52), AP (〈2, 2〉) = [0.52, 0.61), AP (〈2, 3〉) = [0.61, 0.67),

AP (〈2, 4〉) = [0.67, 0.7),

AP (〈2, 1, 1〉) = [0.4, 0.448), AP (〈2, 1, 2〉) = [0.448, 0.484), AP (〈2, 1, 3〉) = [0.484, 0.508),

AP (〈2, 1, 4〉) = [0.508, 0.52),

AP (〈2, 1, 3, 2〉) = [0.4936, 0.5008).

?! Nech I = [u, v), pričom u, v ∈ [0, 1] a u < v. Nech t je (jediné) riešenie nerovnice 1
2t ≤ v− u < 1

2t−1 .
Nech M = {x ∈ N : u ≤ x

2t < v}, zrejme 1 ≤ |M | ≤ 2.

Ak |M | = 1, definujme rep(I) = x
2t .

Ak |M | = 2 a x1, x2 ∈ M , zrejme |x1 − x2| = 1, t. j. majú rôznu paritu. Nech x je párne z nich,
potom definujme rep(I) = x

2t .

L rep(I) ∈ I.

• Ak I = [0.484, 0.508), tak riešenie nerovnosti 1
2t ≤ 0.508 − 0.484 < 1

2t−1 je t = 3. Potom riešime
nerovnicu 0.484 ≤ x

23 < 0.508, teda 3.872 ≤ x < 4.064. Z toho x = 4, teda rep(I) = 4
8

= 1
2
.

• Ak I = [0.4936, 0.5008), tak riešenie nerovnosti 1
2t ≤ 0.5008− 0.4936 < 1

2t−1 je t = 8. Potom riešime
nerovnicu 0.4936 ≤ x

28 < 0.5008, teda 126.3616 ≤ x < 128.2048. Z toho M = {127, 128}, teda
x = 128, a potom rep(I) = 128

28 = 1
2
.

L (o ekvivalentnom ziskani reprezentanta)

Nech I = [u, v), pričom u, v ∈ [0, 1] a u < v. Nech u = (0.u1u2 . . . )2 a v = (0.v1v2 . . . )2, pričom
nekonečne vel’a ui je 0, a nech t ∈ N je také, že pre všetky i ∈ N+, i ≤ t plat́ı ui = vi = ci a ut+1 = 0,
vt+1 = 1 (lebo ved’ u < v). Rozĺı̌sme možnosti:

1 Ak u = (0.c1c2 . . . ct)2, t. j. pre všetky i > t je ui = 0, tak rep(I) = u.
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2 Nech u > (0.c1c2 . . . ct)2, t. j. pre niektoré i > t je ui = 1, ale nech v = (0.c1c2 . . . ct1)2,
t. j. pre všetky i ≥ t + 2 je ui = 0. Nech j > t + 1 je najmenšie také, že uj = 0, potom
rep(I) = (0.u1u2 . . . uj−11)2.

3 V ostatných pŕıpadoch rep(I) = (0.c1c2 . . . ct1)2.

?! Definujme funkciu cwd, ktorá každému dyadickému č́ıslu z [0, 1) prirad́ı konečnú postupnost’ z {0, 1}∗
takto:

1 cwd(0) = 0.

2 Nech r = (0.c1c2 . . . cm)2 také, že cm = 1, potom cwd(r) = c1c2 . . . cm.

?! Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı a n ∈ N+, potom cena aritmetického kódovania
slov d́lžky n je

cak(P, n) =
∑

〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n

|AP (〈i1, . . . , in〉)| · ds(cwd(rep(AP (〈i1, . . . , in〉)))),

t. j.

cak(P, n) =
∑

〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n

pi1 . . . pin · ds(cwd(rep(AP (〈i1, . . . , in〉)))).

L Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı. Potom∑
〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n

pi1 . . . pin = 1.

L Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı, t ∈ {1, . . . , k} a j ∈ {1, . . . , n}. Potom∑
〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n,ij=t

pi1 . . . pin = pt.

Ô Pomocou distribut́ıvneho zákona dostávame:∑
〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n,ij=t pi1 . . . pin ,

= (
∑

i∈{1,...,k} pi) · · · (
∑

i∈{1,...,k} pi) · pt · (
∑

i∈{1,...,k} pi) · · · (
∑

i∈{1,...,k} pi),

= 1 · · · 1 · pt · 1 · · · 1
= pt.

L Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı, f : {1, . . . , k} → R a j ∈ {1, . . . , k}. Potom

∑
〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n

pi1 . . . pinf(ij) =

k∑
t=1

ptf(t).

Ô
∑

〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n pi1 . . . pinf(ij),

=
∑k

t=1

∑
〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n,ij=t pi1 . . . pinf(t),

=
∑k

t=1 f(t) ·
(∑

〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n,ij=t pi1 . . . pin

)
,

=
∑k

t=1 f(t)pt.

L Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı a j ∈ {1, . . . , k}. Potom

−
∑

〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n

pi1 . . . pin log2 pij = H2(P ).

Ô Špeciálny pŕıpad predchádzajúcej lemy pre f(t) = − log2(pt).
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V Nech P = 〈p1, . . . , pk〉 je rozdelenie pravdepodobnost́ı. Potom

cak(P, n) < nH2(P ) + 1.

Ô Všimnime si, že d́lžka kódového slova cwd(rep(AP (〈i1, . . . , in〉))) je počet dyadických cifier
č́ısla rep(AP (〈i1, . . . , in〉)) za dyadickou čiarkou. Ak rep(AP (〈i1, . . . , in〉)) = x

2t , tento počet
nepresahuje t.

Ak I = [u, v), tak DĺžkaIntervalu(I) = v − u, a teda ak plat́ı 1
2t ≤ v − u < 1

2t−1 , tak

t− 1 < − log2(v − u) ≤ t, z čoho t < 1− log2(v − u) = 1− log2(DĺžkaIntervalu(I)).

V našom pŕıpade I = AP (〈i1, . . . , in〉) teda dostávame ds(cwd(rep(AP (〈i1, . . . , in〉)))) < 1 −
log2(DĺžkaIntervalu(AP (〈i1, . . . , in〉))) = 1− log2(pi1 · · · pin) = 1−

∑n
j=1 log2 pij .

Upravujme:

cak(P, n) =

=
∑

〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n pi1 . . . pin · ds(cwd(rep(AP (〈i1, . . . , in〉)))),
<

∑
〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n pi1 . . . pin · (1−

∑n
j=1 log2 pij ),

=
∑

〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n pi1 . . . pin −
∑

〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n pi1 . . . pin

∑n
j=1 log2 pij ,

= 1−
∑

〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n pi1 . . . pin

∑n
j=1 log2 pij (podl’a lemy ...),

= 1−
∑n

j=1

∑
〈i1,...,in〉∈{1,...,k}n pi1 . . . pin log2 pij ,

= 1−
∑n

j=1(−H2(P )),

= 1 + nH2(P ).
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6 Samoopravné kódy

– Budeme konštruovat’ rovnomerné (blokové) kódy v binárnej abecede ΣC = {0, 1}, pričom chápeme
prirodzene 0 = 0 a 1 = 1.

Budeme predpokladat’, že v nich nastanú iba chyby typu, že symbol sa pri prenose šumom zmeńı na
iný symbol, a to na každý s rovnakou pravdepodobnost’ou.

– Nemôžeme konštruovat’ úplné kódy, lebo pŕıjemca by nikdy nedokázal zistit’, či nastala zmena.

Budeme preto konštruovat’ iba také kódy, aby pŕıjemca (s dostastočne vel’kou pravdepodobnost’ou)
dokázal chybné kódové slovo zachytit’, ba dokonca opravit’.

• Kód celkovej kontroly parity obsahujúci len slová s párnym počtom 1 dokáže odhalit’ chyby vel’kosti 1.

(Napr.) posledný znak môžeme chápat’ ako kontrolný – je to celková parita ostatných – informačných.

• Kód dvojrozmernej kontroly parity (obd́lžnikový kód) má kontrolné parity v riadkoch i st́lpcoch a tiež
celkovú kontrolu parity.

– ...opravovanie 1 chyby pri tomto kóde...

?! Nech k ∈ N+. Pod Hammingovou k-vzdialenost’ou budeme rozumiet’ funkciu Hamk : {0, 1}k ×
{0, 1}k → N definovanú vzt’ahom:

Hamk(〈a1, . . . , ak〉, 〈b1, . . . , bk〉) =

k∑
i=1

|ai − bi|.

L Hammingova k-vzdialenost’ je metrika.

?! Definujme operáciu ⊕ : {0, 1}×{0, 1} → {0, 1} tak, že ⊕(0, 0) = ⊕(1, 1) = 0 a ⊕(0, 1) = ⊕(1, 0) = 1.

– ⊕ je vlastne exkluźıvne alebo (tzv. xor).

L Hamk(〈a1, . . . , ak〉, 〈b1, . . . , bk〉) =
∑k

i=1 ai ⊕ bi.

?! Definujme operáciu ⊕k : {0, 1}k × {0, 1}k → {0, 1}k:

⊕k(〈a1, . . . , ak〉, 〈b1, . . . , bk〉) = 〈a1 ⊕ b1, . . . , ak ⊕ bk〉.

– Index k budeme pri ⊕k vynechávat’.

?! Pod d́lžkou rovnomerného kódu budeme rozumiet’ d́lžku l’ubovol’ného jeho slova.

?! Pod Hammingovou minimálnou vzdialenost’ou kódu C d́lžky k budeme rozumiet’ č́ıslo Hvk(C) =
min{Hamk(c1, c2) : c1, c2 ∈ C, c1 6= c2}.

– Namiesto o pŕıjemcovi budeme hovorit’ o samotnom kóde:

Aby kód vedel odhalit’ r chýb, muśı platit’ Hvk(C) ≥ r + 1.

Aby kód vedel opravit’ r chýb, muśı platit’ Hvk(C) ≥ 2r + 1.

Ako také kódy zostrojit’?

?! Ak r ∈ N a v ∈ Σk
C, definujme gul’u so stredom v a polomerom r takto:

Hgk(v, r) = {u ∈ Σk
C : Hamk(u, v) ≤ r}.

L |Hgk(v, r)| =
∑r

i=0

(
k
i

)
.

– Na to, aby takýto kód C vedel odhalit’ r chýb, nesmie žiadna gul’a polomeru r so stredom vo vektore
z C obsahovat’ iný vektor z C.

– Na to, aby takýto kód C vedel opravit’ r chýb, musia byt’ každé dve gule polomeru r so stredmi vo
vektoroch z C disjunktné.

• Opakovaćı kód {02r+1, 12r+1} dokáže opravit’ chyby vel’kosti r.
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L Ak pre všetky u, v ∈ C plat́ı Hgk(u, r) ∩Hgk(v, r) = ∅, tak

|C| ≤

⌊
2k∑r

i=0

(
k
i

)⌋
.

?! Kód C nazývame lineárny, ak je podpriestorom vektorového priestoru {0, 1}k (t. j. ak z u, v ∈ C plat́ı
u⊕ v ∈ C).

Ak jeho dimenzia (počet lineárne nezávislých vektorov) je n, hovoŕıme o lineárnom (k, n)-kóde.

• Kód celkovej kontroly parity je lineárny (k, k − 1)-kód.

• Opakovaćı kód je lineárny (k, 1)-kód.

– Každý lineárny (k, n)-kód C má n informačných symbolov a k − n kontrolných. Ak je totiž b1, . . . ,
bn báza priestoru C, každé kódové slovo v vieme naṕısat’ v tvare v = x1b1 ⊕ · · · ⊕ xnbn pre nejaké
x1, . . . , xn ∈ {0, 1}.

• Báza kódu celkovej kontroly parity je {10k−21, 010k−31, 0210k−41, . . . , 0k−211}, má teda k−1 prvkov.

• Báza opakovacieho kódu d́lžky k je jednoprvková: {1k}.
?! Lineárny (2m − 1, 2m − 1−m)-kód pre m ≥ 2 nazývame Hammingov kód.

• ... konštrukcia Hammingovho kódu pre m = 4, t. j. lineárneho (15, 11)-kódu...

• ... dekódovanie...
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X ṕısomka

1 (4 body)

Vyslovte a dokážte Kraftovu-McMillanovu vetu.

2 (4 body)

Vyslovte a dokážte čo najlepš́ı horný i dolný odhad ceny optimálnej kódovej postupnosti pomocou
entropie.

3 (4 body)

Skonštruujte Fanovu kódovú postupnost’ pre rozdelenie pravdepodobnost́ı 〈0.2, 0.4, 0.1, 0.25, 0.05〉.
4 (4 body)

Skonštruujte binárnu Huffmanovu kódovú postupnost’ pre rozdelenie pravdepodobnost́ı

〈0.2, 0.4, 0.1, 0.25, 0.05〉.
5 (4 body)

Ak sú pravdepodobnosti výskytu ṕısmen B a L po rade 1
3

a 2
3
, zakódujte aritmetickým kódovańım vetu

BLB L. B. BLBL. (bez interpunkcie a medzier) s kódmi vel’kosti 3.
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