
ZBIERKA �ULOH Z GEOMETRIE - II

Analytick�a geometria

1. Afinn�e zobrazenia

De�n��cia. Zobrazenie F z a�nn�eho priestoru A n do A m , ktor�e zobrazuje ka�zd�u trojicu
nekoline�arnych bodov do jedn�eho bodu alebo do trojice bodov, pri�com sa zachov�ava ich

deliaci pomer, sa naz�yva a�nn�e zobrazenie.

Rovnice a�nn�eho zobrazenia v a�nnej rovine A 2 :

x0 = a11x+ a21y + a31; y0 = a12x + a22y + a32

Rovnice pr��slu�sn�eho asociovan�eho zobrazenia:

u0 = a11u+ a21v; v0 = a12u+ a22v

Matica zobrazenia

A =

�
a11 a21
a12 a22

�

�Uloha 1.1. Nap���ste rovnice a�nnej transform�acie, ktor�a zobraz�� body

a) A[1; 2], B[3; 0], C[1; 1] na body A0[2; 0], B0[3;�1], C 0[5; 1];
b) A[1; 0], B[0; 1], C[1; 1] na body A0[2; 2], B0[3;�1], C 0[4; 1];
c) A[1; 2], B[3; 0], C[1; 1] na body A0[1; 2], B0[3; 0], C 0[3; 3].

�Uloha 1.2. Dok�a�zte nasleduj�uce tvrdenia:

(a) Kompoz��cia a�nn�ych transform�aci�� je a�nn�a transform�acia.
(b) Inverzn�e zobrazenie k a�nnej bijekcii je a�nn�a bijekcia.

�Uloha 1.3. Dok�a�zte, �ze a�nity (prost�e a�nn�e transform�acie) vytv�araj�u grupu.

�Uloha 1.4. Nap���ste rovnice a�nn�eho zobrazenia a�nnej roviny A 2 na priamku A 1 , v kto-
rom sa body A[2; 1], B[3; 2], C[0; 1] zobrazia do bodov so s�uradnicami A0[2], B0[0], C 0[10].

�Uloha 1.5. A�nn�e zobrazenie je dan�e rovnicami x0 = 2x � y + 1, y0 = x + y.

(a) Ur�cte obraz a vzor bodu M [1; 3].

(b) Ur�cte samodru�zn�y bod.
(c) Ur�cte obraz priamky x + y � 2 = 0.

(d) Ur�cte vzor priamky x + y + 1 = 0.
(e) Ur�cte vzor a obraz priamky ax + by + c = 0.

(f) Ur�cte samodru�zn�e priamky.
(g) Ur�cte obraz krivky x2 + y2 = 9.
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Probl�em 1.1. Dan�a a�nn�a transform�acia v rovine A 2 rovnicami x0 = 2x�y+1, y0 = x+y.

Ak�y je s�uvis medzi priamkami

(�) 2x+ 3y � 1 = 0 a 2(2x � y + 1) + 3(x + y)� 1 = 5x + y + 4 = 0 ?
(�) 2x+ 3y � 1 = 0 a 2

3
(x + y � 1) + (�x + 2y + 2) � 1 = 1

3
(�x+ 8y + 1) = 0 ?

�Uloha 1.6. Ur�cte samodru�zn�e priamky zobrazenia ur�cen�e ho vzt'ahmi

(a) x0 = y, y0 = x;

(b) x0 = y + 1, y0 = �y;

(c) x0 =
p
2

2
(x + y), y0 =

p
2

2
(x � y).

�Uloha 1.7. Ur�cte samodru�zn�e smery asociovan�eho zobrazenia k zobrazeniu ur�cen�emu

vzt'ahmi

(a) x0 = x + y, y0 = x + 2y;

(b) x0 = x + 4y, y0 = 2x+ 3y.

�Uloha 1.8. Ur�cte rovnice a�nn�eho zobrazenia, v ktorom je bod A[2; 2] samodru�zn�y a
vektory �!u (1; 0), �!v (2;�1) s�u vlastn�e vektory pr��slu�sn�eho asociovan�eho zobrazenia.

�Uloha 1.9. Nap���ste rovnice a�nity, v ktorej je os x priamkou samodru�zn�ych bodov a bod
A[0; 1] sa zobrazuje do A0[4; 2].

�Uloha 1.10. Nap���ste rovnice a�nn�eho zobrazenia v A 2 , v ktorom v�setky body priamky
x + y � 2 = 0 s�u samodru�zn�e a bod A[0; 1] sa zobraz�� do bodu A0[4; 2].

�Uloha 1.11. Nap���ste rovnice a�nn�eho zobrazenia, v ktorom je priamka x + y � 2 = 0
samodru�zn�a a body A = [0; 1], B = [2; 0] sa zobrazia do bodov A0 = [4; 2], B0 = [3; 0]
(resp. B0 = [0; 2]).

�Uloha 1.12. Nap���ste rovnice a�nn�eho zobrazenia v A 2 , ktor�e zobrazuje priamky p :
x+y+10 = 0, q : x+2y+3 = 0 a r : 2x+y�1 = 0 postupne do priamok p0 : x+y�8 = 0,
q0 : x+ 2y � 16 = 0 a r0 : 2x + y = 0.

�Uloha 1.12. V rovine A 2 je dan�y rovnobe�zn��k ABCD. Existuje a�nn�e zobrazenie, v kto-
rom A je samodru�zn�y bod, bod B sa zobrazuje do C a bod C do D? Ak �ano, ktor�y bod
je obrazom stredu S rovnobe�zn��ka ABCD ? Nap���ste rovnice tohto zobrazenia vo vhodnej
s�uradnicovej s�ustave.

�Uloha 1.13. A�nn�a transform�acia m�a rovnice x0 = �3x + 4y + 6, y0 = 4x + 3y + 2. Na
priamke 2x � 7y � 24 = 0 (alebo 2x� y + 1 = 0) n�ajdite tak�y bod M , aby jeho obraz M 0

le�zal na tej istej priamke.

�Uloha 1.14. Dan�a je a�nn�a transform�acia rovnicami x0 = x + y � 3, y0 = 2x + y + 2 a

bod A[3; 3]. Nap���ste rovnicu priamky obsahuj�ucej bod A, ktorej obraz prech�adza bodom

A.

�Uloha 1.15. Nap���ste rovnice a�nn�eho zobrazenia v A 2 , v ktorom ka�zd�y bod osi ox je

samodru�zn�y a bod A[2; 6] prev�adza do A0[�1;�4].
Rie�senie: x0 = x � 1

2
y; y0 = � 2

3
y
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�Uloha 1.16. Nap���ste v�seobecn�e rovnice a�nnej transform�acie v A 2 , v ktorej ka�zd�y bod

osi ox je samodru�zn�y.
R: x0 = a11x; y

0 = y

�Uloha 1.17. Nap���ste v�seobecn�e rovnice a�nn�eho zobrazenia v A 2 , v ktorom os Ox je

samodru�zn�a priamka a ka�zd�y bod osi oy je samodru�zn�y bod.

R: x0 = x+ a12y; y
0 = a22y

�Uloha 1.18. Nap���ste rovnice a�nnej transform�acie v A 2 , v ktorej ka�zd�y bod priamky

ax + by + c = 0 je samodru�zn�y.

R: x0 = x+ �(ax + by + c); y0 = y + �(ax + by + c) kde s; t mô�zu nadob�udat'�lubovo�ln�u hodnotu.

�Uloha 1.19.

Nap���ste rovnice a�nnej transform�acie v A 2 , v ktorom s�u osi ox a oy samodru�zn�e a body

A[2; 0], B[0; 4] prev�adza do bodov A0[�6; 0], B0[0; 8].
R: x0 = �3x; y0 = 2y

�Uloha 1.20. Dan�a je a�nn�a transform�acia rovnicami x0 = 2x + y � 2, y0 = x � y � 1 a

bod A[1; 1]. Nap���ste rovnicu takej priamky p, �ze bod A le�z�� na p a aj na jej obraze p0.
R: 2x+ y � 3 = 0

�Uloha 1.21.

Nap���ste rovnice a�nnej transform�acie v A 2 , v ktorej sa priamky p : 5x � 6y � 7 = 0,
q : 3x � 4y = 0 zobrazuj�u do priamok p0 : 2x + y � 4 = 0, x � y + 1 = 0 a bod A[6; 4] sa
prev�adza do bodu A0[2; 1].

R: x0 = 1

3
(�2x + 2y + 10); y0 = 1

3
(�11x + 14y + 13)

�Uloha 1.22. Nap���ste rovnice samodru�zn�ych priamok a�nnej transform�acie (v A 2) danej
rovnicami x0 = 7x� y + 1; y0 = 4x+ 2 + 4.

R: 2x� 2y � 3 = 0; 4x � y = 0

�Uloha 1.23. A�nn�e zobrazenie z A 2 do A 3 je dan�e rovnicami x0 = x� y +1, y0 = x+ y,
z0 = y + 2. Ur�cte obraz po�ciatku v A 2 a vzor po�ciatku v A 3 . Zistite, �ci je to prost�e
zobrazenie.

�Uloha 1.24. Nap���ste rovnice a�nn�eho zobrazenia, ktor�e zobrazuje bod A[2; 0; 2] na bod
A0[0; 2; 1], bod B[1; 1; 1] na bod B0[4; 0; 1], bod C[0; 1; 0] na bod C 0[0; 0; 1], ak po�ciatok je
samodru�zn�y.

�Uloha 1.25. V rovine je dan�y trojuholn��k ABC s t'a�ziskom T . A�nn�e zobrazenia F

zobrazuje bod C na bod T a body A, B s�u samodru�zn�e. Nap���ste rovnice zobrazenia vo

vhodnej s�uradnicovej s�ustave.

�Uloha 1.26. Nap���ste rovnice a�nn�eho zobrazenia, ktor�e zobrazuje elipsu 4x2 + y2 = 4 na
elipsu 8x2 + y2 = 8.

�Uloha 1.27. Nap���ste rovnice zobrazenia, ktor�e ka�zd�emu bodu E3 prirad�� jeho kolm�y
priemet

(a) do roviny x+ y � 2z + 1 = 0;
(b) do roviny ax + by + cz + d = 0;
(c) na priamku x � 2 = y + 1 = z.
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�Uloha 1.28. Nap���ste rovnice involut�ornej osovej a�nity, ktorej osou je priamka x�y+1 =

0 a bod A[0; 0] sa zobrazuje do bodu A0[4; ?].
P: Zobrazenie F sa naz�yva involut�orne, ak F :F je identita.

Probl�em 1.2. Ak bod A, jeho vzor A�1 aj obraz A0 (6= A) le�zia na jednej priamke, tak je

t�ato priamka samodru�zn�a v pr��slu�snom zobrazen�� ?

Probl�em 1.3. Ak�y je s�uvis medzi vlastn�ymi �c��slami a determinantom matice zobrazenia ?

2. Zhodn�e zobrazenia a zhodnosti

Veta 2.1. Zobrazenie Z je zhodnost' v En () AT :A = E.

Veta 2.2. Z je zhodnost' v E2 () x0 = cos� x+sin� y+a; y0 = � sin� x� cos� y+ b.

�Uloha 2.1. Ur�cte koe�cienty a, b tak, aby rovnice x0 = 1

2
x + ay + 2, y0 =

p
3

2
x + by

vyjadrovali zhodnost' v E2 .

�Uloha 2.2. Ur�cte koe�cienty a, b, c tak, aby rovnice x0 = 3

5
x + ay + 1, y0 = bx + cy

vyjadrovali zhodnost' v E2 .

�Uloha 2.3. Zobrazenie z E2 do E3 je dan�e rovnicami

(a) x0 = x + y

2
+ 1, y0 = ax + y

2
� 1, z0 = bx + cy � 3;

(b) x0 = x + by � 2, y0 = y

2
+ 1, z0 = ax + cy � 3.

Ur�cte koe�cienty a, b, c tak, aby to bolo zhodn�e zobrazenie.

�Uloha 2.4. Zistite, �ci rovnice

(a) x0 = x + 3, y0 = �y + 2, z0 = z � 1;
(b) x0 = �x+ 1, y0 = �y + 2, z0 = z � 1;
(c) x0 = x + 2, y0 = �y + z, z0 = y + z,

vyjadruj�u zhodnost'E3 . V kladnom pr��pade ur�cte samodru�zn�e body a samodru�zn�e priamky.

�Uloha 2.5. Ur�cte samodru�zn�e smery a vlastn�e �c��sla asociovan�eho zobrazenia k zhodnosti
v E2

(a) x0 = 3

5
x+ 4

5
y � 1, y0 = 4

5
x� 3

5
y + 2.

(b) x0 = 3

5
x+ 4

5
y � 1, y0 = �4

5
x + 3

5
y + 2.

Ktor�a je to zhodnost'?

�Uloha 2.6. Nap���ste rovnice v�setk�ych zhodnost�� v E2 , v ktor�ych je bodM [4; 0] samodru�zn�y

a vektory �!u (1; 1), �!v (1;�1) (resp. (1; 1), (1; 2)) ur�cuj�u samodru�zn�e smery.

�Uloha 2.7. Nap���ste rovnice v�setk�ych nes�uhlasn�ych zhodnost�� v rovine E2 , v ktor�ych vek-

tory �!u (1; 2), �!v (2;�1) s�u vlastn�e (resp. samodru�zn�e) a bod A[0; 0] sa zobraz�� do bodu
A0[4; 0].

�Uloha 2.8. Nap���ste rovnice osovej s�umernosti v E2 , v ktorej sa bod A[2; 3] zobraz�� do

bodu A0[�2; 5].
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�Uloha 2.9. Nap���ste rovnice osovej s�umernosti v E2 ur�cenej priamkou

(a) x + y + 1 = 0;

(b) ax + by + c = 0.

�Uloha 2.10. Nap���ste rovnice zhodnosti, ktor�a ka�zd�emu bodu E3 prirad�� bod s�umern�y
podl'a

(a) roviny x+ 2y � z + 4 = 0;

(b) priamky x = 1 + t, y = 2� 3t, z = �t;

(c) bodu S[1; 3;�2].

�Uloha 2.11. Nap���ste rovnice ot�a�cania v E2 , v ktorom sa bod A[5; 5] zobraz�� do bodu

A0[8; 1] a jeho stred le�z�� na priamke 2x+3y=0.

R: x = 4

5
x = 3

5
y; y = �3

5
x+ 3

5
y

�Uloha 2.12. Nap���ste rovnice pos�uvania v E2 , v ktorom sa bod A[5; 5] zobraz�� do bodu

A0[8; 1].

�Uloha 2.13. Pomocou vhodnej zhodnosti n�ajdite rovnice str�an rovnostrann�eho trojuhol-
n��ka, ak rovnica jednej strany je x + 3y = 0 a t'a�zisko je T [2; 4].

�Uloha 2.14. Nap���ste rovnice v�setk�ych zhodnost�� v rovine, ktor�e zobrazuj�u bod [1; 0] na
bod [4;�2] a bod [2; 3] na [2; ?].

�Uloha 2.15. �Stvorec m�a vrcholy A[0; 0], B[1; 0], C[1; 1], D[0; 1]. Nap���ste rovnice v�setk�ych
zhodnost��, ktor�e zobrazuj�u bod A do stredu �stvorca S a bod D do bodu D0[d; 0], pri�com
d > 0.

�Uloha 2.16. A�nn�e zobrazenie E2 na seba zobrazuje postupne vrcholy trojuholn��kaABC
do vrcholovB, C,A. Mô�ze byt' t�ato transform�acia zhodnost'ou ? Ak �ano, nap���ste jej rovnice
vzhl'adom k vhodnej kartezi�anskej s�uradnicovej s�ustave.

�Uloha 2.17. Kol'ko existuje zhodnosti v E2 , ktor�e zobrazuj�u po�ciatok do bodu [3; 4] a
bod [0; 5] do bodu na priamke 4x� 3y = 0. Nap���ste ich rovnice.

�Uloha 2.18. Nap���ste rovnice v�setk�ych zobrazen��, v ktor�ych je kru�znica x2 + y2 = 4
samodru�zn�a.

�Uloha 2.19. N�ajdite samodru�zn�e body zhodnosti v E3 zlo�zenej z dvoch rovinov�ych s�umer-
nost�� podl'a rov��n x+ z = 0 a x� y + 2z � 1 = 0.

�Uloha 2.20. V zhodnosti E3 s�u body [0; 0; 0] a [1; 1; 1] samodru�zn�e, bod A[1;�1; 0] sa

zobraz�� do bodu A0 le�ziaceho v rovine x = 0. Ur�cte s�uradnice bodu A0 a transforma�cn�e
rovnice tejto zhodnosti.

�Uloha 2.21. Dok�a�zte, �ze zhodnost' zobrazuje priamku na priamku.

Probl�em. Ak determinant matice zobrazenia je rovn�y 1 (napr. x = 5x + 2y; y = 2x + y),
tak toto zobrazenie nemus�� byt' zhodn�e. Dok�a�zte, �ze v tomto pr��pade zobrazenie zachov�ava

ve�lkost' obsahu �utvarov.
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3. Podobn�e zobrazenia

Veta 3.1. Zobrazenie Z je podobnost' s koe�cientom k () AT :A = k2E.

Veta 3.2. Z je podobnost' s koef. k v E2 () x0 = k cos� x + k sin� y + a; y0 =
�k sin� x � k cos� y + b.

Veta 3.3. Z je rovnol'ahlost' s koe�cientom � () A = �E.

�Uloha 3.1. Nap���ste rovnice rovnol'ahlosti v E2 , v ktorej sa bod A[1; 2] zobraz�� do bodu
A0[3; 5] a B[3;�2] do B0[?; 2].

�Uloha 3.2. Nap���ste rovnice rovnol'ahlosti v E3 , ktor�a zobrazuje bod A[2; 0; 3] do bodu

A0[1; 0; 0] a bod B[0; 0; 2] do B0[3; a; b]. Pre ktor�e a, b m�a �uloha rie�senie ?

�Uloha 3.3. Ur�cte koe�cienty a, b tak, aby rovnice x0 = 2x + ay + 2, y0 = 3x � by

vyjadrovali podobnost' v E2 .

�Uloha 3.4. Ur�cte koe�cienty a, b tak, aby zobrazenie z E2 do E3 dan�e rovnicami x0 =
2x+ ay, y0 = x+ by, z0 = y bolo podobn�e zobrazenie.

�Uloha 3.5. Dok�a�zte, �ze a�nn�e zobrazenie v E2 , ktor�e je vyjadren�e rovnicami x0 = 2x+
5y � 1, y0 = �5x + 2y + 4 je podobnost'. Ur�cte samodru�zn�e body a samodru�zn�e smery
asoc. zobrazenia.

�Uloha 3.6. V rovine je dan�y bod S[1;�1] a priamky p : 3x+6y�1 = 0, q : x+ay�3 = 0.
Nap���ste rovnice rovnol'ahlosti H so stredom S, ktor�a zobrazuje priamku p na q.

�Uloha 3.7. Dok�a�zte, �ze ku ka�zd�ym dvom parabol�am existuje podobn�e zobrazenie, ktor�e
zobrazuje jednu do druhej.

�Uloha 3.8. Nap���ste rovnice podobnost��, ktor�e zobrazuj�u bod [1; 1] do po�ciatku a po�ciatok
do bodu [0; 2].

�Uloha 3.9. Nap���ste rovnice v�setk�y podobnosti v E2 , v ktor�ych sa bod A[1; 0] zobraz�� na
bod A0[4;�2] a bod B[2; 3] na bod B0[2;�8].

�Uloha 3.10. Nap���ste rovnice podobnosti, v ktorej je po�ciatok samodru�zn�y bod a obraz
bodu [5;�3] je bod [1; 1].

�Uloha 3.11. V rovine je dan�y �stvorec ABCD so stredom S. Ur�cte obraz bodu C v po-
dobnosti, ktor�a zobrazuje body A, B, S postupne do bodov B, C, D. Ur�cte samodru�zn�y
bod tejto podobnosti.

�Uloha 3.12. Rozlo�zte podobnost' x0 = 2x � y + 5, y0 = x + 2y � 1 na rovnol'ahlost' a
zhodnost'.

�Uloha 3.13. Rozlo�zte podobnost'x0 = 2x�y+5, y0 = x+2y�1 na ot�a�canie a rovnol'ahlost'

tak, aby ich stredy boli toto�zn�e.

�Uloha 3.14. Nap���ste analytick�e vyjadrenie podobn�eho zobrazenia z euklidovskej roviny
E2 do priestoru E3 , ktor�e zobrazuje bod A[1; 0] do bodu A0[1; 0; 0] a priamku y � 1 = 0 do
priamky x = t, y = t, z = t. Kol'ko tak�ychto zobrazen�� existuje ?
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�Uloha 3.15. S pou�zit��m vety 3.2 doka�zte, �ze ka�zd�a vlastn�a podobnost' m�a pr�ave jeden

samodru�zn�y bod.
(N. Deterninat s�ustavy, ktorej rie�sen��m s�u samodru�zn�e body nemô�ze byt' rovn�y 0.)

Doplnok

V euklidovskej rovine E2 majme dan�y s�uradnicov�y syst�em < P ;�!e1 ;
�!
e2 > : Nech Z je zhodnost' a '

pr��slu�sn�e asociovan�e zobrazenie.

Nech je dan�y bod

X = P + x�!e1 + y�!e2 :

Tento sa zobraz�� do bodu

Z(X) = P + x0
�!
e1 + y0

�!
e2 = Z(P ) + x

���!
'(e1) + y

���!
'(e2):

S�uvis medzi �ciarkovan�ymi a ne�ciarkovan�ymi s�uradnicami je dan�y vzt'ahmi

x0 = a11x+ a21y + a31 y0 = a12x+ a22y + a32 ;

pri�com
���!
'(e1) = a11

�!e1 + a12
�!e2

���!
'(e2) = a21

�!e1 + a22
�!e2 :

Predpokladame, �ze Z je zhodnost'.

Plat�� - asociovan�e zobrazenie k zhodnosti zachov�ava skal�arny s�u�cin. (Skal�arny s�u�cin mô�zme vyjadrit'

pomocou ve�lkosti vektora.)

��!
'(u):

��!
'(v) =

1

2
[k
��!
'(u) +

��!
'(v)k2 � k

��!
'(u)k2 � k

��!
'(v)k2] =

1

2
[k�!u +�!v k2 � k�!u k2 � k�!v k2] = �!

u :
�!
v

plat��
���!
'(ei):

���!
'(ej) = �i;j

odtia�l

���!
'(e1):

���!
'(e1) = (a11

�!e1 + a12
�!e2 ):(a11

�!e1 + a12
�!e2 ) = a2

11
+ a2

12
= 1

���!
'(e1):

���!
'(e2) = (a11

�!
e1 + a12

�!
e2 ):(a21

�!
e1 + a22

�!
e2 ) = a11 a12 + a12 a22 = 0

���!
'(e2):

���!
'(e2) = (a21

�!e1 + a22
�!e2 ):(a21

�!e1 + a22
�!e2 ) = a2

21
+ a2

22
= 1

Z prv�eho vzt'ahu vypl�yva, �ze existuje �c��slo � 2< 0; 2�) tak, �ze mô�zeme polo�zit'

a11 = cos� a a12 = sin�:

Dosaden��m do druh�eho vzt'ahu dost�avame

cos� a21 + sin� a22 = 0

a odtia�l a21 = �� sin�, a22 = � cos�: Preto�ze z tretieho vzt'ahu vypl�yva

(�� sin�)2 + (� cos�)2 = 1;

plat�� � = �1. Uk�azali sme, ak Z je zhodnost', tak za d�a vyjadrit' v tvare

x0 = cos� x� sin� y + a31 y0 = sin� x+ cos� y + a32

alebo

x0 = cos� x+ sin� y + a31 y0 = sin� x� cos� y + a32

Navy�se, ak Z je zhodnost', tak plat��

AT :A =

�
a11 a12

a21 a22

�
:

�
a11 a21

a12 a22

�
=

�
a2
11

+ a2
12

a11a21 + a12a22

a21a11 + a22a12 a2
21

+ a2
22

�
=

�
1 0

0 1

�

Podobn�ym spôsobom mô�zeme dok�azat' tvrdenie o zhodnosti v priestore En , pre n � 3.
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Veta. Ak Z je zhodnost' v En , tak AT :A = E.

Plat�� obr�aten�e tvrdenie:

Veta. Rovnice

x0 = a11x+ a21y + a31 y0 = a12x+ a22y + a32 ;

kde AT :A = E vyjadruj�u zobrazenie, ktor�e zachov�ava vzdialenost' �lubovo�lnej dvojice bodov.

Nech bod

X[x1; y1] 7�! X0[x1
0; y2

0] a Y [x2; y2] 7�! Y 0[x2
0; y2

0]

Plat��

jX0Y 0j
2
=(x1

0 � x2
0)2 + (y1

0 � y2
0)2

=[(a11x1 + a21y1 + a31)� (a11x2 + a21y2 + a31)]
2

+ [(a12x1 + a22y1 + a32) � (a12x2 + a22y2 + a32)]
2

=[a11(x1 � x2) + a21(y1 � y2)]
2 + [a12(x1 � x2) + a22(y1 � y2)]

2

=[a2
11
(x1 � x2)

2 + a11a21(x1 � x2)(y1 � y2) + (a2
21
(y1 � y2)]+

+ [a2
12
(x1 � x2)

2 + a12a22(x1 � x2)(y1 � y2) + a2
22
(y1 � y2)

2

=(a2
11

+ a2
12
)(x1 � x2)

2 + (a11a21 + a12a22)(x1 � x2)(y1 � y2)

+ (a2
21

+ a2
22
)(y1 � y2)

2 =

=(x1 � x2)
2 + (y1 � y2)

2 = kXY k2

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

Podobn�ym spôsobom mô�zeme dok�azat' nasleduj�uce vety:

Veta. Z je podobnost' s koe�cientom k v rovine pr�ave vtedy, ked' sa sa d�a vyjadrit' rovnicami

x0 = k cos� x� k sin� y + a31

y0 = k sin� x � k cos� y + a32

Veta. Z je podobnost' v En s koe�cientom k pr�ave vtedy, ak plat�� AT :A = k2E.

* * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * * *

Klasi�k�acia zhodnosti pou�zit��m samodru�zn�ych bodov.

Samodru�zn�y bod: X[x; y] 7�! X0[x0; y0]

Nech � = 1, t.j. je to s�uhlasn�a zhodnost'.

x = cos� x� sin� y + a31

y = sin� x+ cos� y + a32

�upravou

(cos� � 1)x � sin� y = �a31

sin� x + (cos� � 1)y = �a32

po�cet rie�sen�� z�avis�� od determinantu

���� (cos� � 1) � sin�

sin� (cos� � 1)

���� = (cos�� 1)2 + sin�2 = cos�2 + sin�2 � 2 cos�+ 1 = 2(1 � cos�)
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Ak D 6= 0, tak s�ustava m�a jedin�e rie�senie t.j. existuje jedin�y samodru�zn�y bod. V tomto pr��pade je � 6= 0o.

Ak D = 0, tak existuje nekone�cne ve�la samodru�zn�ych bodov (identita) alebo neexistuje �ziadny (pos�uvanie).

Nech � = �1, t.j. je to nes�uhlasn�a zhodnost'.

x = cos� x + sin� y + a31 ; y = sin� x� cos� y + a32

�upravou

(cos� � 1)x + sin� y = �a31 sin� x� (cos� + 1)y = �a32

po�cet rie�sen�� z�avis�� od determinantu

���� (cos�� 1) sin�

sin� �(cos�+ 1)

���� = �(cos� � 1)(cos� + 1) � sin�2 = �cos�2 � sin�2 + 1 = 0

pre v�setky �. V tomto pr��pade existuje priamka samodru�zn�ych bodov (osov�a s�umernost') alebo �ziadny

(posunut�e zrkadlenie.)

Preh�lad zobrazen��:

Osov�a s�umernost' (vlastn�e �c��sla asociovan�eho zobrazenia � = +1;�1)

Pos�uvanie (� = +1;+1)

Ot�a�canie (nem�a vlastn�e �c��sla - okrem stredovej s�umernosti, ked' � = �1;�1)

Posunut�e zrkadlenie (� = +1;�1)
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Syntetick�a geometria

4. Zhodnosti v rovine E2

Veta 4.1. Zhodnost' v rovine E2 je

(�) osov�a s�umernost',

(�) pos�uvanie (�speci�alne-identita),
() ot�a�canie (�spevi�alne-stredov�a s�umernost') alebo

(�) rezultanta osovej s�umernosti a pos�uvania,

pri�com vektor pos�uvania je v zameran�� osi s�umernosti

(naz�yvan�e posunut�e zrkadlenie, pos�uvan�a s�umernost'.)

Veta 4.2. Ka�zd�a zhodnost' v rovine E2 sa d�a zlo�zit' z najviac troch osov�ych s�umernost��.

�Uloha 4.1. Ur�cte zobrazenie, ktor�e vznikne zlo�zen��m:

(a) dvoch stredov�ych s�umernost�� SA a SB;

(b) dvoch ot�a�can�� R1(S1; !1) a R2(S2; !2);

(c) pos�uvania T (�!v ) a stredovej s�umernosti SA;
(d) ot�a�cania R(S;!) a pos�uvania T (�!v )

(vyme�nte ich poradie a ur�cte s�uvis medzi T :R a R:T );
(e) dvoch pos�uvan�� T1(

�!v1 ) a T2(
�!v2 ).

�Uloha 4.2. Dan�y je pravideln�y 5-uholn��k ABCDE. Ur�cte zobrazenie, ktor�e vznikne
postupn�ym zlo�zen��m piatich stredov�ych s�umernost�� SA, SB, SC, SD a SE .

�Uloha 4.3. �Utvar s�umern�y podl'a dvoch navz�ajom kolm�ych os�� je s�umern�y aj podl'a stredu.
Plat�� aj obr�aten�e tvrdenie ?

�Uloha 4.4. Dan�e s�u dve zhodn�e rôznobe�zn�e �use�cky AB a A0B0. Zostrojte ot�a�canie, ktor�e
prevedie AB do A0B0.

�Uloha 4.5. Ur�cte zobrazenie, ktor�e vznikne zlo�zen��m:

(a) osovej s�umernosti Op a stredovej s�umernosti SS ;
(b) osovej s�umernosti Op a ot�a�cania R(S;!);
(c) pos. zrkadlenia P(p;�!v ) a pos�uvania T (�!v );
(d) pos. zrkadlenia P(p;�!v ) a ot�a�cania R(S;!).

�Uloha 4.6. Dan�y je �stvorec ABCD. Ur�cte zobrazenie, ktor�e vznikne zlo�zen��m:

(a) stredovej s�umernosti SA, osovej s�umernosti OAB a stredovej s�umernosti SB ;
(b) osov�ych s�umernost�� OAB, OBC, OCD, ODA;
(c) stredovej s�umernosti SA, osovej s�umernosti OBC a stredovej s�umernosti SD;
(d) dvoch pos�uvan�� T1(B �A) a T2(D � C).

�Uloha 4.7. �Utvar U je zlo�zen�y z dvoch rovnobe�z�ych (resp. rôznobe�zn�ych) priamok. Ur�cte
v�setky zhodnosti, v ktor�ych je U samodru�zn�y.
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�Uloha 4.8. Pre ktor�e vel'k�e tla�cen�e p��smeno slovenskej abecedy existuje najviac zhodnost��,

ktor�e ho reprodukuj�u ?

�Uloha 4.9. Nech priamky p, q, r s�u postupne

(a) osi str�an trojuholn��ka;

(b) osi vn�utorn�ych uhlov trojuholn��ka;

(c) priamky, na ktor�ych s�u strany trojuholn��ka.

Ur�cte zobrazenie, ktor�e vznikne postupn�ym zlo�zen��m osov�ych s�umernosti Op, Oq, Or.

�Uloha 4.10. Ak Oi, i = 1; 2; 3, s�u tri osov�e s�umernosti, tak (O1:O2:O3)
2 je identita

alebo pos�uvanie. Dok�a�zte.

�Uloha 4.11. Dan�y je obd�l�znik ABCD, ktor�y nie je �stvorec. Ur�cte v�setky zhodnosti,
v ktor�ych sa trojuholn��k ABC zobraz�� do trojuholn��ka CDA.

�Uloha 4.12. Je dan�y pravideln�y 8-uholn��k ABCDEFGH; a, b, c, d s�u priamky, na

ktor�ych le�zia jeho uhloprie�cky. Ur�cte priamky x, y, z, pre ktor�e plat��:

(a) Oa:Ob = Od:Ox (Ox je osov�a s�umernost' ur�cen�a priamkou x);

(b) Oa:Ob = Oy:Od;
(c) Ob:Od = Oz:Oa.

�Uloha 4.13. Ur�cte grupu symetri�� S3 rovnostrann�eho (rovnoramenn�eho) trojuholn��ka.
Porovnajte t�uto grupu so symetrickou grupou P3 r�adu 3 (grupa permut�aci�� trojprvkovej
mno�ziny.)

�Uloha 4.14. Ur�cte grupu symetri�� Sn pravideln�eho n-uholn��ka a jej gener�atory. (Ak�y je
s�uvis tejto grupy s grupou permu�aci�� z n prvkov.

�Uloha 4.15. Dok�a�zte, �ze grupa symetri�� 4-uholn��ka je podgrupou grupy S4 symetri��
�stvorca.

Probl�em 4.1. Ako je zostrojen�e odrazov�e skl���cko, ktor�e odr�a�za svetlo do smeru odkial'
prich�adza ?

5. Zhodnosti v rovine E2 - pou�zitie v kon�struk�cn�ych �uloh�ach

�Uloha 5.1. Dan�a je priamka p a v jednej z polrov��n body A, B. Na p n�ajdite bod X tak,
aby platilo

(a) jAXj+ jXBj = min;

(b)
??jAXj � jXBj

?? = max.

�Uloha 5.2. Dan�e je rôznobe�zn�e priamky p, q a v jednom uhle nimi ur�cenom body A, B.
N�ajdite bod X na p a bod Y na q tak, aby s�u�cet vzdialenosti jAXj+ jXY j+ jY Bj = min.

�Uloha 5.3. Ur�cte dr�ahu biliardovej gule na biliardovom stole tak, aby gul'a A (reprezen-

tovan�a bodom) narazila do gule B, ak

(a) gu�la sa m�a odrazit' od dvoch susedn�ych mantinelov;

(b) gu�la sa m�a odrazit' od dvoch protil'ahl�ych mantinelov;
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(c) gu�la sa m�a odrazit' od troch mantinelov;

(d) gu�la sa m�a odrazit' od �styroch mantinelov.

�Uloha 5.4. Dan�e s�u dve kru�znice, ktor�e sa pret��naj�u v bode M . T�ymto bodom ved'te
priamku, na ktorej obe kru�znice vyt��naj�u rovnako vel'k�e tetivy.

�Uloha 5.5. Dan�a je priamka p, �use�cka u a dve kru�znice oddelen�e priamkou p. Zostrojte

koso�stvorec ABCD, ktor�eho uhloprie�cka BD vel'kosti juj le�z�� na danej priamke a ka�zd�y
z ostatn�ych vrcholov le�z�� na jednej z dan�ych kru�zn��c.

�Uloha 5.6. S�u dan�e tri priamky a, b, c, ktor�e sa pret��naj�u v bode S a na priamke a bod

A. Zostrojte trojuholn��k ABC tak�y, �ze body B 2 b a C 2 c a priamky a, b, c s�u osami

jeho uhlov (v�y�skami, t'a�znicami).

�Uloha 5.7. Dan�y je trojuholn��ka ABC a na jeho strane AB bod M ( vo vn�utri dan�eho

trojuholn��ka.) N�ajdite body X 2 BC a Y 2 CA tak, aby obvod trojuholn��ka MXY bol

najmen�s�� mo�zn�y.

�Uloha 5.8 (Giovanni Francesco Fagnano, 1775). Na troch stran�ach ostrouhl�eho tro-

juholn��ka ABC n�ajdite body X 2 AB, Y 2 BC, Z 2 CA tak, aby obvod trojuholn��ka
XY Z bol najmen�s�� mo�zn�y. (Zov�seobecnenie pre n-uholn��k.)

�loha 5.9 (P. Fermat). V ostrouhlom trojuholn��ku ABC zostrojte bod P tak, aby s�u�cet
vzdialenost�� jAP j+ jBP j+CP j bol najmen�s�� mo�zn�y. Pou�zite ot�a�canie T (B; 60o) a uv�a�zte krivku

CPP 0A0.

�Uloha 5.10. Dan�y je trojuholn��ka ABC a vo vn�utri bod M . N�ajdite body X 2 AB,
Y 2 BC a Z 2 CA tak, aby M 2 XY a obvod trojuholn��ka XY Z bol najmen�s�� mo�zn�y.

�Uloha 5.11. Dan�e s�u dve rovnobe�zn�epriamky p a q a v opa�cn�ych polrovin�ach body A,
B. N�ajdite bod X na priamke p a bod Y na q tak, aby �use�cka XY bola kolm�a na dan�e
priamky a jAXj+ jXY j+ jY Bj = min.

(Na rôznych stran�ach kan�ala, ktor�eho brehy s�u rovnobe�zn�e a priame, s�u dva domy.
Kde postavit' most tak, aby bol kolm�y na kan�al a cesta medzi domami bola najkrat�sia
? Sformulujte podobn�u �ulohu pre cestu sp�ajaj�ucu dva domy, ktor�a prech�adza cez dva
kan�aly.)

�Uloha 5.12. Dan�e s�u dve tetivy AB, CD kru�znice k a �use�cka d�l�zky d. Na k zostrojte
bod X tak, aby priamky AX a BX vyt��nali na CD �use�cku EF vel'kosti d.

(N. Pou�zite pos�uvanie T (d D�C
jjD�Cjj

) a to, �ze uhly \AXB, A0FB s�u rovnak�e.)

�Uloha 5.13. Dan�e s�u dve kru�znice k1, k2, priamka r a bod M . Zostrojte priamku p

a) rovnobe�zn�u s priamkou r, na ktorej obe kru�znice vyt��naj�u rovnako vel'k�e tetivy;

b) rovnobe�zn�u s priamkou r, na ktorej obe kru�znice vyt��naj�u tetivy, ktor�ych s�u�cet
(rozdiel) vel'kosti je rovn�y vel'kosti danej �use�cky d;

c) prech�adzaj�ucu bodom M , na ktorej obe kru�znice vyt��naj�u rovnako vel'k�e tetivy.

(N. Pou�zite v a) pos�uvanie o vektor, ktor�y je "priemetom" vektora ur�cen�eho stredmi kru�zn��c na p.)

�Uloha 5.14. Nap���ste �ulohu, pri rie�sen�� ktorej pou�zijete osov�u s�umernost' (ot�a�canie, pos�u-
vanie, posunut�e zrkadlenie).
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6. Zhodnosti v priestore E3 a ich pou�zitie

Veta 6.1. Ka�zd�a zhodnost' v priestore E3 sa d�a zlo�zit' z najviac �styroch rovinov�ych s�u-
mernosti.

Veta 6.2. Zhodnost' v priestore E3 je

(�) rovinov�a s�umernost',

(�) pos�uvanie (�speci�alne-identita),

() ot�a�canie (�speci�alne-osov�a �umernost'),

(�) rezultanta rovinovej s�umernosti a pos�uvania,
pri�com vektor pos�uvania je v zameran�� roviny s�umernosti,

(�) rezultanta rovinovej s�umernosti a ot�a�cania okolo priamky, ktor�a je kolm�a

na rovinu s�umernosti (�speci�alne-stredov�a s�umernost'),

(�) pos�uvania a ot�a�cania, pri�com vektor pos�uvania m�a smer osi ot�a�cania

(naz�yvan�e skrutkov�y pohyb).

Veta 6.2. Zhodnost' v E3 sa d�a zlo�zit' z najviac �styroch rovinov�ych s�umernost�i.

�Uloha 6.1. Je dan�a kocka ABCDA0B0C 0D0. Ur�cte zobrazenie, ktor�e vznikne zlo�zen��m
dvoch osov�ych s�umernosti ur�cen�ych priamkami

a) AB, BC;
b) AB, A0B0;
c) AB, B0C 0.

�Uloha 6.2. Je dan�y pravideln�y �stvorsten ABCD. Ur�cte ak�e zobrazenie vznikne zlo�zen��m
osov�ych s�umernost�� OAB a OCD podl'a priamok AB a CD.

�Uloha 6.3. Kol'ko rov��n, osi a stredov s�umernosti m�a:

a) rota�cn�a valcov�a plocha;
b) rota�cn�a ku�zel'ov�a plocha;
c) trojosov�y elipsoid;
d) jednodielny (dvojdielny) hyperboloid;
e) eliptick�y (hyperbolick�y) paraboloid.

�Uloha 6.4. Kol'ko rov��n a os�� s�umernosti m�a:

a) pravideln�y �stvorsten;
b) kocka;

c) pravideln�y osemsten;

d) pravideln�y dvan�ast'sten;
e) pravideln�y dvadsat'sten;
f) n-bok�a bipyram��da.

�Uloha 6.5. Pop���ste v�setky ot�a�can��, ktor�e reprodukuj�u ("ponech�avaj�u na mieste") kocku.

�Uloha 6.6. Pop���ste grupy symetri�� pravideln�ych mnohostenov.
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�Uloha 6.7. Je dan�a kocka ABCDA0B0C 0D0 a na jej povrchu dva body M a N . Zostrojte

najkrat�siu cestu na povrchu kocky, ktor�a sp�aja body M a N .

Probl�em 6.1. V priestore sa ot�a�ca kocka. Ako zobrazit' t�uto kocku do roviny obrazovky
(3-D gra�ka) ? Nap���ste pr��slu�sn�e transforma�cn�e rovnice.

7. Podobnosti v rovine E2

Veta 7.1. Vlastn�a podobnost' v rovine E2 je

rovnol'ahlost'H(S; �),

rezultanta rovnol'ahlosti H(S; �) a ot�a�cania R(S;!) alebo
rezultanta rovnol'ahlosti H(S; �) a osovej s�umernosti O(p), pri�com S 2 p.

�Uloha 7.1. Dok�a�zte, �ze vlastn�a podobnost' m�a pr�ave jeden samodru�zn�y bod.

�Uloha 7.2. Dok�a�zte, �ze vlastn�a v rovnol'ahlosti priamka p je samodru�zn�a pr�ave vtedy, ak

prech�adza stredom rovnol'ahlosti.

�Uloha 7.3. Ak zlo�zen��m dvoch rovnol'ahlost�� Hi(Si; �i), i = 1; 2, vznikne rovnol'ahlost'
H(S; �), tak jej stred S le�z�� na priamke S1S2. Dok�a�zte.

�Uloha 7.4. Zistite podmienky pre to, aby platil komutat��vny z�akon pre skladanie

a) dvoch rovnol'ahlost�� Hi(Si; �i), i = 1; 2;
b) rovnol'ahlosti H(S; �) a osovej s�umernosti Op;
c) rovnol'ahlosti H(S; �) a pos�uvania T (�!v ).

�Uloha 7.5. Dan�e s�u dve �use�cky AB a A0B0. Zostrojte podobnost', ktor�a prev�adza body
A, B do bodov A0, B0. Kol'ko tak�ychto podobnosti existuje ?

8. Podobn�e zobrazenia - pou�zitie v kon�struk�cn�ych �ulohach

�Uloha 8.1. S�u dan�e dve rôznobe�zky p, q a bod A. Zostrojte kru�znicu, ktor�a prech�adza
bodom A a dot�yka sa dan�ych priamok.

�Uloha 8.2. S�u dan�e dve kru�znice, ktor�e maj�u spolo�cn�y bod M . Na kru�zniciach n�ajdite
body A, B tak, aby na priamke AB le�zal bod M a platilo 3jAM j = jBM j.

(N. Pou�zit��m rovnol'ahlosti H(M; 3).)

�Uloha 8.3. S�u dan�e dve rôzne s�ustreden�e kru�znice. Zostrojte priamku, na ktorej vyt��na
men�sia kru�znicu dvakr�at men�siu tetivu ako v�a�c�sia kru�znica.

�Uloha 8.4. Dan�y je ostrouhl�y trojuholn��k ABC. Na stran�ach AC a BC n�ajdite body X

a Y tak, aby platilo

a) jAXj = jXY j = jY Cj;

b) �jAXj = �jXZj = jY Cj, kde �; �;  s�u kladn�e �c��sla;
c) jAXj = jXY j = jY Bj.

(N�avod: a) Zostrojme najskôr podobn�y trojuholn��k A0B0C. c) Zostrojme podobn�y trojuholn��kAC0B0.)
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�Uloha 8.5. Je dan�y trojuholn��k ABC a tri rôznobe�zky p,q,r. Zostrojte trojuholn��k

A�B�C� podobn�y s dan�ym trojuholn��kom tak, aby vrcholy A�, B�, C� boli na priamk�ach
p, q, r.

�Uloha 8.6. Dan�e s�u dve kru�znice k1, k2 a body A 2 k1 a B 2 k2. Zostrojte dve zhodn�e

dot�ykaj�uce sa kru�znice, ktor�e sa dot�ykaj�u dan�ych kru�zn��c v dan�ych bodoch A a B.

�Uloha 8.7. Zostrojte trojuholn��k ABC, ak je dan�e:

a) vrchol A, stred protil'ahlej strany Ao a stred op��sanej kru�znice;

b) vrchol A, stred op��sanej kru�znice S a t'a�zisko T ;

c) vrchol A, stred strany AC a priese�cn��k v�y�sok;
d) priese�cn��k v�y�sok V , t'a�zisko T a polomer r op��sanej kru�znice;

e) priese�cn��k v�y�sok V , t'a�zisko T a p�ata v�y�sky na stranu BC;

f) stred op��sanej kru�znice S, t'a�zisko T a p�ata v�y�sky C1 na stranu AB;

g) stred op��sanej kru�znice, priese�cn��k v�y�sok a p�ata v�y�sky na stranu BC.

�Uloha 8.8. Zostrojte trojuholn��k ABC ak pozn�ate

a) vz�ajomn�e pomery jaj : jbj : jcj vel'kosti str�an a polomer � vp��sanej kru�znice;
b) vz�ajomn�e pomery jvaj : jvbj : jvcj vel'kosti v�y�sok a polomer r op��sanej kru�znice.

�Uloha 8.9. Dan�a je kru�znica k a bod M , ktor�y le�z�� mimo k. Zostrojte priamku p pret��-
naj�ucu kru�znicu k v bodoch X, Y tak, aby platilo jMXj = 3jMY j.

�Uloha 8.10. Dan�e s�u rôznobe�zky (rovnobe�zky) p, q, bod A le�ziaci na p a bod B na q

a smer s rôznobe�zn�y so smerom p aj q. Zostrojte priamku so smerom s, ktor�a pretne
priamku p v bode X a priamku b v bode Y tak, aby platilo jAXj = 2jBY j.

�Uloha 8.11. Na stran�ach ostrouhl�eho trojuholn��ka ABC s�u dan�e body M 2 CA a N 2
BC, pri�com MN k AB. Dok�a�zte, �ze spojnica vrchola C s priese�cn��kom uhloprie�cok
lichobe�zn��ka ABNM prech�adza stredom AB.

�Uloha 8.12. Do tupouhl�eho trojuholn��ka ABC vp���ste �stvorec.

�Uloha 8.13. Dan�e s�u �use�cky a, b, k. Zostrojte �use�cku x tak, aby platilo a2

b2
= x

k
.

�Uloha 8.14. Dan�a je �use�cky AB. Zostrojte na nej bod X tak, �ze jABj
jAXj =

jAXj
jBXj .

Probl�em 8.1. Pantograf je pr��stroj sl�u�ziaci na zv�a�c�sovanie alebo zmen�sovanie obr�azkov. Je

zlo�zen�y zo �styroch latiek s dierami, ktor�e s�u spojen�e v �styroch k�lboch A, B, X, C tvoriacich
vrcholy rovnobe�zn��ka, z kop��rovacieho hrotu X, kresliaceho hrotu X 0 a pevn�eho hrotu S.
Viete, ako vyzer�a a ako funguje pantograf ?

9. Niektor�e dôkazov�e �ulohy.

Dok�a�zte nasleduj�uce vety:

Veta 9.1. Osi str�an trojuholn��ka sa pret��naj�u v jednom bode.

Veta 9.2. �Ta�znice trojuholn��ka sa pret��naj�u v jednom bode.
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Veta 9.3. V�y�sky trojuholn��ka sa pret��naj�u v jednom bode (naz�yvan�ym ortocentrum.)

(N: Vyu�zite predch�adzaj�ucu �ulohu a rovnol'ahlost'H(T;� 1

2
).)

Veta 9.4. Nech AB je tetiva kru�znice k(S; k) a bod C 2 k. Stredov�y uhol \ASB je
dvakr�at v�a�c�s�� ako pr��slu�sn�y obvodov�y uhol \ACB.

Veta 9.5. �Stvoruholn��k je tetivov�y pr�ave vtedy, ked' su�cet vel'kost�� protil'ahl�ych uhlov je
180 stup�nov.

�Uloha 9.1. V ostrouhlom trojuholn��ku ABC ozna�cme p�aty v�y�sok postupne A1, B1, C1.

Dok�a�zte, �ze trojuholn��ky AB1C1, A1BC1 a A1B1C s�u podobn�e trojuholn��ku ABC.

(N. Vyu�zite, �ze �stvoruholn��ky ABA1B1 a ACA1C1 s�u tetivov�e �stvoruholn��ky.)

�Uloha 9.2. Dok�a�zte, �ze pre vel'kosti str�an a v�y�sok trojuholn��ka ABC plat��

va : vb : vc =
1

a
: 1

b
: 1

c
:

�Uloha 9.3. Dok�a�zte, �ze s�u�cet vzdialenosti l'ubovol'n�eho vn�utorn�eho bodu M rovnostran-

n�eho trojuholn��ka od jeho str�an je kon�stantn�y.

(N�avod: S�u�cet obsahov trojuholn��kov ABM , BCM a CAM je rovn�y obsahu trojuholn��ka ABC.)

�Uloha 9.4. Je dan�y rovnostrann�y trojuholn��k ABC s t'a�ziskom T . Dok�a�zte, �ze pre ka�zd�y
vn�utorn�y bod X rôzny od T plat��

jAXj + jBXj+ jCXj > jAT j+ jBT j+ jCT j:

(N�avod: Vyu�zite �ulohu 9.3 v trojuholn��ku A0B0C0, ktor�y je obrazom ABC v rovnol'ahlosti H(T;�2)).

�Uloha 9.5. Body s�umern�e zdru�zen�e s ortocentrom ostrouhl�eho trojuholn��ka ABC podl'a
priamok AB, BC, CA le�zia na kru�znici op��sanej trojuholn��ku

(N�avod: �Stvoruholn��k BA1V C1 je tetivov�y.

�Uloha 9.6. Nad stranami rovnobe�zn��ka ABCD s�u zostrojen�e �styri �stvorce. Dok�a�zte, �ze
stredy t�ychto �stvorcov s�u vrcholmi �stvorca.

�Uloha 9.7. Dok�a�zte, �ze stredy str�an l'ubovol'n�eho �stvoruholn��ka ABCD s�u vrcholmi rov-
nobe�zn��ka.

Veta 9.6. Nech k1 a k2 s�u dve kru�znice s rôznymi polomermi. Existuj�u pr�ave dve

rovnol'ahlosti, ktor�e zobrazuj�u kru�znicu k1 na k2.

Veta 9.7. Spolo�cn�a doty�cnica dvoch kru�zn��c k1 a k2 prech�adza stredom rovnol'ahlosti
kru�zn��c k1, k2 alebo je rovnobe�zn�a so spojnicou stredov kru�zn��ca. (Sformulujte a do�a�zte

obr�aten�u vetu.)

Eulerova priamka. V trojuholn��ku ABC ozna�cme symbolom T t'a�zisko, V ortocentrum
a S stred kru�znice op��sanej trojuholn��ku. Dok�a�zte, �ze bud' v�setky tri body splyn�u v jedin�y
alebo s�u navz�ajom rôzne koline�arne body a plat��, �ze ich deliaci pomer �(S; T; V ) = �1

2
.

(Priamka, na ktorej le�zia tieto body sa naz�yva Eulerova priamka.)
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Feuerbachova kru�znica 9 bodov. Ak v trojuholn��ku ABC ozna�c��me symbolom V prie-

se�cn��k v�y�sok a symbolmi

Ao, Bo, Co stredy str�an AB, BC, CA;

A1, B1, C1 p�aty v�y�sok;
A�, B�, C� stredy �use�ciek AV , BV , CV .,

tak dev�at' bodov Ao, Bo, Co, A1, : : : , C
� le�z�� na jednej kru�znici.

Probl�em 9.1. V akom vzt'ahu je Feuerbachova kru�znica deviatich bodov s kru�znicou, ktor�a
je op��san�a trojuholn��ku ?

Menelaova veta. Ak je dan�y je trojuholn��k ABC a priamka p, ktor�a neprech�adza �ziad-

nym jeho vrcholom a pret��na priamky AB, CB, CA postupne v bodoch C�, A�, B�, tak
plat��, �ze s�u�cin deliacich pomerov

�(ABC�):�(BCA�):�(CAB�) = 1:

Cevova veta. Nech je dan�y trojuholn��k ABC a bodM , ktor�y nele�z�� na �ziadnej z priamok

AB, BC, CA. Priese�cn��ky priamok AM , BM , CM s priamkami BC, CA, AB (rôzne od
bodov A, B, C) ozna�cme postupne A�, B�, C�. Potom plat��

�(ABC�):�(BCA�):�(CAB�) = �1

.

(Sformulujte a dok�a�zte obr�aten�e tvrdenie k Menelaovej a Cevovej vete.)

10. Niekol'ko �uloh v rovine E2

�Uloha 10.1. Dok�a�zte. Ak U je priese�cn��k uhloprie�cok tetivov�eho �stvoruholn��ka ABCD,
tak trojuholn��ky AUD a BUC s�u podobn�e.

�Uloha 10.2. Zostrojte trojuholn��k, ak s�u dan�e vel'kosti ta, tb, tc jeho t'a�zn��c.

�Uloha 10.3. Zostrojte trojuholn��k ABC, ak je dan�y vrchol A, t'a�zisko T a ortocentrum
V .

�Uloha 10.4. Zostrojte lichobe�zn��k, ak s�u dan�e

a) vel'kosti jeho str�an a, b, c, d;
b) vel'kosti dvoch z�akladn�� a, c a uhloprie�cok e, f .

�Uloha 10.5. Dan�e s�u �styri body K, L,M , N . Zostrojte �stvorec ABCD tak�y, �ze K 2
 !
AB,

L 2
 !
BC, M 2

 !
CD, N 2

 !
DA.

�Uloha 10.6. Zostrojte �stvoruholn��kABCD, ak s�u dan�e vel'kosti �use�ciek jACj, jADj, jBCj
a vel'kosti uhlov ADB a DBC.

�Uloha 10.7. Zostrojte �stvoruhol��k ABCD, ak s�u dan�e vel'kosti �use�ciek jABj, jBCj, jCDj,
jDAj(< jABj) a uhloprie�cka AC je osou uhla �.
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�Uloha 10.8. Dane s�u priamky a, b, na nich dva bodu A 2 a, B 2 b a smer s. Zostrojte

priamku p dan�eho smeru, ktor�a pret��na a v bode X, b v bode Y a aby platilo jAXj = jBY j.

�Ulohy v priestore E3 :

�Uloha 10.9. Je dan�a kocka ABCDA0B0C 0D0 a tri body K, L a M . Zostrojte prienik

kocky s rovinou KLM .

�Uloha 10.10. Je dan�y pravideln�y 6-bok�y ihlan ABCDEFV a tri body K, L a M . Zo-

strojte prienik ihlana s rovinou KLM .

Pozn�amka 1. Kon�struk�cn�e �ulohy mô�zeme rozdelit' na polohov�e a metrick�e (nepolohov�e). Pr��kladom met-

rick�ych �uloh s�u �ulohy 8.8, 10.2, 10.3. Metrick�e �ulohy maj�u spravidla jedin�e rie�senia. Pr��kladmi polohov�ych

�ulohy s�u �ulohy 8.7, 10.4.

Pozn�amka 2. Postup pri rie�sen�� kon�struk�cn�ych �uloh:

Najskôr urob��me rozbor, �ci�ze anal�yzu �ulohy. Predpokladajme, �ze �ulohu sme vyrie�sili; na�crtnime

predbe�zn�u kon�strukciu, a hl'ad�ame z�avislosti medzi dan�ymi a hl'adan�ymi prvkami. Db�ame o to, aby

dan�e prvky boli na obr�azku v�yrazne gra�cky vyzna�cen�e a potom kombinujeme a hl'ad�ame cestu, ako �ulohu

zostrojit' alebo previest' na in�u �ulohu - l'ah�siu alebo u�z vyrie�sen�u. Rozbor mus��me robit' pozorne, aby sme

nestratili niektor�e rie�senia.

V kon�strukcii pomocou kru�zidla a line�ara narysujeme �ziadany �utvar. Jednotliv�e kroky kon�strukcie

mô�zeme zaznamen�avat' p��somne.

Tret��m krokom je dôkaz spr�avnosti kon�strukcie, ktor�y je podstatnou zlo�zkou rie�senia �ulohy. �Casto je

obr�aten�� postupu pou�zit�eho v rozbore. Vynechat' sa mô�ze len v�ynimo�cne v jednoduch�ych �uloh�ach, ak

dôkaz vypl�yva bezprostredne z rozboru.

V diskusii, rie�sime ot�azku, ak�e medze platia pre dan�e prvky, aby sa dal �ziadan�y geometrick�y �utvar

zostrojit' a pritom zist'ujeme po�cet rie�sen�� �ulohy. Diskusiu rob��me na z�aklade kon�strukcie. V ka�zdom bode

zist'ujeme, �ci dostaneme kon�struovan�y bod (priamka), pr��padne, kol'ko ich je.

Pozn�amka 3. V ruskej liter�ature sa stret�avame aj s postupom: anal�yza a synt�eza �ulohy. Do anal�yzy

mô�zeme zaradit' rozbor a dôkaz a do synt�ezy kon�strukciu a diskusiu.

11. Geometria kru�zn��c

�Uloha 11.1. Dvojicou kru�zn��c ki(Si; ri), i = 1; 2, je dan�y eliptick�y (parabolick�y, hyperbo-
lick�y) zv�azok kru�zn��c a bod A. Zostrojte kru�znicu � dan�eho zv�azku, ktor�a prech�adza
bodom A.

�Uloha 11.2. Jednou kru�znicou a priamkou je dan�y eliptick�y (parabolick�y, hyperbolick�y)
zv�azok kru�zn��c a priamka p (kru�znica k). Zostrojte kru�znicu dan�eho zv�azku, ktor�a sa
dot�yka danej priamky p (kru�znice k).

�Uloha 11.3. Je dan�y eliptick�y (parabolick�y, hyperbolick�y) zv�azok kru�zn��c a kru�znica k.
Zostrojte kru�znicu dan�eho zv�azku, ktor�a ortogon�alne (diametr�alne) pret��na kru�znicu k.

�Uloha 11.4. Dan�e s�u dve s�ustredn�e (nes�ustredn�e) kru�znice k1, k2 a bod A. Zostrojte
kru�znicu �, ktor�a prech�adza bodom A, ortogon�alne pret��na kru�znicu k1 a diametr�alne

pret��na kru�znicu k2.

�Uloha 11.5. S�u dan�e dve s�ustredn�e (nes�ustredn�e) kru�znice k1, k2 a priamka p (kru�znica

k.) Zostrojte kru�znicu, ktor�a sa dot�yka priamky p (kru�znice k), ortogon�alne pret��na
kru�znicu k1 a diametr�alne kru�znicu k2.
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�Uloha 11.6. S�u dan�e eliptick�y, parabolick�y a hyperbolick�y trs kru�zn��c. Zostrojte kru�zni-

cu, ktor�a patr�� do dan�ych troch trsov. Vykonajte diskusiu rie�sitel'nosti.

�Uloha 11.7. S�u dan�e dve nes�ustredn�e kru�znice k1, k2 a priamka p. Zostrojte kru�znicu,

ktor�a ortogon�alne pret��na kru�znicu k1, diametr�alne pret��na kru�znicu k2 a jej stred je na

priamke p.

�Uloha 11.8. Dan�a je kru�znica k, priamka t a na nej bod T . Zostrojte kru�znicu �, ktor�a

sa dot�yka priamky t v bode T a ortogon�alne pret��na kru�znicu k.

�Uloha 11.9. Dok�a�zte, �ze prienikom dvoch trsov kru�z��c je zv�azok kru�zn��c.

2. Kru�znicov�a inverzia.

�Uloha 12.1. Je dan�a kru�znicov�a inverzia I riadiacou kru�znicou �(S; r). Zostrojte obraz

a) danej priamky p;
b) danej dvojice priamok p a q;

c) danej priamke p a kru�znice k, ktor�a pret��na p;

d) dvoch dan�ych dvoch kru�zn��c.

�Uloha 12.2. Je dan�a kru�znicov�a inverzia I riadiacou kru�znicou �(S; r). Zostrojte obraz
pravideln�eho 5-uholn��ka, ktor�y je vp��san�y do riadiacej kru�znice �.

�Uloha 12.3. Rie�ste �ulohy z prech�adzaj�uceho paragrafu pou�zit��m kru�znicovej inverzie.

Pozn�amka. �Ulohy z predch�adzaj�uceho paragrafu mô�zeme rie�sit' viacer�ymi spôsobmi. Nazna�c��me rie�senie

�ulohy: Dan�e s�u dve kru�znice k1, k2 a bod A, zostrojte kru�znicu, ktor�a prech�adza dan�ym bodom, orto-

gon�alne pret��na k1 a diametr�alne pret��na kru�znicu k2.

N�aznak rie�sen��:

1. zostrojme chord�alu c kru�znice k1 a bodu A a priamku d, ktor�a je mno�zinou stredov v�setk�ych

kru�zn��c diametr�alne pret��naj�ucich kru�znicu k2 a bod A. Priese�cn��k priamok c a d je stred hl'adanej

kru�znice, alebo

2. ur�cme zv�azok kru�zn��c, ktor�y je vytvoren�y v�setk�ymi kru�znicami, ktor�e pret��naj�u k1 ortogon�alne

a k2 diametr�alne. Hl'adan�a kru�znica bude kru�znicou tohto eliptick�eho zv�azku kru�zn��c, ktor�a

prech�adza bodom A, alebo

3. zostrojme obrazy A0 a A00 bodu A v kladnej (s riadiacou kru�znicou k1) a z�apornej kru�znicovej

inverzii (podl'a k2). Bodmi A, A0 a A00 je ur�cen�a hl'adan�a kru�znica.

�Uloha 12.4. Je dan�a kru�znicov�a inverzia I riadiacou kru�znicou �(S; r) a dve dvojice

odpovedaj�ucich si bodov A;A0 a B;B0. Dok�a�zte, �ze plat�� jA0B0j = r2

jSAj:jSBj jABj.

�Uloha 12.5. Pou�zit��m kru�znicovej inverzie dok�a�zte Ptolemaiovu vetu:
Ked'A, B, C, D s�u vrcholy �stvoruholn��ka, potom plat��

jABj:jCDj+ jBCj:jDAj � jACj:jBDj;

pri�com rovnost' nast�ava pr�ave vtedy, ked' �stvoruholn��k je tetivov�y.

�Uloha 12.6. Ur�cte zobrazenie, ktor�e vznikne zlo�zen��m dvoch kru�znicov�ych inverzi�� so
s�ustredn�ymi riadiacimi kru�znicami �1 a �2.
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�Uloha 12.7. Dok�a�zte, �ze kru�znica, ktor�a sa dot�yka zvonku dan�ych dvoch kru�zn��c k1 a

k2, je samodru�zn�a v kladnej kru�znicovej inverzii, v ktorej sa zobrazuje k1 do k2.

�Uloha 12.8. Dok�a�zte, �ze kru�znica, ktor�a sa dot�yka danej kru�znice k1 zvonku a danej

kru�znice k2 zvn�utra je samodru�zn�a v z�apornej kru�znicovej inverzii, v ktorej sa zobrazuje

k1 do k2.

�Uloha 12.9. Nap���ste rovnice kladnej kru�znicovej inverzie ur�cenej jednotkovou kru�znicou
so stredom v po�ciatku s�uradnicovej s�ustavy.

13. Apoloniove �ulohy

�Uloha 13.1 - Apoloniova �uloha. S�u dan�e tri kru�znice, ktor�ych stredy nie s�u koline�arne

a maj�u navz�ajom rôzne polomery. Zostrojte kru�znicu, ktor�a sa dot�yka dan�ych kru�zn��c.

�Uloha 13.2 - zov�seobecnenie �Ulohy 13.1. S�u dan�e tri �utvary kon�stantnej krivosti

(bod, priamka, kru�znica). Zostrojte kru�znicu, ktor�a sa dot�yka dan�ych �utvarov (pri�com si

ur�cte �ci sa maj�u dot�ykat' zvonku alebo zvn�utra.)

�speci�alne:

a) tri body (op��sat' kru�znicu trojuholn��ku);
b) bod a dve priamky;
c) tri priamky (vp��sat' kru�znicu trojuholn��ku);
d) dva body a kru�znica;
e) dve kru�znice a priamka;
f) tri kru�znice pret��naj�uce sa v jednom bodom;
g) tri kru�znice dot�ykaj�uce sa po dvojiciach v troch bodoch.

�Uloha 13.3. Dan�e s�u bod A, dve rôznobe�zky p, q a �use�cka d�l�zky d. Na dan�ych priamkach
n�ajdite body X 2 p, Y 2 q tak, aby A, X, Y boli koline�arne a platilo jXAj:jY Aj = d2.

�Uloha 13.4. S�u dan�e bod A, dve kru�znice k1, k2 a �use�cka d�l�zky d. Na dan�ych kru�ziciach
n�ajdite body X, Y tak, aby A, X, Y boli koline�arne a platilo jXAj:jY Aj = k2.

�Uloha 13.5. Dan�e s�u bod A, dve kru�znice a uhol �. Zostrojte kru�znicu prech�adzaj�ucu
bodom A a pret��naj�ucu dan�e kru�znice pod uhlom �.

�Uloha 13.6. S�u dan�e dve rôzne kru�znice a priamka p. Zostrojte kru�znicu, ktor�a sa dot�yka

dan�ych kru�zn��c a jej stred le�z�� na primke p.

Pozn�amka. Ak m�a hl'adan�a kru�znica prech�adzat' dan�ym bodom A, tak zvy�cajne vol��me tento bol za stred

inverzie.

14. Afinn�e zobrazenia

Veta 14.1. Ka�zd�a a�nita sa d�a zlo�zit' z najviac dvoch osov�ych a�n��t.

�Uloha 14.1. Na priame p s�u dan�e tri rôzne body A, B, C a na priamke q body A0 a B0.
Zostrojte bod C 0 tak, aby pre ich deliace pomery platilo �(A0B0C 0) = �(ABC).
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�Uloha 14.2. Osov�a a�nita O(A0; A; o) je dan�a osou o a dvojicou odpovedaj�ucich si bodov

A, A0. Zostrojte obraz priamku p0, ktor�a je obrazom danej priamky p.

�Uloha 14.3. Je dan�a priamka o, trojuholn��k ABC a dvojica bodov X, X 0. Zostrojte
obraz trojuholn��ka ABC v osovej a�nite s osou o, v ktorej obrazom bodu X je bod X 0.

�Uloha 14.4. Osov�a a�nita je dan�a dvojicou trojuholn��kov ABC a A0B0C 0 (AA0 k BB0 k
CC 0).

a) Zostrojte os tejto a�nity.

b) Zostrojte obraz danej priamky p.

�Uloha 14.5. Dan�e s�u dva body A, A0 a dve priamky p, p0. Existuje osov�a a�nita O,

v ktorej sa bod A zobrazuje do A0 a priamka p na priamku p0. Zostrojte os o tejto osovej

a�nity.

�Uloha 14.6. Dan�y je koso�stvorec (rovnobe�zn��k)ABCD v E2 a priamka o neprech�adzaj�uca
jeho stredom. Ur�cte osov�u a�nitu s danou osou o tak, aby jeho obrazom bol �stvorec.

�Uloha 14.7. Je dan�y lichobe�zn��k ABCD. Existuje tak�a osov�u a�nitu, �ze obrazom li-
chobe�z��ka je �stvorec ?

�Uloha 14.8. A�nita je dan�a dvoma trojicami odpovedaj�ucich si bodov A, B, C a A0,
B0, C 0.

a) Ur�cte obraz dan�eho bodu M .
b) Ur�cte obraz danej priamky p.

�Uloha 14.9. Na stran�ach AB a AC trojuholn��ka ABC dan�e s�u body M ,N tak, �ze MN k

BC. Dok�a�zte, �ze priese�cn��k priamok BN a CM le�z�� na t'a�znici ta.

�Uloha 14.10. Pou�zit��m vlastnosti a�nity dok�a�zte:

a) Vetu o strednej prie�cke trojuholn��ka.

b) �Ta�znice trojuholn��ka sa pret��naj�u v jednom bode.

�Uloha 14.11. Na stran�ach trojuholn��kaABC s�u dan�e body K 2 AB, L 2 BC aM 2 CA,
ktor�e delia strany v rovnakom pomere. Dok�a�zte, �ze t'a�zisk�a trojuholn��kov ABC, KLM

a trojuholn��ka vytvoren�eho priamkami AK, BL a CM s�u toto�zn�e. (N: Uva�zujte a�nitu,
ktor�a zobrazuje postupne body A, B, C do bodov B, C, A.)

�Uloha 14.12. Dan�e s�u dve navz�ajom kolm�e priamky p, q, body A 2 p, B 2 q a priamka
r. Existuje elipsa e, ktorej osi s�u priamky p, q a vrcholmi body A,B.

a) Zostrojte bod M , v ktorom dan�a priamka r pret��na elipsu e.
b) Zostrojte doty�cnicu elipsy e, ktor�a je rovnobe�zn�a s danou priamkou r.
c) Zostrojte doty�cnicu elipsy, ktor�a prech�adza dan�ym bodom M .

�Uloha 14.13. Elipsa e je dan�a stredom, jedn�ym vrcholom V a bodom A, ktor�y nie je

vrcholom. Zostrojte osi elipsy e.
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�Uloha 14.14. V rovine je dan�a priamka p a koso�stvorec ABCD. Zostrojte priese�cn��ky

elipsy e s vrcholmi A, B, C, D a priamky p.

�Uloha 14.15. V rovine je dan�a priamka p a koso�stvorec ABCD. Zostrojte doty�cnicu

elipsy e s vrcholmi A, B, C, D, ktor�a je rovnobe�zn�a s priamkou p.

Pozn�amka. Kon�strukcia jednotliv�ych bodov elipsy pou�zit��m dvoch s�ustredn�ych kru�zn��c s polomermi a a b

(vel'kosti poloosi.)

15. �Ulohy v obmedzenej n�arysni

Pri be�zn�ych geometrick�ych kon�strukciach predpoklad�ame, �ze vv�setky body roviny mô�zeme pou�zit', �ze

v celej rovine mô�zeme robit' kon�strukciu. Pri kon�strukciach v obmedzenej n�arysni m�ame k dispoz��cii len

�cast' roviny. Rysovac�� papier je v�zdy obmedzen�y. (Podobn�e probl�emy maj�u aj geodeti pri topogra�ck�ych

meraniach v ter�ene.)

�Uloha 15.1. S�u dan�e dve rôznobe�zky a, b, ktor�e sa pret��naj�u mimo n�arysne a pr��stupn�y

bod M . Zostrojte priamku p, ktor�a prech�adza bodom M a priese�c��kom priamok a, b.

�Uloha 15.2. Vp���ste kru�znicu do trojuholn��ka, ktor�eho vrcholy s�u mimo n�arysne.

�Uloha 15.3. Op���ste kru�znicu trojuholn��ku, ktor�eho strany s�u na pr��stupn�ych priamkach
a vrcholy s�u mimo n�arysne.

16. Koline�acie v projekt��vnej rovine

�Uloha 16.1. Na priamke p s�u dan�e tri body A, B, C. Zostrojte bod D tak, aby tieto
�styri body tvorili harmonick�u �stvoricu bodov.

�Uloha 16.2. V perspekt��vnej koline�acii P(A0; A;S; o) v projekt��vnej rovine P2 zostrojte
obraz

a) dan�eho vlastn�eho bodu X;
b) dan�eho nevlastn�eho bodu X;
c) danej priamky p;
d) danej nevlastnej priamky.

�Uloha 16.3. �Co je obrazom kru�znice k v perspekt��vnej koline�acii P(A0; A;S; o) ?

�Uloha 16.4. Zostrojte �ulohu, pri rie�sen�� ktorej mô�zeme vyu�zit' perspekt��vnu koliner�aciu.

�Uloha 16.5. Dan�y je bod F a priamka p. Zostrojte doty�cnicu paraboly p s ohniskom F

a direk�cnou priamkou d, ktor�a je rovnobe�zn�a s danou priamkou p.
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