
ZBIERKA �ULOH Z GEOMETRIE - I

1. Metrick�e priestory

�Uloha 1.1. Zistite, �ci (M; d) je metrick�y priestor ak:
a) M = R a d(x; y) = jx� yj pre ka�zd�e x; y 2 R.
b) M = f1; 1

2
; 1
3
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) = d(1
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; 1) = 1;

d(1
2
; 1
3
) = d(1
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c) M = R�R a d : (R�R)2! R
+

0 , pri�com d([x; y]; [u; v]) = maxfju� xj; jv � yjg.
d) M = R�R a d : (R�R)2! R

+

0 , pri�com d([x; y]; [u; v]) = ju� xj + jv � yj.
e) M = R

+ a d(u; v) = j ln u

v
j pre ka�zd�e u; v 2 R+.

�Uloha 1.2. Dok�a�zte, �ze vlastnosti metriky s�u navz�ajom nez�avisl�e.

N�avod. Zostrojte mno�zinuM a zobrazenie d : M�M! R
+

0 , pri�com bude splnen�a niektor�a
z nasleduj�ucich podmienok:

d m�a vlastnost' 1 a 2 a nem�a 3. vlastnost' metriky,
d m�a vlastnost' 1 a 3 a nem�a 2. vlastnost' metriky,
d m�a vlastnost' 2 a 3 a nem�a 1. vlastnost' metriky.

�Uloha 1.3. Nech d1; d2 s�u dve metriky na M. S�u zobrazenia d1 + d2, maxfd1; d2g,
minfd1; d2g metrikami na M ?

�Uloha 1.4. Nech (M; d) je metrick�y priestor a nech X1;X2; : : : ;Xm 2 M. Dok�a�zte, �ze
plat�� d(X1;Xm) � d(X1;X2) + d(X2;X3) + � � �+ d(Xm�1;Xm).

2. Mno�ziny bodov v En

�Uloha 2.1. N�ajdite parametrick�e rovnice mno�ziny bodov v priestore E3 , ktorej v�seobecn�a
rovnica je

a) x2 + y2 = 16; b) x
2

16
� z

2

9
= 1; c) y2 = 6x; d) x2 � y2 = 0;

e) x2 + y2 + 8 = 0; f) x2 � y2 + 2x+ 2y = 0.

�Uloha 2.2. Po kru�znici k1 sa kot�ul'a kru�znica k2. N�ajdite parametrick�e rovnice krivky,
ktor�u pri tomto pohybe opisuje bod A 2 k2, ak v istom momente s�u rovnice k1, k2 a
s�uradnice bodu A nasleduj�uce:
a) k1 : x

2 + y2 = 1 k2 : 2x2 + 2y2 � 3x + 1 = 0 A = [1; 0].

�Uloha 2.3. Po kru�znici s polomerom r1 sa zvn�utra kot�ul'a kru�znica s polomerom r2.
N�ajdite parametrick�e rovnice krivky, ktor�u opisuje bod polomeru pohybuj�ucej sa kru�znice,
ktor�eho vzdialenost' od stredu tejto kru�znice je d.
a) r1 = r; r2 =

r

2
; d = r

4
.
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2 ZBIERKA ULOH Z GEOMETRIE - I

�Uloha 2.4. N�ajdite mno�zinu stredov v�setk�ych kru�zn��c dot�ykaj�ucich sa priamky p a
kru�znice k.
a) p : y = 0 k : x2 + y2 = 2ay pre a > 0.

�Uloha 2.5. N�ajdite mno�zinu v�setk�ych bodov v priestore, ktor�e maj�u od roviny Rxz vzdi-
alenost' d1 = 5 a od bodu A = [3; 4;�2] vzdialenost' d2 = 3.

�Uloha 2.6. Ur�cte mno�zinu v�setk�ych bodov priestoru E3 , ktor�e maj�u
a) od danej roviny a dan�eho bodu nele�ziaceho v rovine kon�stantn�y pomer vzdialenost��,
b) od danej roviny a danej priamky, ktor�a je kolm�a na rovinu rovnak�u vzdialenost',
c) od dan�ych dvoch bodov kon�stantn�y s�u�cet vzdialenost��.

�Uloha 2.7. Ur�cte prienik trojuholn��ka ABC s polpriamkou
��!
MN .

a) A = [�1; 1], B = [3; 2], C = [2; 7], M = [1; 2], N = [�1; 4].
b) A = [�2;�3], B = [4;�1], C = [1; 3], M = [2;�5], N = [�1; 3].

�Uloha 2.8. Ur�cte prienik trojuholn��ka ABC s �use�ckou
 �!
MN .

a) A = [1;�1; 1], B = [1; 0; 1], C = [�1; 1; 1], M = [0; 0; 1], N = [�2; 1; 1].
b) A = [1; 1; 1], B = [1; 2; 3], C = [0; 1; 2], M = [2; 1; 0], N = [�1; 1; 3].

�Uloha 2.9. Ur�cte prienik trojuholn��ka ABC s rovinou %.
a) A = [1;�1; 1], B = [1; 0; 1], C = [�1; 1; 1], % : x + 2y + 3z � 3 = 0.
b) A = [1; 1; 1], B = [1; 2; 3], C = [0; 1; 2], % : 2x � y + 2z � 3 = 0.

�Uloha 2.10. Ur�cte prienik priamky a gul'ovej plochy, ak ich rovnice s�u:
a) x+5

7
= y+3

4
= z�8

�3 , x2 + y2 + z2 � 12x � 2y � 4z + 16 = 0;

b) x�6
1

= y�2
�6 = z�2

1
, x2 + y2 + z2 � 6x + 2y � 2z + 34 = 0.

�Uloha 2.11. Ur�cte prienik gul'ovej plochy x2 + y2 + z2 = 144 a roviny
a) 2x + 3y � z + 6 = 0; b) x + y � z � 30 = 0; c) 2x + 2y + z � 36 = 0.

�Uloha 2.12. Nap���ste rovnicu rezu hyperboloidu x
2

25
+ y

2

16
� z

2

9
= 1 rovinou:

a) x = 3; b) x = �5; c) y = �5; d) y = 4; e) z = 3.

�Uloha 2.13. N�ajdite priese�cn��k P danej kvadratickej plochy a priamky, ak ich rovnice s�u:

a) x
2

36
+ y

2

32
+ z

2

16
= 1, x

3
= y�8

�4 = z�4
�2 ; b) x

2

81
� y

2

9
+ z

2

25
= 1, x�27

9
= y+3

�9 = z+15

�20 ;

c) x
2

8
� y

2

5
= z, x

4
= y�10

�5 = z+14

11
.

3. Vektory priestoru En

�Uloha 3.1. Rozhodnite, �ci mno�zinaM spolu s oper�aciami '+' a '�' tvor�� vektorov�y priestor.
a) M je mno�zina v�setk�ych re�alnych spojit�ych funkci�� na intervale ha; bi a oper�acie '+'

a '�' s�u s�u�cet a n�asobok funkci��.
b) M je mno�zina v�setk�ych polyn�omov stup�na� n a oper�acie '+' a '�' s�u s�u�cet a n�asobok

polyn�omov.
c) M je mno�zina v�setk�ych polyn�omov stup�na n a oper�acie '+' a '�' s�u s�u�cet a n�asobok

polyn�omov.
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d) M je mno�zina v�setk�ych polyn�omov stup�na � n, ktor�ych hodnota v bode 0 je rovn�a
k 2 R, a oper�acie '+' a '�' s�u s�u�cet a n�asobok polyn�omov.

e) M = f(x1; x2; : : : ; xn) 2 Rn; x1 + x2 + � � � + xn = kg (k 2 R) a '+', '�' s�u be�zn�e
oper�acie s�u�ctu a n�asobku usporiadan�ych n-tic.

d) M je mno�zina v�setk�ych komplexn�ych �c��siel a '+', '�' s�u be�zn�e oper�acie s�u�ctu a s�u�cinu.

4. Line�arna z�avislost' vektorov

�Uloha 4.1. Zistite, �ci dan�e s�ustavy vektorov s�u line�arne z�avisl�e alebo nez�avisl�e.

a) (1; 2) (2; 0) b) (1; 2) (2; 4)

c) (1; 2; 1) (2; 0; 6) (0;�1; 1) d) (2; 3;�5) (1;�1; 1) (3; 2;�2)
e) (1;�1; 1) (2; 0; 3) (0;�2;�1) f) (2;�3; 1) (3;�1; 5) (1;�4; 3)
g) (1; 1; 1) (1; a; 1) (2; 2; a) h) (a;�4;�1) (4;�6;�3) (1; 1;�a)
i) (3; 4; 2) (6; 8; 7) (9; 12; a) j) (2; 4; 7) (5; 6; a) (1; 3; 5)

k) (1; a; b) (0; 1; c) (0; 0; 1)

�Uloha 4.2. Nech �!a ,
�!
b , �!c je s�ustava line�arne nez�avisl�ych vektorov. Zistite, �ci vektory�!u , �!v , �!w tvoria line�arne z�avisl�u alebo nez�avisl�u s�ustavu vektorov.

a) �!u = �!a +
�!
b +�!a ; �!v = �!a +�!c ; �!w =

�!
b +�!c .

b) �!u = �!a ; �!v = �!a +
�!
b ; �!w = �!a +�!c .

c) �!u = �!a ; �!v =
�!
b +�!c ; �!w = �!c .

d) �!u = �!a ; �!v = 2�!a ; �!w = �!c .
e) �!u = �!a +

�!
b + 2�!c ; �!v = 2�!a + 3

�!
b ; �!w = �!a + 6�!c .

f) �!u = �!a +
�!
b ; �!v =

�!
b +�!c ; �!w = �!a +�!c .

�Uloha 4.3. Zistite kedy je s�ustava dvoch (troch) vektorov vektorov�eho priestoruVp (Vk)
line�arne z�avisl�a (nez�avisl�a).

�Uloha 4.4. Pre ak�y parameter a je vektor �!u line�arnou kombin�aciou vektorov s�ustavy S.
a) �!u = (5; 9; a), S = f(4; 4; 3), (7; 2; 1), (4; 1; 6)g.
b) �!u = (7;�2; a), S = f(2; 3; 5), (3; 7; 8), (1;�6; 1)g.

5. Podpriestory vektorov�eho priestoru

�Uloha 5.1. Zistite, �ci mno�zina P je podpriestor vektorov�eho priestoru V3.

a) P = f(a; 2a; 3a); a 2 Rg b) P = f(2a+ b; a � b; 3a + b); a; b 2 Rg
c) P = f(a; 2a + 1; 3a� 1); a 2 Rg

�Uloha 5.2. Nech P1, P2 s�u podpriestory vektorov�eho priestoru V. Je mno�zina P1 [ P2
tie�z podpriestorom tohto priestoru?

�Uloha 5.3. Dok�a�zte:

a) L(L(S)) = L(S).
b) Ak �1

�!u 1 + �2
�!u 2 + �3

�!u 3 =
�!o a �1�3 6= 0, tak L(f�!u 1;

�!u 2g) = L(f�!u 2;
�!u 3g).
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6. B�aza vektorov�eho priestoru

�Uloha 6.1. Zistite, �ci s�ustavy vektorov z cvi�cenia 4.1. generuj�u pr��slu�sn�y vektorov�y
priestor.

�Uloha 6.2. Zistite, �ci s�ustava vektorov S je b�azou vektorov�eho priestoru V.
a) S = f(2; 1; 3; 4), (1; 0; 0; 0)g a V je priestor rie�sen�� s�ustavy line�arnych rovnic:

2x1 + x2 + 3x3 + 4x4 = 0; 3x1 + 4x2 + x3 + 2x4 = 0; 4x1 + 7x2 � x3 = 0.
b) S = f(1; 2;�1;�2), (2; 3; 0;�1), (1; 2; 1; 3), (1; 3;�1; 0)g V= V4.
c) S = f(1; 2;�1;�2), (2; 3; 0;�1), (1; 2; 1; 4), (1; 3;�1; 0)g V= V4.
d) S = f(2; 2;�1), (2;�1; 2), (�1; 2; 2)g V= V3.
e) S = f(1; 5; 3), (2; 7; 3), (3; 9; 4)g V= V3.

�Uloha 6.3. N�ajdite l'ubovol'n�u b�azu vektorov�eho priestoru V.
a) V= L(f(1; 1; 1), (0; 1; 1), (�1; 2; 2)g.
b) V je priestor rie�sen�� s�ustavy rovn��c:

x1 + x2 + x5 + x6 = 0; x1 + x3 + x5 = 0; x2 + x3 + x4 + x5 + 0; x4 + x5 + x6 = 0.

�Uloha 6.4. Ur�cte dimenzie priestorov L(S), L(T ), L(S) \ L(T ) a L(S) + L(T ).
a) S = f(1; 2; 1; 1), (2; 3; 1; 0), (3; 1; 1;�2)g T = f(0; 4; 1; 3), (1; 0;�2;�6), (1; 0; 3; 5)g.
b) S = f(2; 2; 4; 3), (2; 1; 3; 2), (1; 1; 2; 1)g T = f(2; 1; 4; 1), (2; 2; 5; 1), (3; 1; 6; 2)g.

�Uloha 6.5. Dok�a�zte nasleduj�uce tvrdenia.
a) Ak dim(V) = k a jT j > k, tak T je line�arne z�avisl�y syst�em vektorov.
b) Nech S je line�arne nez�avisl�y syst�em vektorov vektorov�eho priestoru V. Potom

existuje tak�y syst�em vektorov T , �ze S [ T je b�aza priestoru V.
c) Ka�zd�y generuj�uci syst�em vektorov vektorov�eho priestoru V obsahuje b�azu vek-

torov�eho priestoru V.

7. Skal�arny s�u�cin

�Uloha 7.1. Ur�cte skal�arny s�u�cin vektorov �!a ,
�!
b , ak

a) k�!a k = 5, k�!b k = 8 a ich odch�ylka je �

2
; b) k�!a k = 1 a

�!
b = 3�!a ;

c) k�!a k = k�!b k = 3 a ich odch�ylka je 135 stup�nov.

�Uloha 7.2. Vypo�c��tajte skal�arny s�u�cin (B �A)(C �B), ak
a) d(B;C) = 5, d(A;C) = 6, d(A;B) = 7.

�Uloha 7.3. Vypo�c��tajte skal�arny s�u�cin, normy a odch�ylku vektorov �!a ,
�!
b , ak

a) �!a = (4; 3),
�!
b = (1; 7); b) �!a = (6;�8), �!

b = (12; 9);

c) �!a = (8; 4; 1),
�!
b = (2;�2; 1); d) �!a = (2; 5; 1),

�!
b = (3;�2; 4).

�Uloha 7.4. Zistite ak�a je odch�ylka vektorov �!a ,
�!
b , ak viete, �ze vektory (�!a + 2

�!
b ) a

(5�!a � 4
�!
b ) s�u ortogon�alne.

�Uloha 7.5. N�ajdite l'ubovol'n�u ortogon�alnu b�azu podpriestoru V zamerania V3.
a) V= L(f(3;�2; 1); (1; 2; 3)g); b) V= f(x; y; z) 2 V3 : 3x + y � 2z = 0g.
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�Uloha 7.6. Nech U , W s�u podpriestory vektorov�eho priestoru V. Dok�a�zte, �ze platia
nasleduj�uce tvrdenia:
a) (U?)? = U ; b) U \ U? = f�!o g; c) U � W , W? � U?;
d) (U +W)? = U? \W?; e) (U \W)? = U? +W?.
f) dim(U) + dim(U?) = dim(V).

8. Vonkaj�s�� s�u�cin

�Uloha 8.1. Body A = [5; 1], B = [�2; 2] s�u dva vrcholy trojuholn��ka, ktor�eho obsah je
10. Ur�cte s�uradnice tretieho vrchola, ak viete, �ze le�z�� na osi ox.

�Uloha 8.2. Vypo�c��tajte s�uradnice ostatn�ych vrcholov rovnobe�zn��ka ABCD, ak pozn�a-
te jeho obsah O, s�uradnice vrcholov A, B a viete, �ze priese�cn��k jeho uhloprie�cok le�z�� na
priamke p.
a) O = 12; A = [2; 5]; B = [1; 6]; p = ox.
b) O = 17; A = [�2; 4]; B = [1; 0]; p = oy.

�Uloha 8.3. Vypo�c��tajte objem pravideln�eho �stvorstena.

�Uloha 8.4. Vypo�c��tajte obsah trojuholn��ka ABC, ak
A = [�1; 0; 1]; B = [0; 2;�3]; C = [4; 4; 1].

�Uloha 8.5. Vypo�c��tajte objem �stvorstenaABCD a vzdialenost' vrcholaA od steny BCD,
ak A = [1;�5; 4]; B = [0; 3; 1]; C = [�2;�4; 3]; D = [�4; 4;�2].

9. Podpriestory priestoru En

�Uloha 9.1. N�ajdite parametrick�e a v�seobecn�e rovnice priamky prech�adzaj�ucej bodmi A,
B.
a) A = [2;�1]; B = [4; 5]; b) A = [6; 1;�1]; B = [4; 1; 1];
c) A = [3; 2; 1]; B = [2; 6; 0].

�Uloha 9.2. N�ajdite parametrick�e a v�seobecn�e rovnice roviny prech�adzaj�ucej bodmi A, B,
C.
a) A = [0; 0; 4]; B = [3; 2;�1]; C = [0; 5; 2]:

�Uloha 9.3. N�ajdite parametrick�e rovnice podpriestoru ur�cen�eho bodmi

a) A = [1; 1; 2; 0; 1], B = [3; 2; 1; 1; 2], C = [5; 3; 0; 2; 3].

�Uloha 9.4. Dok�a�zte, �ze pre l'ubovol'n�e podpriestory E 0 , E� , E� euklidovsk�eho priestoru E
platia nasleduj�uce tvrdenia.
a) E

0 _ E� = E
� _ E 0

b) (E 0 � E� & E
� � E� ) ) (E 0 _ E� � E� )

c) (E 0 � E� & E
0 � E� ) ) (E 0 � E� \ E� )

d) (E 0 _ E� ) _ E� = E
0 _ (E� _ E� )

e) E
0 \ (E� _ E� ) � (E 0 \ E� ) _ (E 0 \ E� )

f) E
0 _ (E� \ E� ) � (E 0 _ E� ) \ (E 0 _ E� )
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�Uloha 9.5. Ur�cte vz�ajomn�u polohu podpriestorov P, Q priestoru E2 .
a) P : x+ 2y � 3 = 0 Q : 3x � y + 2 = 0

�Uloha 9.6. Ur�cte vz�ajomn�u polohu podpriestorov P, Q priestoru E3 .
a) P : x = 2 + t; y = 1; z = 1 + t; Q : x = 1 + 2t+ k; y = 1 + t+ k; z = 3t+ k.
b) P : x = 3 + t; y = 1 + k; z = 1; Q : x = 2 + t+ 2k; y = 2 + k; z = 2 + t.
c) P : x = 2 + 2t; y = 3+ 2t; z = �t; Q : x = 1+ t; y = 2t+ 2k; z = 2+ t+ 3k.
d) P : x� z � 1 = 0; y � 3 = 0; Q : x� y � 1 = 0; y � z + 1 = 0.
e) P : x = 2 + 2t; y = 1 + 2t; z = 1 + t; Q : x+ y � 4z = 0; x� 2y + 2z = 0.

�Uloha 9.7. Ur�cte vz�ajomn�u polohu rov��n % a �.
a) % : ax � 3y + 2z � 2 = 0; � : 2x� by � z + 3 = 0:

�Uloha 9.8. Ur�cte vz�ajomn�u polohu priamok p, q.
a) p : 3x + y � 2z + 8 = 0; 5x � y � 2z + 11 = 0;

q : x + y � z = 4; 3x� y � z = 12:
b) p : x = a + t; y = 18 + 9t; z = 10 + at;

q : x + y � 2z + 3 = 0; 3x � 2y + 3z + 9 = 0:
c) p : x = t; y = �14 + 5t; z = �14 + 7t;

q : x + 5y � 6z + 34 = 0; 6x� 2y � az + 9 = 0:

�Uloha 9.9. Ur�cte vz�ajomn�u polohu priamky p a roviny %.
a) p : x = 1 + 2t; y = 3 + 7t; z = 7� 13t; % : 2x + 3y + z � 6 = 0:
b) p : x = 2 + 9t; y = 7 + 16t; z = 3 + 5t; % : 3x � 2y + z � 4 = 0:
c) p : 3x� y + z = 1; x + y + z = 7; % : 2x+ y � z + 2 = 0:
d) p : 3x � y + 4z = 10; x + 2y � 5z = �7; % : 2x� 17y + 47z = 79:

�Uloha 9.10. N�ajdite rovnicu priamky, ktor�a prech�adza bodom M a je rovnobe�zn�a s
priamkou p.
a) M = [3; 4] p : x� y + 3 = 0.
b) M = [3; 4] p : x = 2 + 2t; y = 5 + 2t.

�Uloha 9.11. N�ajdite rovnicu priamky, ktor�a prech�adza bodom M = [�2; 1] a medzi
priamkami x + 2y + 14 = 0 a x� y + 1 = 0 vytv�ara �use�cku so stredom v bode M .

�Uloha 9.12. Rovnobe�zn��k ABCD m�a vrcholy A = [4; 2]; C = [1; 2], uhloprie�cku BD

rovnobe�zn�u s vektorom (7; 6) a stranu BC rovnobe�zn�u s vektorom (5; 3). N�ajdite vrcholy
B; C uva�zovan�eho rovnobe�zn��ka.

�Uloha 9.13. N�ajdite rovnicu strany a trojuholn��ka ABC, ak
a) A = [�3;�3], Sa = [1; 4], bod D = [�2; 1] le�z�� na strane c a bod E = [2; 2] le�z�� na

strane b.
b) A = [3; 3]; Sa = [�2; 1]; vc : x + y � 4 = 0.

�Uloha 9.14. N�ajdite vrchol C trojuholn��ka ABC, ak
a) A = [�4; 3], B = [4;�1] a priese�cn��k v�y�sok je V = [3; 3].

�Uloha 9.15. N�ajdite vrcholy B, C trojuholn��ka ABC, ak
a) A = [4; 3]; tc : 2x� 7y = 3; tb : 2x + 5y = 7.
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�Uloha 9.16. N�ajdite rovnicu priamky prech�adzaj�ucej bodom D = [1; 3] a vrcholom A

trojuholn��ka ABC, ak pozn�ame:

a) B = [�4; 2]; C = [4; 3]; T = [2; 1].

b) Sa = [0; 3]; Sb = [5; 1]; Sc = [1; 0].

�Uloha 9.17. N�ajdite v�seobecn�u rovnicu roviny, ktor�a prech�adza bodom A a je rovnobe�zn�a
s priamkami p, q.

a) p : 2x + y � z + 3 = 0; x � y � z + 4 = 0; A = [1; 2; 2];
q : x � y � z + 3 = 0; x � 2y � z + 4 = 0:

�Uloha 9.18. N�ajdite rovnicu roviny prech�adzaj�ucej priamkou p a rovnobe�znej s priamkou
q.

a) p : x = 1 + 3t; y = 7 + t; z = �1 + 2t; q : x = 3� t; y = 2 + 4t; z = 1� t:
�Uloha 9.19. N�ajdite rovnicu roviny, ktorej priese�cnice so s�uradnicov�ymi rovinami vytv�a-
raj�u trojuholn��k so stranami a, b, c.

a) a = 2
p
3; b = c = 4:

�Uloha 9.20. N�ajdite rovnicu roviny, v ktorej le�zia priamky p, q.

a) p : 3x � 2y � z + 1 = 0; x + y � 3z + 3;
q : 5x + y + 4z � 3 = 0; 2x + y + 2z � 2 = 0:

b) p : 4x � y � 4z + 4 = 0; x � 4y + 5z � 5 = 0;
q : 3x + 2z � 1 = 0; x � y + 1 = 0:

c) p : x + 2y + z � 5 = 0; 2x+ y + 3z � 11 = 0;
q : x � 3y � 2z = 0; 2x� 4y � 5z = 0:

�Uloha 9.21. N�ajdite rovnice priamok, ktor�e s�u rovnobe�zn�e s rovinou % a pret��naj�u pri-
amky p, q.

a) p : x + y � z + 2 = 0; x � 2y � z + 5 = 0; % : x+ y + z � 1 = 0;
q : x � y � z + 12 = 0; x + y � z = 0:

�Uloha 9.22. N�ajdite tak�e d, aby priamka p pret��nala priamku q.

a) p : x + 3y + 2z + 6 + 0; 3x� y + z + d = 0; q : os oy:

�Uloha 9.23. N�ajdite rovnice priamky, ktor�a le�z�� v rovine % a pret��na priamky p, q.

a) p : x = 3� 2t; y = 5� 3t; z = 3 + 3t; % : 3x+ y � z + 1 = 0;
q : x = 4� 6t; y = 2 + 2t; z = 8� 9t:

�Uloha 9.24. Ur�cte parametrick�e a v�seobecn�e rovnice priamky, ktor�a je rovnobe�zn�a s
rovinami %, � a prech�adza bobom A.

a) % : x � 4y + 2z � 5 = 0; � : 3x+ y � z + 2 = 0; A = [�1; 1; 2]:
b) % : x + y � z + 2 = 0; � : 2x � y + 5z � 4 = 0; A = [1; 5; 7]:

c) % : x � 2y � 1 = 0; � : x � 2 = 0; A je t'a�zisko trojuholn��ka EFG, kde
E = [2; 14; 3], F = [1;�10;�7], G = [0; 2; 7].

d) % : x � y � z = 4; � : x + y � 3z = 0; A = [4; 5; 1]:
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�Uloha 9.25. N�ajdite rovnicu prie�cky mimobe�ziek p, q, ktor�a m�a smerov�y vektor �!w .

a) p : x = 4 + t; y = 6 + 2t; z = �1� 2t; �!w = (2; 3;�1);
q : x = 3 + 2t; y = 5 + 2t; z = �1 + t.

b) p : x = 2 + 3t; y = �5� 2t; z = 3� t; �!w = (3; 2;�1);
q : x = 5 + 2t; y = �3 + 3t; z = 2� 5t.

c) p : x = 1 + 2t; y = t; z = 1; �!w = (2; 1; 4);
q : x = 2 + 3t; y = 2; z = 3 + 2t.

d) p : x = t; y = �1 + t; z = 2t; �!w = (�2; 6; 2);
q : x = 3 + 3t; y = 3; z = 2 + t.

e) p : x = 7 + 3t; y = 1 + 2t; z = 2 + t; �!w = (1;�4; 5);
q : x = 3 + t; y = 6 + 2t; z = 8� 3t.

�Uloha 9.26. N�ajdite rovnicu prie�cky mimobe�ziek p, q, ktor�a prech�adza bodom M .

a) p : x = �1 + 3t; y = �3� 2t; z = 4� t; M = [2;�5; 3];
q : x = 3 + 2t; y = �6 + 3t; z = �3� 5t.

b) p : x = 3 + t; y = 4 + 2t; z = 1� 2t; M = [1; 1; 2];
q : x = 1 + 2t; y = 3 + 2t; z = �2 + t.

c) p : x = 1 + 2t; y = t; z = 1; M = [2; 2; 1];
q : x = 2 + 3t; y = 2; z = 3 + 2t.

d) p : x = 2 + 3t; y = �5� 2t; z = 3� t; M = [�1;�7; 4];
q : x = 5 + 2t; y = �3 + 3t; z = 2� 5t.

e) p : x = �1 + 3t; y = �3� 2t; z = 2� t; M = [�4;�5; 3];
q : x = 2 + 2t; y = �1 + 3t; z = 1� 5t.

�Uloha 9.27. N�ajdite rovnicu priamky, ktor�a prech�adza bodom M a pret��na priamky p,
q.

a) p : 2x � 3y � 11 = 0; x� 3z � 1 = 0; q : 2x� y = 0; 3y + 2z = 34;
M = [1; 15; 8].

b) p : f[0;�2; 1]; (2;�1; 5)g; q : f[1; 1;�1]; (3;�2;�4)g; M = [9;�11;�15].
�Uloha 9.28. N�ajdite rovnice priamok, ktor�e pret��naj�u priamky p1, p2, p3.

a) p1 : x = 0; z = 0; p2 : y = 2; z = 1; p3 : x = �1; z = 1.

10. Zv}azky a trsy nadrovin

�Uloha 10.1. Zistite �ci dan�e roviny ur�cuj�u zv}azok alebo trs rov��n.

a) x + y + 2z = 1; 2x � y + z = �3; x� 5y � 4z = 2:

b) 2x � y + 3z + 1 = 0; 6x� 5y + z � 1 = 0; �8x+ 4y � 12z + 9 = 0:

�Uloha 10.2. N�ajdite rovnicu roviny, ktor�a patr�� trsu T
a) T : 2x + 5y + 6z � 3 = 0; 3x+ 5y + 9z � 11 = 0; x + 7y + 3z + 1 = 0;

a je rovnobe�zn�a s rovinou 2x � 4y + 6z � 15 = 0.

b) T : 2x � 3y + 5z + 4 = 0; x� 3y � 4z � 3 = 0; 7x� 5y + z + 8 = 0;
a prech�adza bodmi P = [5; 7; 2], Q = [4; 5; 1].
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�Uloha 10.3. N�ajdite rovnicu roviny, v ktorej le�zia priamky p, q.
a) p : x � 3z + 1 = 0; y + 5z � 7 = 0;

q : 2x � y � 5 = 0; 7x� z + 2 = 0:
b) p : 3x + y + 3z + 7 = 0; 5x � 3y + 2z + 5 = 0;

q : 8x � 2y + 5z = 0; 4x + 6y + 7z + 4 = 0:
c) p : 7x� 8y � 15z � 8 = 0; 3x+ 12y + 9z + 12 = 0;

q : 11x+ 7y + 2z � 32 = 0; 14x + 3y � z � 49 = 0:
d) p : 3x + 2y � z + 1 = 0; x + y � 3z + 3 = 0;

q : 5x + y � 4z � 3 = 0; 2x + y + 2z � 2 = 0:
e) p : 5x� 7y + 3z � 21 = 0; 3x � 5y + 2z � 14 = 0;

q : 7x+ 3y + z � 7 = 0; 7x� y + 2z � 14 = 0:

�Uloha 10.4. N�ajdite rovnicu roviny, ktor�a patr�� trsu T a zv}azku Z.
a) T : 9x � 16y + 5z � 31 = 0; 7x� 6y + 6z � 31 = 0; 8x � 14y + z � 34 = 0;
Z : x � 3y + 2z + 5 = 0; 2x� 6y + 4z � 1 = 0.

b) T : 8x + 15y + 24z + 10 = 0; 7x+ 17y + 21z + 1 = 0; 7x+ 8y + 22z + 20 = 0;
Z : x � 2y + 3z + 2 = 0; 2x� 4y + 6z � 7 = 0.

c) T : 2x� 5y + 7z � 14 = 0; x + 2y � 6z + 7 = 0; 3x + 4y + 11z � 10 = 0;
Z : 5x� 8y � 6z � 23 = 0; 4x � y � 3z � 4 = 0.

d) T : 2x � 5y + z + 1 = 0; 3x� 7y + 5z + 8 = 0; x+ 3y � 6z � 18 = 0;
Z : x � 3y + 2z + 5 = 0; 2x� 6y + 4z + 1 = 0.

e) T : x� 2y + 3z � 4 = 0; 3x + 5y + 9z � 11 = 0; x+ 7y + 3z + 1 = 0;
Z : x� 2y + 3z + 2 = 0; 2x � 4y + 6z � 7 = 0.

f) T : 9x � 16y + 5z � 1 = 0; 7x� 6y � 6z � 27 = 0; 8x � 14y + z � 8 = 0;
Z : x � 3y + 2z + 5 = 0; 2x� 6y + 4z � 1 = 0.

g) T : 8x+ 15y + 24z � 25 = 0; 7x + 17y + 21z � 21 = 0; 7x+ 8y + 21z � 26 = 0;
Z : x� 2y + 3z + 2 = 0; 2x� 4y + 6z � 7 = 0.

h) T : 5x � 12y + 6z + 9 = 0; 4x� 4y � z � 10 = 0; 3x � 2y � 5z � 17 = 0;
Z : x � 3y + 2z + 5 = 0; 2x� 6y + 2z + 5 = 0.

i) T : 4x + 3y + 12z � 15 = 0; 4x+ 12y + 12z � 10 = 0; 3x + 5y + 9z � 11 = 0;
Z : x � 2y + 3z + 2 = 0; 2x� 4y + 6z � 7 = 0.

j) T : 2x+ 5y + 6z � 3 = 0; 3x+ 5y + 9z � 11 = 0; x + 7y + 3z + 1 = 0;
Z : x� 2y + 3z + 2 = 0; 2x� 4y + 6z � 5 = 0.

k) T : x+ 2y + z � 5 = 0; 2x+ 3y + z � 1 = 0; 2x + y + 3z � 11 = 0;
Z : 5x+ 7y � 19z = 0; 2x + 12y � 13z = 0.

l) T : 2x + 4y + z = 3; 7x + 4y � 9z = 5; 4x + 8y � 3z = 7;
Z : x + y � z = 1; 4x + 2y � 7z = 3.

�Uloha 10.5. Ur�cte prienik �use�cky
 !
AB s rovinou �, ak A = [1; 3; 1], B = [3;�1; 2] a � je

rovina patriaca trsu T a zv}azku Z, pri�com
T : x � 2y + 3z � 4 = 0; 3x� 5y + 9z � 11 = 0; x + 7y + 3z + 1 = 0;
Z : x � 2y + 3z + 2 = 0; 2x � 4y + 6z � 7 = 0.

11. Vz�ajomn�a poloha podpriestorov En

�Uloha 11.1. Ur�cte s�u�cet vzdialenosti t'a�ziska trojuholn��ka ABC od jeho str�an, ak
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a) A = [1; 1]; B = [�1; 2]; C = [0;�1].
�Uloha 11.2. Vypo�c��tajte d�l�zky v�y�sok trojuholn��ka ABC, ak

a) A = [6;�2]; B = [�4; 2]; C = [4; 3].

�Uloha 11.3. Na priamke p n�ajdite bod, ktor�y je rovnako vzdialen�y od rov��n % a �.
a) p : os oz; % : 6x� 2y + 3z � 14 = 0; � : 2x� 2y � z � 8 = 0:

�Uloha 11.4. Ur�cte vzdialenost' bodu A od priamky p.

a) A = [2; 3;�1]; p : 2x � 2y + z + 3 = 0; 3x� 2y + 2z + 17 = 0.
b) A = [�2; 4; 3]; p : x � 2y � z + 8 = 0; x + y � z + 2 = 0.

�Uloha 11.5. N�ajdite rovnicu gul'ovej plochy, ktor�a m�a stred v bode S a dot�yka sa priamky
p.

a) S = [2; 3;�1]; p : x = 1 + 2t; y = �5 + t; z = �15� 2t.
b) S = [�2; 4; 3]; p : x � 2y � z + 8 = 0; x + y � z + 2 = 0.

�Uloha 11.6. Ur�cte bod, ktor�y je symetrick�y s bodom P podl'a priamky p.
a) P = [2;�5; 7]; p := f[5; 4; 6]; [�2;�17;�8]g.
b) P = [1; 2; 3]; p : x = 8 + t; y = 13 + 3t; z = 4� t.

�Uloha 11.7. N�ajdite parametrick�e rovnice priamky, ktor�a je s�umern�a s priamkou p podl'a
osi s�umernosti o.

a) p : x = 3+t; y = 7+t; z = �2+t; o : x�2y�2z�2 = 0; x+2y�6z+10 = 0.

�Uloha 11.8. N�ajdite vzdialenost' priamok p, q.

a) p : x � 1 = y + 1 = z � 1; q : x� 2 = 0 = y � 1.
b) p := f[3; 4; 0]; [0; 0; 12]g; q := f[3; 0; 0]; [0; 4; 0]g.

�Uloha 11.9. Stredy dvoch rovnak�ych g�ul'ov�ych plôch sa pohybuj�u po �use�ck�ach
 !
AB a !

CD. Pri tomto pohybe sa gul'ov�e plochy navz�ajom neobmedzuj�u, ale v istom momente sa
dot�ykaj�u. Ur�cte ich polomer a bod dotyku.

a) A = [�6; 0; 4]; B = [0; 6; 1]; C = [7; 2; 1]; D = [�1; 2; 9].
�Uloha 11.10. N�ajdite polomer najmen�sej gul'ovej plochy, ktor�a sa dot�yka priamok p, q.
a) p : x = �2 + 2t; y = 3 + t; z = 2 + t; q : y � z � 1 = 0; x � 2z + 4 = 0.

b) p : x = 7t; y = �2 + 3t; z = 1 + 5t; q : x = 1 + 4t; y = 3 + 3t; z = �2 + 2t.

�Uloha 11.11. N�ajdite objem najmen�sej kocky, ktor�a m�a s priamkami p a q nepr�azdny
prienik.
a) p : x = �2+ 2t; y = 3+ t; z = 2+ t; q : x+ y� 3z+3 = 0; x� y� z+5 = 0.

�Uloha 11.12. Ur�cte vzdialenost' dvoch mimobe�zn�ych hr�an pravideln�eho �stvorstena.

�Uloha 11.13. Ur�cte vzdialenost' telesovej a s �nou mimobe�znej stenovej uhloprie�cky kocky.

�Uloha 11.14. N�ajdite vzdialenost' nepretinaj�ucich sa uhloprie�cok dvoch susedn�ych stien
kocky.
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�Uloha 11.15. Kv�ader m�a hrany d�l�zky a, b, c. N�ajdite vzdialenost' jeho telesovej uhlo-
prie�cky od uhloprie�cky jeho najmen�sej steny.

a) a = 3; b = 4; c = 12.

�Uloha 11.16. Vypo�c��tajte objem kv�adra ABCDA0B0C 0D0 ak pozn�ame:

a) d(A;B) : d(A;D) : d(A;A0) = 1 : 2 : 3; d(
 !
AC 0;

 !
DA0) =

p
157.

b) d(A;B) = d(A;D) = d(A;A0); d(
 !
AC;
 !
A0D) = 3.

�Uloha 11.17. Ur�cte vz�ajomn�u polohu podpriestorov z cvi�cen�� 9.5. { 9.9. v zmysle met-
rick�ych vlastnost��.

�Uloha 11.18. N�ajdite rovnicu priamky, ktor�a prech�adza bodom A, pri�com je kolm�a na
priamku p a pret��na priamku q.

a) p : x = 4 + 4t; y = 2 + 4t; z = 3� 9t; A = [1; 15; 8];
q : x = 1 + 3t; y = �3 + 4t; z = 2t.

b) p : x = 1 + t; y = �1 + 2t; z = t; q = p; A = [4; 1; 2].

�Uloha 11.19. N�ajdite v�seobecn�u rovnicu roviny, ktor�a obsahuje priamku p a je kolm�a na
rovinu %.

a) p : 2x + 3y � z + 5 = 0; 3x � 2y + 7z � 4 = 0;
% : x = 1 + 2u+ 2v; y = �5� 3v; z = 1� u� v:

b) p : 3x � 4y + z � 12 = 0; 4x� 7y + 3z + 4 = 0; % : 5x + 2y � z + 30 = 0:

c) p : x = �5 + 5t; y = 1� 2t; z = 5t; % : x � 4y + 8z + 4 = 0:

�Uloha 11.20. Sveteln�y l�u�c sa �s��ri po priamke p. Pri dopade na priamku q sa l�u�c odr�a�za.
N�ajdite rovnicu priamky, po ktorej sa �s��ri odrazen�y l�u�c.

a) p : x + 3y + 1 = 0 q : 3x + 4y + 5 = 0

b) p : 2x � y + 7 = 0 q : 2x � 3y + 10 = 0

�Uloha 11.21. Sveteln�y l�u�c prech�adza bodom A, odr�a�za sa od roviny % a dopad�a do bodu
B. N�ajdite parametrick�e rovnice dr�ahy dopadaj�uceho a odrazen�eho sveteln�eho l�u�ca.

a) A = [2; 3;�3]; B = [5; 2;�6]; % : x � y � 4z � 9 = 0:

12. Transform�acia s�ustavy s�uradn��c

�Uloha 12.1. Ur�cte koe�cienty a, b, c tak, aby rovnice
x = 1

2
x0 + ay0 + 2; y = bx0 + cy0

boli transforma�cn�ymi rovnicami s�ustavy s�uradn��c v E2 .

�Uloha 12.2. Zistite, �ci dan�e rovnice s�u transforma�cn�e rovnice s�ustavy s�uradn��c.

a) x = x0+3; y = �y0+2; z = z0�1; b) x = z0+2; y = x0�1; z = z0+3;

c) x = 2

7
x0 � 6

7
y0 + 3

7
z0; y = 3

7
x0 � 2

7
y0 � 6

7
z0; z = 6

7
x0 + 3

7
y0 + 2

7
z0;

�Uloha 12.3. N�ajdite transforma�cn�e rovnice s�ustavy s�uradn��c

h[2; 1]; ( 1
2
;
p
3

2
); (

p
3

2
;�1

2
)i.

Ur�cte s�uradnice bodu [1; 1] a rovnicu priamky 2x� y + 1 = 0 v novej s�ustave s�uradn��c.
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13. Kanonick�y tvar rovnice plochy druh�eho stup�na

�Uloha 13.1. Zistite ak�a mno�zina bodov priestoru E2 je ur�cen�a rovnicou

a) 2x2 � 3xy � 2y2 � 10x� 5y = 0; b) 3x2 + 3y2 � 2xy � 10x+ 10y + 13 = 0;

c) x2 + y2 + 6xy + 10x � 2y � 9 = 0; d) x2 + y2 + 2xy + 2x� 2y � 5 = 0;

e) x2 � 4xy + 4y2 � 6x + 12y + 9 = 0; f) x2 + 4xy + 5y2 � 2x� 6y + 2 = 0;

g) 25x2+30xy+9y2+70x+42y+49 = 0; h) 9x2�12xy+4y2�30x+20y�11 = 0;

i) x2 � xy + y2 � 8x+ 4y + 2 = 0; j) x2 + 6xy + y2 + 12x + 20y + 51 = 0;

k) 8x2 � 6xy + y2 � 4x � 4 + 0; l) 9x2 � 6xy + y2 � 12x+ 4y + 4 = 0.

�Uloha 13.2. Zistite, ak�a plocha priestoru E3 je dan�a rovnicou:

a) x2 + y2 = 16; b) x
2

16
� z

2

9
= 1; c) y2 = 6x; d) x2 � y2 = 0;

e) x2+ y2+8 = 0; f) x2� y2+2x+2y = 0; g) 2x2+ y2+20x� z2+34 = 0.

�Uloha 13.3. Ur�cte typ kvadratickej plochy a jej z�akladn�e parametre.

a) 5x2 + 3y2 + 3z2 � 2xy � 2xz + 2yz � 6x + 2y � 2z = 0;

b) x2 � y2 + 4xz � 4yz + 4x + 4y + 7z � 9 = 0; c) z = xy;

d) x2 + y2 + 5z2 + 6xy + 2xz + 2yz + 2x � 2y + 6z = 0;

e) 7x2 � 24xz � 38x+ 24z + 175 = 0; f) x2 � 4xz + 4z2 � 6x + 12z + 9 = 0.

�Uloha 13.4. Zistite, ak�a mno�zina bodov je dan�a rovnicou:

a) x
2

16
+ y

2

16
+ z

2

9
= a; b) x

2

16
+ y

2

4
� z

2

4
= a; c) x

2

25
� y

2

16
� z

2

9
= a;

d) x2+ y2+4az = 0; e) 16x2+16y2� 8az� a2 = 0; f) 3x2� 3y2+ a2z = 0;

g) 3x2 + 5y2 � 3z2 + 15a2 = 0; h) x2 � 3y2 � 3z2 � 6ax + 30az + 84a2 = 0;
kde a je l'ubovol'n�e re�alne �c��slo.

�Uloha 13.5. N�ajdite priese�cn��k danej kvadratickej plochy a priamky, ak ich rovnice s�u:

a) x
2

36
+ y

2

32
+ z

2

16
= 1; x

3
= y�8

�4 = z�4
�2 ; b) x

2

81
� y

2

9
+ z

2

25
= 1; x�27

9
= y+3

�9 = z+15

�20 ;

c) x
2

8
� y

2

5
= z; x

4
= y�10

�5 = z+14

11
.

�Uloha 13.6. N�ajdite ku�zel'ose�cku, v ktorej dan�a rovina pret��na kvadratick�u plochu.

a) x + z � 1 = 0; x
2

3
� y

2

4
= 2z; b) 4x� 3y � z = 0; x

2

16
� y

2

9
� z

2

25
= 1;

c) x� 3y + z � 1 = 0; x
2

12
+ y

2

8
+ z

2

3
= 1.

�Uloha 13.7. Nap���ste rovnice priemetov rezu danej kvadratickej plochy rovinou do s�urad-
nicov�ych rov��n:

a) z = x2 � y2; x + y + z � 1 = 0; b) x
2

4
+ y

2

9
+ z

2

16
= 1; 3x + 2y + z = 0.

�Uloha 13.8. Nap���ste rovnicu rota�cnej plochy, ktor�a vznikne rot�aciou krivky k okolo pri-
amky p.

a) k : x
2

9
+ y2 = 1; z = 0; p = ox; b) k : x

2

9
+ y2 = 1; z = 0; p = oy;

c) k : x2 � z2 = 9; y = 0; p = oz; d) k : x2 � z2 = 9; y = 0; p = ox;

e) k : z2 = 4x; y = 0; p = ox; f) k : y + x = 0; z = 0; p = oy .
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14. Klasifik�acia ku�zel'ose�ciek

�Uloha 14.1. N�ajdite bod ku�zel'ose�cky k, ktor�y m�a najmen�siu vzdialenost' od bodu A.
a) k : 2x2 + 3xy � 2y2 � 5x + 5y � 3 = 0; A = [0; 0].
b) k : 3x2 + 4xy + 12x+ 16y � 36 = 0; A = [�2; 4].

�Uloha 14.2. N�ajdite rovnice doty�cn��c ku�zel'ose�cky k, ktor�e s�u rovnobe�zn�e s priamkou p.
a) k : 9x2+24xy+41y2+18x+24y�36 = 0; p : priamka prech�adzaj�uca hlavnou

polosou ku�zel'ose�cky k.
b) k : 4x2 � 4xy + y2 � 2x � 14y + 7 = 0; p : priamka kolm�a na os symetrie

ku�zel'ose�cky k.

�Uloha 14.3. N�ajdite rovnicu kru�znice, ktor�a m�a zo v�setk�ych kru�zn��c, dot�ykaj�ucich sa
ku�zel'ose�cky k pr�ave vo dvoch bodoch, najv}a�c�s�� polomer.
a) k : x2 � xy + y2 � 8x + 4y + 2 = 0.

15. Klasifik�acia kvadratick�ych plôch

�Uloha 15.1. N�ajdite stred a polomer gul'ovej plochy, ak jej rovnica je:
a) x2 + y2 + z2 + 8x = 0; b) x2 + y2 + z2 � 2x� 4y � 5 = 0;
c) x2 + y2 + z2 � 6x+ 2y � 4z � 11 = 0; d) x2 + y2 + z2 + 2x+ 2y +4z � 15 = 0;
e) 4x2 + 4y2 + 4z2 � 8x + 24y � 16z � 25 = 0;

�Uloha 15.2. Nap���ste rovnicu gul'ovej plochy, ak
a) jej stred je S = [�1; 2;�5] a prech�adza po�ciatkom s�ur. syst�emu;
b) jej stred je S = [5;�6; 3] a prech�adza bodom A = [7;�3; 9];
c) koncov�e body jedn�eho jej priemeru s�uA = [3;�5; 2], B = [9; 7; 6];
d) jej stred je S = [�1; 3; 4] a dotykov�a rovina je 3x+ 6y + 2z + 12 = 0;
e) prech�adza troma bodmi A = [4;�1; 0], B = [�1; 2; 4] a C = [�4;�2; 3] a jej stred

le�z�� v rovine 2x+ y � z + 6 = 0;
f) prech�adza �styrmi bodmi A = [2;�4; 2], B = [�4; 8; 2], C = [5;�1; 14] a D =

[�7;�4; 5];
g) jej stred je S = [�7; 3; 4] a dot�yka sa osi oy.

�Uloha 15.3. Nap���ste rovnicu gul'ovej plochy, ktor�a prech�adza:
a) po�ciatkom s�ur. syst�emu a kru�znicou x2 + y2 + z2 = 16, 3x � 2y + 6z � 8 = 0;
b) kru�znicou x2 + (y � 2)2 + (z � 3)2 = 25, x � y � z � 1 = 0 a bodom A = [2; 2;�2];
c) kru�znicami x2 + y2 + z2 = 25, z = 3 a x2 + y2 + z2 = 113, z = 7.

�Uloha 15.4. Nap���ste rovnicu gul'ovej plochy op��sanej �stvorstenu s vrcholmi O = [0; 0; 0],
A = [3; 0; 0], B = [0; 4; 0], C = [0; 0; 3] a n�ajdite jej stred a polomer.

�Uloha 15.5. Nap���ste rovnicu gul'ovej plochy, ktor�a
a) m�a polomer r = 7 a dot�yka sa roviny 3x � 6y + 2z � 12 = 0 v bode M = [2; 1; 6];
b) dot�yka sa rov��n 2x + 2y + z � 12 = 0, 2x + 2y + z + 18 = 0, pri�com bod dotyku je

M = [2;�2; 12];
c) dot�yka sa rov��n 2x� y � 2z + 2 = 0, 2x� y � 2z � 4 = 0 a jej stred le�z�� na priamke

x + 4y + 5z � 14 = 0, x � 2y � 4z + 7 = 0.
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�Uloha 15.6. Nap���ste rovnicu gul'ovej plochy, ktor�a m�a stred S = [4;�2; 3] a na priamke
x�5
2

= y�6
�2 = z�2

3
= t vyt��na tetivu d�l�zky 12.

�Uloha 15.7. S�u dan�e dve gul'ov�e plochy rovnicami x2 + y2 + (z � 2)2 = 16 a (x � 1)2 +
(y � 1)2 + z2 = 92; 2
a) Nap���ste rovnicu roviny, ktor�a obsahuje ich spolo�cn�e body.
b) Nap���ste rovnicu gul'ovej plochy, ktor�a prech�adza ich spolo�cn�ymi bodmi a po�ciatkom

s�ur. syst�emu.

�Uloha 15.8. Nap���ste rovnicu gul'ovej plochy, ktor�a je ur�cen�a
a) kru�znicou x2 + y2 + (z � 2)2 = 4, x+ y � 2z = 0 a bodom M = [1; 2; 3];
b) kru�znicou x2 + y2 + z2 � 2x + 3y � 6z � 5 = 0, 5x + 2y � z � 3 = 0 a bodom

M = [2;�1; 1].
�Uloha 15.9. Zistite, ak�a je vz�ajomn�a poloha priamky a gul'ovej plochy, ak ich rovnice s�u:
a) x+5

7
= y+3

4
= z�8

�3
, x2 + y2 + z2 � 12x � 2y � 4z + 16 = 0;

b) x�6
1

= y�2
�6

= z�2
1
, x2 + y2 + z2 � 6x+ 2y � 2z + 34 = 0.

�Uloha 15.10. Zistite, ak�a je vz�a jomn�apoloha gul'ovej plochy x2+ y2+ z2 = 144 a roviny
a) 2x + 3y � z + 6 = 0; b) x + y � z � 30 = 0; c) 2x + 2y + z � 36 = 0.

�Uloha 15.11. N�ajdite stred a polomer kru�znice, ktor�a je rezom gul'ovej plochy x2 + y2 +
z2 � 8x� 14y + 2z + 30 = 0 s rovinou 3x+ y � z � 9 = 0.

�Uloha 15.12. Nap���ste rovnice dotykov�ych rov��n ku gul'ovej ploche (x � 1)2 + (y + 3)2 +
(z + 2)2 = 36
a) v bode M = [3; 1; 2];

b) v priese�cn��koch tejto gul'ovej plochy s priamkou x�9
4

= y�2
1

= z+1

�1 .

�Uloha 15.13. Nap���ste rovnice dotykov�ych rov��n ku gul'ovej ploche (x + 3)2 + (y � 7)2 +
(z + 4)2 = 49, ktor�e s�u rovnobe�zn�e
a) s rovinou 2x � 6y + 3z � 5 = 0;

b) s priamkami x�1
2

= y+1

3
= z�3

2
, x

2
= y�1

�3 = z+1

6
.

�Uloha 15.14. Nap���ste rovnicu gul'ovej plochy, ktor�a prech�adza dan�ymi kru�znicami k1, k2,
kde k1 : x2 + z2 = 25; y = 2; k2 : x

2 + z2 = 16; y = 3.

�Uloha 15.15. Nap���ste rovnice dotykov�ych rov��n ku gul'ovej ploche x2 + y2 + z2 � 10x +
2y +26z� 113 = 0, ktor�e s�urovnobe�zn�e s priamkami x = 5+2t, y = 1� 3t, z = �13+ 2t;
x = �7 + 3t, y = 1� 2t, z = 8.

�Uloha 15.16. Dok�a�zte, �ze priamkou 8x � 11y + 8z = 30, x � y � 2z = 0 mô�zeme viest'
jedin�u dotykov�u rovinu ku gul'ovej ploche x2 + y2 + z2 + 2x � 6y � 4z � 15 = 0 a nap���ste
jej rovnicu.

�Uloha 15.17. Dok�a�zte, �ze cez priamku 8x � 11y + 8z � 30 = 0, x � 2z = 0 mo�zno viest'
dve roviny dot�ykaj�uce sa gul'ovej plochy x2 + y2 + z2 +2x� 6y+4z � 15 = 0. Nap���ste ich
rovnice.
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�Uloha 15.18. Nap���ste rovnicu rezu elipsoidu x
2

25
+ y

2

16
+ z

2

9
= 1 rovinou:

a) Rxy; b) Ryz; c) x = 5; d) x+ y = 0; e) x + y + z = 0.

�Uloha 15.19. Trojosov�emu elipsoidu je op��san�y kv�ader tak, �ze dotykov�ymi bodmi s�u

vrcholy elipsoidu. Vypo�c��tajte d�l�zku tej �casti telesovej uhloprie�cky kv�adra, ktor�a le�z�� vo
vn�utri elipsoidu.

�Uloha 15.20. N�ajdite dotykov�u rovinu k elipsoidu x
2

81
+ y

2

25
+ z

2

36
= 1, ak

a) bod dotyku je M = [6; 5
3
; 4];

b) dotykov�a rovina je rovnobe�zn�a s rovinou 25x + 18y + 105z = 0.

�Uloha 15.21. Nap���ste rovnicu tetivy elipsoidu x
2

25
+ y

2

16
+ z

2

9
= 1, ktor�a le�z�� v rovine x = 2

a jej stred je v bode S = [2; 1;�1].
�Uloha 15.22. Nap���ste rovnicu rezu hyperboloidu x

2

25
+ y

2

16
� z

2

9
= 1 rovinou:

a) x = 3; b) x = �5; c) y = �5; d) y = 4; e) z = 3.

�Uloha 15.23. Nap���ste rovnice povrchov�ych priamok hyperboloidu x
2

9
� y

2

4
� z

2

4
= �1,

ktor�e prech�adzaj�u bodom M = [�6; 2; 4].
�Uloha 15.24. Dok�a�zte, �ze rez jednodielneho rota�cn�eho hyperboloidu rovinou, ktor�a je
rovnobe�zn�a s osou rot�acie vo vzdialenosti rovnej polomeru "hrdla" hyperboloidu, je dvojica
priamok.

�Uloha 15.25. N�ajdite rovnicu mno�ziny bodov v�setk�ych priamok, ktor�e prech�adzaj�u bo-
dom V a niektor�ym bodom ku�zel'ose�cky k.
a) k : x2 + y2 = 1; z = 1; V = [0; 0; 0].
b) k : x2 � z2 = �1; y = 1; V = [0; 0; 0].
c) k : y2 + 2x� 1 = 0; x � z = 1; V = [0; 0; 0].

�Uloha 15.26. Nap���ste rovnicu ku�zel'ovej plochy, ktorej vrchol je v po�ciatku s�ur. syst�emu,
ak ur�cuj�uca krivka m�a rovnice:

a) x2 + y2 = 16, z = 3; b) x
2

9
+ y

2

4
= 1, z = 1;

c) y
2

16
+ z

2

8
= 1, x = �1; d) y2 = 2x � 1, x� z � 1 = 0.

�Uloha 15.27. Nap���ste rovnicu rota�cnej ku�zel'ovej plochy, ak
a) jej os je oz, prech�adza bodom M = [6; 8;�3] a vytv�araj�uce priamky zvieraj�us jej

osou uhol �
4
;

b) jej os je ox a vytv�araj�uce priamky prech�adzaj�u po�ciatkom s�ur. syst�emu a zvieraj�us
touto osou uhol �

4
;

c) osi ox, oy , oz s�u jej povrchov�e priamky.

�Uloha 15.28. Nap���ste rovnicu ku�zel'ovej plochy, ktor�a m�a:
a) vrchol V = [0; 5; 0] a dot�yka sa gul'ovej plochy x2 + y2 + z2 = 16;
b) vrchol V = [0; 0; 0] a dot�yka sa gul'ovej plochy (x � 2)2 + (y + 2)2 + (z + 1)2 = 4;

�Uloha 15.29. Nap���ste rovnice ku�zel'ov�ych plôch op��san�ych gul'ov�ym ploch�am
x2 + y2 + z2 = 36, x2 + y2 + (z � 10)2 = 1.
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�Uloha 15.30. Nap���ste rovnicu dotykovej roviny k dvojdielnemu hyperboloidu
x
2

25
� y

2

16
� z

2

25
= 1 v bode A = [15;�8;�10].

�Uloha 15.31. N�ajdite dotykov�e roviny k dvojdielnemu hyperboloidu dan�emu rovnicou
x
2

9
+ y

2

36
� z

2

4
+ 1 = 0, ktor�e prech�adzaj�u priamkou:

a) x+9

3
= y

3
= z

1
; b) x

3
= y

�6
= z+2

�4
.

�Uloha 15.32. Nap���ste rovnicu dotykovej roviny k dvojdielnemu hyperboloidu x
2

9
+ y

2

4
�

z
2

10
= �1, ktor�a obsahuje priamku y = z � 1 = 0.

�Uloha 15.33. Nap���ste rovnicu dotykovej roviny k paraboloidu z = x
2

4
+ y

2

12
, ktor�a je

rovnobe�zn�a s rovinou x� y + 2z + 2 = 0.

�Uloha 15.34. N�ajdite ku�zel'ose�cku, v ktorej dan�a rovina pret��na hyperbolick�y paraboloid
x
2

12
� y

2

9
= 4z, ak rovnica roviny je:

a) x + 4 = 0; b) y � 1 = 0; c) z = 0;
d) x � y = 0; e) z � 1 = 0; f) z + 1 = 0.

�Uloha 15.35. Dok�a�zte, �ze rovina 2x + y � 3 = 0 pret��na hyperbolick�y paraboloid 4x2 �
y2 + z = 0 v priamke.

�Uloha 15.36. Dok�a�zte, �ze rovina 5x + 2y � z � 10 = 0 pret��na hyperbolick�y paraboloid
z = xy v dvoch priamkach.

�Uloha 15.37. N�ajdite rovnicu rota�cnej valcovej plochy, ktor�a prech�adza bodom M a jej
osou je priamka p.
a) p : x = 1 + 3t; y = �2� 2t; z = 2 + t; M = [2;�1; 1].

�Uloha 15.38. N�ajdite rovnice rota�cnej valcovej plochy, ktorej povrchov�e priamky s�u
kolm�e na rovinu % a dot�ykaj�u sa gul'ovej plochy g.
a) % : 2x � y � z + 11 = 0; g : x2 + y2 + z2 = 4.

�Uloha 15.39. N�ajdite rovnicu rota�cnej valcovej plochy op��sanej gul'ov�ym ploch�am g1 a
g2.
a) g1 : x

2 + y2 + z2 � 2x � 2y � 4z = 10; g2 : x
2 + y2 + z2 = 16.

�Uloha 15.40. Nap���ste rovnicu rota�cnej valcovej plochy, ak
a) prech�adza bodom A = [4; 1; 8] a jej os je ur�cen�a priamkou (x�1) : (y�1) : (z+1) =

1 : 0 : 1;
b) jej povrchov�e priamky s�u kolm�e na rovinu 2x� y� z+11 = 0 a dot�ykaj�u sa gul'ovej

plochy x2 + y2 + z2 = 4.

�Uloha 15.41. N�ajdite rovnicu kvadratickej plochy, ktor�a
a) pozost�ava pr�ave z t�ych bodov, ktor�e s�u rovnako vzdialen�e od rov��n x�5y+4z+5 = 0

a 2x � 10y + 8z + 3 = 0.

�Uloha 15.42. N�ajdite rovnice v�setk�ych rov��n symetri�� danej kvadratickej plochy.
a) 3y2 � 4xy � 10xz + 4yz = 0.
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�Uloha 15.43. N�ajdite rovnicu gul'ovej plochy so stredom v bode S, ktor�a sa dot�yka
kvadratickej plochy k.
a) k : x2 + 6xz + z2 + 12x+ 20z + 48 = 0; S = [�3; 3;�1].

�Uloha 15.44. N�ajdite bod kvadratickej plochy k, ktor�y le�z�� najbli�z�sie k bodu A.
a) k : x2 � y2 + 4xz � 4yz + 3 = 0; A = [0; 0; 0] ([2; 2;�1]).
b) k : 4x2 + y2 + z2 � 4xy � 4xz + 2uz � 9 = 0; A = [1; 1; 1].

�Uloha 15.45. Elipsoid s polosami a, b, c sa dot�yka roviny % a kvadratickej plochy k.
Nap���ste rovnicu dan�eho elipsoidu.
a) a = b = 1; c = 3; % : 2x � 2y + z � 19 = 0;

k : 5x2 + 5y2 + 8z2 + 8xy � 4xz + 4yz + 10x � 10y � 13z + 5 = 0.

�Uloha 15.46. Ur�cte vzdialenost' bodu A od kvadratickej plochy k.
a) k : 5x2 + 4xz + 8z2 � 32x � 56z + 80 = 0; A = [2; 1; 3].

�Uloha 15.47. Nap���ste rovnicu valcovej plochy, ak
a) ur�cuj�uca krivka je x2 + y2 = 16, z = 2 a os valca je ur�cen�a vektorom �!a = (1; 1; 3);
b) ur�cuj�uca krivka je y2 = 2x, z = 0 a povrchov�e priamky s�u rovnobe�zn�es priamkou

x�2
1

= y+1

2
= z�0

3
;

c) ur�cuj�uca krivka je x2�y2 = 1, z = 1 a povrchov�e priamky zvieraj�u so s�uradnicov�ymi
osami rovnak�e uhly.
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