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1 Tedria mnozZin

1.1 Mnoziny

Mnoziny st abstraktné datové struktiry, ktoré sa priamo fyzicky fazko implementuju (konkrétne datové
nosife st usporiadané lepsie pre zoznamy postupnosti) - pre nas to bude teraz jazyk metamatematiky
(rozpor DB reldcie mnozina x fyzicky).

vymenovanim prvkov:  {a,b,c} 0

vlastnostou: {z: p(x)} {x:xe A&k p(x)}

V mnozine nezédlezi na poradi, prvky sa neopakuji, mnozina {z,y} oznacuje dvojprvkovi mnozinu, ak
ndhodou = = y = a potom je {z,y} = {a}

Priklady: {

Oznacenie 1.1
e mnoziny velkymi pismenami (4, B,C, X,Y,...)

e systémy mnozin velkymi pisanymi pismenami (A4, 5,C,...)

e prvky mnozZiny spravidla malymi pismenami (z,y,...)

Axiéma 1.2 (extenzionality)
(VA,B) [(Vx)(z € A«— z € B) «— (A= B)]

Tato axidma je zdkladnym prostriedkom pre rovnost dvoch mnozin:
ak A C B, AD B, potom A = B (dokaz sa Casto rozdeli na dve casti).

Poznamka 1.3
(Vz)(x € A« ¢(z)) vyjadrime ako A = {z : o(z)}

Definicia 1.4
Zadefinujme nasledovné operacie na mnozinach:

e ANB={z:z€ A&z € B}
e AUB={z:2€AVze B}

e A—B={z:z€cA&z¢B)

e UA={x:(FA)(Ac A&kzc A)} U{A,B}=AUB
e NA={x:(VA)(Ac A—=zc A} N{AB}=ANB

e P(A)={B:BC A}

Poznamka 1.5
Sme v metamatematike, eSte nemame logiku; vSetky spojky, kvantory sa skratky pre ,slovenské“ vyrazy.
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1.1.1 Zakladné tvrdenia o mnozinach

Lemma 1.6
Pre Iubovolné mnoziny X,Y, Z plati

i) X=XNX=XUX (zakon idempotencie)

(i) XUY =Y UX
XNY=YnX (komutativnost)

(iii) ( XNY)NZ=XnNn{¥N2Z)
(XuY)uz=XU(Yu2Zz) (asociativnost)

(iv) XNYUZ)=(XNnY)u(XNnZ)
XU(Ynz)y=(XuY)n(XuZz) (distributivnost)

Lemma 1.7

XNYCXCXUY

XNYCYCXuy

XCY+«——XUY =Y

XCY+—XNY=X

Pre kazdé U také, ze X, Y CU,plati X CY «—U-Y CU - X

De Morganove pravidla:
X-MNuY)=(X-Y)N(X -Y>)
X-nYy)=X-Y")U(X-Y)

Lemma 1.8

(X-Y)-Z=X-(YUZ)
X—(Y-2)=(X-Y)U(XUZ)

rozdiel nie je associativny (ani komutativny)

1.1.2 Zakladné definicie a tvrdenia o relaciach

Definicia 1.9
Usporiadana dvojica {(a,b) je mnozina definovand vztahom

(a,b) = {{a},{a,0}}

Lemma 1.10
(z,y) = (u,v) «— (r=u &y =)

Dokaz.
-

ak z =u ay =v potom {z} = {u} a {z,y} = {u,v}

{oh Ao} = {{ud {u0}} ) )
vezmime {u}, to sa rovn4 Zli%j?i;jm{i,y_})x_jﬁu: .

bud {u,v} ={z} —v=12x

vezmime {u, v}, to je tiez { alebo {u,v} ={z,y} —v=zVuv=y
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Ak u = z a stcasne v = y sme hotovi.
Ak u = x a sGcasne v = x potom {u,v} = {z}. Odtial

{z} Az, v}} = {{uh {w, 03} = {{z}, {2}} = {{=}}
a teda {x,y} = {z}, z toho y = z. Na zaver teda u =v =y = z.

Definicia 1.11
Kartézsky sucin mnozin A a B je definovany:

Ax B={{a,b):ac A&bec B}

Poznamka 1.12
Plati:

e AxB=0akk (A=0Vv B=10)
e Ak Ax B#(Ppotom AxB=CxD-—A=C&B=D
e AC A, aBCB;potomAxBC A; x By

Lemma 1.13
(1) A x (BluBQ) = (AX Bl)U(AXBQ)
(AlUAQ) XB:(A1 XB)U(A2 XB)

(11) Ax(BlﬂBg):(AxBl)ﬁ(Ang)
(AlﬂAg)xB:(Ale)ﬁ(Ang)

(111) A x (BlfBQ):(AXBl)f(AXBg)
(Al—Ag)XB:(Ale)—(Ang)

Lemma 1.14

Ax BCP(P(AUB))

Dokaz.
Nech (u,v) € A x B.

u€ Aateda {fu} CACAUB
Potom pre {{u}, {u,v}} = (u,v) plati: ¢ a zaroven

v € B ateda {u,v} CAUB

Odtial
{u} € P(AU B) a sucasne {u,v} € P(AU B)
z toho
{{u}7 {u,v}} - P(AU B)
{{u}, {u,v}} € P(P(AUB))
(u,v) € P(P(AUB))

Lemma 1.15
Ak A# 0 a B # 0 potom

AuBc|J(JAxB))
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Dokaz.
Nech u € A, v € B st lubovolné, ale pevne zvolené.
Potom:

{{u},{u,v}} € AxB
{ub, {u, v} € U(A x B)
wo e JJAxB)

1.2 Relacie a zobrazenia

Poznamka 1.16 (Motivacia)

Motivacia:

reldcie (vztahy medzi fudmi, organizdciami, $tdtmi, ...)
ale aj objekt a jeho vlastnosti (atributy).

Napr. vzfah otec — matka — diefa, alebo matematické relécie 2 < 3, (2 + 3)2 = 25

Modelovanie moderného sveta {

Rozvrhové akcia méa hodnoty, parametre, atriblty — miesto, ¢as, uéitel, skupina, predmet.
Zakaznik banky - meno, adresa, ¢islo uctu, histéria stavu uctu.
Nakupny kosik - zakaznik, jeho atributy, ¢o kupil, ako platil, aké ma auto.

v prirodzenom jazyku (végne, subjektivne)
databdzy, informacéné systémy (DBS, IFS)

modelovanie sveta S .
matematické a formalne modely

Dzungla elektronickych dat, modelovanie znalosti (nekonkrétny SW alebo principy, metédy a nové vy-
sledky)
Zmnalosti, napr.

e ak m3a pacient hortcku, vysoké biele krvinky, RT'G pozitivne, potom sa stanovi diagnéza Dg

e mladému nezamestnanému banka neda tver — malé Sanca, ze ho splati.

1.2.1 Matematicka reprezentacia relacii

Definicia 1.17
Mnozina R je (bindrna matematickd) relacia ak existuju A a B také, ze

R C Ax B.

Priklad 1.18

R = {{{a}, {a,b}}, {{a}, {a c}}, {{B}, (b, d}}} C {a,b} x {b,c,d)
S ={a, (a,b),(a,c),d} (,pomiesand“ mnozina)

Tieto mnoziny budeme vyuzivat v prikladoch.

Poznamka 1.19
Poznamenajme, Ze niektoré relacie piSeme infixne, tj. © < y akk (x,y) €<, © = y akk (z,y) €=. Niekedy
(x,y) € R piSeme tieZ = R y.
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Definicia 1.20
Nech X je mnozina, potom

dom(X) = {u:(Fv)({u,v) € X)}
mg(X) = {v:(Guw)({u,v) € X)}

Pozorovanie 1.21
Ak R C A x B potom dom(R) C A arng(R) C B. Ak R je relacia, potom R C dom(R) x rng(R).

Priklad 1.22
Pre mnoziny z prikladu 1.18 plati:

dom(R) = {a,b}, rng(R) = {b, ¢, d}
dom(S) = {a}, rng(S) = {b, ¢}

Definicia 1.23
Nech X a Y st mnoziny. Potom

X"'"Y = {z2:(WyeY&yz2ecX)}
XY = {{y2):yeY &ly,z € X}

X "Y ¢itame ,obraz X na Y.
X 'Y citame ,,X zGZené na Y“.

Priklad 1.24
Majme dant reldciu < na mnozine (0;1). Najdite

<"(0,5;0,7), <1(0,6;0,9)
Pre mnoziny R a S z prikladu 1.18 plati:
S {d} =0,R" {a} = {b,c}, S [ {a} = {(a,b), (a, )}, R | {b} = {(b,d)}
Lemma 1.25

YCZ potom X|[YCX]|Z
YCZ potom X"YCX"Z

X"(Yuz) = X"YuX'"Zz
X"(XnZ) < X'YnXx'Zz
X'Y-X"Z C X"(Y-2)

Uloha 1.26
Najdite protipriklady na obratené inkltuzie a implikacie v predoslej lemme.

Definicia 1.27
Pre Iubovolné relacie R a S definujeme
R™' = {{u,v): (v,u) € R}
RoS = {{u,v):(Fw)({u,w) € R& (w,v) € S)}
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Lemma 1.28
Pre Iubovolné reldcie R a S plati
dom(R™) = rng(R)
mg(R™1) dom(R)
R = (RH!
dom(RoS) C dom(R)
rmg(RoS) C rng(S)
(RoS)™* StoR™!
Ro(SoT) = (RoS)oT

Definicia 1.29
Relacia FF C A x B sa nazyva zobrazenie (funkcia) z A do B, ak pre kazdé a € A a by,bs € B plati

((a,b1> el & (a,b2> €F) — by = by

Poznamka 1.30

Ak F je zobrazenie, potom fakt (u,v) € F zapisujeme tiez F'(u) = v.

Upozoriiujeme, Ze pojem zobrazenie mé iny vyznam v pocitacovej grafike a funkcia moze mat v OOP tiez
iny vyznam.

Priklad 1.31
Pre Iubovolné A, B, je () zobrazenie z A do B.

Dokaz.
Zjavne () C A x B. KedZe pre kazdé a € A,b € B (a,b) ¢ 0, potom je podmienka v definicii zobrazenia
trividlne splnend (Lava Cast implikdcie je vzdy nepravda, teda cela implikicia je vZdy splnend.).

O

Definicia 1.32
Mnozina vSetkych zobrazeni z A do B je definované vztahom

AB = {f : f je zobrazenie z A do B také, ze dom(f) = A}

Definicia 1.33
Usporiadané n-tica (kde n je metamatematické prirodzené ¢islo) sa definuje postupne pomocou operécie
usporiadanej dvojice takto:

(x1,m2,23) = ((x1,72),23)
<l’1,$2,$3,l‘4> = <<$1,.’£2,$3>,1’4>
(1, yxn) = ({T1,. ., Tn_1),Tn)
Kartézsky sacin usporiadanej n-tice mnozin (44,..., A,) sa definuje podobne
(Al X A2 X Ag) = (A]_ X Ag) X A3

n n—1

M4 - Taxa

i=1 i=1
MnozZina je n-arna relacia, ak existuja Ai, ..., A, také, ze

RCA x...x A,
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Poznamka 1.34

Tento striktne exaktny pristup méa nevyhodu, ze n-arna relacia je vlastne binarnou reldciou na mnozinach
(A; X ... x A,_1) a A,. Preto niekedy abstrahujeme od poradia pouzitia operécie (z,y) a stotoZriujeme
vSetky mozné zatvorkovanie pokial sa zachovdva poradie.

Stotoziiujeme:

—~

x1, T2, x3) R (21, (T2, 73)) = ((x1,22), x3)

—~

T1,T2,T3,T4) ~ ((T1, T2, T3), T4) = ((¥1,22), (¥3,74)) = (T1, (2, T3, 74))
(71, 22), 73), w4) = (w1, (22, 73)), Ta) = (21, (22, (¥3,74)))

Q

Uloha 1.35
Kolko moznych spdsobov zatvorkovania mame pre usporiadani n-ticu?

1.2.2 Informaticka reprezentacia relacii.

Priklad 1.36
Predpokladajme, Ze mame databazova schému rozvrhu na nasej fakulte

RoOzZVRH(miesto, ¢as, ucitel, skupina, predmet)

a konkrétna realizicia rozvrhu obsahuje zdznamy napr.

(P8, Ut 8%, PV, 21, KMI/FLPla) € ROzVRH
(P1, St 790, VG, 2, KMI/AFJla) € ROZVRH
(P8, St 930, SK, 2I, KMI/DBS1b) € ROzVRH
(P1, St 15% PE, 2, KMI/OOPle) € ROZVRH

Potom tu platia funkéné zavislosti:
e {miesto, ¢as} ur¢uje {predmet, ucitela}
e {predmet, skupina, ucitel} uréuje {posluchéren, ¢as}

Potrebujeme modelovat viacarne relacie, ako tu 5-arne, ale potrebujeme zachovat aj ,,vyznam®. T.j. ked si
predstavime, ze mame inti databdzu technického vybavenia so schémou

TECHNIKA (posluchdren, spédtny projektor, datovy projektor)

SO zéznamami

(P8, ANO, NIE) € TECHNIKA
(P1, ANO, ANO) € TECHNIKA

a int schému poziadaviek na predmet
Po0Z1ADAVKY (predmet, spétny projektor, datovy projektor)

S0 zaznamami
(KMI/DBS1b, ANO, ANO) € POZIADAVKY
(KMI/OOP1le, ANO, ANO) € POZIADAVKY

S pouzitim matematickej reprezentécie relacii fazko zistime, ¢i uéitel ma alebo nemé pozadované vybavenie
pre svoju prednasku.
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Definicia 1.37

Nech I je mnozina indexov. Zobrazenie F' také, Ze dom(F') = I nazyvame indexovanym siborom mnozin
{F(i) : i € I}. V pripade, ze 7(Ai1,...,4,) je relatnd schéma a mnozina indexov A = {4;,...,4,}
je mnozinou atribtov tejto schémy, potom je indexovany sibor mnozin {D(A) : A € A} nazyvany aj
indexovanym stiborom domén atributov relacnej schémy r(Aq, ..., A,).

Priklad 1.38
Majme schému

RoOZVRH(miesto, ¢as, ucitel, skupina, predmet)

potom
D(miesto) = {P1,P2, ..., PS8, ..., M5, ...}
D(¢as) = {Po 7%, Po 715 Po 180O Ut 799 ...}
D(ucitel) = {GA, VG, SK, PV7 .
D(skupina) = {1I, 2I, 2MI, 2FI,...}
D(predmet) = {KMI/FLPla, KMI/AFJla, KMI/DBSI1b,...}

je indexovanym stiborom domén atribttov pre UPJS.

Definicia 1.39
Nech r(A1,...,A,) je relatnd schéma a {D(A) : A € A} je indexovany subor domén jej atribatov (D :
A — X). Potom informatickd reprezentacia rela¢nej schémy r(A;, ..., A,) je mnozina zobrazeni

R C (| Jmg(D)) také, ze f € R implikuje (VA € A)| ] f(A) € D(A)
Napr. f.A, rozvrh[2].¢as

Definicia 1.40
Nech r(Ay,...,Ay) je relaénd schéma a D : A — |J D(A) je indexovany stibor domén atributov (obcas
vyznacovany {D(A) : A € A}). Potom informaticka reprezentéicia relacnej schémy r(.A) vzhladom k D je

mnozina zobrazeni
A(|Jme(D))

f € R implikuje (VA € A)(f(A) € D(A)).

taka, ze

Priklad 1.41
V Pascale definujeme napriklad

type Rozvrhova_akcia=record
miesto : Mend_posluchéarni
gas : Casové_intervaly
ucitel : Mena_ucitelov
skupina
predmet
end;

Rozvrh=array[1...100] of Rozvrhova_akcia
end;

var Rozvrh0102 : Rozvrh
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Priklad 1.42
V nasom priklade rela¢nej schémy ROZVRH, mnozinova reprezentacia (relacné) obsahuje napriklad prvok

(P8, Ut 845, PV, 2I, KMI/FLP1a) € RozvRH

V informatickej reprezentacii analogickd informaécia je reprezentovana zobrazenim (mnoZinou usporiada-
nych dvojic)

{(miesto, P8), (¢as, RH 8%%), (ucitel, PV), (skupina, 21 ), (predmet, KMI/FLP1a)}

Obcas budeme tato informdciu (a dalsie) reprezentovat graficky takto:

Rozvrh
miesto éas uditel | skupina predmet
P8 Ut 8% PV 21 KMI/FLP1la
P1 | $t7° | VG 21 | KMI/AFJla
P7 St 1090 Xy 3*

Definicia 1.43
Nech R je Tubovolnd (ale pevne zvolend) relacia schémy r(A) vzhladom k D.
Nech A; C A. Potom projekciu R na A; definujeme takto:

[1(R) = {f € (| Jmg(D)) : ex. g € R také, 7e f C g}
A

Definicia 1.44
Nech A, A C A st neprazdne. Povieme, Ze v relacii R plati funkénd zdvislost A; = As, ak pre kazdé
f.9 € Rtaké, ze f [ Ay =g [ Ay plati, ze f [ A2 =g | A2

Definicia 1.45
Nech S je realizicia schémy s(B) vzhladom k doméne E. Spojenie realizécii R a S je realizacia:

RS = {f:AUB— (Urng(D) UUrng(E)) :
(Vg € R)(3h € S) také, ze (VA € AN B)(g(A) = h(A)) a naviac f = gU h}

Pre D a E definujeme D M E zobrazenie s definiénym oborom A U B nasledovne:

D(A), ak Ac A—B
(DM E)(A) ={ E(A), ak Ac B— A
D(A)NE(A), ak Ae ANB

Pozorovanie 1.46
R S je realizaciou schémy r <t s(AUB) vzhladom k doménom DM E a definicia je korektna, t.j. f = gUh
je zobrazenim

Priklad 1.47
Prednéasky so zabezpefenym technickym vybavenim dostaneme ako realizaciu, ktora je vysledkom operacii

H (ROzVRH <1 TECHNIKA > POZIADAVKY)

{predmet, ucitel}
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(Poznamenajme, Ze z hladiska vysledku nezdlezi na poradi zatvorkovania operacie <, ale vzhladom k
efektivnosti je lepsie najprv zostrojit join TECHNIKA <1 POZIADAVKY a aZ potom join s ROZVRH-om.)
Vzhladom k ndsmu prikladu realizicia

TECHNIKA > POZIADAVKY
obsahuje napr. zdznamy
{(predmet, KMI/OOP1e), (miesto, P1), (spatny proj., ANO), (détovy proj., ANO)}
a vo vysledku ,,pozadované technické vybavenie*
{(predmet, KMI/OOP1e), (ucitel, PE)}.

Vsimnime si, Ze nds$ model este nie je dokonaly, neumoziiuje dobre vyhodnotif rozvrh, v ktorom je miestnost
vybavena lepSie nez sa vyzaduje.

1.3 Ordinalne ¢isla

Neformalny pristup bez definicie:

0 0
1= {o}={0}
2 = {01} ={0,{0}}
3 = {0,1,2}=...
n = {0,1,...,n—1}
n+1l = {0,1,...,n}={0,1,...,n—=1,n} ={0,1,...,n—1}U{n} =nU{n}

n<m akk nem akk nCm
nNm = min{n,m}
nUm = max{n,m}

Mnozina prirodzenych cisel

w={0,1,2,...,n,...}

v tedrii rekurzivnych funkcii to je primitivny pojem — Peanova aritmetika, neznamené, ¢o konkrétne je n.
Turingové stroje (,,palicky”) — na vstupe n = I"*1, na vystupe fyzikalne — dvojkovéa reprezentacia.
Vyhoda tedrie mnozin oproti inym reprezentaciam je, ze vieme povedat, ¢o sa deje ,za“ w, w+1 =
wU{whw+2,w+3,...,0w+n,...,w+tw,...

1.4 Stromy
Definicia 1.48

"m ={f: f je zobrazenie z n do m také, ze dom(f) =n}

teda

(fSnxm) & (dom(f)=n) & (Vzem)(Vy,y2 € n)((f(z)=y1& f(z) =y2) — v1 = ¥2)
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Ked7e pre lubovolné n, m je (} zobrazenie z n do m (pozri priklad 1.31) a navyse dom(0) = 0, tak
%9 ="m = {0}

leboD COXxP=0xm=70.
Naproti tomu, pre n # ()
") =0

lebo neexistuje také zobrazenie f z n do (), pre ktoré by navyse platilo dom(f) = n.

Priklad 1.49
Uvazujme pre dané n a m mnozinu vsetkych zobrazeni

<Ny — U 2%
i<n
a skimajme relaciu C na tejto mnozine

By = Ui2:°2u12u22:
1<3

—_
=
—~
-
o
o
=
—
—~—
-
o
—
-
—
—~
N
(=)
(=)
~
—~
—
(e)
=
—
—~
—~
(=)
(=)
=
—~
=
—
-
—~
o
—
=
—~
—
(==
=
—
)
-
o
—
=
—~
—
—
-
—

Priklad 1.50 (stromy v XML)
<strom>0<strom>0<uzol>00</uzol><uzol>01</uzol></strom>
<strom>1<uzo0l>10</uzol><uzol>11</uzol></strom></strom>

Definicia 1.51
Pre f € <"m a i € m definujeme

f7i=fu{(dom(f),i)}

Definicia 1.52
Mnozina T' C <"m sa nazyva strom (m-arny strom), ak

(Vf € T)(Vi € dom(f))(f [i€T)
e () € T sa nazyva koreil stromu.
e f €T sanazyvaja uzly stromu 7.

e Pre f € T ai € m sa fi sa nazyva potomok (néslednik) uzla f.

Pre f # () sa uzol f | (dom(f) — 1) nazyva predok (bezprostredny predchodca) uzla f.

Pre i < n je T N%m i-ta hladina stromu.

Dlzka (vyska) stromu T je minimalne i také, ze T N im = ().

Uzol f € T sa nazyva list stromu, ak neexistuje i € m také, ze f~i € T.
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e T" = <"m sa nazjva tplny m-arny strom dizky n.

Poznamka 1.53
e i-ti hladinu stromu pre i < n je {f € T : dom(f) = i}. Podla definicie 1.52 je tiez zrejmé, Ze listy

<

stromu <"m st vetky zobrazenia *~Dm.

Definicia 1.54
Nech T' C <"m je strom a H je mnozina hodnét. Potom ohodnotenie stromu T hodnotami H je zobrazenie

h:T— H.

Priklad 1.55
Nech H je mnozina vietkych moznych rozlozeni dam na $achovnici — v zapise usporiadand 8-tica (v stipci),
napr.

(Dal, Db3, Dc2, Dd4, De, Df, Dg, Dh)
(Dab, Db8, Dc6, Dd4 ) (ak ddma nie je uvedend, znamend to neobsadené pole)
Pre f € <88 polozme h()) = {neobsadend Ziadna}
h(f) = (Daf(0), Dbf(1), Dcf(2),...) podla dizky def. odboru.

Nech Tp C <98 je mnozina tych f € <88 pre ktoré h(f) je rozlozenie dam v prvych dom(f) stipcoch také,
7e ziadne dve z nich sa neohrozuju.

Uloha 1.56

e Dokézte, ze T mé dizku 9 (aj z uzlom ()

e Napiste pascalovsky program, ktory najde metédou backtracking rozlozenie 8-dam.

e Dokazte, ze

- f(i)+j—i7éf(j))} vy , : )
eTp = (Vi,j < dom i .. . t.j. |f(7) — i—
reto =i <dom(n) ( JOTETHZIE) Yo 150 - 1) # 1

V tomto tivode do tedrie mnozin sme prebrali zdkladné konstrukcie (datové struktiry), pomocou ktorych
budeme modelovat informatické procesy, objekty, atd.

Dalsi formalizmus, ktor§ potrebujeme k informatike je logika. Logika je popis toho, ¢o mé platit medzi
vstupom a vystupom

o(T,7)
Poznamka 1.57
Funkcionélne a logické programovanie
proceduralna deklarativna
stranka stranka
algoritmus splnenie poziadaviek
Pascal, TS vztah medzi T a J
funkcionélne logické
f={{z, f(z)),z € dom f} podminky
¢ierna skrinka SQL dotaz
dokaz - pravdivost =
nedeterministicky (v zmysle logiky)
slepy algoritmus
vypocitand odpoved spravna odpoved
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Definicia 1.58 (neformaélna)

Vyrokovy pocet — vyroky si oznamovacie vety, na ktoré mozno odpovedat pravda/nepravda (dno/mnie).
Nehladdme vnatornd pri¢inu pravdivosti.

Predikdtovy pocet — $truktira objektov, hladd vnatornt prié¢inu pravdivosti.

(x+19)? = 2%+ 22y + 12

syntax - slovd v abecede, axiémy, dokézatelnost
sémantika - modely sveta, pravdivost.

Teplota = 38.5°C & . .. & pozitivny RTG — diagnédza

zena: vek > 40 & prijem > regionélny priemer — daf pozicku

Logika {

2 Vyrokovy pocet

2.1 Zakladné definicie

Abeceda A vyrokového poctu obsahuje
e mnozinu elementérnych vyrokov EV = {p,q,r, s,p1,71,...}
e logické spojky —, —
e pomocné symboly ( ) ,

Slové v abecede A: p p )p p—q po—q )
Premenné na oznacovanie slov ¢, 1, X, ©o, Pn, - - -

Definicia 2.1
Postupnost slov ¢, . . ., p, v abecede vyrokového poctu sa nazyva vytvarajica postupnost vyroku, ak pre
kazdé ¢ < n plati, ze

e bud ¢; je elementarny vyrok
e alebo existuju j, k < i také, ze:

— bud ¢; = —(p;)
— alebo @; = (p;) — (¢k)-

Poznamka 2.2
Rovnost = je rovnost syntaktickd — ,,pismenko po pismenku*.

Definicia 2.3
Mnozina slov VYRypy C A* sa nazyva mnozinou vyrokov definovanych ,zdola* pomocou vytvarajucej
postupnosti vyroku, ak

VYRypy = {p : existuje vytvarajica postupnost vyroku ¢y,..., o, takd, ze ¢ = @, }

Definicia 2.4
Mnozina slov A C A* sa nazyva uzavretd, ak EV C A a pre kazdé ¢, € A plati, ze

“p)ed a (p) — (P ed
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Definicia 2.5
Mnozina slov VYRyum € A* sa nazyva mnozina vyrokov definovanych ,zhora“ pomocou najmensej (mi-
nimdlnej) uzavretej mnoziny, ak

VYRMUM = ﬂ{A C A" : A je uzavretd mnozina}.

Definicia 2.6
Nech H = EV U {—, —}. Ohodnoteny strom

h:T—H
pre nejaké T' C <2 sa nazyva syntakticky strom vyroku, ak:
e kazdy uzol, pre ktory h(f) = -, ma prave jedného naslednika f—0
e kazdy uzol, pre ktory h(f) =—— mé& prave dvoch naslednikov f0, 1

o f je list stromu T akk h(f) je elementarny vyrok (t.j. h(f) € EV).

Definicia 2.7
Nech f € T C <"™m je uzol stromu T. Potom podstrom T} stromu 7 uréeny uzlom f je definovany
nasledovne:

Ty ={ge <n=domDyp . g € T}

Pric¢om operéacia fg je definované nasledovne:
e Pre vietky i < dom(f) je (f"g)(@) = f(i).
e Pre vietky j < dom(g) je (f™g)(dom(f) +j) = g(4)

Definicia 2.8
Nech h : T — H je syntakticky strom vyroku. Rekurzivne ,zdola nahor* definujeme pre f € T funkciu
eval(h, f) takto:

e ak h(f) € EV potom eval(h, f) = h(f).
e ak h(f) = — potom eval(h, f) = —(eval(h, f70))

e ak h(f) =— potom eval(Ty) = (eval(h, f~0)) — (eval(h, f1))

Definicia 2.9
Mnozina vyrokov VYRgTr C A* sa nazyva mnozina vyrokov definovanych pomocou syntaktickych stromov
ak

VYRgTR = {¢: existuje syntakticky strom h taky, ze ¢ = eval(h, ()}

Veta 2.10
Existuje Turingov stroj taky, ze ak na paske vstupuje konfiguracia og pre ¢ € A* tak vzdy a dava vysledok

1, ak ¢ je vyrok
0, ak ¢ nie je vyrok

Veta 2.11
Mnozina Gdédelovych cisel vyrokov je rekurzivna.
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Veta 2.12

VYRVPV = VYRMUM = VYRSTR = VYR

Dokaz.

VYRstr € VYRMUM

Fixujeme A uzavretii. Nech h je syntakticky strom vyroku. Potom indukciou cez uzly f od listov stromu
ukézeme: eval(h, () € A.

e h(f) € EV, potom eval(h, f) =h(f) e EVCA
e Ak h(f) =— a z indukéného predpokladu eval(h, f70) € A a eval(h, f1) € A potom

eval(h, f) = (eval(h, f70)) — (eval(h, f"1)) € A.
o Ak h(f) =— aeval(h, f70) € A potom

eval(h, f) = —(eval(h, f0)) € A.

VyRmum € VYRypy.
KedZe VYRyuMm je prienik vSetkych uzavretych mnozin, sta¢i ukdzat, Ze mnozina VYRypy je uzavreta.

e EV C VYRypv, lebo elementarny vyrok je sam sebe VPV.

e Nech ¢,9 € VYRypy a g, ..., = @ je VPV ¢ a nech vy, ..., ¥, =1 je VPV 9. Potom

©0, - - - asona'lzb()a s awma (San) I (wm)
je VPV (¢) — (¢). Teda (¢) — () € VYRypy .

e Nech ¢ € VYRypy a nech g, ..., ¢, = ¢ je jeho VPV. Potom vSak aj =(¢) € VYRypy, lebo jeho
VPV je ¢o, ..., ¢n, (©n). Teda VYRypy je uzavretd mnoZzina.

VYRvpv € VYRsTR
Definujeme operacie = a — na stromoch. Nech h : T' — H,k : S — H su syntaktické stromy. Potom
definujeme pre kazdé u e T av € S:

(=h)(©®) = -
(=h)((0,0)"u) = h(u)
(h—k)®) = —
(h — k)((0,0)"u) = h(u)
(h — k)({0,1)"v) = k(v)

Lahko vidiet, Ze eval(=h, () = —(eval(h, D)) a eval(h — k, () = (eval(h,0)) — (eval(k, 0)).
Nech ¢g, ..., ¢on = ¢ je VPV ¢. Indukciou cez i < n ukazeme, ze @; € VYRSTR-

e ak ¢, € EV, potom strom pre ¢; je h;(0) = ¢;.

e ak existuju j,k < 14, také, ze ¢; = (¢;) — (), potom strom h; vznikne zo stromov h; a hg
operaciou — definovanou vyssie, h; = h; — hy.

e ak existuje j < 4, také, Ze ; = —(p;), potom h; = —h;
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O
Kazdy logicky systém mé za ciel popisat (modelovat) realitu - samozrejme s istym ,zaokrahlenim, z istej
sperspektivy®, niefo musi zanedbat.

syntax
mozné svety
sémantika vyznam tvrdeni
pravdivost

logicky systém

Vyrokovy pocet - syntax - abeceda A, A*, VYRypy = VYRMuMm = VYRgTR hepatra po vnutornych dovo-
doch pravdivosti - mozny svet je ohodnotenie elementarnych vyrokov pravdivostnymi hodnotami.

2.2 Ohodnotenie vyrokov

Definicia 2.13
Ohodnotenie elementarnych vyrokov je zobrazenie

v:EV — {0,1}

NaSou snahou je rozsirit ohodnotenie VYR. Musime si eSte definovat pravdivostné funkcie logickych spojok:

-*(z) = 1l-=x
—*(z,y) = min(l,1-z+y)
alebo tabulkou
—* 0 1 —°
0 1|1 0 1
1 0]1 1 0

Uz na strednej skole a v prvom roc¢niku vysokej skoly sme pocitali pravdivostnii hodnotu vyroku takto:
p—(r—y9q)

plag|r—q|p—(¢—p)
vl |00 1 1
v2 0|1 0 1
v3 110 1 1
v3 11 1 1

Definicia 2.14
Nech v : EV — {0,1} je ohodnotenie elementdrnych vyrokov a nech ¢q,...,¢, = ¢ je vytvarajica
postupnost vyroku ¢. Potom oypy(p) definujeme indukciou pre i < n takto:

e ak ¢; € EV potom typy(p;) = v(p;)
o ak ex. j, k < 1 také, ze
— i = ~(p;) potom Vvev (i) = =*(Vvev(p;))
— i = (¢;j) — (px) potom Dvpy(pi) =—* (Dvev(¥;), Ovpv(Pr))-

Poznamka 2.15
Treba ukézat (odbornici na cviceniach), ze tato definicia je korektna — tj. Ze hodnota nezavisi na vybere
vytvarajicej postupnosti. Potom budeme mat korektne definované

vypy : VYR — {0, 1}
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Analogicky ako sme ukazovali viaceré moznosti syntakticky spravnych slov — t.j. vyrokov a dokazali, Ze
VYRypy = VYRmum = VYRgTr = VYR, aj pri definicii rozsirenia ¥ : VYR — {0,1} méme viacero
moznosti. Uvedieme eSte UsTR.

Definicia 2.16
Nech v : EV — {0,1} a h: T — H je syntakticky strom vyroku ¢ a nech evalTV(h, f,v) je rekurzivna
funkcia definovana takto:

e ak h(f) € EV potom evalTV(h, f,v)) = v(h(f))

e ak h(f) =— potom evalTV(h, f,v)) =—* (evalTV(h, f70,v),evalTV(h, f"1,v))
e ak h(f) = — potom evalTV(h, f,v)) = =*(evalTV(h, f0))
(

Potom osTr(p) je definované nasledovne:
vstr (@) = evalTV(h, (), v)

Poznamka 2.17
D4 sa ukdzat, ze typy = Ustr = ¥ : VYR — {0,1} (odbornici na cvi¢eniach).

Priklad 2.18
Majme vyrok (p — (¢ — 7)) — (p — q) — (p — 1)).
Nech ohodnotenie v(p) = 1,v(q) = 0 = v(r) (,,zdola“, od listov) Potom o(p) = 1

Syntaktické stromy st jednoznacéné, nevyhodou ale je, Ze pre kazdy mozny svet to treba prepocitat zv1ast.

2.3 Tautologie

Definicia 2.19
Vyrok ¢ je tautoldgia, ak pre kazdé ohodnotenie v : EV — {0,1} elementarnych vyrokov pravdivostnymi
hodnotami plati, ze v(¢) = 1.

oznadenie: = ¢

Oznacenie 2.20
EV(p) ozna¢uje mnozinu vSetkych elementarnych vyrokov vyskytujtcich sa v ¢ (ako pismend abecedy v
slove, alebo rng(h) NEV, ak h je syntakticky strom vyroku ¢).

Tvrdenie 2.21
Nech @, 1), x st lubovolné vyroky. Potom nasledujice vyroky su tautoldgie.

cp— (Y —0)
e (=W —9) =y =9 —(p—x)
° (o — ) — (Y — )
To, ze p — (¢ — p) je tautoldgia implikuje, ze pre kazdé ¢ vyrok
p—(p—0)

je tautoldgia. Skiisime si to podrobnejsie rozanalyzovat a dokézat vo vSeobecnosti.
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Definicia 2.22
Nech EV(¢) = {p1,...,pn} anech ¢1,...,p, st vyroky. Potom vyrok

¢(p1/<p17 e ’pn/tpn)

je vyrok, ktory z ¢ vznikne simultdnnym nahradenim vsetkych vyskytov p; za ¢;.
Presnejsie, nech
’(/J - E1$1E2£IJ2 e Ek.%‘kEkJrl

kde plati, ze x;,i = 1,...,k st prave vSetky vyskyty elementadrnych vyrokov (pi1,...,p,) a E; sa Casti
slova, ktoré neobsahuju elementarne vyroky (a st teda zlozené z (, ), — a —).
Nech ind(z;) € {1,...,n} je index elementarneho vyroku x; tj. 2; = pina(;)- Potom plati:

V(p1/e1,- - Pn/en) = E10ina(1) B2Pina2) E3 - - - ExPind(k) Ert1-

Tvrdenie 2.23
Definicia je korektna, tj.

Y(p1/P1s- -, Pn/Pn)
je vyrok.

Dokaz.

e Alternativa 1.
Nech 91,...,9%, =¥ je VPV ¢ a nech cpzi,...7g0§€i = ; je VPV ¢,;. Potom

90%3"'790]1“730%7"',Spiy"'790?7"'7902,”1/}1(1)1/9017"'apn/(pn)a"'7wm(p1/<pla"'7pn/§0n)

je VPV ¥(p1/e1, ..., pn/en).

e Alternativa 2.
Nech h : T'— H je syntakticky strom vyroku ¢ a nech

st syntaktické stromy vyrokov ¢;. Potom syntakticky strom S vyroku ¥ (p1/¢1,- .., Pn/pn) definu-
jeme nasledovne:
Strom S vznikne tak, Ze na listy stromu T ,zavesime“ stromy 7; podla ohodnotenia:

S={f:feTAL(f)&{p1,-.-,pn} aleboex. i € {1,...,n}b,ueT,g €Ty, ze f =u"gAh(u) =p;}
Ohodnotenie ch : S — H definujeme takto:

—pre feSak feTah(f)é&{p1,...,pn}, potom ch(f) = h(f)
— pre fTg € S také, ze h(f) = p; plati, ze ch(f"g) = ki(g).

Lahko nahliadneme, Ze ak f je list stromu T a h(f) = p; pre i € {1,...,n}, tak eval(ch, f) = T; (=
definicie stromu S a podstromu). Teda

eval(ch,0) = ¥ (p1/p1, .-, Dn/n)-
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Veta 2.24
Nech v je tautoldgia, EV(¢Y) = {p1,...,pn} @ ¢1,...,¢n st lubovolné vyroky. Potom

Y(p1/ @1, pn/en)
je tautoldgia.

Dokaz.

Nech v : EV — {0, 1} je lubovolné (ale pevne zvolené) anech k: S — H,h:T — H hy: Ty — H,... hy:
T,, — H st postupne syntaktické stromy vyrokov ¥ (p1/p1,...,0n/©n), Vs @1, ©n.

Definujme nové ohodnotenie w : EV — {0, 1}, nasledovne:

w(pz) = TJ(SDZ) pre i€ {17 s 77’L}.
UkazZeme, Ze eval TV (k,(,v) = evalTV(h, d, w). Indukciou podla hladin stromu 7"
e ak u € T jelist a h(u) =p;, prei € {1,...,n}, potom S, = T;. Ale
evalTV(k, u,v) = evalTV(h;,0,v) = 0str(0i) = 0(0i) = w(p;) = w(h(u)) = eval TV (h, u, w).
e ak u € T nie je list, potom podla indukéného predpokladu pre kazdého potomka u' € T uzla u je
evalTV(k, v ,v) = evalTV(h, v, w) a kedze h(u) = k(u) potom evalTV(k,u,v) = eval TV (h, u, w).
Z toho, ze ¢ je tautoldgia plati

o((p1/@1s- - Pn/en)) = evalTV(k,0,v) = eval TV (h, 0, w) = w(y)) = 1.

Daosledok 2.25
Nech ¢, 1), x sti lubovolné vyroky, potom

Ax. 1 ¢ — (Y — o)
Ax. 2 (¢ — (¥ — X)) — (¢ — ) — (¢ — X))
Ax. 3 (~p — ) — (Y — @)

su tautologie, nazveme ich ,schémy logickych axiom“. Pre kazdé konkrétne p, v, x sa dany vyrok nazyva
instanciou logickej axiomy.

Uloha 2.26
Napiste program v jazyku Pascal, resp. Turingov stroj rozoznavajuci, ¢i dany vyrok je instanciou logickej
axiémy. Ukazte, ze mnozina Godelovych ¢isel instancii logickych axidém je primitivne rekurzivna.

2.4 Dokaz a dokazatelhost vo vyrokovom podte

Definicia 2.27
Postupnost vyrokov ¢y, ..., ¢, = @ sa nazyva dokazom vyroku ¢ (dokazom len z logickych axiém), ak pre
kazdé i < n plati

e bud p; je instanciou logickej axiémy

e alebo ex. j,k < i také, Ze p; = o — ¢;



22 FUNKCIONALNE A LOGICKE PROGRAMOVANIE

Definicia 2.28
Vyrok ¢ je dokdzatelny vo VP (len z logickych axiém), ak existuje dékaz vyroku .

oznacenie: - ¢

Poznamka 2.29
Poslednej podmienke hovorime pouzitie modus ponens. Ak uz vieme, Ze o a ¢ — ¢; st dokazatelné
vyroky, potom je dokdzatelny aj ;.

Priklad 2.30

Fo— 0
Dokaz.
o = p—(p—9)— )
1 = (p—(p—9) — ) —(pg—(p—09) — (¢ — )
p2 = (p—(p—9) —(p—09)
p3 = p—(p—)
ps = p—

Komentar k dékazu:
o je instancia logickej axiémy 1:

(p— (¢ —p))p/¢,a/(p — ¢))
(1 je instancia logickej axiémy 2:
p—(g—r) — ((p—9) — (p—7)p/0:q/(¢ — ¥),7/¥)
2 je vysledok pouzitia modus ponens, konkrétne pre
i=2ex.j=1k =0 (obe s < 2) také, Ze v1 = @y — V2
3 je inStanciou logickej axiomy 1:
(» — (@ —p)(p/¢,q/¢)
4 je vysledok pouzitia modus ponens, pre

t=4ex. j=2,k=3také, ze ps = 3 — @4

O
2.5 Korektnost vyrokového poétu
Veta 2.31 (o korektnosti vyrokového poctu)
Nech ¢ je vyrok, potom
ak F o, tak = .
(kazdy dokédzatelny vyrok je tautoldgia).
Dokaz.
Nech o, ..., on = ¢ je (nejaky) dokaz vyroku ¢ (nie je jednoznaéne uréeny, jeden vyrok méze mat viacero

dékazov). Indukciou pozdiz dokazu ukazeme, Ze plati = @;. Pre i < n plati
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e bud p; je instancia logickej axiémy, potom = ;.

e alebo ex. j, k < i také, ze ¢; = ¢, — ; a z indukéného predpokladu = ¢; a = . Chceme ukézaf,
ze pre lubovolné v : EV — {0,1} je 9(p;) = 1.
Z IP vieme, ze v(pr) =1 a 0(¢;) = 1. Kedze ¢; = (¢ — ¢i), tak 0(pr — ¢;) = 1. Mame teda:
L =70(pj) = 0(pr — pi) =—* (0(px), 9(p:)) =
min(1, 1 — 9(px) +9(p;)) = min(1,1 — 1 + 9(p;)) = min(1, 0(p;))
——
1
Z tejto rovnosti vyplyva, ze t(p;) = 1. O

Poznamka 2.32
Iny ndhlad na dokaz:
Vezmime moZné ohodnotenie a v iom jediny riadok, kde je 9(¢r) =1 a 9(pr, — ;) = 1. Tam je potom

Pr | Pi | Pj=Pr — Pi

0 0 1

0|1 1

110 0

111 1 v tomto riadku plati IP: 4(¢x) = 1 a sucasne

0(p;) = 1. Z toho teda (p;) =1

Poznamka 2.33 (alebo tloha)

Napiste pascalovsky program, resp. Turingov stroj, ktory overuje, ¢i postupnost slov je dokaz daného
vyroku. Ukazte, ze ,,Godelove Cislo postupnosti slov je kédom spravneho dékazu“ je primitivne rekurzivny
predikat.

Poznamka 2.34
N&s pristup k budovaniu vyrokového poétu je minimalisticky (minimalna mnozina axiém, jedno odvodzo-
vacie pravidlo, jazyk iba s — a = (bez &, V, «,...)) a sleduje tGsporny spdsob dokazu vety o iplnosti.
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3 Predikatovy pocet
syntax — abeceda, jazyk

domény atributov

men3d individui, objektov

Predikatovy pocet modely sveta { vyrazy, ktoré nadobiidaji hodnoty na objektoch
sémantika konstrukcie, vzorceky, algoritmy, funkéné zavis-
losti — termy

mozné svety — tvrdenia o termoch, pravdivost

3.1 Syntax predikatového poctu

Poznamka 3.1
Predikatovy pocet - abeceda jazyka
metadata - atribuaty A

pre kazdé A € A

premenné{ VAR? = {z4, yA 28, }

VAR; = {VAR? : A € A}

CA={cA dAcf, .. )

konétanty{ Cr={CA:Ac A}

,2doménovi“ cast jazyka

pismend abecedy f,g,...

metadata (A1, ..., An) = Ani1
funkéné symboly ~— ~—~—
Jazyk J _ _vstup vystup
Fr={{FA:Ae"1Ancw\{0}}

pismend abecedy p, +, ...
metadatova cast p(A4i,...,A4,)
predikatové symboly pmi—
»pravdivostna‘ ) btty A1,..., An

Cast jazyka Pr={{PA:Ac"A};ncw\{0}}
spojky —, —

kvantifikator V

pomocné symboly ()

typ(z) = AeA:ze Var?
o . typ(c) = A€ A:cec
metadatové funkcie typ(f) = (A1,..., Ap; Apyr) o f € FiAnoAnidni)
typ(p) = (A1,...,4,):p € PALAn)

Priklad 3.2
Priklad jazyka ,,Rozvrh PF UPJS 0102“ (AIS subsystém STUDENT)

e Agroz = {Student, Posluchareni, Skupina, Cas, Ué¢itel, Predmet}
e VARRoz = {VARA :Ae A}
e Croz ={C*: Ac A}
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— C5*d = fmen4 $tudentov

o terajsich

o prerusené

¢ minuli

¢ prihlaseni

¥

— CPos! = {M5, D1, P8, BZ1,...}
— Chredm = {KMI/FLP1, KMI/AFJ, KMI/TAL, KMI/UM}
— (CRedm . = {UI/FLP1, UI/TVY, UI/UI,...})

e Froz : napr. pocet_zapisanych kreditov(student) = pocet_kreditov

Priklad 3.3
Priklad jazyka ,Peanova aritmetika, rekurzivne funkcie®:

Oa +17 +a <, =
rozsirenie jazyka: () 2, z¥, ,je prvoéislo®, ,je kédom vypocétu Turingovho stroja“, ..., je kédom dokazov
VP,...

Logika je o modelovani sveta, o pravdivosti, dokdzatenosti (odvodzovanie — deduktivne a — reduktivne)
Modelovanie moze byt viac alebo menej verné, bud vedome rozhodneme o tom, ¢o zanedbame — alebo nie
sme schopni modelovat.

Priklady:
Vyrokovy pocet, predikatovy pocet, temporalne, modélne logiky, ...
Aj v predikdtovom pocte mozem viac rozvinit stavbu metadat, napr.

e mnozina atribitov A
e mnozina typov domén D = {char,boolean,real, integer,ascii, string, LATIN2}

Rézne vyznamy — hlavne v programovacich jazykoch a SQL. (napr. SQL formalne umoziiuje dotazy typu:
,najdi zamestnancov, ktori v roku 2002 maji mesa¢ny plat 2002%“).

Takze aj v predikdtovom pocte modzeme nasadif roznu Groven presnosti modelovania — my chceme byt ,,0
krok“ presnejs$i nez matematickd logika, aby sme mohli modelovat informatické fenomény.

Priklad 3.4

e Analyza: x,+,*,2Y,log, In, sin, cos, e, 7,0, 1, <, =, ¢o je to [sin(z)dz, da‘%

, ..., miera p
e Algebra: matice, sustavy rovnic, grupy, okruhy, telesa, ...
e Grafy,...

e Tedria mnozin

Definicia 3.5
Postupnost slov tg,...,t, v abecede predikatového poctu J sa nazyva vytvarajica postupnost termu ak
pre kazdé ¢ < n plati, ze

e bud ¢; je konstanta (term ¢; je typu typ(t;), t.j. typh(t;) = typ(t;))

e alebo t; je premennd (term ¢; je typu typ(t;), t.j. typh(¢;) = typ(t:))
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e alebo existuju m a j1,...,Jm < i a funkény symbol f € |JF; taky, ze

typ(f) = <A17 s 7Am; Am+1> a typh(tjk) = Ak (k € {13 v 7m}) a ti == f(tjla cee ?tj"m,)'
(Potom povieme, ze term t; je typu Ag41, t.j. typh(t;) = Agt1)

Definicia 3.6
Nech T' C <"m je strom. Ohodnoteny strom

h:THUVARJUUCJUU}_J
sa nazyva syntakticky strom termu, ak:

e kazdy uzol u, pre ktory h(u) € |JF, a typ(h(u)) = (41,..., Ax; Ap+1) mé prave k naslednikov:
u™0,...,u"(k—1) a typh(h(u"1)) = A;. Potom typh(h(u)) = A1

e v je list stromu T akk (h(u) € |J VAR, alebo h(u) € |JC). Potom typh(h(u)) = typ(h(u)).

Definicia 3.7
Nech h je syntakticky strom termu. Rekurzivne definujeme funkciu eval(h, u) takto:

e ak u je list potom eval(h,u) = h(u)
e ak h(u) = f e JFsatyp(f) = (41,..., Ag; Agy1) potom
eval(h,u) = f(eval(h,u™0,...,eval(h,u” (k —1))))

Definicia 3.8
Mnozina slov TERMypr C J* sa nazyva mnozinou termov definovanych pomocou vytvarajicej postup-
nosti, ak

t € TERMypr akk ex. VPT tq,...,t, také, ze t =t,.

Mnozina slov TERMgTr C J* sa nazyva mnozinou termov definovanych pomocou syntaktickych stromov
termu ak
t € TERMgTr akk ex. h také, ze t = eval(h, ().

Veta 3.9
TERMypT = TERMgTR = TERM

Uloha 3.10
Uloha — programy, prim. rekurzie, TS — syntakticka analyza ako u vyrokov.

Definicia 3.11
(Pokial nepovieme ina¢, plati ,rezervicia oznacenia“ v jazyku (napr. z, ¢, f, p, u, T, J,...) pouzitého v
predoslych definiciach.)

e mnoZina VAR(t) = {h(u) : u je list syntaktického stromu termu ¢ a h(u) € | J VAR }.
Ak VaRr(t) = 0, hovorime, Ze t je konsStantny term.

e slovo p(ty,...,t,) € J* sa nazyva atomdrna formula (niekedy len atém) ak p je predikdtovy symbol
-p € UPs, typ(p) = (A1,...,An) apre i € {1,...,n} : typh(t;) = A;, VAR(p(t1,...,t,)) =
(U{VAR(%;) : i < n}

Ak VAR(p(t1,...,ts)) je prazdne, hovorime, Ze p je konstantny atém.
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e Mnozina volnych premennych FV(p(ti,...,tn)) = VAR(p(t1,. .., tn))
Mnozina viazanych premennych BV (p(ty,...,t,)) = 0.

e Nech z je premennd, ktord ma vyskyt v p(t1,...,t,) = E1xFEs, potom tento vyskyt je volny.

Definicia 3.12
Postupnost slov ¢y, ..., @, v abecede predikatového poctu J sa nazyva vytvarajica postupnost formuly
(VPF), ak pre kazdé i < n plati, ze

e bud ¢; je atomarna formula
e alebo existuju j, k < i také, ze

— bud ¢; = (¢;) — ()

potom
VAR(p;) = VAR(p;) U VAR(pr)
FV(pi) = FV(g;) UFV(gr)
BV(pi) = BV(gp;) UBV(g)

ak BUNV ¢; = EyzE, bol volny (viazany) vyskyt = vo ¢;, potom

i = (B x E) — (o)
—_———

~
2 By
je volny (viazany) vyskyt x vo ;.
analogicky pre vyskyty vo ¢
— alebo ¢; = ~(¢;)

Potom
VAR(p;) = VAR(yp;)
FV(gi) = FV(g;)
BV(pi) = BV(g;)

a ,kvalita“ vyskytov sa nezmenila.
— alebo existuje = € |J VAR také, Ze ¢; = (Vz)(p;).
(V tom pripade sa ¢; vola oblast pésobenia kvantifikdtora Vzx)
o VAR(y;) = VAR(yp;) U {z},
o FV(pi) = FV(p;) — {z},
o BV(p:) = BV(p;) U{a}.
Kazdy vyskyt premennej x vo ¢; je viazany. VSetky vyskyty premennych réznych od = ,nezme-
nili kvalitu“, tj. ak boli voIné vo ¢; zostali volné vo ¢; a ak boli viazané vo ¢; zostali viazané
VO ©;.
Definicia 3.13
Nech T C <"m je strom. Ohodnoteny strom

h:T—>UVARJUUCJUU}_JUU'PJU{—n—\}U({V} XUVARJ)

sa nazyva syntakticky strom formuly, ak pre kazdy uzol v € T plati:
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o ak h(u) € UPy, typ(h(u)) = ( Ap), potom u mé prave n naslednikov «™0,...u"(n — 1)
takych, ze typh(h(u™(i — 1)) = (pre ie{l,...,n}).
Potom
eval(h,u) = p(eval(h,u™0),...,eval(h,u” (n — 1)))

e ak h(u) = —, potom u mé prave jedného naslednika v ™0

eval(h,u) = —(eval(h,u0))

e ak h(u) =—, potom u méa préave dvoch naslednikov © ™0 a v ™1

eval(h,u) = (eval(h,u™0)) — (eval(h,u"1))

e ak h(u) = Vz, potom u mé préave jedného néslednika u ™0

eval(h,u) = (Vz)(eval(h,u0)).

Analogicky ako v pripade VPF definujeme mnoziny VAR(h), FV(h), BV(h). Vyskyty v zmysle slov
eval(h, () st tiez rovnaké. Strom ndm umoziuje definovat vyskyty ako uzly stromu takto:

Definicia 3.14
Voc — Variable Occurence — vSetky uzly ohodnotené premennou

Voc(h) = {u € dom(h) : h(u) € UVARJ}
Foc — Free Variable Occurence
Foc(h) = {u € Voc(h) : pre kazdé i € dom(u) také, ze h(u [ i) = Vz plati = # h(u)}
Foc(h,z) = {u € Foc(h) : h(u) = x}
Boc — Bounded Variable Occurence
Boc(h) = {u € Voc(h) : existuje i € dom(u) také, ze h(u [ i) = Vh(u)}

Definicia 3.15
Mnozina slov FORMypr C J* sa nazyva mnozinou formil definovanych pomocou vytvarajicej postupnosti
formuly, ak

¢ € FORMypr akk ex. VPF oy, ...,p, také, ze p = ¢,

Definicia 3.16
Mnozina slov FORMgTr C J* sa nazyva mnozinou formil definovanych pomocou syntaktického stromu
formuly, ak plati:

¢ € FORMsTR akk ex. h také, ze ¢ = eval(h, ).

Veta 3.17

ForMypr = FORMgTR = FORM

Uloha 3.18
Programy, prim. rekurz, TS — syntakticka analyza ako u vyrokov a termov.
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Oznacenie 3.19
Nech ¢ je formula a {z1,...,z,} si navzdjom rézne premenné. Potom vSetky voIné vyskyty premennych
{z1,...,2,} vo formule ¢ oznaéime

0 = B\ By By®s . B By
pri¢om plati, Ze i1, ...,4; je usporiadand postupnost ¢isel od 1 do n (s opakovanim) a pre j <[ kazdy
ind(i;) € {1,...,n}
oznacuje index premennej (t.j. Ti; = Tina(i,)), a kazdy vyskyt

Y = (Elfle E2$1',2 - E]) Tij (Ej+1xij+1 Ce Elzil El—i—l)

2 By

je volnym vyskytom premennej zinq(; ;) v zmysle predoslej definicie a su to prave vietky vyskyty.
Analogicky vsetky viazané vyskyty oznac¢ime

@zFlmi1F2x12~-~le,ieE+1

Definicia 3.20
Nech ¢ je formula a (z1, ..., z,) s navzdjom roézne premenné typu (A1, Aa, ..., A,) a (t1,...,t,) si termy
také, ze typh(¢;) = A;. Potom substittcia termov ¢; za premenné z; vo formule ¢ je syntaktickd operacia
definovana na slove z abecedy J* nasledovne:
Nech ¢ = E1%i1 Ex®i2 E3®is ... E)%u Ej 14 st vSetky volné vyskyty premennych {z1,...,z,}. Potom vysledok
substitacie

o(x1/t1, .., 2n/tn) = B1 tinag;) B2 tinai;) B3 -+ Ee tina(i.) Eet1-

Simultanne nahradime vSetky volné vyskyty.

Definicia 3.21

Nech h : T — H je syntakticky strom formuly, (x1,...,x,) st navzajom rézne premenné typu (A, ..., A,)
a ki,...,k, st syntaktické stromy termov typu (A, ..., A,).

Potom definujeme syntakticky strom formuly

ch =h(zy/k1,. .., xn/kn)

takto: u € dom(ch) akk

e bud u ¢ (J;_, Foc(h,z;) (u nie je ohodnoteny premennou, a ak je, nie premennou z1,...,z,) a
u € dom(h).
Potom
ch(u) = h(u)

e alebo existuje [, € U?Zl Foc(h,z;) a h(l,) = z; a existuje uzol w, € dom(k;) taky, Ze u = I, " w,.
Potom
ch(u) = k;(wy,)

Tvrdenie 3.22
Definicia h(x1/k1, ..., xn/kn) je korektnd a

eval(h,0)(x1/ eval(k1,0), ...,z / eval(ky, D)) = eval(h(z1/k1, ..., 2n/kn), D)
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Poznamka 3.23
Majme formulu (3y)(z + y = z). Tato formula je pravdivd v R, nie v8ak v N.
Substituovanim:
e(y/u) = (Fu)(z +u = 2)
sa vyznam zachova.
Ale
o(x/x-u) = Fu)((z-u) +u=2)

,hovori nieco iné“, dokonca aj v R.
Operacia moze menit vyznam formuly, my by sme v8ak chceli ,dobrt“ substiticiu.

Definicia 3.24
Term ¢ je substituovatelny za premenna x vo formule ¢ (¢ = eval(h,0)),

Suble(t, z, ¢) Subst(t, x, ) Sub(t, z, ¢)
ak pre kazdé y € VAR(t) a pre kazdé u € Foc(h) také, ze h(u) = x plati:
pre kazdé i < dom(i) : h(u | @) # Yy

alebo ekvivalentne:
Ak pre kazdé y, v, u plati, ze ak y € VAR(t) a h(v) = Vy, potom

ak v Cu a h(u) =z, tak u ¢ Foc(h)

alebo ekvivalentne:
Pre kazdé y,v,u, ak h(v) =Vy av Cu a h(u) =z a u € Foc(h), potom

y ¢ VAR(t).

3.2 Sémantika predikatového poctu

abeceda
termy
syntax formuly
Logicky systém gramatika
(VP, PP, ...)
_ E formula je dokazatelnd v Struktire
) . mozne svety -
sémantika tautoldgie
Struktury jazyka

,mozné svety“ - Struktiry jazyka odzrkadluju samotny jazyk, kazd4 sucast jazyka mé vplyv na Strukttiru
jazyka.

Definicia 3.25
Majme jazyk predikadtového poctu

J=(A,Var; = {VAR? : A€ A},C; ={CA: Ac A}, Py, Fy,..)
potom 9N sa nazyva Struktira jazyka J, ak

M = (DT ={D(A): Ac A}, CT' = {Cin: Ac A},

PP =Py Ae (J ALF) = {Fg - Ade [T AY)

n=1 n=1

pricom
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D je indexovany stibor mnozin a pre kazdé A € A je D(A) # () (nazyvand doména atributu A)

pre kazdé A € A je Cy = {con : ¢ € C*} a kazdé con € D(typ(c))

pre kazdé A € |Jo7 " A je I’PD‘% ={ply:pe PAY aak A = (Ay,...,A,) = typ(p), potom phy je
informaticka reprezentécia relacnej schémy p(Aj,..., A,) vzhladom k D, t.j.

pre kazdé A = (A1,..., Ap; Api1) je je Fay = {fm : f € FAY a fon : D(41) x ... x D(4,) —
D(Ani1).

Definicia 3.26
Nech 9 je struktira jazyka J a pre kazdé A € A nech

et Var? — D(A)

je ohodnotenie premennych. Dalej nech e = {e? : A € A}. Nech t,...,t, =t je vytvarajica postupnost
termu ¢. Potom indukciou cez i < n definujeme t;[e] hodnotu termu ¢; pri ohodnoteni premennych e takto:

e ak ¢; € JCy, potom t;[e] = (t;)m
e ak t; € |JVARy, potom t;[e] = Pt (¢,)
e ak existuje ji,...,jr <ia (Ay,..., A A1) =Aafe FA take, se t; = f(tj,,...,tj ) potom

tile] = fon(tj.[e], ... tj.[e])

Poznamka 3.27 (odbornici dokdZu sami alebo na cviceni)
T4to definicia nezévisi od vyberu vytvarajucej postupnosti. Analogicky mozno definovat pre syntakticky
strom termu rekurzivnu proceduru

evalTV(h,u,e)

Definicia 3.28
Nech 9 je $truktira jazyka J a e = {e? : A € A} je ohodnotenie premennjch a nech ¢1,...,p, = ¢ je
VPF ¢. Potom indukciou cez i < n definujeme

M = pile]
t.j. ¢i v strukttre 901 pri ohodnoteni e je pravdivé ;.
e ak ¢, = p(t1,...,t,) je atomarna formula (t.j. typ(p) = (A1, ..., An) a typh(t;) = A;) plati
M= p(te, ... ta)e] akk  {(Astile]) i€ {1,...,n}} € ply (informatickd reprezentacia)
resp.  akk (ti]e],...,tale]) € pk (matematicka reprezentécia)
e ak ex. j <1, také, Ze p; = =(p;) potom
M = —(¢j)le] akk nie je pravda, Ze M = ;le]

(znacime M B~ @;le])



32 FUNKCIONALNE A LOGICKE PROGRAMOVANIE

o ak ex. j, k < i, také, Ze p; = (¢;) — (&) potom

M= (p; — ¢i)le] akk z M = p;le] plynie, Zze M = ¢y [e]

alebo ekvivalentne:

nie je pravda, ze M = @;e] a stcasne M K= @i le]

Definicia 3.29
Nech e = {e? : A € A} je ohodnotenie premennych a nech 2 € VAR? a m € D(A). Potom

e(x/m) = {e*(z/m)} U{e" : A" € A\ {A}}

pricom e?(x/m) je ohodnotenie premennjch typu A prvkami z D(A) tj. e?(z/m) : VAR? — D(A)
definované nasledovne:

Aa/m)y) = ely),aky#x

g

(x/m)(x) = m

o)

Definicia 3.30 (pokraéovanie definicie 3.28)
e ak ex. j <iax € |JVARy, také, ze ¢; = (V)p,; potom

M = ((Vz)(¢;))[e] akk pre kazdé m € D(A) plati M |= p;[e(x/m)]

Definicia 3.31

Nech tg,...,t, = t je vytvarajica postupnost termu a nech z1,...,x; s navzdjom rdzne premenné a
T1,...,TE SU termy.
Potom t(z1/71,...,2r/r:) definujeme indukciou podla i < n takto:

e ak t; € |UVARy a t; = xj, pricom j € {1,...,k} potom t;(x1/r1,...,xk/Tk) =T
o t; € (UVAR; UUC)) \ {x1,..., 2} potom ¢;(x1/71,...,21/r%) =t
o ak t; = f(ti,,...,t;, ), kde i1,..., i, < i potom

ti(xy/re, . x/mk) = [ (@ /r1, o 2k /7)o b, (X171, - Tk TR))

Veta 3.32 (pre odbornikov aj pre ucitelov)
Necht,ry,...,r st termy a {x1,..., 2} navzdjom rézne premenné a e je ohodnotenie premennych, potom

t(x1/r1, ... wn/rr)le] = tle(zy/rile], ..., xn/rile])]

Priklad 3.33
Nech t = 2% + 22y + y?, D =R, r; =sinz, ro = cosz a e(z) = 7, potom podla vety:

rile] = sin(r) =0
role] = cos(m) =—1
a plati:
e(z/rel,y/rale)(x) = 0

e(z/rile],y/role])(y) = -1
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teda:
(@? + 2zy + y*)[e(z/rilel, y/rale])] = 0% + 20+ (1) + (-1)* = 1
a
(22 + 2zy + 9°) (x/r1,y/72)[e] = (sin® 2z 4 2 * sin 2z + cos z + cos” 2)[e] =
= (sin? 7+ 2* sinm + cosm +cos’ 1) =02 +2-0- (=1) + (-1)? =1
Dokaz.
Nech t1,...,t, =t je vytvarajica postupnost termu ¢. Tvrdenie dokdZeme indukciou cez i < n:

e akt; € |JVARyj at; =x; potom:

lava strana rovnosti: ti(z1/r1,... xR/TR) =15 a
ti(wy/r1, ... o /rr)le] = rjle]
prava strana rovnosti: eWP@i) (zy frifel, ..., xr/rile]) (z;) = rile]

tle(e/mlel ... frelel)] = ryle
o ak ¢; € (UVArR, UJCy) — {=1,..., 2k}, tak
e [ VAR(t;) = e(x1/r1lel, ..., xr/rile]) | VAR(E:)

lavé strana rovnosti: ti(xy/re, .., x /) €] = tile]
prava strana rovnosti: tile] = tile(x1/rle], ..., xk/Ti[e])]

e existuju ii,...,0m < i a f € |JFs také, ze typ(f) = (A1,..., Amn; Ams1) a typh(t;;) = A; a
t; = f(tiy,--.,ti, ) aplati indukény predpoklad, potom

lava strana rovnosti: ti(xy/r, ..,z /rE)[e] =
fl(@/r, .o x/re)y ot (@1 /11, .o xk/Tr)) €] =
fom(ti, (@1 /r1, .z /ri)lel, .- 6, (1 /ey, oo 2 /) [€]) =
z IP: fon(ti, [e(z1/r1le], - ., xk/r[e])], - -, ti, le(z1 /1, .. xr/rE[e])]) =
(z def. ohodnot. termu) f(t;,,...,t; )e(x1/rile],...,zx/rrle])] =

tile(z1/rile], ..., mp/rile])]
O

Lemma 3.34

Nech t je term, {x1,...,x} s navzdjom rézne premenné, MM je Struktira jazyka a e je ohodnotenie
premennych a m; € D(typ(x;)), i =1,...,k.

Potom ak VAR(t) N{z1,...,zr} = 0, tak tle] = tle(z1/ma, ...,z /my)]

Dokaz.
Nech t1,...,t, =t je vytvarajica postupnost termu.

e ak t; € |UCy, potom t;[e] = (t:)m = tile(xz1/ma, ..., Tk, my)]
e ak t; € U VAR, potom VAR(t;) = {t;}
o ak t; ¢ {x1,...,2x}, potom

tile] = etyp(ti)(ti) =e(x1/ma,..., Tk, mk)typ(ti)(ti) = tile(z1/ma, ..., 2k, mg)].



34 FUNKCIONALNE A LOGICKE PROGRAMOVANIE

o ak ex. i1, ..., iy <itaké, ze t; = f(ti,,...,t;,,), VAR(t;) = Uj_, VAR(t;;) N {21, .., 2} = 0.

Potom
tile] = f(ti,--- ti,,)el
= fgm (til [6], . 7tim [6]
zIP = fou(ti,le(xr/ma, ... ¢k, mp)], ...t [e(z1/my, ..., 2k, mg)])
= fom(tiy, ..., t;,, )e(z1/ma, ..., K, my)]

O

Poznamka 3.35
Vsimnime si, Zze premenné v predpoklade st disjunktné. Kedze vytvarajica postupnost termu nie je jed-
noznac¢né, keby sa pouzila nadbytoc¢na cast, ktord vyuzije niektoré premenné, mohol by nastat problém.

Definicia 3.36

Nech t je term a h : T — H je syntakticky strom termu ¢ (t.j. eval(h,()) = t). Kanonickou vytvdrajicou
postupnostou termu ¢ nazyvame takd vytvarajicu postupnost, ktora vznikne z usporiadania® ohodnotenia
uzlov stromu T takto:

e ak dom(u;) < dom(uz), potom eval(h,u™0) < eval(h,u"1)
e na rovnakej hladine plati: eval(h,u™%) < eval(h,u™j), ak i < j.

Definicia 3.37
Nech h : T — H je syntakticky strom formuly ¢ = eval(h,}). Pre v € T ozna¢ime

ou = eval(h,u)
7= = {ueT: (Vo< u)(h(v)#Ve)}

Pre u € T, x € |J VAR, povieme, Ze volné vyskyty premennej = vo formule ¢, sthlasia s vyskytmi, ktoré
st volné aj z hladiska celého ¢ (oznacenie VVS(u,z, ¢)) ak

{u"w:u"w e Foc(h,z)} = {u"w:w e Foc(h | T2, z)}
Tvrdenie 3.38
Nech u € T~"®) potom plati VVS(u, z, ) a eval(h(z/t),u) = eval(h,u)(z/t).

Dokaz.
Indukciou cez strom T~ (V%)

o Ak u je list stromu 7~ (%) potom mozu nastat dve moznosti:
— ,u je novym listom“ — tj. h(u) = Vz a ¢, = (Vz)(pyu~0). Potom ziaden vyskyt = vo ¢, nie je
volny (ako z hladiska ¢,, tak z hladiska ).

— ,u je list povodného stromu® — ak h(u) € |JC, tak tam nie je ziaden vyskyt. Ak h(u) = x tak
tento vyskyt je volny aj z hladiska ¢ lebo v € T~ ("®) a teda neexistuje nad nim uzol v C u
taky, ze by menil kvalitu vyskytu t.j. h(v) = Va.

ITreba si uvedomit, Ze reldcia < medzi ,vysledkami“ funkcie eval je Cosi ako lexikografické porovnanie, a nie v zmysle
relacie < pre prirodzené éisla.

2h | Ty treba rozumief tak, Ze to je ohodnotenie podstromu T%,. Treba si uvedomif, Ze to nie je len oby&ajné zzenie
zobrazenia, lebo napr. (h | T,,)(0) = h(u).
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e Indukciou cez strom 7~ (¥#) neexistuje uzol ohodnoteny kvantifikdtorom Vz a ten jediny moze menit
kvalitu vyskytu premennej x.

O

Tvrdenie 3.39
V predoslom oznaceni, nech v € T~ je taky, ze h(u) = Vx. Nech z € | JVAR, t je term, M je Struktira
Jjazyka, n € D(typ(z)) a e je ohodnotenie premennych. Potom

eulz/t) = @ (1)
M = @ule] akk pre kazdé n € D(typ(x)) MM E pule(x/n)]. (2)

Dokaz.

Ad 1: treba si uvedomit, ze x nemé vo ¢, volny vyskyt, teda niet za ¢o dosadzovat
Ad 2:

Oznaéme @, ~¢ = 1, potom ¢, = (V).

Nech

M = ((Vo))le(z/n)].
To je vsak prave vtedy, ked
pre kazdé m € D(typ(z)) plati, ze MM = ¥[(e(z/n))(xz/m))
Kedze ale z dvoch po sebe idtcich zmien hodnot eP(®)(z) ,plati“ t4 posledni, méme ekvivalentne
M = Yle(x/m)] akk M E (Va)y[e]
(]

Veta 3.40
Nech ¢ je formula, x premenna, t term, 9 Struktira jazyka a e je ohodnotenie premennych. Potom ak
Suble(t, z, @), t.j. term t je substituovatelny za premenni x vo formule ¢, tak

M= p(z/t)e]  akk M= ple(z/tle])].

Dokaz.

Indukciou po hladinéch stromu 7~ ("*) zdola nahor. Vieme uz, ze kvalita vyskytov premennej x vo formu-
lach ¢, pre v € T~("®) je t4 ist4 ako ich kvalita z hladiska celého . (z vety 3.38)

Indukény predpoklad, ktory budeme overovat je nasledovny:

e (IP-ZVV) Pre v € T~("®) dokazeme, ze plati:
Ak z nemé vo ¢, ziaden volny vyskyt, potom pre kazdé n € D(typ(x)) a pre kazdé ohodnotenie e
plati, ze
M= pole]  akk M oyle(z/n)]

a sucasne

o (IP-MVV)
Ak x méa vo ¢, volny vyskyt, potom pre kazdé ohodnotenie e plati:

M E po(x/t)le] akk M p,le(z/t[e])]

1°) Indukciu nastartujeme na listoch stromu T~(¥2)  Mbzu nastat dva pripady:

e list — pripad 1 — z nem4 vo ¢, nemé Ziaden volny vyskyt. Tu mdZzu nastat dve moznosti:
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— h(v) = Vz — bolo dokdzané v predchadzajicom tvrdeni 3.39
— h(v) = p(t1,...,t,), kde ¢ VAR(h(v)) (inak by bol volny vyskyt). Potom z vety 3.32 vieme,
ze pre kazdé ¢ = 1,...,n plati:

ti(z/t)[e] = tile(z/tle])]

ale kedZe = sa tam nevyskytuje, tak t; = t;(x/t). Naviac jednoduchou modifikdciou pévodného
dokazu dostaneme, Ze

ak = ¢ VAR(t;) potom t; = t;(z/t)[e] = t;[e(z/n)],

lebo v rozbore pripadov vo vytvarajicej postupnosti vyroku nemdze nastat pripad, Ze sa tam
vyskytne premenna x — overili sme IP-ZV'V.

e list — pripad 2 — z ma vo ¢, volny vyskyt, potom ¢, = p(t1,...,tx) a vSetky vyskyty = vo ¢, sa
volné a st volné aj z hladiska celého ¢ a

ou(x/t) = p(t1(z/t),. .. tr(x/t))

(To je dolezité si uvedomit, lebo do termu substituujeme vzdy, ale do formuly len za volné vyskyty.)
Potom plati:

Mt te)(@/t)]e]
akk M | plt(z/t),... t(x/t))[e]
akk (ti(x/t)[e],. .. tr(x/t)[e]) € Py, resp. {(Aj, t;(z/t)]e]) :j <k} € phy)
akl (tule(z/tle])], .., tle(a/t[e])]) € pan, resp. {(A;, t;le(z/tle])]) : j < k} € pay)
akk M = p(ty,...,t)[e(x/tle])],

¢im sme overili IP-MVV.
2°) ostatné uzly

e pripad h(v) ==
Potom sa kvalita vyskytov x sa nezmenila a tvrdenie plati z jedného ¢i druhého pripadu podla
definicie spliiovania formuly s negaciou.

e pripad h(v) =—

— Ak sa stretli formuly s rovnakou kvalitou vyskytov x, plati to na zaklade definicie spliiovania
— a rovnakého indukéného predpokladu.

— MobzZe sa ale stat, Ze z mé vo o volny vyskyt, ak napriklad vo ¢,~¢ nemé ziaden volny vyskyt
(plati IP-ZVV) a vo ¢,~1 méa volny vyskyt (IP-MVV). Pre ¢, = (p,,) — (v, ) potrebujeme
overit ¢i plati IP-MVV, teda ¢i

M = po(/t)]e] aklk M = @y [e(z/te])].
Nech M = ¢, (x/t)[e]. To je vtedy a len vtedy ked (vieme, ze (@, ~0)(x/t) = @p~0) z platnosti
M po-ole]  plynie M = (po—1)(z/t)[e]

Lavé strana je na zdklade IP-ZVV pre kazdé n € D(typ(z)) a teda pre n = t[e] ekvivalentna s

M |= po-ole(@/tle])].
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Pravé strana je na zéklade IP-MVV ekvivalentnd s 9 = ¢, ~1[e(z/tle])].
Tymito ekvivalenciami ,,po zlozkach“ méame overené, Ze to celé je ekvivalentné tym, ze z

M = po-ole(@/tle])]  plynie M = pp-1fe(x/te])]

a to opét ekvivalentné s
M = (o0 — po—1)[e(z/t]e])].
e pripad h(v) =Wy
Kedze v € T-(%) | vieme, 7e = # y.

— Mo#nost 1: ¢, a teda aj p,~g nemé volny vyskyt premennej =
Potom pre kazdé n € D(typ(x)):

M = oy [6]
akk M = (YY) (pu—o)le]
akk pre kazdé m € D(typ(y)) plati:
M E po-ole(y/m)]
Teraz z indukéného predpokladu IP-ZVV pre ohodnotenie e(y/m) to je ekvi-
valentné s

M = pu-olle(y/m))(z/n)]
Kedze 2 # y (lebo v € T—("9)), tieto dve zmeny hodnét sa daju ,prehodit* a
teda mame ekvivalentne s

M = po-olle(x/n))(y/m)]
akk M pulez/n),

¢im sme overili IP-ZVV.
— Moznost 2. Nech ¢, mé volny vyskyt premennej = (a teda aj ©,—0).
Teraz st splnené predpoklady definicie o substituovatelnosti ¢ za premennt z vo formule ¢, lebo

ak u € Foc(p,, x) tak uréite v C u, lebo v nie je list. Plati teda y ¢ VAR(t).
Potom:

M = pu(/t)el
akk M= (V) (po-o)(z/t)e]
akk pre kazdé m € D(typ(y))
M = po-olz/t)ely/m)]
Teraz na zaklade IP-MVV pre ohodnotenie e(y/m) plati

M = po-olle(y/m))(/tle(y/m)])]
Teraz prichddza klaéovy moment, ked pouzijeme predpoklad substituovatel-
nosti, kedze y ¢ VAR(t) (zo substituovatelnosti) plati, ze tle(y/m)] = t[e], a
teda je to ekvivalentné s

M = po-olle(y/m))(z/te])]
opét pouzitim z # y prehodime dve zmeny

M = po—olle(z/tle]))(y/m)]

akk M (Yy)(po—o)le(z/tle])]
akk M = g e(x/tle])],

¢im sme overili IP-MVV.
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Veta 3.41
Nech Suble(t, z, ). Potom pre kazdé 9 a e plati

M = (Vo) — p(/t))e].

Dokaz.

Treba overit, ze ak M |= (Vz)ple] tak potom aj M |= ¢(z/t)[e].

M = (Vx)ple] znamena, ze pre kazdé m € D(typ(z)) plati, ze M |= ple(z/m)]. Ked pre kazdé m, potom
aj pre m = t[e] (lebo term substituujeme, ak typh(t) = typ(x)). Teda M = ple(x/tle])]. Z predchadzajtcej
vety potom plati M = p(z/t)[e]. O

Veta 3.42
Nech ¢ je také, ze x v nej nem4 ziaden volny vyskyt. Potom pre kazdé 9 a e plati:

M= ((V2) (o — ) — (¢ — (V2)¥))[e].

Dokaz.

Treba overit, ¢i z platnosti M E (Va)(¢ — v)[e] plynie M = (¢ — (Vz)p)le].

Nech M E (Vx)(¢ — v)[e] potom, pre kazdé n € D(typ(z)) plati M = (¢ — ¢)[e(x/n)] a to znamens,
Ze z platnosti M = ple(z/n)] plynie platnost M = Y[e(x/n)], a to pre kazdé n € D(typ(x)).

Teraz potrebujeme overif, ¢i z platnosti 9 = ¢[e] plynie pre kazdé n € D(typ(z)) aj M = Yle(z/n)].
Pouzijeme predpoklad, Ze x nemé vo ¢ Ziadny volny vyskyt. Potom z predoslého tvrdenia o substituova-
telnosti a overovania indukéného predpokladu IP-ZVV plati, ze pre kazdé n € D(typ(z))

M [= ple] akk M |= ple(z/n)].

Mozeme pouzit predpoklad, ze z MM = ple(x/n)] plynie M |= [e(x/n)] pre kazdé n a teda
M= (o — (Vo)y)le]. O

Definicia 3.43
Povieme, Ze ¢ je pravdivé v M (M |= ¢), ak pre kazdé e plati, Ze

M = ple].

Definicia 3.44
Povieme, Ze ¢ je tautoldgia predikdtového poctu (= ), ak pre kazdé 9 plati, ze

M = .

Veta 3.45
Nech ¢, st formuly, x premenna at term. Potom nasledujiice formuly st tautologie predikatového poctu:

Ax. 1 (¢ — (Y — ¢))
Ax. 2 (p — (p—x) — (¢ — ) — (¢ — X))
Ax. 3 (np — W) — (¥ — )
Ax. 4 Ak Suble(t,z, ) potom ((Vx)p — @(x/t)) je tautologia
Ax. 5 Ak x nemd vo ¢ ziaden volny vyskyt, potom
(V) (p — ) — (p — (V2)9)

Jje tautologia.
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Tvrdenie 3.46
Ak = ¢ potom = (V).

Dokaz.
Nech 91 a e st Tubovolné. Overime, ¢&i plati

M = (va)le].
To je ale ekvivalentné s tym, ze pre kazdé n € D(typ(z)) plati
M = ple(z/n)]-

To je vSak pravda, lebo = ¢ znamen4, Ze pre kazdé 9 a kazdé ohodnotenie e (t.j. $pecidlne pre ohodnotenie
e(z/n)) plati

M ple(a/n)).
O
Definicia 3.47 (dékaz v predikatovom poéte)
Postupnost formil oy, ..., v, sa nazyva dokaz, ak pre kazdé i < n plati, Ze
e bud ¢; je jedna z logickych axiém (Ax. 1) az (Ax. 5)
e alebo existuju j, k < i také, ze
— bud ¢; = ¢ — ¢; (modus ponens)
— alebo ¢; = (Vz)p; (generalizdcia)
Definicia 3.48
Formula ¢ je dokézatelna (oznacujeme + ), ak existuje dokaz ¢y, . .., pn = ©.
Veta 3.49 (korektnost predikatového poctu)
Ak ¢ potom [ .
Dokaz.
Dékaz je podobny ako vo virokovom pocte — indukciou pozdlz dokazu dokazeme, ze = ;.
e kazda axiéma je tautoldgia,
e modus ponens zachovava tautologi¢nost (veta 3.45)
o generalizdcia zachovéva tautologi¢nost (veta 3.46)
O
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