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Uvodné definicie

Definicia. Abeceda: Iubovolna koneénd mnozina (zvy-
Cajne neprazdna).
Symboly: prvky abecedy
Tranzitivny uzdver ¥*: mnozina vietkych postupnosti sym-
bolov abecedy konecnej dlzky. Ak A je abeceda, tak A* je
mnozina vSetkych slov v abecede A.
Slova (retazce): prvky tranzitivneho uzaveru nad danou
abecedou X, resp. T'ubovolna kone¢né postupnost prvkov
abecedy.
Dlzka slova: pocet symbolov, z ktorych sa slovo sklada. Ak
w je slovo, w = a1az ... an, potom |w| = n.
Operécia - (zretazenie: Nech o = a1 ...an, 8 = b1...bn.
Potom a- B =ai...anb1b,
Niekedy sa - vynechava — piSeme af3.
Plati: [af| =|a|+ |8, e = -a=a
Jazyk L zo slov danej abecedy X je Tubovolna podmnoZina
3.

LCXY

Definicia. Gramatika G = (N, T, P, S) je definovana ako
usporiadand Stvorica, kde:

N st neterminaly (kone¢né abeceda).
T st terminaly (koneéné abeceda).
S € N je poliatoény netermindal, resp. Starto-

vaci symbol.
P je kone¢na mnozina gramatickych pravi-
diel, kde P C (NUT)" x (NUT)".
Zarovei musi platit, ze: T NN = 0.
Poznamka. Prvky P by sa mali pisat ako usporiadané
dvojice [S, ABJ, [A, aA]. .., ale kvoli nazornosti piseme S —
AB,A —aA,...

Definicia. Hovorime, Ze retazec u je priamo odvoditelny
z retazca t v gramatike G, ak sa t,u daju vyjadrit v tvare

t = zTay
zBy,
kde z,y,a, 8 € (NST)*, pricom a — 8 € P.

u =
oznacCenie: t =g u

Definicia. Nech u,v € (T"U N)*. Hovorime, Ze retazec u
je odvoditelny z retazca t v gramatike G, ak existuja také
V0, V1, .., Un, Z€ plati:

t=v9=>cV1=>G...>GcUn=1u

oznacenie: t=¢ u

Poznamka. ,Priamo odvoditelny“ znamena vlastne

,odvoditelny na jeden krok*.
Tvrdenie (bez doékazu). Nech G je gramatika. Plati:
IL.Vwe (TUN) :w=gw

2. Ywi,ws,ws € (TUN)* :
(w1 =& ws)

(w1 :>*G wa AN w2 :>Ev w3) —

Definicia. Jazyk generovany gramatikou G je

LG)={weT"S=cw}

Chomského hierarchia gramatik
0. Frazové gramatiky

e pravidla bez obmedzenia — vSeobecné pravidla
a— f

e povolujeme aj |a| > ||

e frazovymi sa nazyvaju preto, lebo povoluju aj
skracovanie: DO NOT — DON’T

e da sa simulovat Tubovolny vypocet I'ubovolné-
ho algoritmu s l'ubovolnym vstupom (Turingov
stroj)

1. Kontextové gramatiky

e ak a — 8 € P tak |a| < |B| - slovo nemozno skra-
covat. (Vynimka je pravidlo S — &, za predpo-
kladu, Ze S sa nenachadza na pravej strane ziad-
neho pravidla).

e kontextové si preto, lebo vyznam moze zavi-
siet od kontextu (mozno podmienit kontextom),
napr.: abrc — abDDTc

e zodpovedd im linedrne ohranic¢eny Turingov
stroj, algoritmy s linearnou pamétou (velkost pa-
maéte je podla vstupu, nemozno pridelit dalsiu)

2. Bezkontextové gramatiky

e iba pravidld typu A — o, kde A € N,a € (N U
T)*. Cize na lavej strane pravidla moéze byt len
jeden neterminalovy znak.

e vyznam neterminalov nezavisi od kontextu

e su najlepSie preskimané a najdolezitejsie — prog-
ramovacie jazyky st zapisané pomocou bezkon-
textovych gramatik

e zodpovedaji im zariadenia s kone¢nou pamétou,
zasobnikové automaty (mozno pouzivat rekurziu)
3. Regularne gramatiky
e iba pravidla typu A — aB, alebo A — a, kde
A, BeE N,aeT.

e zodpovedaju im koneénostavové automaty (napr.
automat na kavu)
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Koneénostavové automaty

Definicia. Kone¢nostavovy automat M je usporiadana
Sestica M = (Q, 3, A, f,9,4q1), kde:

Q kone¢né mnoZina stavov
b vstupna abeceda

A vystupna abeceda
f:Qx¥—@Q prechodova funkcia
g:Q xX — A vystupna funkcia

qr € Q pocdiatoény stav

Poznamka. Pre funkcie f, g teda plati:
fl@a)=4q"  glg,a) =0

Definicia. Matematickou indukciou si definujeme nasle-
dujtce funkcie:

o xY—=Q

g QxYT = A"
() = ¢ VgeQ@ (1)
(g aa) = [f(f (g, @), a), (2)
Vg€ Q,VaeX VaeX
g (ge) = ¢ VgeQ 3)
g (g,aa) = g(¢;@) g(f (q,),a), (4)

Vg € Q,Vae X " VaeX

Poznamka. Na pravej strane rovnosti (3) je medzi fun-
kciami ¢*(q, o) a g(f* (g, ), a) operacia konkatenacie, nie
nésobenia!

Lema. Pre kazdé q € Q a pre kazdé a € ¥ plati:
e f"(¢g.a) = f(q,a)

* g°(g,a) = g(g,a)

fofg,a) = £ (a.60) =2 1(f (0,9),0) = f(g,a)
z (4)
)

9" (q,a) = 9" (q,ea) == g"(q,¢) - 9(f*(q,€),a) =

2 (4)
='€-9(q,a) = g(q,a)

Lema. Pre kazdé q € Q, pre kazdé o, 5 € ¥* plati:

o f*(q,aB) = f"(f"(¢,a),B) (5)
. g*(q,ocﬁ)=g*(q,a)~g*(f*(q,a),ﬁ) (6)
Dékaz:
Ad 1)

Matematickou indukciou vzhladom na dlzku slova 3:

e nech |B| =0, teda S =¢

[ (gaB) = [qgae)=f"(¢q,a)=q¢ =
£(d €)= £ (f (q.0),6) ="
f(f (g, ), B)

e=48

e nech f = fa, kde a € ¥ a pre B’ plati indukény

predpoklad.
f(gaB) = [f(g,af'a) = f(f"(g,a8"),a) =
ind. predp.
= f(f*(f*(qva)75/)va)
!
= f f*(q/,ﬁ/),a):f*(q/,ﬂ/a) =
= [(f(ga),8a) = "(f(g),B)
Ad 2)

Opét matematickou indukciou vzhladom na dizku slova 3:

e nech || =0,tj. B=¢
9°(¢:0B) = g"(g,0¢) = g°(¢,0) = g7(g.0) € =
9" (¢,2)-9"(q",¢) = 9" (¢, ) - 9" (f*(q, @), _€_), pri¢om
B
sme substituovali ¢ = f*(q, a).

e nech 3| > 0, t.j. B = B'b, kde b € ¥ a nech pre
plati indukény predpoklad.
9"(¢,08) = g7(a,a5'b) /
=g (q,08) 9(f (¢, 8"),b)
—_—
P tvrd. pre f

= g*(q7 a) : g*(f*(qv a)HB/) : g(f*(f*(q7a)76l)7b)
~—— ——

=9"(q,a)-g* (¢, B") - g(f*(d', '), b)
=g"(q,a)-g*(¢,B'b
=g"(¢, @) - g"(f* (g, ), 8),

Definicia. Automat M =
prave vtedy, ak:

(Q,%,A, f,9,q1) je suvisly

YgeQ 3weX": f (qr,w) =q.

Definicia. Dva stavy q¢i, g2 st ekvivalentné préave vtedy,
ak

Vw e X" : g™ (q1,w) = g (g2, w).
Oznadujeme: q1 ~ q2

Definicia. Automat M je redukovany préave vtedy, ak je
suvisly a nemé ziadnu dvojicu ekvivalentnych stavov.

Poznamka. Vo vSeobecnosti je problém overit ekvivalen-
ciu stavov podla definicie, bolo by treba overit ekvivalenciu
pre nekonecne vela vstupov.
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Definicia. Dva stavy qi, g2 st k-ekvivalentné prave vtedy,
ak:
Vo € XF

ol <k g (@, 0) =97 (g2, @)

Piseme g1 ~k qo2.

Tvrdenie. Ekvivalencia (~) a k-ekvivalencia (~) je rela-
ciou ekvivalencie nad mnozinou stavov Q. Teda plati:

l.g~q Vg
22~V =@e~q Va1, q2
3 ~qp&qp~ag=>q~aqg Va1, q2, g3
Doékaz:
Ad 3.)
qQ o~ g = Va: g (qr,a) =g (g2, @)
a zaroven
g2 ~ q3 = Va: g"(q2,a) = 9" (g3, @)

Potom z tranzitivnosti rovnosti plati:

Va: g (qr,a) =g (gs, @)
Pri k-ekvivalencii sta¢i ohrani¢it kvantifikatory.
Lema.

1.VeE>1:qi~cq2 = q1~k—1Qq2

2.q1~q2 = Vk21ZQ1NkQQ

Dokaz:
e Ad 1.) Ak ¢*(q1, @) = g" (g2, @) pre |a| < k, tym skor
aj pre |a] < k—1.

e Ad 2)
= trividlne
< Nech Vk : ¢1 ~. Zoberme si Tubovolné a € X*.
Ozna¢me ko, = |a| € N.
Kedze 1 ~k g2 pre kazdé k € N, tak aj pre k = kq.
Cize plati: ¢1 ~x, g2, teda
Yw € X"

Swl] < o gt (g, w) = g7 (g2, w).

Ak to plati pre kazdé w také, ze |w| < ko, musi to
platit aj pre w = a, lebo |w| < |«|.

Mame teda g*(q1,a) = ¢*(g2,a) pre lubovolné a €
¥* ateda q1 = g2

Veta.
VE>1:q1~rq2 = q1~r—1G2
&
YaeS: f(ar,a) ~ht f(ga)
Doékaz:
=

1. Vlastnost (1) ziskame z predchadzajicej lemy.
2. Vieme, Zze plati
@~k g =V o <k:gi(q,0) =a’ (g2, )

KedZe to plati Vk, tak aj pre k = 2. Preto ak o = ac/,
tak:

Ya € L Vo' € X" : g% (q1,ad) = g" (g2, aa)
t.j. Vae T Va' € T: || <k —1 plati:
9" (q1,a)9"(f"(q1,a),a") 9" (g2,a)9

(
9(q1,a)g"(f"(q1,a),0') = g(gz2,a)g"(f"
Va € ¥ : f(q1,a) ~k—1f(q2,a)

“(g2,a), @)
(Q27 )a )

=

Zrejme plati:

QL ~k-1Q2=>q1 ~1 q2 = Va € X 9*(611,@) = g*(q25a)
Dalej, Va € ¥ - flgi,a) ~k—1 f(g2,a). To je vsak ekviva-
lentné tomu, %e Vo' : [o'| < k—1,Va € X :

9" (f(ar,a),a") = g"(f(q2,a), &)

Platnost rovnosti sa nezmeni, ak pred vyraz na kazdej
strane predradime 1 symbol:

g*(qlaa)g*(f(qlaa)vo/) = g*(qg,a)g*( (q2’a)7a/)
9(qi,a)g" (f"(q1,a),) = g(g2,a)9"(f"(g2,0a),a')
g (q,a0)) = g"(g2,ad))

Posledny riadok je ale ekvivalentny tomu, Ze
Qv |Oé| < ]f,Oé 7é €: g*(q1,05) = g*(q27a)
Pre pripad a = ¢ to plati z definicie, takZe modZeme pisat

q1 ~k g2

Algoritmus na konstrukciu tried ekvivalentnych
stavov

Krok 1. Rozklad @ na triedy 1-ekvivalentnych stavov:
ak ¢,q € Agl), tak ¢ ~1 ¢’
for q,q' for a € ¥ : g(q,a) = g(¢’,a),q # ¢'. Ak
vyssie uvedend rovnost plati, vlozime stavy do tej istej
mnoziny v rozklade.

Krok 2. Ak mame Agk_l), .. .,Aslkk_n rozklad, konstru-

ujeme rozklad Agk), e A%kk) tak, Ze méa platit:

np
AR =
=

Zaroven tento rozklad méa vlastnost

Q, pri¢om Agk) N A;k) =(prei#j

g~ d =q,d € AP,

for q,q';q # q': ak ¢ ~ ¢'. tak q,q’ patria do tej istej
mnoziny. Inak patria do r6znych mnozin.
Overenie, %e q ~, ¢’ prebehne nasledovne:
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e Vykoname test, ¢i ¢ ~x_1 ¢’ — teda &i ¢, ¢ patria
do tej istej mnoziny v k — 1 rozklade.

e Vykoname test, & Va € ¥ : f(q,a) = f(q',a),
t.j. & f(q,a), f(¢',a) patria do tej istej mnoziny
v k — 1 rozklade.

Krok 3. Opakuj krok 2, kym (k—1)-rozklad nie je zhodny
s k-rozkladom. Potom posledny rozklad je vystupom
algoritmu.

Korektnost

1. podla definicie 1-ekvivalencie: q,q’ € Agl) =VaeX:
9(q,a) = g(¢', a)

2. s vyuzitim lemy: ak existuje i : q,q' € A§k> =q,q su
(k — 1)-ekvivalentné & Va € T : f(q,a) ~x—1 f(q',a)

3. cyklus sa musi raz zastavit, t.j. musi existovat k :
Agk) = Agkil), e A%kk) = Agﬁ;l). Vyuzijuc vlastnost,
Ze q1 ~k Q2 = q1 ~k—1 Q2 Vieme, ze ak 2 stavy patria
do tej istej mnoziny v k-rozklade, potom st v rovnakej
mnozine aj v (k — 1)-rozklade. Dalej, ak @ obsahuje
n stavov, tak rozklad sa zastavi, lebo prinajhorSom
dojdeme k 1-prvkovym mnoZinam.

Odstranovanie nedosiahnutel'nych stavov
SkonS$truujeme mnozinu nasledovne:

{Q:}
Qi-1U{f(q,a): g€ Qi-1,a € X}

Qo =
Qi

kym nenastane rovnost @Q; = Q;—1. Potom mnozina Q; je
mnozina vetkych dosiahnutelnych stavov.

Konstrukcia redukovaného automatu

e zlikvidujeme nedosiahnutelné stavy

e z mnoziny ekvivalentnych stavov vyberieme reprezen-
tanta (Tubovolného, je vSak vhodné ponechat si ekvi-
valentny stav)

Algoritmus na konstrukciu redukovaného auto-
matu

Krok 1. M nahradime automatom M’ = (Q', %, A, f/,
g’,qr), ktory neobsahuje nedosiahnutelné stavy.

dosiahnutel'né stavy z Q, Q' C Q
maji ziZeny definiény obor z Q na Q'
Q' x¥ — 0O

Q
g
Iy

Krok 2. Zostrojime rozklad Q' na triedy ekvivalentnych

stavov A1,..., A,. Nech M" = (Q", S, A, ", 4", qr),
pricom Q" = {q1,...,¢.} C Q" a
° ql 6 Ql/

e ak g; € A;, potom

¢ 1 Q"xX A ¢"(qi,a)=g'(q:,a)
f// . Q/ X Z % Q//

f(qi,a) = q; také, ze f'(qi,a) € A;
(u f” v podstate presmerujeme hranu do repre-
zentanta).

Definicia. Majme dva kone¢nostavové automaty M; =

(Qa 27 A7 f17 g1, qu) a M2 = (Q7 27 A7 f27927 q12)' Hovo-
rime, Ze automaty M, M2 st ekvivalentné, ak

Va € X" : g1 (qn,,a) = g5(q1,, @)

Algoritmus na testovanie ekvivalencie 2 automatov
Dané sa My, Ma. Zostrojime automat M = (Q,X%, A, f,
9,4q1)-

Krok 1. Polozime

Q = Q1UQ2
_ fi(g,a), akgqge @
fea) = { fa(q,a), akq€ Qs
_ gl(Q7a)7 akqul
9(@a) = { g2(¢q,a), ak g€ Q2

Tymito definiciami v podstate ,,zlepime* 2 automaty
do jedného. Dalej BUNV polozime q;r = q1,, pretoze
M je ekvivalentny My ak v M plati:

Va € 3 g* (QIl,Oé) = g* (quva)7
~~ ~~
97 95
¢o v podstate znamena, Ze q;, = g1, v automate M.
Krok 2. Na takto zostrojeny M pouzijeme algoritmus,
ktory zostroji rozklad @ = Q1 U Q2 na triedy ekvi-
valentnych stavov Aq, ..., Ag.

Krok 3. Ak gr,,qr1, patria do tej istej mnoziny v rozklade
Al,AQ, Cey tak

qr, ~ qi, = M je ekvivalentny Mo
Ak patria do roznych mnozin, tak

qr, % qr, = Mi nie je ekvivalentny Mo

Definicia. Dva automaty M: = (Q,%, A, f1,91,q1,) a
My = (Q,%, A, f2,92,q1,) st izomorfné, ak existuje fun-
kcia

T:Ql*}QQ

taka, ze
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—

- T(filq1,9)) = f2(T(q1,9))
2. 91(¢,5)) = 92(T(q), 5)
3. T(qn,) = arn,

4. T(q)=T(")=q=¢

5. Vg2 € Q2 31 € Q1 : T(q1) = q2

Vge Q1,5 €X

Vge Q1,5€X

Veta. Ak st dva automaty izomorfné, potom st aj ekvi-
valentné.

Poznamka. Naopak tato veta neplati, kontraprikladom je
redukovany a neredukovany automat.

Veta. Ak st 2 automaty My, M oba redukované a ekvi-
valentné, potom st izomorfné.

Dokaz:
Nech M = (Qlaszvflvghqh) a Mz = (Q2727A7f27g2,
qr,) st redukované a izomorfné. Zostrojime M = (Q1 U

Q27 EvAmfmg»qu)'

_ fl(q7a‘)7 akqe Ql
faa) = { f2(q,a), akq€ Q2
_ g1(g,a), akgqge Q@
9(@a) = { g2(q,a), akgqeQ

Na automat M aplikujeme algoritmus na tvorbu tried ek-
vivalentnych stavov

Q1UQ2=A1UAU...UA,

Potom

e A; obsahuje navzajom ekvivalentné stavy
e Ziadne A; neobsahuje viac ako 1 stav z Q1

— pretoze M; je redukovany automat, t.j. neobsa-
huje ekvivalentné stavy

—akbyqq € Q1aqq € A;, potom by g~ ¢, o
by bol spor

e ziadne A; neobsahuje 2 stavy z Q2, lebo Mz je redu-
kovany

Potom A; je tvaru

{on} a2}

Nech A; méa tvar {q1},q1 € Q1. M je redukovany, t.j. nemé
nedosiahnutelné stavy, teda

{q1,92} q1 € Q1,92 € Q2

Jwp € P fl*(qluwo) =q

Zoberme stav g2 € Q2 taky, ze f3(qr,,wo) = g2 a zoberme
Tubovolné w € ¥*. Ako sa budu chovat My, Ms pri vstupe

w? KedZe su ekvivalentné, tak na vstup wow musia dat
rovnaky vystup, teda

91 (g1, wow) 92(q15, wow)

91 (qr,,wo) - g1 (f1 (g1, wo),w) =

92(qrs,wo) - g2 (f2 (1, wo), w)
Odseknutim jedného symbolu na kazdej strane rovnice a
oznafenim f1 (qr,,wo) = q1, f3(qr5,wo) = g2 mame

g1 (q1,w) g5 (g2, w)
oo~ e

¢ize g2 musi v rozklade A1, ..., A, patrit do tej istej mno-

ziny A; ako gi. To je ale spor, lebo sme predpokladali, Ze

mnozina A; je tvaru {qi1}

Analogicky ukazeme, ze A; nie je tvaru {g2}

Definujme teraz zobrazenie T': Q1 — Q2. Ak A; = {q1,q2},

tak T(q1) = ga. Toto zobrazenie spliia vlastnosti 4. a 5. au-

tomaticky.

3. M, My su ekvivalentné, teda

9i(qn,w) = g3(qr,w) Yw €D

qn, ~  qIy

tzn. maju ekvivalentné pociato¢né stavy. Z definicie T'
potom dostavame:

T(qn) = q1,

2. stavy ¢ € Q1,T(q) € Q2 tvoria v rozklade A1, ...
jednu mnozinu, ¢ize

Jio : Aig = {q,T(9)} = ¢~ T(q),
¢o v M znamené
9" (g, w) = g"(T(q), w)

Ak to plati Vw € X*, tak aj pre b € ¥ (jeden znak)

7ATL

Yw € X~

g9°(¢;0) = g (T(q),b)
g(g,b) = g(T(q),b)
—— ———

€Q €Q2

1. nech g ~T(q) Vw € X*. Zoberme I'ubovolné v’ € *
a polozme w’ = ws. KedZe zo stavov ¢, T(q) musime
dostat rovnaky vystup, plati:

9"(q,sw) = g"(T(q), sw)
9 (a,8)g™ (f(q,5),w) = g"(T(q), s)g" (f*(T(q),s), w)
KedZe q € q', mdZeme odrezat prvé symboly, ktoré st
rovnaké
9 (f(g,8),w) =
fla.s)
filg,s)  ~

g" (f"(T(q),s),w) Yw € X"
f(T(q),s) pouzijeme definiciu f
f2(T(q), 5) (5)

2
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Kedze g € T(q) pre Yq € Q, tak aj pre ¢ = fi(q, s),
¢ize potom aj

g ~ T
filg,;s) ~ T(fi(q,s))
zo vztahu (5)
T'(fi(g,s) ~ f2(T(q),s)
€Q2 €Q2

Méme ekvivalenciu dvoch stavov, ale M je z predpo-
kladu redukovany, teda nastane len rovnost

T(f1(g; ) = f2(T(q), s)

Veta. Pre kazdy automat M je automat M’', ktory vznikne
z M odstranenim nedosiahnutelnych a ekvivalentnych sta-
vov automatom s minimélnym poctom stavov spomedzi
vSetkych automatov, ktoré st ekvivalentné s M.

Dékaz:

Nech M je lTubovolny automat a nech Mg je ekviva-
lentny s M, pricom Mg nech vznikol standardnou reduk-
ciou (odstranenim nedosiahnutelnych a ekvivalentnych sta-
vov). Nech M’ je ekvivalentny s Mg a ma menej stavov ako
Mg (¢iZze nech M’ je automat s minimalnym podtom sta-
vov). Je zrejmé, Zze:

e M’ nem4 nedosiahnutelné stavy (ak by ich mal, vieme
ich odstranit)

e M’ nema 2 stavy, ktoré by boli ekvivalentné

Méame M, Mg navzajom ekvivalentné a ani M ani Mg
nema nedosiahnutelné ani ekvivalentné stavy. Teda M, Mg
st izomorfné. Cize, existuje

T:Q,%QR

Potom z vlastnosti 4.) sa rdzne stavy zobrazuju do réznych
(¢ize T je prosté) a z vlastnosti 5.)

Var € Qr 3¢ € Q' :T(¢) =qr

mame zaistené, ze T je surjekcia. Z tychto dvoch vlastnosti
mame

Q1 = 1Qxll;

¢ize redukovany automat je miniméalny.

Konecénostavové akceptory

Definicia. Kone¢nostavovy akceptor je usporiadana pé-
tica M = (Q,%, f,q1, F), kde

Q kone¢na mnozina stavov

by vstupné abeceda

f:QxX—Q prechodova funkcia

qr € Q pocdiatoény stav

FCQ koncové stavy
Funkciu f* definujeme podobne ako u koneénostavovych

automatov:

[ (ge) = ¢q
[ (gaa) = f(f(q,a)a)

Jazyk akceptovany akceptorom M je
L(M)={weX: f(g,w) € F}

Definicia. Nedeterministicky konecnostavovy akceptor je
usporiadané pética

M= (Q,%,6,1,F).

Q koneéna mnoZzina stavov
b vstupné abeceda
§:QxX =29 prechodova funkcia
I1CQ pociatoc¢né stavy
FCQ koncové stavy
Potom funkciu 6* : 2¢ x $* — 29 definujeme takto:
§"(Aye) = A
§*(A,aa) = | Jb(g,a) VACQVaeX Vaex

q€5(A,a)

Veta. Pre kazdy nedeterministicky konecnostavovy akcep-
tor M existuje deterministicky konecnostavovy akceptor
M’ taky, ze L(M) = L(M").

Konstrukcia. Dany je M = (Q, %, 1,6, F). Definujme M’ =

(@, %, q7, f, F').
Q = 2°
@ = I
F' = {ACQ:ANF =0}

f @ Qx2-=Q

f(A,0) = |Jd(ga) VACQVaex
qeEA
Potom
LM) = {weX :6"(I,w)NF # 0}
LMY = {weX: f(q,w)eF'}

Podmienka v L(M) znamena, Ze aspon 1 zo stavov je kon-
covy, podmienka v L(M") zase hovori, Ze na konci to musi
zastat v koncovom stave.

Lema (intermission).
5" (1, w) = f* (g1, w)

Doékaz:
Prebehne UMI podla |w|.

1. nech w =¢.
8 (Iw) =6"(I,e) =1 =q; = f"(q1,¢) = f*(q1,w)
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2. nech w = aa a nech plati IP.

0(I, a) = U (g, a)
qe€s* (I,c)
= U d(a,a)
qef*(I,a)
= U (S(Q7a)
geA
dcf.f:vM f(f*(ql[,a)7a):f*(q/17aa)
= f*(q}7w)
Doékaz:
weLM) = SFIT,wyNF=10
= far,w)NF =10
= ANF=0=f"(q,w) e F'
= weL(M)

Suvis automatov a gramatik

Veta. Pre kazdy deterministicky kone¢nostavovy akceptor
M existuje regularna gramatika G taka, ze L(G) = L(M).

Konstrukcia. Dany je M = (Q,%, f,qr, F

G = (N, T, P, S) nasledovne:

). Definujeme

N = Qu{s}
T = X
P ak  f(q,a)=q¢ = q—aqd €P
ak  f(q,a) € F = qgq—a€P
ak  f(qr,a)=q = S—aqd eP
ak  f(gr,a) e F = S —aq€eP
ak qreF = S—>e€P
Lema (yeah, intermission).
fflan,a)=¢q=S=...=aq Va:|la|>0
Dokaz:
UMI k |of
1. nech || =1, t.j.a=a€X
flar,a) = q=
flar,a) = q=
S—aq € P=
S =" aq

2. nech a = &’a, a € ¥ a nech plati IP

fTlar,@’a) = f(f*(ar,@),0) = q=
Ga)i=f(ar,0) & f(@a)=q
S=*dg & G—aq
S = Jdag
S = oq

Doékaz:
Mame 3 mozZnosti:

1. nech |w| > 2, t.j. w = aa,|a| > 0,a € 3.

weL(M) = f(qg,ca)eF

= f(flana)a) € F

= 3¢:q=f"(q1,0) & f(g,a) € F
S="af & G—a
S="aa € L(G)

2. lw| =1,w = a € X. Potom

weLM)=f(g,a) e F=S—a€P=we LG)

3. |lw| =0, teda w = €. Potom

e € L(M) flgr,e)=q € F
S—eeP

= we LG)

Veta. Pre kazdi regularnu gramatiku G existuje nedeter-
ministicky konecnostavovy akceptor taky, Ze

L(M) = L(G")

Konstrukcia. Nech je dana G = (N, T, P,S). Definujeme
M = (Q,%, 0,1, P) nasledovne:

Q@ = NU{a}

I = {{S} ak S—e¢P
{S,qr} ak S —oe€P

> =T

1) ak A — aB € P, potom §(A,a) > B

ak A — a € P, potom (A, a) 3 qr

Doékaz vety neuvadzame.

e-akceptory

Povol'uju sa aj e-hrany — mozno sa preklapat do inych sta-
vov, aj ked ni¢ nie je na vstupe.

Definicia. e-akceptor M = (Q, %, 4, q1,qr), kde
Q... stavy gr ... koncovy stav
3. .. vstupné symboly §: Qx{2u{e}} =29

qr - .. pociatoény stav  d(gq,e) 3 q Vg

Veta. Pre kazdy M e-akceptor existuje M' nedeterminis-
ticky konecnostavovy akceptor, Ze:
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Dokaz:
Ukazeme len konstrukciu. Majme M = (Q, X, 8, q1, gr ). De-
finujme M’ = (Q, %, 8, qr, F). Potom:

8 ak 6*(q,¢) 3¢ &6(¢',a) =¢", tak §'(q,a) > ¢”
F' . ak 6"(qg,€) 3 qr, potom F' 3 ¢
Doékaz neuvadzame.

Poznamka. Nedeterministicky automat je Specidlny pri-
pad e-akceptora.

Vg :0(q,¢) = {q}

Regularne vyrazy

Definicia. Nech X je kone¢né abeceda. Potom regularny
vyraz zo symbolov (retazcov) abecedy X je

e (), e st regularne vyrazy
e a € ¥ si regularne vyrazy

e ak a, 8 su regularne vyrazy, potom aj « - 3,a + S, a”
st regularne vyrazy.

Definicia. Hodnota reguldrneho vyrazu « je mnozina q,
pre a C ¥* definované nasledovne:

o )=0e=¢,a={a}
e a-f={zye¥:zca&ycf}
ea+pf={reX:zcaVyef=aUp

e o ={r1,..., 2, €T :n>0,21,...,2n € a}
Veta.
a+p = pfB+a
at+d = 0+«
ae = €«
(@+B)+y = a+(B+7)
a0 = a=0-«
P*=e* = ¢
(a+p)" = (a"B)"

Veta. Nech ax + 8 = x je rovnica, kde «, 8 st reguldrne
vyrazy, x© je neznama. Potom jej jedinym rieSenim je o 3.

Dokaz:
e Existencia rieSenia: Dosadime za x do rovnice:
a-(@"B)+B = o'B
(aa"+e)8 = a'8
(aa" +e) = aF
(ad™ +e)" = ()"
(@a)*-e)* = o
(aa™)™)* = o
(ad™) = o
a = «

e Jednoznanost rieSenia: Nech y vyhovuje rovnici.
Overme, ¢i y = x.
y = ay+f=calay+p)+p
aay+af+ B2’y
o(ay + ) = a’y +a’f 2 a’y

2
ay

Potom Vk € N:y D of3, ale aj y D o*714.
Nech w € a*8 = z,w € ¥*. Potom w je tvaru

W= UL youey Un , U ,
a a B

¢ize Ik : w € a8 = w € y. Z toho mame w € z =
w € y, pre Tubovolné w € X*, teda x C y.

Poznamka (Stustavy rovnic).
r = oaz+pPy+y
y = pr+yy+T
Z prvej rovnice vyjadrime:
y = yYy+ (pxr+ 1) (pouzijeme vetu)
y = Yy-(pr+7)
Dosadenim do prvej rovnice:
ar+ BTy - (px+7))+ 7
T = ax+ Yty + BYTIYT + v
Na tuto rovnicu pouzijeme vetu. Jej rieSenim bude:
r = x(a+BYrye) +BYTy +

Vetu pouzijeme eSte raz, ¢im mame:

xT =

r = ((a+ By ye) + By "y +)(a+ By ye)) +
+6¢ "y +
r = (a+ B yp) (BYT +7)

Riesenie pre n rovnic:

1 = onri+ore+ ...+ omtsn+ 51

Tp = OplT1 +OQp2T2 + ...+ OpnTp + ﬁn

e vyjadrime x,, ako funkciu premennych x1,...,Tn_1

e 1, dosadime do prvych n — 1 rovnic, ¢im ziskame sa-
stavu n rovnic o n neznamych

e predchadzajuci krok opakujeme pre vSetkych n pre-
mennych. Ziskané hodnoty premennych x1,...,2, —1
dosadime do poslednej rovnice.

Veta. Pre kazdy reguldarny vyraz o existuje e-akceptor M
taky, ze

L(M)=a
Konstrukcia. Cez skladanie regularnych vyrazov.

Veta. Pre kazdy deterministicky akceptor M existuje re-
gularny vyraz o taky, Ze

L(M) =«
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Konstrukcia. Majme M = (Q, %, f, q1, F), pri¢om

Q=Aaq, ..

Definujeme q1,...,q, C X% = {w e X" : f* (@, w) € F}.
qi su vlastne vSetky slova, na ktoré sa dostaneme zo stavu
q; do koncového stavu.

Nech w € g;. Potom

7Qn}, E:{a’lv"'aak}

e bud w = ¢, potom ¢q; € F

e alebo w=a;53,kde a; € X a B € f(q,a;)
Potom

G = a1f(qi,a1) + a2 f(qi, a2) + ... + ar f(gi, ar) + @4,

. e, ak q €F
k 1 ;= ’
de i € [1,n], p; { 0, ak g ¢F
Ziskavame stistavu n rovnic o n neznamych, jej vyriese-

nim ziskame regularne vyrazy pre q¢i, ..., g,. Hladany
regularny vyraz o bude potom
a=q@ ={weX": f(q,w) € F}
~—

qr

Uzaverové vlastnosti regularnych jazykov

Veta. Trieda regularnych jazykov je uzavretd na komple-
ment.
Ak L je regularny jazyk, L C X%, tak aj

P=s"\L={wex:w¢L}
je regularny jazyk.

Dokaz:
Majme L = L(M), kde M = (Q,%, f,q1, F) je de-
terministicky kone¢nostavovy akceptor. Definujme M’ =

(Q’E7f7qI7F/)7 kde F/ = Q\F'
Potom w € L(M) =w ¢ L(M"), lebo

weLM) =
w ¢ L(M)

[ (qr,w) € F
[ lqr,w) ¢ F'

ale plati F = Q \ F.

Veta. Trieda reguldrnych jazykov je uzavretd na prienik.
Ak L1, Lo st regularne jazyky, tak ak L1 N Lo je regularny
Jjazyk.

Konstrukcia.

Nech Ly = L(Mi); My = (@1, %, f1,q1,, F1).
Ly = L(M2)7 M, = (Q27Z7f27q12’F2)'

Definujme M = (Q, %, f,q1, F).

Q = Qi1xQ2q=|q,q)]
a = lan,q5]

f([qlanD - [fl((h,a)7f2(q2,a)]
F = FNxk

Lema.

Yw : f*(QI,w) = [fl*(QI,’LU),fQ*(QI,w)]

Dokaz:
UMI vzhladom na |w]:

1. f*(q175) =41 = [q117q12} = [f*(q1175)7f*(q1275)]

2. nech w = aa a nech plati IP.
f*(QI,Oéa) = f(f*(QI,Oé),CL) =
————

1P
= f([fl*(qba)’f;(qba)?a)

= [f1(fi (a1, @), a), f2(f3 (a1, @), a)]
= [fi(q1, aa), f3 (g1, @a)]
Dokaz:
Pokracujeme v dokaze vety:
weLM) = f(q,w)eEF
= [fl*(q17w)7f2*(q17w”eF:FlXFQ
= fl*(qfvw)eFl&f;(QUw)eF?
= we L(M) & w e L(Ms)
Teda:

L(M) = L(My) N L(Ms,)

Veta. Trieda regularnych jazykov je uzavretd na zjedno-
tenie.
Dékaz:
Automat ako v predchadzajtcej vete, len
F = (Q1 X FQ)U (Fl X Qz)
Potom w € L(M) = w € L(M1) Vw € L(M2).
Veta. Trieda regularnych jazykov je uzavreta na rozdiel.

Dokaz:
Staci si uvedomit, ze L1 \ Lo = L1 N Lg a vyuZzit uzavretost
regularnych jazykov na prienik a komplement.

Veta. Ak L1, Lo st regularne jazyky, potom aj L1 X Lo =
{lw:w=2y:2z¢e L &y € L}, LT ={w:w =
X1y, Tn,n < 0,z; € L} st regularne jazyky.

Dékaz:

Ak a1, as su hladané regularne vyrazy pre L1, L2, potom
aiag, o] st regularne vyrazy pre Ly X Lo, L7.
Bezkontextové jazyky

Pravidla sa tvaru
A—B,BeX”.

Bezkontextové jazyky sa daju generovat bezkontextovymi
gramatikami.
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Veta. Neexistuje konec¢nostavovy akceptor, ktory akcep-
tuje

L(M)=L=1{a"b";n € N}
Doékaz:

Dékaz vykoname sporom. Majme M = (Q, {a, b}, f,qr1, F),

kde @ je kone¢na mnozina, teda Q = {q1r = q1,...,qx} a
plati k= Q).
Nech = f*(q1,a)

T2 = f* (QI7 aa)

ri = f*(qr,a"), pricom polozime i = k + 1

Mame viac mnozin ako stavov, teda

3j1,J2 1 T = Ty
Pri vstu_pe_a”bj2 méa M akceptovat, lebo a’2b%2 € L, t.j.
f(qr,a’?t’?) € F.
Zoberme teraz ji,j2 tak, ze BUNV j; < j2. Potom
f*(ar,a”b™) £ (ar,0™),072) = f7 (15, 67)
f*(rj27bj2) f*(f*(q17aj2)7bj2)
f(ar,a?v”) e F

a’2b"? € L, teda je akceptované

T = T2

=
Ziskavame vSak spor, kedZe sme predpokladali, ze 71 < ja.
Doésledok.
e jazyk L je bezkontextovy a nie je regularny

e pre triedu reguldarnych jazykov RJ a bezkontextovych
Jjazykov BKJ plati

RJT C BKT.

Veta. Pre kazdi bezkontextovii gramatiku G existuje bez-
kontextova gramatika G’, ktora nemé pravidla typu A — ¢
a

Dokaz:
Majme G = (N,T,P,S). Skonstruujme E = {A € N :
A =" £} nasledovne:

e BEy={AeN:A—eccP}

e Eiyw = EU{A e N: A — By,....B € P
Bi,...,B € EZ}
e ak F; = F; 1, kon¢ime.
G’ vytvorime nasledovne: Kazdé pravidlo A — z1,...,zn

nahradime pravidlom A — y1,...,Yyn, kde
5, ak x;, €T

Yi = Zi, ak x; € N \ E
€ {xi,e}, ak =z, €F

pricom A — ¢ ¢ P’}

IPre istotu treba skontrolovat druht moznost vo ,vidlicke.“ Je
spravna? — pozn. sadzacé

Veta. Pre kazdi bezkontextovii gramatiku G existuje bez-
kontextova gramatika G’ taka, e

o L(G)=L(G")
e G’ nem4 pravidla typu A — B, kde A,B € N

Doékaz:

MnoZinu pravidiel P’ skonstruujeme nasledovne:

Ak v G mame odvodenie A = By = Bs = ... = By = q,
tak do P’ zaradime pravidlo A — «. Specialne: ak A = a,
tak zaradime pravidlo A — a.

Definicia. Bezkontextova gramatika je v.Chomského nor-
malnom tvare, ak mé pravidla tvaru

o X Y Z pre X,Y,Z € N
e X —wa,preacT

Veta. Pre kazdu bezkontextovi gramatiku G existuje bez-
kontextova gramatika G’ v Chomského normalnom tvare,
kde

Dokaz:
e pre dani G zostrojime G, ktorda neobsauje pravidla

A—e.

e potom ku G zostrojime G2 takid, ze G2 neobsahuje
pravidla tvaru A — B.

e 7z G5 vytvorime G’
Pravidla:

e A — ¢ — pravidla tohoto typu uz v G2 nie su

e A— z,x €%, v tomto pripade musi z € T' (netermi-
nal nenastane)

e A — x1,...,2m;m > 2. Namiesto toho dame do G’
pravidla:
A — $1X1;X1:$2,,..,5Em
X1 — $2X2;X2:I3,...,:Em
X'm72 — xm;X'm72 = Tm—-1Tm
~ . . ak X; € N | potom X;=ux;
Dalej pre X; plati: { ak X, € T Ak

X, je novy neterminél, pridime X; — x;.

Veta (Pumping lema). Nech L je bezkontextovy jazyk,
pricom L = L(G). Potom

1. bud L je koneéna mnoZina

10
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2. alebo existuji retazce u,v,x,y, z také, Ze

w'zy'z € L,Vi >0

Naviac, aspoii jeden z retazcov v,y je rozny od €.

Dokaz:

Ad 1.)

Nech L je kone¢ny jazyk. Potom zrejme niet ¢o dokazovat.
Ad 2.)

Nech L je nekoneény jazyk. Ak mame gramatiku G, potom
ju nahradime gramatikou G’, ktora bude v Chomského nor-
malnom tvare.

To, ze L(G) je nekone¢ny, znamena, Ze

Vk Jw € L(G) : |lw| > k (6)
Dalej plati, Ze vsetkych retazcov dlzky k je najviac
Zf;ol IT])*, teda kone¢ne vela. Ak vztah (6) plati pre kazdé
k, tak tym skor aj pre

j — 2l NI+2

Ak w € L(G), musi existovat odvodenie S —* w. Zakres-
lime toto odvodenie ako binarny strom. Vyska stromu bude
aspon log | N||+2; pri vyske stromu [ bude poéet listov naj-
viac 2'. Dlzka cesty v strome bude aspon | N|| + 2, to ale
znamena, ze mame aspoil || N|| + 1 neterminalov. Z defini-
cie gramatiky vSak mame, Ze pocet neterminélov je ||N]||,
teda niekde sa musel neterminal opakovat. Oznacme tento
neterminal ako A.

e Nech z ,,dolného* A sa vygeneruje nejaké z, t.j.
AP =7 g

e 7 ,horného* A sa vygeneruje slovo, ktoré obsahuje x,
lebo dolné A je pod nim

AT =% yxy (7)

Ak z tohto odvodenia odstranime vsetky kroky, ktoré

modifikujua ,,spodné“ A, mame odvodenie

AT =7 APy (8)

e 7z S sa vygeneruje slovo, ktoré obsahuje vxy, kedze

AH 7 ktorého vygenerujeme vzy je pod nim. Ak zo-

berieme odvodenie S =" wvzryz, odstranime vsetky
kroky prepisujuce A, ziskame

S =" uAz

9)
Z odvodeni (7)-(9) mame

S = uAz = uxz
S = uAz = wvzyz
S = uldz = w'zy'z

gize slovo wv'zy'z € L(G"), kde viak L(G) je ekviva-
lentna L(G).

Ukazme ete®, ze v # eV y # €.
AP je v Tavom alebo pravom podstrome A”. BUNV pred-
pokladajme, Ze je v Tavom podstrome. Nech A¥ ma synov
BC. Potom cesta z AP do A¥ ide cez B. Nech y; je od-
vodené v Tavom podstrome a nech yo je ta cast, ktora je
odvodena z C, ¢o znamena, Ze

C :>*y2

Ale gramatika v Chomského normélnom tvare nem4 pra-
vidla typu X — e. Teda y2 # €, z Coho y = y1y2 # €
Analogicky ukazeme, Ze ak cesta z A™ do AP ide cez C,
tak v # €.

Désledok. Ak slovo w € L(G') a |w| > 2N I+2 | tak w sa
dé rozdelit na slovo wvxyz tak, Ze

w'zy'z e L Vi >0,

pricom v # € alebo y # € a |vzy| < 2||N|| + 1

Lema. Jazyk L(G) = {a"b"c",n > 1} sa ned4 vygenero-
vat pomocou bezkontextovej gramatiky.

Dékaz:
L je nekone¢nd mnozina, teda pre dostatoc¢ne velké n
mame, ze

nin _n

a'b'c" = uvxyz

7 tohto tvaru slova vyplyva, Ze vo v musia byt pismena
rovnakého typu. Pismen4 rovnakého typu vSak musia byt
aj v y. Ale u, z, z st pevné, teda uvvvzyyz ¢ G (to by bolo
mozné len vtedy, ked by v = € a zaroveh y = ¢, ale to
by nebolo delenie podla pumping lemy!). Gramatika G je
bezkontextova, teda slovo wvzyz musi patrit do L(G), ¢o
je spor.

Uzaverové vlastnosti bezkontextovych jazykov

Veta. Trieda bezkontextovych jazykov je uzavreta na zjed-
notenie.

Dékaz:

Pre jazyk L; majme gramatiku G; = (N;,T;, P;, S:), pri-
¢om nech BUNV plati Ny N Ny = 0.

Definujme G = (N, T, P, S) pre jazyk L1 U Lo.

N N1 UN;
T = T UTs
P T1UT2U{S—>51,S—>SQ}

?Inak povedané, AP sa nachadza v avom alebo v pravom pod-
strome A" . Ak je to napriklad v Tavom, tak sa musi v pravom pod-
strome A nieco vygenerovat, lebo nase slovo w ma padnuat do L(G),
&ize nemédzu v pravom podstrome AT ostat visiet“ nejaké neter-
minaly, teda y # e. Podobné je to ak sa AP nachadza v pravom
podstrome A", vtedy musi platit, Ze v # .

11
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podla prednasok prof. RNDr. Viliama Gefferta, DrSc.

7 pociato¢ného symbolu S sa dostaneme do symbolu S; a
odtial pravidlami P; vieme odvodit S =*w € L(G1)
Analogicky, z S sa dostaneme so Sz a odtial uz mame pra-
vidla P,, pomocou ktorych odvodime Ss =*w € L(G2)

Veta. Trieda bezkontextovych jazykov NIE JE uzavreta
na prienik.

Dékaz:
Sta¢i uvazit nasledovné 2 jazyky ako kontrapriklad:

L
Ly

{a*b"c" k,n > 1}
{a"b" " k,n > 1}

Zrejme pre jazyk L = L1 N Lo bude platit
L=LiNnLy={a"b"c":n>1}

Toto v8ak podla predchadzajicej lemy nie je bezkontex-
tovy jazyk.

Veta. Trieda bezkontextovych jazykov NIE JE uzavretd
na komplement.

Dokaz:
Ak by bola tato trieda uzavreta na komplement, potom by
to isté platilo aj pre

LinLy= (Lt u LSt

¢o by bol spor.

Zasobnikové automaty
Definicia. Zasobnikovy automat je usporiadané sedmica

M: (Q7Z7F757qI7ZI7F)7

Q kone¢né mnozina stavov

> = vstupna abeceda

r zésobnikova abeceda
Z; el pociato¢ny zasobnikovy symbol
FCQ koncové stavy

é

© Q% (ZU{e}) — 29X
Prechodovii funkciu § definujeme nasledovne:

6(q,a, A) = {¢', BBC}

V pripade nedeterministického zasobnikového automatu to
bude

6(q,a, A) ={(d',¢), (¢", AA)}

n
}7

o ax ]

Definicia. Konfiguracia zdsobnikového automatu je uspo-
riadana trojica

(g, 0,7) €Q X X" x T,

pricom ¢ je momentalny stav, « je nepre¢itany vstup a -y
je obsah zasobnika.

’al ‘ an|...|ak‘

Ay, ..., Ag
Obr. 1 — Konfiguracia (g, an ... ak, A1 ... Ag)

Definicia. Jazyk L(M) rozpoznavany zasobnikovym au-
tomatom je

LM)={we X" : (gi,w,2z1)F ... (q,6,7),g € F}

Ak automat je v koncovom stave, ale vstup nie je precitany
cely, potom retazec nie je akceptovany.

Definicia. Akceptovanie prazdnym zasobnikom definu-
jeme nasledovne:

NM)={weX: (q,w,Z;) F ... (q,¢¢)}

Stav ¢ teda nemusi byt koncovy, staci, Ze je preéitany cely
vstup a zasobnik je na konci prazdny.

Lema. Pre kazdy zasobnikovy automat M existuje zdsob-
nikovy automat M’ taky, Ze

Dékaz:

Nech je dany M = (Q,%,1,48,q1,21,0) (na koncovych
stavoch nezalezi, teda moézu byt aj prazdne). Definujeme
M = (Q, 5, A, 5, g, 75, {q}), kde

Q = Qu{didr}

I = Tu{:}

5 8 (q7,e,21) = {(qr, 2127)} Va€Q
§(q,a,A) =d(q,a,A) a€XU{e},AeT
8'(g,¢,21) = {(dr, )}

Akceptujtci vypodet v M:

(gr,a01...an,2) F...F (qr,a1...an,Ai ... A;))
F...F (gn+t1,5,¢)
Prislusny vypocéet v M':
(qr,a1...an,2) F (gr,ai...an, Aiy ... Ai,, ,2127)
N (qn+17872})
F...F (qgp,c¢€)

12
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Veta. Pre kazdy zasobnikovy automat M existuje zdsob-
nikovy automat M’, Ze

Dékaz:
Nech je dany M = (Q,%,T,0,4q1, 21,
(Q/7 E’ A/7 5/7 qu7 Z}’ @)'

F). Definujeme M’ =

Q = QuU{d,qr}

r ru{z}

& 8 (qr,e,21) = {(ar, 2r21)}
ak 6(q,a, A) 3 (¢, B), potom &'(g,a, A) 3 (¢, B)
8'(q,e,A) 3 (¢p,e) Vg€ FaecTU{z}
5(qr e, A) 3 (g,e) VAT U{z}

Vypocet v pévodnom automate M:

[
...

',
',

(gr,a1...an, Ar... An)

(Qn+1> g, An+1,1 o An+1,m)
kde gn+1 musi patrit do F

qr,aa .. .an,Z[)

Vypocet v automate M':

= . Qn, 2T, 27)

/
A’ﬂleyma ZI)

(q}val"'amv'z}) qr,ai .

qi, Qi ...0n, Ail
dn+1, €, An+1 1-

!
qr € Anyir2 .. Ang1m, 21)

T T T T

(
(
(
(g1
(g1

Veta. Pre kazdi bezkontextovii gramatiku G existuje za-
sobnikovy automat M’ taky, Ze

Dokaz:
Majme G = (N,T,P,S), ktora pre jednoduchost preve-
dieme do Chomského normalneho tvaru

G = (N,,T,,P/7S,)
Cize G’ bude mat len pravidla typu

A — BC A—a.

Definujeme
= ({qI}7 T? N7 57 qI7 S/7 0)

Ak pravidlo A — BC € P’, potom §(qr,¢,A) >
Ak pravidlo A — a € P/, potom 0(qr,a, A) >
Zoberme najlavejsie odvodenie v G:

(¢qr, BC).
(qr,€).

S/ = ... = al,..akAl...An

Méame 2 moznosti ako pokracovat v odvodzovani:

. .ap BOCAAs ... Ay = ... a1...qp =w
[y ——
AfLLAL
oal...akaAg...An:>...:>a1 a; = w
ALLLAL
Vypocet v M:
(qI,al...ak,S/)l—...I—(q;,aHl...ak,Al..‘AN)
(qI,ai.,_l...ak,BC’Ag...An)
FoooF (a1, air2 oo.am, Az, Ay)
—~—~
Al—aiqp
F...F(q,5,¢)

Lema. Pre kazdy zdsobnikovy automat M existuje zasob-
nikovy automat M’ taky, Ze vyska zasobnika v jednom
kroku sa meni maximaélne o jedna.

Dokaz:
Ak v M mame instrukciu 6(q,a, A) >
dime ju nasledovnymi instrukciami:

(¢, BBCD), nahra-

6((]7 a, A) > (q17 CD)
5(Q7 €, O) > (q27 BC)
6((]2,5,3) = (q:;,BB)

kde g1, g2, g3 st nové stavy.
V M’ st potom vietky instrukcie typu:

(d,¢) vyska zasobnika klesne o 1
4(¢,a,A)> 1< (¢,B) vyska sa nezmeni
(¢’, BC) vyska vzrastie o 1

Definicia. Situéciu, Ze zasobnikovy automat po precitani
retazca « vyhodi zo zasobnika symbol A a skonéi po neja-
kom ¢ase v stave g2 budeme oznacovat

a1, A, g2]
Lema. Ak (qi,a,A) F ...+ (¢2,¢,€), potom [q1, A, g2] =
.= aceT”
Dokaz:

Dokaz je prilis dlhy, preto ho neuvadzame®.

Lema. Ak [g1,A4,q2] = ...
. F(gqe,¢,¢)

Dokaz:
Doékaz vykoname analogicky ako v predchadzajucej leme.

= a € T, potom (¢q1,a, A) F

Veta. Pre kazdy zdsobnikovy automat existuje bezkontex-
tova gramatika G taka, Ze

3 Ale na prednéaske bol!
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Doékaz:

w e N(M)
zlemy = J[q1,21,4]=...=>w

(quw7ZI) N (q,&"&‘)

Potom gramatika ma pravidla typu

S—=lqr, 21,4 VGeQ

Toto vsak plati Specidlne pre ¢ = q, ¢ize
S = la1, 21,4

a teda v gramatike G mame odvodenie

S=...=gnz,q=...=w

¢o vlastne znamen4, ze w € L(G).
C:
Nech w € L(G), potom v G mame odvodenie

S=...=>w

V prvom kroku sa prepisuje symbol S, lenze pre symbol S
mame len pravidla typu

S = [qr, 21,q), kde ¢ € Q

Teda odvodenie S = ... = w méa tvar podla ekvivalencie
(10):
S=lgr,21,4) = ...=>w

Potom ale plati, ze w € N(M).

Doésledok. Kazdy zasobnikovy automat M sa da nahradit
ekvivalentnym zdsobnikovym automatom M’ Ze

Q = {ar}

Veta. Ak Li je bezkontextovy jazyk a Lo je regularny ja-
zyk, potom
LiN Ly

je bezkontextovy jazyk.
Bezkontextové jazyky st uzavreté na prienik s regularnymi
Jjazykmi.

Dokaz:
Pre L1 majme zasobnikovy automat

My = (Q17Z>F7q11721757 F1)>

ktory akceptuje L; koncovym stavom.
Pre Ly majme deterministicky konecnostavovy akceptor

My = (Q2727q127f27F2)

Zostrojme zésobnikovy automat M, ktory sucasne simuluje
M; a M; Uvedomme si, ze M; ako zasobnikovy automat

nemusi ¢itat vstup (stadi, Ze pracuje zo zasobnikom), ale
M> musi stale nieco &itat zo vstupu. Teda skongtruujeme:

M = (Q727F7q172116,7F)
Q = Q1XQ2
a = lan,qn]
F = Fl X FQ

Teda stav automatu M bude tvaru ¢ = [¢1, g2, kde ¢1 je
stav M; a g2 je stavom M. Tvar mnoziny F' zaistuje, Ze
M akceptuje =, ak M; akceptuje a zaroven akceptuje Ms.
Pre prechodovii funkciu 6’ bude platit:

e ak §(q1,a,A) 3 (q1,8) & f(g2,a) = g2, potom

5/([q17q2]7a’,14)9([Q17Qé},/8) VGEE,G#E
e ak d(q1,¢,A4) 3 (¢4, ), potom

6/([(]17(]2]76714) 2 ([quqQ]MB) VQQ EQ
(druhy stroj ¢aka, kym prvy pracuje so zasobnikom)

Poznamka. Prienik 2 bezkontextovych jazykov nie je bez-
kontextovy aj preto, Ze by bolo treba uchovavat stav dvoch
zéasobnikov?* (pre kazdy zasobnikovy automat prislichajuci
jednému z jazykov zvlast). Pri pouZiti dvoch zasobnikov v
podstate ziskavame Turingov stroj so vSetkymi désledkami
(Halting Problem).

4Toto vsak nie je argument! Treba vyuzit Pumping lemu.
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