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1 Uvod

Poslucha¢ pozné problém, ktory sa nedé riesit algoritmicky, pod nédzvom ”Hal-
ting Problem”: problém zastavenia sa Turingovho stroja. Zndmy vysledok A.
Turinga hovori: neexistuje algoritmus, ktory by rozhodol, ¢i dany Turingov stroj
pri danom vstupe sa zastavi alebo nie.

V prednéske predvedieme dalsie dva vysledky podobného typu. Prviym vy-
sledkom je Tarského veta 9.1 o neexistencii algoritmu, ktory by rozhodol, ¢i dané
formula je dokazatelna v Peanovej aritmetike alebo nie je. Prezentujeme aj jej
najdolezitejsie dosledky, ktoré vSak historicky boli zname skér. Druhym vysled-
kom je veta o neexistencii algoritmu, ktory by rozhodol, ¢i dana diofanticka
rovnica mé riesenie alebo nie. Je to riesenie znameho 10. Hilbertovho problému.

V castiach 5 az 12 pracujeme v metamatematike. Logické spojky a kvanti-
fikdtory st predmetom nasho badania. Rozlisujeme medzi metamatematickym
prirodzenym ¢islom n a jeho ndzvom termom A,,. Metamatematické premenné
piseme kurzivou, premenné ako znaky jazyka tedrie piSeme roméanskym pismom.
Pojem "veta” a”dokaz” st objektom nasho skiimania. Preto nase vysledky buda
formulované ako tvrdenia a budeme ich overovat (nie dokazovat).

V Casti 13 sa vraciame do matematiky a logické spojky a kvantifikatory
maji obvykly vyznam. Vysledky budeme znova formulovat ako vety a budeme
ich dokazovat.

Oznacenie a terminoldgiu pouzivam tak, ako bola zavedena v u¢ebnych tex-
toch [BL1] a [BL2]. K pouzitiu vety 4.1 ma inSpiroval Martin Davis [DM1].
Vyklad Tarského a Godelovej vety je spracovany podla prace A. Tarského [Ta2]
a monografie S. C. Kleeneho [K1]. Dokaz neexistencie algoritmu pre rieSenie 10.
Hilbertového problému sleduje ¢lanok Martina Davisa [DM2].

2 Ciastoéne rekurzivne funkcie

Upozornime na potrebné poznatky z teérie rekurzivnych funckcii.
Zakladné funkcie st tieto funkcie:

Z(z) =0, S(x) =z + 1, PL(21,...,2%) = ;.

Operacie nad funkciami: substitiicia, primitivna rekurzia, minimalizacia a re-
guldrna minimalizicia. Funckia sa nazyva ¢iasto¢ne (vSeobecne) rekurzivna, ak
vznikla zo zékladnych funkcii pouzitim operécii substiticie, primitivnej rekurzie
a (reguldrnej) minimalizicie.

Zékladny vysledok tedrie vypocitatelnosti, ktory budeme potrebovat je zhr-
nutie vysledkov viet 10.2 a 11.1 z [BL1].

Veta 2.1 (S. C. Kleene) Ezistuje primitivne rekurzivna vjrokovd funkcia Ty,
a primitivne rekurzivna funkcia U takd, Ze plati nasledovné: pre kaZdu ciastocéne
rekurzivnu funkciu f existuje prirodzené ¢islo e (¢islo Turingovho stroja, ktory
pocita funkciu f) také, Ze pre lubovolné prirodzené ¢isla x4, ..., x je

f(xla s ,IEk) = U((miny)Tk(67y7xl7 s 5‘Tk))a (21)



pri¢om hodnota funkcie na lavej strane rovnosti je definovand prdve vtedy, ked
je definovand hodnota funkcie na pravej strane rovnosti, t.j. ked

(Ey) Tk<e>y73317 B l‘k;).

Naviac, ak plati Ti(e,y,x1,...,2k), tak hodnota funckie f(x1,...,xzx) je defi-
novand a je round U(y).

Mnozina A C NF sa nazjva rekurzivna, ak jej charakteristicka funkcia je
v8eobecne rekurzivna. Vyrokova funkcia V(x1,...,xx) je rekurzivna, ak je taka
mnozina

{[z1,.. ., 2] € N¥; V(21,0 .. 20) )

Mnozina A C NP sa nazjyva rekurzivne odislovatelna, ak existuje rekurzivna
vyrokova funkcia V taka, ze plati

[zla"ka] €EA= (Ely) V(xla"'vajkay)'

Podobne pre vyrokova funkciu.
Pripominame dva klasické vysledky.

Veta 2.2 Nech A C N. Potom nasledujice podmienky si ekvivaletné:
a) A je rekurzivne ocislovatelnd;

b) A =0 alebo eristuje vieobecne (dokonca primitivne) rekurzivna funkcia f
takd, zZe A =H(f);

c) ezistuje ¢islo e také, Ze pre kazdé n € N plati

ne€ A= 3y Ti(e,y,n).

Veta 2.3 (E. Post) Vyrokovd funkcia V je rekurzivna vtedy a len vtedy ked
vyrokové funkcie V a =V siu rekurzivne oéislovatelné.

Parujica funkcia 7 : N x N % N je definovana predpisom
onto

w(n,m) = %(n—km)(n—&-m—}—l)—km.

A a p st lavd a prava inverzna k parujicej funkcii. Teda pre kazdé prirodzené
¢isla n, m, k plati

T(AR), p(k) =k, Alr(n,m)) =n,  p(x(n,m)) = m.

Funkcie 7, A, p st primitivne rekurzivne.

Ak f: A— N, kde A C N¥, tak graf funkcie f je mnozina

G(f) ={[z1,..., 2k, Y] ENkH;[xl,...,xk] EANf(ay,...,2) =y}



Veta 2.4 Funkcia f je ¢iastocne rekurzivna vtedy a len vtedy, ked jej graf G(f)
je rekurzivne ocislovatelnd mnozina.

Dokaz: Nech f je ¢iastocne rekurzivna funkcia. Nech e je ¢islo Turingovho stroja,
ktory ju pocita. Potom

[1’1,. "axkvy} € G(f) = (EIZ) (Tk(@,Z,fEl,...,l’k) Ny = U(Z))

Naopak, nech G(f) je rekurzivne ocislovatelnd mnozina. Nech V je rekur-
zivna vyrokova funkcia taka, ze

[T1,...,2k,y] € G(f) = (32) V(z, 21, ..., T, Y)-

Potom

fz, ... 2p) = M(min 2) V(p(2), 21, . . ., T, A(2))).

q.e.d.

V dalSom budeme potrebovat funkcie stctu, suc¢inu a odpocitania. Bude
vihodné ich oznadit!

add(z,y) =z +y, prod(z,y)=xz-y, ode(z,y)=2x+y.

V tedrii rekurzivnych funckii sme vyuzili zdkladnt vetu aritmetiky o rozklade
prirodzenych ¢isiel na stcin prvocisiel ako prostriedok ku kédovaniu postupnosti
¢isiel. Konkrétne, pg, p1, ... ,Pn, ... je rastica postupnost vSetkych prvodisiel.
Ak pre prirodzené ¢islo n > 1 plati

n=py°-...-pp* aar #0,

tak
di(n) =k, (n); = .

Teda pre n > 1 plati
_ ) (Mai(n
O
V nasich dalsich tivahach budeme potrebovat podobné kédovanie, ktoré sa da
jednoducho vyjadrit pomocou funckii add, prod a odc. OpiSeme ho v dalSej
casti.

3 Godelova g-funckia

Zacneme jednym jednoduchym tvrdenim z tedrie Cisiel. Najprv novy pojem a
oznadenia. Postupnost mo, ..., my prirodzenych &siel sa nazyva prijatelna po-
stupnost modulov, ak pre kazdé i # j, ¢isla m; a m; st nesudelitelné. Ak
x, y st prirodzené ¢isla, oznacime rm(x, y) zvySok ¢isla x pri deleni éislom y, ak
y >0 arm(z,0)=0.

IPripominame, e x ~y =2 —y ak £ > y a = 0 v opac¢nom pripade.



Veta 3.1 (Cinska veta o zvySkoch) Nech my, ..., my je prijatelnd postup-
nost modulov, ag, . .., ax st prirodzené c¢isla. Potom existuje lubovolne velké ¢islo
x take, Ze

x =agmod mg, ... ,x=apmod mg. (3.2)

Overenie: Zrejme tvrdenie (3.2) je ekvivalentné tvrdeniu
rm(x, mg) = rm(ag, mo), ... ,rm(x,mg)=rm(ag, my)

Ak rm(e,m;) = rm(d, m;), ¢ < d, tak m; | (d—c). Kedze my, . .., my je prijatelna
postupnost modulov, tak z rovnosti

rm(c, mp) = rm(d, mg), ... ,rm(c, my) = rm(d, my)
vyplyva, ze mg - ... - my deli rozdiel d — ¢, Specialne mg - ... -mp < d —c.
Vsetkych (k + 1)-tic ¢isiel [yo,...,yk], 0 < y; < m; je mg ... - my. Nech
¢ je lubovoIné prirodzené ¢islo. Ak x nadobida postupne hodnoty od ¢+ 1 po
islo ¢ + mg - ... - my, tak [rm(x,mg),...,rm(z, my)| prebieha vietky takéto
(k + 1)-tice. Specidlne, pre nejaké z, ¢ < & < mg - ... my, je to (k + 1)-tica
[rm(ag, mg), . .., rm(ag, mg)].

q.e.d.

Ak E!'| d, tak ¢isla 14+ (140)d, 1+ (1+1)d,...,14 (1+k)d tvoria prijatelnt
postupnost modulov. Naozaj, ziadny prvociselny delitel p ¢isla 1+ (1+417)d nedeli
Cislod atedap > k. Tedaakp| (1+(1+d)d)ap| 1+ (1+j)d), takp|j—1,
¢o je mozné len ak p = 1.

To nés inspiruje definovat Gédelovu [-funkciu predpisom

Bz, d,i) = rm(z, 1+ (1 +i)d).
Na zaklade vety 3.1 dostavame

Désledok 3.2 Nech aq,...,a; st kladné prirodzené cisla. Potom existuji lu-
bovolne velké ¢isla x, d také, Ze

B(z,d,i) =a; prei=0,...,k.

4 Ekvivalentna definicia rekurzivnosti

Pri overovani tvrdeni 7.1 a 17.1 schéma definicie funkcie primitivnou rekurziou
by robila dost velké neprijemnosti (aj ked sa to d& urobif). Aby sme sa tomu
vyhli, dame jednu jednoducht ekvivalentnii definiciu vSeobecne a ¢iastoc¢ne re-
kurzivnych funkcii.

Veta 4.1 Funkcia je ¢iastocne (vieobecne) rekurzivna prdve vtedy, ked ju mozno
ziskat z funkcit
Z, S, P¥ add, prod, odc (4.3)

pomocou operdcii substiticie a (reguldrnej) minimalizdcie.



Overenie: Nech F je mnozina vSetkych funkcii, ktoré mozno ziskat z funkei (4.3)
pomocou substitticii a minimalizazii (pripadne reguldrnych minimalizacif). Ak
V je vyrokovéa funkcia, tak zapisom V € F vyjadrujeme chy € F.
Zrejme stacéi ukazat toto:
ak funkcia f vznikla z funkcii g, h € F primitivnou rekurziou, tak f € F.
Ukézeme dve veci:
1) BerF,
2) primitivnu rekurziu vyjadrime pomocou minimalizécie a funkcie (.
Postupne definujeme funkcie patriace do F:

sg(z) = (miny) zy = x,
che(z,y) =1+ (z+y+y—+zx),
T<y=sgly+a) =1,

[z] =(minz)((z4+ 1)y >zV(y=0A2z=0)),

i) =) (o~ |2 )

O(xz,d,i) = rm(z, 1 + (1 +4)d),

m(n,m) = (mink) (2k = (n +m)(n +m+ 1) + 2m),
A(k) = (minn) m(n, (minm) 7(n,m) = k) = k,
p(k) = (minm) 7((minn) 7(n,m) = k,m) = k,

0(u,i) = B(A(w), p(u), ).

Zrejme vSetky uvedené funkcie patria do F a pre lubovolné éisla ag, ..., ax
existuje lubovolne velké ¢islo u také, ze

O(u,i) =a; prei =0,..., k.
Nech funckia f vznikla z funckii g a h primitivnou rekurziou, t.j.

fO,2z1,...,2k) = g(x1,. .., 2k),
f(y+ ].,xl,...,l'k) = h(y,ifl,-.-,$k7f(y,1317.-.,$k))-
Lahko vidiet, ze plati
f(yvxla cee axk) = G(U,y),
kde
u = (min z) (6(z,0) = g(x1,...,Tk) A
(Vi <y)0(z,i4+1) = h(i,z1,..., 2k, 0(2,1)).
Vyuzijeme takyto trik: v definicii ¢isla w ¢islo y bolo také, ze pre vSetky od

neho mensie platila ur¢itd podmienka. Vyjadrime to ekvivalentne tak, ze y je
najmensie, pre ktoré tato podmienka neplati. Nech

p(yazvxla v axk) = (minv) (9(’231} + 1) 7é h('U,IL‘l, s 7:17’670(271))) Vo= y)



Potom

fly,z1,...,zr) = 0((min 2) (0(z,0) = g(z1,...,zx) ANy =p(y, 2,21, .-, Tk)), Y)-
q.e.d.

5 Predikatovy pocet

Teraz nase tvahy prechadzaji do metamatematiky. Pojmy typu ”dokaz”,
”veta” a podobne, budd predmetom nésho badania. Preto vysledky formulujeme
ako tvrdenia a budeme ich overovat.

Nasledujice znaky st znaky predikatového poctu:

premenné: X0y X1y X2y v vv s Xy o v s
logické spojky: - AV, =, =,
kvantifikdtory v, 3,

zatvorky: G),

predikaty: P,Q,R, ...
individuéalne konstanty: a, b, c, ...

néazvy operacii: f,g h, ...

U kazdého predikitu a nazvu operacie je udand arnost, t.j. pocet miest, do
ktorych sa dosadzuje.

Kazdt podmnozinu tohoto jazyka, ktora obsahuje vSetky znaky prvych Sty-
roch riadkov a aspon jeden predikat, nazyvame jazyk predikatového podtu.
KedZe znaky prvych Styroch riadkov st ”povinné” v kazdom jazyku, obyc¢ajne
ich neuvadzame ako prvky prislusného jazyka.

Definujeme pojem vytvarajica postupnost termu, term, atomicka for-
mula, vytvarajica postupnost formuly a formula. Dalej mdme pojem
volna a viazana premenn4. Formula, ktora neobsahuje volne Ziadnu premennt,
sa nazyva uzavreta. Uzaver formuly o(x1,...,x;) (obsahuje volne len vyzna-
Cené premenné) je formula

(Vx1) -« (VxE) o(X1, . - - XE)-

Struéne ju budeme zapisovat (V...) ¢.

Mnozina uzavretych formil T sa nazyva tedria. Prvky mnozZiny T sa nazy-
vaji axiomy teodrie T. Jazyk Lt tedrie T obsahuje predikaty, ndzvy operacii a
individualne konstanty, ktoré sa vyskytuji v axiémach teérie T. Z praktickych
dévodov ¢asto budeme uvazovat tedriu ako mnozinu formul — nie nutne uzavre-
tych. Vtedy je potrebné kazdu axiému nahradif jej uzédverom. Ak T je tedria a
© je formula, tak teériu T U {¢} struéne oznacujeme T + .

V dalsom upresnime pojem tedrie. Budeme pracovat len s takou tedriou,
v ktorej vieme algoritmicky rozhodnut, ¢i dand formula je axidma tejto tedrie
alebo nie.



Postupnost formul
P15 -5 Pn

sa nazyva dokaz v tedrii T, ak pre kazdy ¢len tejto postupnosti, t.j. pre kazdé

, , n plati jedna z podmienok

©; je axioma predikatového poctu,

©; je axioma tedrie T,

existuju také k,j < 1, Ze ¢, je formula ¢; — ¢,

existuje j < i a formuly ¢, v, formula v neobsahuje premennu x, také, ze

v je — p(x,...) a; je formula ¥ — (Vx) o(x,...),

D5) existuje j < ¢ a formuly ¢, 1, formula ) neobsahuje premenn x, také, ze
@; je p(x,...) = ¥ a g; je formula (3Ix) p(x,...) — .

Samozrejme, musime povedat, ¢o je to axiéma predikatového poctu, skra-
tene APP. Axiéma predikdtového poc¢tu nemusi byt uzavrerta formula. Budeme
maf tri skupiny axiém predikatového poctu. Axiémy prvej skupiny budeme ¢asto
nazyvat axiémy vyrokového poctu. Ak ¢, 1, o st formuly, tak nasledujtce for-
muly su APP:

©—p o= (-

(p =)= (¥ —0) = (p—0)) (p =) = (¢ — )
(=)= (g —= (b —=0) = (¢ —0))

o — (Y= (pAY)) (pAY) =

(P AY) = (P Ap)

(p—0) = (¥ —0)—=((pVY) —0)) o= (pVy)
(V) — (V)

(@Hz/f) (V=) = (p=19)) (p=7v) = (p—1)
(p=v)— W=y

@V P =g

(=) = ((p = ) = ~p)

Druht skupinu tvoria axiémy o vynechani velkého kvantifikitora a zave-
deni malého kvantifikitora. Ak ¢(x,...) je formula, t je term, ktory neobsahuje
premennu x, tak nasledujice formuly sa APP:

(Vx) p(x,...) — o(t,...),
o(t,...) = (Ix) px,...).

Prvt axiému mozeme nazvat ”vynechanie V” a druht ”zavedenie 3.
Tretia skupina axiém predikatového poctu s tzv. de Morganove pravidla pre
negovanie kvantifikdtorov. Ak ¢ je formula, tak nasledujice formuly si APP:

~(Vx) o = (3x) e,  =(Fx) ¢ = (Vx) .



Podmienka D3) predstavuje odvodzovacie pravidlo modus ponens. Podmien-
ky D4) a D5) opisuji pouZitie odvodzovacich pravidiel

v — p(x,...) ox,...) =P
Y — (V%) p(x,...) (F) p(x,...) = ¢

za predpokladu, ze formula 1 neobsahuje premennu x.

Ak existuje dokaz @1, ..., @, v tedrii T taky, ze ¢, = ¢, tak hovorime, ze
formula ¢ je dokazatelna v tedrii T, piseme T F ¢. Hovorime tiez, Ze ¢ je
veta tedrie T.

Tedria T je protireciva, ak existuje uzavretd formula ¢ takéd, ze T F ¢ a
T  —p. V opac¢nom pripade tedria T je neprotirec¢iva. Metédu dékazu sporom
moézeme preformulovat takto: T ¥ ¢ vtedy a len vtedy, ked tedria T + - je
neprotireciva.

Uzavreta formula ¢ je nerozhodnutelna veta tedrie T, ak T ¥ ¢ a T ¥ —.
Tedria T je Gplnd, ak v nej neexistuje nerozhodnutelnd veta.

Je potrebné zdoéraznit rozdiel medzi slovami ”neriesSitelny” a ”nerozhodnu-
telny”. Angli¢ania pre prvy termin pouzivaju slovo ”unsolvable” a pre druhy
"undecidable”. Termin neriesitelny znamend, Ze pre dany problém (ktory mé
spravidla nekone¢ne mnoho pripadov) neexistuje urcity spdsob rieSenia; v na-
som pripade pomocou algoritmu. Druhy termin sa pouziva v situdcii, ked dané
prostriedky nestacia k rozhodnutiu polozenej otazky. V nasom pripade to zna-
mena, ze axiémy danej tedrie nestacia k tomu, aby sme mohli rozhodntf o danej
formule: nevieme ju ani dokdzat ani vyvratit, t.j. dokazat jej negaciu. V dalSom
vS8ak uvidime, Ze historicky sa zauzivalo aj nespravne pouzivanie tychto slov.

Teéria T je slabsia ako tedria To, ak L1, C L1, a ak kazda formula v
jazyku L, dokdzatelnd v tedrii T; je dokdzatelnd aj v tedrii Ty. Hovorime
tiez, ze tedria To je silnejSia ako tedria T;p. Zrejme tedria T je slabsia ako
tedria Ty prave vtedy, ked kazdd axiéma tedrie T je dokdzatelnd v tedrii Ts.
Specialne, ak T; C T, tak T, je slabsia ako Ts.

Nech Ty je slabsia ako Ts. Ak T2 je neprotire¢ivé, tak je neprotirediva aj
T;. Ak Ty je uplnd, tak je tplna aj Ts.

Definicia nového pojmu v danej tedrii znamena urcitt skratku, skratené vy-
jadrovanie. Napr. definovat novy binarny predikit Q v tedrii T znamend pridat
do jazyka Lt novy predikit Q a do tedrie novi axiému (Vz,y) Q(x,y) = ¢(x,y),
kde formula ¢ je prislusna ”definicia”. Podobne pre nazvy operacii a individu-
alne konstanty.

zav vV, vyn 3,

6 Teoria prirodzenych cisiel

Zacneme jednou technickou poznamkou. Zakladné znaky aritmetiky budeme
pouzivat v dvoch vyznamoch: ako oznafenie v metamatematike alebo nazvy
vo formalizovanej tedrii. V obidvoch pripadoch budeme pouzivaf tie isté sym-
boly s jedinym rozdielom: v metamatematike budia pisané ako =, <, <, +,-,0,1
a ako znaky jazyka, ich nazvy, budu pisané matematickym tuénym pismom



=,<,<,+,-,0,1. Zial, nie vzdy je dobre rozoznatelny rozdiel. V pripade pre-
mennych pouzijeme int konvenciu: metamatematické premenné budt pisané
(ako doteraz) kurzivou z,y, z,n,m, k, ... a znaky pre premenné danného jazyka
bud pisané romanskym pismom x,y, z, . ... Difam, Ze nevyraznost rozdielu od-
strani kontext.

Giuseppe Peano v roku 1891 podal jednoduchi axiomatiku tedrie prirodze-
nych cisiel. Dodnes matematici nenasli vhodnejsiu tedriu, ktord by opisovala
vlastnosti prirodzenych ¢isiel. Z urcitych technickych dévodov budeme potrebo-
vat aj dve iné tedrie prirodzenych disiel slabsie ako Peanova tedria.

Jazyk aritmetiky okrem povinnych znakov prvych styroch riadkov obsa-
huje binarny predikat rovnosti =, dva nazvy binarnych operécii 4, - a dve in-
dividudlne konstanty 0, 1. Budeme pouzivat aj dalsie bindrne predikity <, <,
ktoré definujeme pomocou formil (3z) x+z=y a (Iz) (x+2)+1 =y.

Pre kazdé prirodzené ¢islo n definujeme term A,, nasledovne: Ag je 0, A; je
1 a pre n > 1 definujeme A, 7 ako A, +1.

Kazd4 z uvazovanych tedrii je tedriou s rovnostou a teda uzdvery nasledov-
nych formal st axidmy kazdej z nich:

X=X,
X=y — y=X,

x=y — (y=z — x=2),

(x=y Au=v) - x+u=y +v,
(x=y Au=v) = x-u=y - v.

Robinsonova aritmetika Tg,, okrem uvedenych axiém rovnosti ma za
axiéomy naviac nasledujice formuly alebo ich uzavery:

x+0 =x,

x+(y + 1)=(x+y)+1,
x-0 = 0,
x-(y+1)=(xy)+x,
-(3x)x+1 =0,

x+1 =y+1 — x=y,
—-x= 0 — (Jy)x=y+1.

Dolezita je ta skutocnost, Ze tedria Tgel, mé koneéne mnoho axiém. Presburge-
rova aritmetika Tp.s ma nekonec¢ne mnoho axiém. Okrem uvedenych axiéom
rovnosti, pre kazdé prirodzené ¢isla n, m nasledujtice formuly st axiémy tejto
tedrie:
An+m = A'n+A77L
Apm = Ap-Apy,
ﬁAn:A,n,“ akn#ﬁh
(Mx)(x < Ay = (x=Ag V... Vx=A,)),
(V%) (x < A, VA, LZx).
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V prvom riadku znamienko + vystupuje v dvoch ulohach. Na pravej strane
je to ndzov operacie séitania. Na lavej strane predstavuje stcet metamatema-
tickych prirodzenych ¢isiel. Podobne je to aj so znamienkom -. Vzhladom na
asociativnost disjunkcie v $tvrtom riadku nemusime pisat zatvorky.

Konecéne Peanova aritmetika Tp vznikne z Robinsonovej aritmetiky prida-
nim nekone¢ne mnoha axiém indukcie. Pre kazdu formulu ¢ uzaver nasledujtce;j
formuly je axiéma Peanovej aritmetiky

(0(0,..) A (V%) (p(x,...) = p(x+1,...))) = (Vy) (y,-. )
Teda Robinsonova aritmetika je slabsia ako Peanova aritmetika.
Tvrdenie 6.1 Presburgerova aritmetika je slabsia ako Robinsonova aritmetika.

Overenie: UkaZzeme napriklad, Ze
TRob - Am+n:An+A7n (64)

pre kazé metamatematické prirodzené cisla m, n. Ukazeme to metamatematic-
kou indukciou cez m. n je pevné.

Kvoli ilustrécii pojmu ”dékaz” napiSeme dokaz formuly A, o=A,+Ag v
tedrii TRob~

1. (Vz) (240 =x), ax. Trop

2. (V) (240 =z) — (A,+0 =A,) APP

3. A,+0 =A, m.p. 2,1

4. (Vz)(Vy) (z=y — y=x) ax. rovnosti
5. (Vz)(Vy) (z=y — y=2) — (Vy) (A,+0 =y — y=A,+0) APP

6. (Vy) (An+0 =y — y=A,40) m.p. 5,4

7. (Vy) (Ap+0 =y — y=A,40) — (A,+0 =A,, — A,=A,+0) APP

8. (A,+0 =A, — A,=A,,40) m.p. 7,6

9. A,=A,+0 m.p. 8,3

Predpokladajme, Ze plati (6.4). Chceme ukézat, Ze formula
Am+n+1=An"i_A1ﬂJr1 (65)

je dokéazatelna v Tgrop. Podla definicie termu A, term A,, 41 je term A,,+1 a
term A, ynp1 je term Ay, +1. Teda formula (6.5) je formula

An+(Am+1)Am+n+1:An+(Am+1)~

Ak do druhej axiémy Robinsonovej aritmetiky dosadime za x term A, a za y
term A,,, dostaneme formulu

dokézatelni v Trop. PouZitim axiém rovnosti spolu s indukénym predpokladom
(6.4) dostaneme, ze formula (6.5) je dokdzatelnd v Tgop.
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Ukézeme este, ze Trop F A=A, ak n # m. Pouzijeme metédu dokazu
sporom a teda pridame novi axiému A, =A,, ak n # m. MdZzeme predpokladat,
ze n < m. Podla definicie A,, je term

(...(0+1)+...1)

a A, je term

n-nasobnym pouzitim axiémy
x+1 =y+1 — x=y

dostaneme

0=(..(0+1)+...1),
——

m—n

¢o je spor s piatou axiémou Trep.

7 Definovatelhost v tedrii

V dalsom T bude matematické tedria s rovnostou, ktord ma term A,, pre kazdé
metamatematické prirodzené ¢islo n. Nech f : N¥ — N je (metamatema-
tickd) funkcia, ¢ je formula v jazyku teérie T. Budeme hovorit, ze formula3
©(xo,...,x;) definuje funkciu f, ak pre lubovolné metamatematické priro-
dzené ¢isla nq,...,ng, m plati

(df1) ak f(ni,...,ng) =m, tak TF @(Ap, Anyy- s AnL);
(df2) ak f(ny,...,nE) #m, tak TEF =p(Ap, Apyy. ooy Apy);
(df3) T F (V) (Vy) (9 Anyse v, A ) Ap(y, Ay - Apy)) — x=y).

Podobne, ak V je vyrokova funkcia, tak formula 1 definuje vyrokova fun-
kciu V, ak pre lubovolné metamatematické prirodzené éisla nq, ..., ny plati

(dvl) ak plati V(n1,...,nk), tak T H(Ap,, ..., An,);
(dv2) ak neplati V(n,...,ng), tak TF —tp(Ay,, ..., ).

Nakoniec, funkcia f je definovatelna v tedrii T, ak existuje formula, ktora ju
definuje. Podobne pre vyrokovu funkciu.

Z podmienok (dfl) a (df3) vyplyva nasledujice: ak 1 definuje funkciu f v
tedrii T a f(ny,...,nk) = m tak

TE (Vo) (p(x, Any, - Apy) — x=A4). (7.6)

3Vsimnite si, Ze premennd xo vyjadruje hodnotu funkcie!
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Tvrdenie 7.1 Ak teoria T je silnejsia ako Presburgerova aritmetika Tpyes, tak
kazdd vseobecne rekurzivna funkcia a kazdd rekurzivna vyrokovd funkcia je defi-
novatelnd v tedrii T.

Overenie: Princip overenia je takyto. Ak funkcia f je definovatelné v tedrii T
a tedria Ta je od nej silnejsia, tak f je definovatelnd aj v teérii Ta. Teda staci
overit, ze kazda rekurzivna funkcia je definovatena v tedrii Tpyes.

Budeme sledovat ekvivalentnii definiciu vSeobecne rekurzivnej funkcie podla
vety 4.1.
a) Kazda funkcia zo zoznamu (4.3) je definovatelnd v tedrii T. Naozaj, staci
zobrat postupne formuly

Z(n) =0 xo= 0,

S(n) =n-+1 Xo:X1+1,

Pi(ny,...,ng) =n; Xo=X;,

add(n, m) =k X0:X1+X27

prod(n,m) =k X0=X1 X2,

odc(n,m) =k (x2+xo=x1) V (x1<x2 A x9= 0).

b) Nech f(z1,...,2%) = h(fi(z1,...,2k),- .., fn(2z1,..., 7)) a predpokladdme,
ze formuly 1, ..., ¢©n, ¥ definujt postupne funkcie fi,..., f,, h. Potom formula

(Vy1) o (Vyn) (01 (715, X155 XB) A oo e A (T, X1y - -2, Xp)) —
- ¢<X07Y17 e >Yn>)

definuje funkciu f. Overenie nechdvame na ¢itatela.
¢) Ak funkcia f vznikla z funkcie h reguldrnou minimaliziciou

f(nla s 7nk) = (mlnp) h(nla s 7nk>p) = Oa

a formula 1) definuje funkciu h, tak ¢itatel lahko overi, Ze nasledujtca formula
definuje funkciu f:

'(/)(AOaxlv cee 7Xk7X0) A (Vy) (y<X0 - _‘w(A07X17 e anHY))'

Skutocne, ak f(nq,...,n;) =m, tak h(ny,...,ng,m) =0a h(ny,...,ng,p) #0
pre p < m. Teda

TPres F ¢(A07 Anla ey AnwAm)a TPres = _"LZ](AO, An1 PR AnkvAp)

pre p < m. Pouzitim predposlednej axiémy Presburgerovej aritmetiky dosta-
neme

w(AOaXh s ,Xk,Am) A (VY) (y<Am - _'w(A07X17 e 7XkaY))'

Podobne by sme overili podmienky (df2) a (df3).
q.e.d.
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8 Aritmetizacia

Pripomenieme si zdklady aritmetizacie formalnych jazykov, napriklad tak, ako
boli prezentované v [BL1].
Prvodisla o¢islujeme podla velkosti

PosP1s- 3Py

Teda napr. pp = 2, p3 = 7 a p;p = 31. Nech A = {ag,...,ax} je koneénd
alebo A = {ao,...,a,...} je nekoneéna spocitatelna abeceda. Kazdému znaku
a € A priradime kladné prirodzené ¢islo G¢z(a), ktoré nazveme Gédelovo éislo
znaku a. Priradenie bude vzdy prosté. Teda réznym znakom priradime rézne
¢isla.

Pripometime, % pg, p1, ..., Pn, - .. je oCislovanie prvodéisiel podla velkosti. Ak
a = aj, ...a;, jeslovo v abecede A, tak Gddelovo éislo slova a bude &islo

Gés(a) = pg}cz(a,;o) . opg;cz(ai“).

Pre neprazdne slovo a v nasej abecede plati, ze jeho dizka je
dls(a) = dl(Gés(w)).
Ak «, [ st slovd v nasej abecede, tak pre ¢islo ich zretazenia zrejme plati
Gés(a* ) = G&s(a) * Gés(9).

Musime si uvedomit, Ze symbol * v uvedenej rovnosti hra dve rozli¢né ulohy:
na lavej strane oznacuje operaciu zretazenia dvoch slov a na pravej strane je to
primitivne rekurzivna funkcia dvoch premennych definovand v [BL1], str. 45.
Ak «y,...,ay je postupnost slov, tak Gédelove é&islo tejto postupnosti
bude cislo 5 5
Gép(ag, ..., apn) = p(()}cs(ao) “.. -pg'cs(“").
Ak L je jazyk predikdtového poctu, tak prislusnd abeceda, ktort ocislujeme,
vznikne tak, ze k znakom jazyka £ pridame vSetky ”povinné” znaky, t.j. logické
spojky, kvantifikdtory, zatvorky a premenné a takto ziskané znaky zoradime
do postupnosti. Ich Gédelove ¢isla buda postupne kladné prirodzené cisla. Na-
priklad, jazyk aritmetiky Lp indukuje abecedu a Godelove ¢isla znakov tejto
abecedy

7V7 Elv y )y T +, y 03 1, X0y, X1y -++y Xn,

IIIVAVER AR ( )
4 6,7, 8 9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, ..., n+15, ....

) 27 37 )

ot

Ak méame definované nerovnosti, tak jazyk aritmetiky indukuje abecedu
) /\7 \/, -, =, v7 37 (7 )7 - S7 <a +7 ) 07 17X07X17 ey Xy e

s prislusne modifikovanymi Goédelovymi ¢islami.
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Teraz moézeme upresnit pojem tedrie, ako sme slibili v ¢asti 5. Ak T je
tedria, tak vyrokovi funkciu "n je ¢islo axiémy teérie T” oznacime Axiomr(n).
Budeme uvazovaft len také tedrie, pre ktoré Axiomr je rekurzivna vyrokova
funkcia.

Presburgerova a Peanova aritmetika maju nekoneéne mnoho axiém. Lahko
vidiet, Ze v obidvoch pripadoch vyrokové funkcie Azxiomr,, . a Aziomr, si
primitivne rekurzivne.

Tvrdenie 8.1 Nech L je jazyk predikdtového poctu. Potom nasledujice viyjro-
kové funkcie su primitivne rekurzivne:

Termge(n) n je ¢islo termu v jazyku L,
Formulag(n) n je &slo formuly v jazyku L,
Formg(n) n je ¢islo uzavretej formuly v jazyku L.

Overenie: Najprv skiimame vyrokovia funckiu V PT(n), ktord hovori, Ze n ¢éislo
vytvarajlcej postupnosti termu v jazyku L. Lahko vidiet, ze V PT(n) je primi-
tivne rekurzivna. Napriklad, pre abecedu aritmetiky £ = £, vyrokova funkcia
V PTr(n) je ekvivalentnd vyrokovej funkcii
pre kazdé i < dl(n) {((n); = 13 alebo (n); = 14 alebo (n); > 14)) alebo
(existuju j, k < i také, ze (n); = 2% * (n); * 2" x (n); * 2°) alebo
(existuju j, k < i také, ze (n); = 2% * (n); * 212 % (n)x  2°)}.

Uvedena vyrokova funkcia je primitivne rekurzivna.
Ak m je &slo termu t, tak existuje vytvarajica postupnost tg,...,t; termu

.....

postupnosti je k& < m. Teda cislo tejto vytvarajicej postupnosti nie je vicsie

ako .
l= Hp;"
i=0

Potom vyrokové funkci T'erm,(m) je ekvivalentnd vyrokovej funkeii
existuje n <1 také, ze (VPTL(n) a (n)din) = m).

Podobne v ostatnych pripadoch.
q.e.d.

Vyrokovu funkciu ”m je ¢islo dokazu formuly s ¢islom n v tedrii T” oznacime
Dokazr (m,n).

Tvrdenie 8.2 Ak vygrokovd funckia Axiomr(n) je (primitivne) rekurzivna, tak
je (primitivne) rekurzivna aj vyrokovd funkcia Dokazr(m,n).

Overenie: Staci prepisat definiciu pojmu dokaz do reéi Godelovych éisiel pri-
slusnych pojmov.
q.e.d.
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Funkciu diag, definujeme takto:

ak n je ¢islo formuly ¢(xg,...,xx), ktord obsahuje premenni xq volne, tak
diagr(n) je ¢islo formuly (A, X1, ..., Xg);

ak n nie je také ¢islo, tak diage(n) = n.

Tvrdenie 8.3 Funkcia diag, je primitivne rekurzivna.

Ak jazyk L je jazyk tedrie T, tak namiesto indexu £ budeme pisaf index T.
Naviac, ak jazyk £ alebo tedria T st zrejmé z kontextu, tak index £ alebo T
budeme vynechévat.

9 Tarského Veta

Nech Dokt (n) ozna¢uje vyrokovi funkciu ”n je éislo uzavretej formuly dokaza-
telnej v tedrii T”. Zrejme Dokt (n) je ekvivalentné vyrokovej funkcii

Formy(n) a existuje m také, ze Dokazr(m,n).

Teda, ak AziomT je rekurzivna (ale to je nas zékladny predpoklad), tak Dokt
je rekurzivne oéislovatelnd. Ukéazeme, ze tato vyrokova funkcia je spravidla ne-
rekurzivna.

Tvrdenie 9.1 (A. Tarski) Ak tedria T je neprotirecivda, tak funkcia diagr a
vyrokovd funkcia Dokt nie si stucasne definovatelné v tedrii T.

Overenie: Predpokladajme opak, ze obidve funkcie diagr a Dokt st definova-
telné v tedrii T a to formulami y a 1. Teda
(t1) ak diagr(n) =m, tak T+ x(Am, An),

(t2) ak diagr(n) #m, tak T F —x(Am, An),

(t3) pre kaidé n je T+ (vx)(%y) (x(%: An) A X(y, An) — x=Y),
(t4) ak plati Dokr(n), tak T F ¥ (A,),

(t5) ak neplati Dokr(n), tak T F —p(Ay).

Nech k je Godelovo ¢islo formuly

(7y) (x(y,x0) — —9(y))-

Potom n = diagr (k) je ¢islo formuly

(7y) (X(v, Ak) = (),
ktort oznac¢ime 2. Podla (7.6) mame
T x(y, Ax) — y=An. 9.7)

Predpokladajme, ze T + Q. Potom plati Dokr(n) a na ziklade podmienky
(t4) médme T + ¥(A,). Z druhej strany, na zdklade (t1) a definicie Q mame
T F —(A,,), ¢o nie je mozné na zéklade predpokladu neprotireéivosti teérie T.
Teda T ¥ Q.
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Potom neplati Dokt (n) a podla (t5) dostavame T F —t)(A,,). Zrejme potom
mame aj
TrHy=A, — ().

Toto spolu s (9.7) dava
THQ

)

¢o je spor.
q.e.d.

Korektny ndzov nasledujtcej vety by mal byt ”o nedefinovatelnosti dokaza-
telnosti”. Priklatiame sa k nazvu, ktory pouzil A. Tarski v [Tal].

Tvrdenie 9.2 (Tarského veta o nedefinovatelnosti pravdy) Ak tedria T
je neprotirecivd a silnejsia ako Presburgerova aritmetika Tpyes, tak Dokt nie je
definovatelnd v tedrii T.

Overenie: Kazda rekurzivna funkcia je definovatelnd v tedrii T, $pecidlne aj
funkcia diagr. Ak T je neprotireciva, tak podla vety 9 vyrokova funckia Dokt
nie je definovatelnd v tedrii T.

q.e.d.

Tvrdenie 9.3 (Tarského veta o nerozhodnutelnosti aritmetiky) Ak te-
oria T je neprotirecivd a silnejsia ako Presburgerova aritmetika Tpyes, tak Dok
nie je rekurzivna. Inymi slovami, neexistuje algoritmus, ktory by rozhodol, ¢i
dand uzavretd formula je dokdzatelnd v tedrii T alebo nie.

Overenie: KedZe vyrokova funckia Dokt nie je definovatelnd v tedrii T, tak nie
je rekurzivna.
q.e.d.

Ak vyrokova funkcia Dokt nie nie je rekurzivna, tak podla A. Tarského
[Ta2] tedria T sa nazyva nerozhodnutelna. Tento ndzov nie je v stlade s
tym, ¢o sme povedali o pojmoch ”nerieSitelny” a ”nerozhodnutelny” v casti
5. Termin sa v8ak v literattre ustélil — pozri napr. [Sh], [HPu]. Tarského veta
9.3 teda tvrdi, ze ak tedria T je neprotireCivd a silnejsia ako Presburgerova
aritmetika, tak je nerozhodnutelnd. Dokonca je nerozhodnutelnd kazda od nej
silnejsia neprotireciva tedria (s rekurzi vnym Axiomr). Tarski takato tedriu
nazval podstatne nerozhodnutelha.

Vyuzijeme uvedeny vysledok pre informéciu o predikdtovom pocte.

Désledok 9.4 Ak Robinsonova aritmetika je neprotirecivd, tak neezistuje algo-
ritmus, ktory by rozhodol, ktord uzavretda formula v jazyku uvedenom v casti 5
je dokdzatelnd v predikdtovom pocte (teda v prdzdnej mnoZine axiom) a ktord
nie je.

Overenie: Podla tvrdenia 9.2 neexistuje taky algoritmus pre Robinsonovu arit-
metiku. Nech 1 je konjunkcia axiém Robinsonovej aritmetiky (mozeme ju utvo-
rif, lebo Robinsonova aritmetika mé koneéne mnoho axiém - dvanést). Podla
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vety o dedukcii pre lubovolnt uzavrett formulu ¢ plati
Troo - viedy a len vtedy, ked O - ) — .

7Z uvedenej ekvivalencie bezprostredne vyplyva tvrdenie désledku.
q.e.d.

Zavedieme oznacenie, ktoré vyhodne vyuzijeme. Mnozina
Fr ={neN;Formr(n)}
je rekurzivna. Pre n € Fp nech §, je uzavretd formula s ¢islom n. Oznacéime

Pr = {n € Fp; T H 6n}7
Ry = {TL € Fp; T = _‘5n}-

Tarského veta o nedefinovatelnosti pravdy teda tvrdi, Ze mnozina Pr nie je re-
kurzivna. Kedze predpokladame, Ze AziomT je rekurzivna, tak obidve mnoziny
st rekurzivne oéislovatelné, lebo*

n € Pr < existuje m také, ze Dokazr(m,n),
n € Rt <= existuje m také, ze Dokazr(m,2! * n).

Zrejme podmienka neprotirecivosti tedrie T je ekvivalentnd podmienke
PrN Ry =0.

Tvrdenie 9.5 (Gddelova veta o netplnosti aritmetiky) Ak T je neproti-
recivd tedria silnejsia ako Presburgerova aritmetika Tpres, tak T nie je uplnd,
t.j. existuje uzavretd formula ¢ v jazyku teorie T takd, Ze T ¥ ¢ a T ¥ —p.

Overenie: Keby Pt U Rt = F, tak na zaklade neprotirecivosti teérie T mame
Pr N Rt = (. Ked%e obidve mnoziny Pt a Rt st rekurzivne oéislovatelné, tak
podla Postovej vety by mnozina Pr bola rekurzivna, ¢o je spor s vetou 9.2.
Teda existuje prirodzené ¢éislo n € Fr, n ¢ Pr U Ry. Potom T ¥ 6, a
T ¥ —=6,,.
q.e.d.

Predvedeny dokaz Godelovej vety je nekonstruktivny. Neuviedli sme priklad
nerozhodnutelnej vety. Vieme len, Ze existuje. V dalsich dvoch castiach poddme
konstrukciu takejto formuly.

Napriek nekonstruktivnosti prezentovany dokaz Godelovej vety je dolezity
z nasledujiceho dévodu: déva do stuvisu dva zadkladné pojmy. Ukazuje, Ze z ne-
riesitelnosti problému dokazatelnosti vyplyva existencia nerozhodnutelnéj vety.

4pripominam, Ze Géz(—) = 1.
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10 Godelova veta o neuplnosti

V tejto casti prezentujeme klasicki Godelovu konstrukciu nerozhodnutelnej
vety. K ukézaniu jej nerozhodnutelnosti vSak potrebujeme silnejsie predpoklady
o tedrii. Tento nedostatok odstranime v dalsej Casti.

V tvrdeni 9.1 sme zostrojili formulu €2, ktora hovorila ”ja nie som dokéza-
telnd”. AvSak tato formula bola zostrojend za predppokladov, ktoré nakoniec
viedli k sporu. Teraz zostrojime takti formulu bez akjchkolvek dalsich pred-
pokladov na teériu T. Jediné ¢o predpokladame je, ze T je w-neprotire¢iva
(definiciu pozri dalej) tedria silnejSia ako Presburgerova aritmetika Tpes, pre
ktort je mnozina jej axiém rekurzivna.

Za uvedenych predpokladov je vyrokova funkcia Dokazt rekurzivna a teda
existuje formula ¢, ktord ju definuje v tedrii T. Teda
(gl) ak plati Dokazr(m,n), tak T F o(Am, Ay),

(g2) ak neplati Dokazr(m,n), tak T F —p(A,, Ay).
Nech formula x definuje funkciu diagr, teda platia podmienky (t1) — (t3). Nech
[ je ¢islo formuly

(Vy) (x(y,%0) — =(3u) p(u,y))-

Potom m = diag(l) je ¢islo formuly

() (x(v, A1) — =(3u) p(u,y)).

Oznacime ju ©. Potom
TFHO — (X(ATI’M Al) - _‘(Elu) <p(u, A’m))

a na zaklade (t1)
THFO — =(3u) p(u, Ay).

Na zaklade (gl) a (g3) mame
TEXy,A) =y =24 (10.8)
a teda

T = =(Fu) p(u, Ar) — (x(y, A1) — =(3u) p(u,y)).

Uhrnom mame

TFO=-(3u) p(u,Ap)). (10.9)

Keby bolo T I O, tak existuje dokaz tejto formuly v tedrii T s éislom p. Teda
platilo by Dokazr(p, m), podla podmienky (dvl) aj T F ¢(A,, A,,) a teda
T+ (3u) p(u, Ay,), €o je spor s (10.9).
Takze
TFO (10.10)

a podla (10.9) dostédvame

T F =(3u) o(u, Ap,). (10.11)
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Z druhej strany, ziadne prirodzené c¢islo nemoze byt ¢islom dokazu formuly s
¢islom m, t.j. pre ziadne p neplati Dokazr(p, m). Podla (dv2) dostavame, Ze

T (A, A,,) pre kazdé prirodené éislo p. (10.12)

Z (10.11) dostéavame
T ¥ (Vu) ~¢(u, Ay,).

Vsimnite si kontrast medzi poslednym tvrdenim a (10.12).
Teéria T sa nazyva w-protire€iva, ak existuje formula ¢ taka,ze

T+ (Ju)y(u) a TF —(A,) pre kazdé &islo p.

Teéria je w-neprotireéiva, ak nie je w-protire¢iva. Zrejme w-neprotireciva te-
Oria je neprotireciva. Naopak to neplati.

Skutocne, podla (10.11) teéria Ty = T + (Ju) ¢(u, A,,) je neprotireciva.
Podla (10.12) vSak tedria Ty je w-protire¢iva — tlohu formuly v (x) hré formula
o(x, Ay).

Tvrdenie 10.1 (Godelova veta o netplnosti) Ak T je w-neprotiredivd tedria
silnejsia ako Presburgerova aritmetika, tak © je nerozhodnutelnd veta tejto te-
orie, t.j. T nie je uplnd.

Overenie: Podla (10.10) je T ¥ ©. Podla (10.12) a w-neprotirecivosti dostdvame
T ¥ (3u) p(u, Ay).

Podla (10.9) potom mame T ¥ —0.
q.e.d.

Ak pripustime existenciu aktualneho nekoneéna, tak Peanova aritmetika Tp
je neprotire¢iva a aj w-neprotireciva.

7 tedrie mnozin je zname, ze existencia aktualneho nekonecna je ekvivalentna
s existenciou mnoziny prirodzenych é&isiel N. Potom N = (N,=,+,-,0,1) je
model Peanovej aritmetiky Tp. Nech 1 je takd formula, ze Tp - —t)(A,) pre
kazdé prirodzené &islo n € N. Pre lubovolné ohodnotenie premennych v plati
v(A,) = n. Ziadne ohodnotenie v sa ned4 zmenif na iné ohodnotenie u také,
aby N K, ¥(x). Skuto¢ne, pre lubovolné ohodnotenie u je u(z) = n pre nejaké
n € N. Podla predpokladu vSak A F —)(n). Podla definicie relacie = dostavame
N E (3x) 1(x). Potom Tp ¥ (Ix) ¢(x). Teda tedria Tp je w-neprotireciva.

Specialne, za predpokladu existencie aktuslneho nekonec¢na je Tp ¥ —0.

Zostrojime priklad doélezitej w-protirecivej tedrie silnejsej ako Peanova arit-
metika. Do jazyka aritmetiky priddme novt individualnu konstantu oo, ktora
bude oznacovat "nekonecne velké” prirodzené ¢éislo. Nech v, je formula A, < oo.
Teéria Tya, ktord nazveme neStandartna aritmetika, vznikne z Peanovej
aritmetiky Tp pridanim nekone¢ne mnoha axiém a,,, n metamatematické pri-
rodzené ¢islo. Podla vety o kompaktnosti teéria Txa je neprotireciva vtedy a
len vtedy, ked je neprotireciva kazd4 jej konecnd podtedria. Ak T je konecna
podtedria tedrie Ty, tak existuje len koneéne mnoho axiém «,, tedrie T. Potom
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existuje prirodzené ¢islo m také, ze n < m pre kazda axiému «,, tedrie T. Zo-
strojime syntakticky model tedrie T v tedrii Tp: vSetky objekty interpretujeme
identicky a induvidudlnu konStantu oo ako A,,. Teda, ak Tp je neprotireciva,
tak aj tedria T je neprotireciva. Potom podla spomenutej vety o kompaktnosti
je neprotireciva aj tedria Tya.

Nech ¢ je formula u > co. Zrejme Tna F (Ju) ¥(u) a Tna F 9(A,,) pre
kazdé metamatematické prirodzené ¢islo n. Teda Tna je w-protireciva.

11 Godelova veta podla Rossera

V tejto casti podame konstruktivny dokaz Godelovej vety o netplnosti 9.5. Mo-
difikacia pévodného Godelovho dokazu pochadza z roku 1936 a jej autorom je
J. B. Rosser.
Overenie: Rovnako ako vyssie, T je neprotireciva tedria silnejsia ako Presbur-
gerova aritmetika s rekurzivnou mnozinou axiém.

Lahko vidiet, Ze nasledujice vyrokové funkcie st rekurzivne, dokonca primi-
tivne rekurzivne:

Vi(n,m) m je ¢islo formuly ¢(xo) a n je ¢islo dokazu formuly ¢(A,,);
Va(n, m) m je &islo formuly (%) a n je ¢islo dokazu formuly —p(A,,).

Potom obidve st definovatelné v tedrii T. Nech vy a vy st formuly, ktoré ich
definuji. Musime si uvedomit, ze formuly 14 a vy zavisia od tedrie T, presnejsie
od formuly, ktora definuje vyrokovu funkciu Axiomr.

Ak q je cislo formuly

(Vu) (v1(u,x0) — (Fv) (vSu A va(v,x0))),
tak p = diag(q) je ¢islo formuly
P = () (11 (1, A,) — (3%) (v<u A (v, A,))).

UkéZzeme, Ze I' je nerozhodnutelnd veta tedrie T.
Predpokladajme, ze T I I'. Potom existuje dokaz v teérii T formuly I". Nech
r je jeho €islo. Teda plati Vi(r, ¢) a podla (dvl) aj T F 11 (A,, A,). Potom

TE @)V <A Ava(v,Ay)). (11.13)
Nasledujica formula je axiéma Presburgerovej aritmetiky
v<A, = (v=AgVVv=A;V...Vv=A,). (11.14)

Na zaklade predpokladu neprotirecivosti tedrie T neplati ani jeden z vyrokov
V5(0,q), ..., Va(r,q) a teda

T+ ﬁyg(AmAq), . 7']:‘ H ﬁI/Q(AT,AQ),

o je spor s (11.13) a (11.14). Teda T ¥ T
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Predpokladajme teraz, ze T F —I'. Teda existuje dokaz v T formuly —I'. Ak
s je jeho &islo, tak plati Va(s, ¢) a podla (dvl) aj T - ve(Ag, Ay) a teda

TEA; <u— (Fv)(v<uAw(v,A,). (11.15)

Na zéklade neprotirecivosti Ziadne ¢islo nie je ¢islo dékazu formuly I', teda
$pecidlne V; (i, q) neplati pre ziadne i < s. Teda

T —v1(Ao, Ag) Ao A (Ag, Ay).
Odtial pomocou $tvrtej axiémy Presburgerovej aritmetiky dostdvame
Tk (u<A; — —v1(u,Ay).
a pomocou piatej axiomy
Tk (r1(u,Ay) — Ag <u). (11.16)

(11.15) a (11.16) spolu davajua T F T, ¢o je spor. Teda T ¥ —T.
q.e.d.

Nech ¢ je formula, ktora definuje vyrokova funkciu Dokazt — pozri overe-
nie v predchddzajicej Casti. Tedria T silnejsia ako Presburgerova aritmetika je
neprotirec¢iva vtedy a len vtedy, ked formula =0 = 1 nie je dokazatelna v T. Uve-
den4 formula mé Goédelove &islo r = 21-313.510.714 Teda neprotiredivost tedrie
T je ekvivalentna vyrokovej funkcii "neexistuje také m, ze Dokazr(m,r)”. Za
formalizaciu tohoto vyroku mozeme pokladat formulu —(3xg) ¢(x0, A, ), ktort
skratene oznacime Consr.

Tvrdenie 11.1 (Druhi Gdédelova veta) Ak tedria T je silnejSia ako Pea-
nova aritmetika a je meprotiracivd, tak T ¥ Consy.

Matematici st presvedcemi, ze kazdé finitné overenie, t.j. také, ktoré pouziva
len konstruktivne iivahy a nepouziva aktudlne nekonec¢no, mozno ”formalizovat”
v Peanovej aritmetike a teda aj v silnejsich tedridach. Keby sme teda finitnymi
prostriedkami overili neprotireéivost Peanovej aritmetiky, tak toto overenie mo-
zeme sformalizovat a ziskaf tak dékaz formuly Const, v Tp - podla druhej
Godelovej vety to vSak nie je mozné, jedine v pripade, Zze T p je protireciva. Za-
ver: ak finitnymi prostriedkami ”ukéZete” neprotirecivost Peanovej aritmetiky,
tak ukazete, ze je protireciva.

Podobny vysledok plati aj pre teériu mnozin. Podobne ako pre Peanovu
aritmetiku moZno ukézat aj pre teériu mnozin ZF ”druhit Gédelovu vetu”: ak
tedria ZF je neprotireciva, tak ZF ¥ Conszg. A podobne: ak metédami tedrie
mnozin ukazete, ze ZF je neprotireciva, tak toto overenie mozno formalizovat
v ZF a teda toto overenie je overenim toho, ze ZF je protireciva.
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12 Ina nerozhodnutelnid veta Peanovej aritme-
tiky
V kombinatorike sti zname vety Ramseyovho typu®. Sformulujeme zédkladné

pojmy.
Ak X je mnozina, [X]* ozna¢uje mnozinu vsetkych jej k-prvkovych podmno-

zin. Nech F : [X]¥ — {1,...,n}. Zobrazenie F sa nazyva farbenie. Mnozina
Y C X sa nazyva homogenna® ak existuje i € {1,...,n} také, ze F(u) =i
pre kazdé u € [Y]*. Relacia delenia p — (m)® znamené: pre kazdé zo-

brazenie F : {1,2,...,p}*¥ — {1,...,n} existuje homogennd podmnozina
Y C{1,...,p} mohutnosti m.
Typicka veta Ramseyovho typu je

Veta 12.1
(Vk,m,n)(3p) p — (m)}
Mozete sa pokusit dokazat, ze plati
6 — (3)3, 24— (4)3, 17— (3)3.

. . exe s . * 7 v 14
Definujeme silnejsiu relaciu delenia. p — (m)F znamena: pre kazdé

zobrazenie F: {1,...,p}* — {1,...,n} existuje homogenna podmnozina Y C
{1,...,p} mohutnosti m tak, ze najmensi prvok mnoziny Y nie je vicsi ako m.

Zrejme definované relacie delenia vieme formulovaf aj bez pouzitia jazyka
tedrie mnozin, len v jazyku aritmetiky. Potom pouzitim technik kédovania po-
stupnosti prirodzenych ¢isiel mozno zostrojit formulu aritmetiky p(x1, X2, X3,X4)
ktora definuje vyrokoviti funkciu p — (m)% v Peanovej aritmetike T p. Poradie
premennych v poslednej je p, m, k, n.

Tvrdenie 12.1 (L. Harrington a J. Paris)
a) Ak Peanova aritmetika Tp je neprotirecivd, tak

Tp ¥ (Vx2,x3,%4)(Ix1) (X1, X2, X3, X4).
b) Ak ZF oznacuje Zermelovu-Fraenkelovu tedriu mnoZin tak
ZF + (Vxa,x3,%4)(3x1) o(x1,X2, X3, X4).
Teda, ak Peanova aritmetika je neprotirecivd, tak
(Vx2,%3,%4)(3x1) (X1, X2, X3,X4)

je jej merozhodnutelnd veta.

5Je zaujimavé, ze vysledky tohoto typu boli objavené pre potreby matematickej logiky a
tam boli aj intenzivne vyuzité.
6alebo jednofarebna,
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Overenie Casti a) spoc¢iva v tom, Ze mozno ukéazat
Tp - ((Vxz2,x3,%x4)(Ix1) p(x1,%2,%x3,%4) — Consr,)

a potom tvrdenie vyplyva z druhej Godelovej vety 11.1.
Overenie Casti b) je trividlny désledok zndmej Ramseyovej vety, ktort mozno
lahko dokazat v ZF":
(VEk,n)w — (w)k.

n

Znak w oznacuje spocitatelni nekoneént mnozinu.
Detaily a overenie mozno najst v praci [HPa] alebo monografii [HPu].”
Dasi priklad nerozhodnutelnej vety Peanovej aritmetiky uvedieme v casti 18.

13 Diofantické rovnice a diofantické mnoziny

Vraciame sa do matematiky. Budeme znovu dokazovat vety.
Nech

ni

n
i i
p(z1,...,x5) = E E Ay i1 Xy

11=0 i, =0

je polyndém s celoc¢iselnymi koeficientami, t.j. a;,.. s, € Z. Rovnica
p(x1,...,x) =0 (13.17)

kde riesenia x1, ...,z sa celé ¢isla, sa nazyva diofanticka rovnica.

David Hilbert v svojej prednaske na Medzinarodnom kongrese matematikov
v Parizi v roku 1900 sformuloval 23 problémov pre matematiku 20. storocia -
pozri napr. [HD]. 10. problém ziada ndjst algoritmus, ktory pre dant diofantickd
rovnicu rozhodne, ¢i tato ma riesenie alebo nie. Tento problém bol vyrieSeny
ako posledny v roku 1969. Odpoved znie: taky algoritmus neexistuje. V dalSom
ukazeme zakladné myslienky dokazu tohoto vysledku.

Najprv ukdzeme, Ze problém rieSenia diofantickych rovnic sa dé zredukovat
na podobnt otazku vyjadrenit pomocou prirodzenych ¢isiel.

Lahko vidiet, Ze rovnica (13.17) sa d& ekvivalentne vyjadrif rovnicou

q(x1, ..., x28) = @(z1,. .., TkK), (13.18)

v ktorej polynémy g1, g2 maja koeficienty prirodzené ¢isla.
Nech

P(xla cee 7xk) = Hjl,---,jkp((*l)jlxla ) (71)jkxk)v
kde stéin prebieha cez vietky k-tice niil a jednotiek (teda 2% stcinitelov). Rov-
nica P(z1,...,2;) = 0 mé rieSenie v prirodzenych ¢éislach vtedy a len vtedy, ak
rovnica (13.17) mé celo¢iselna rieSenie.

7V monografii [HPu] je vysledok chybne formulovany. V oznadeni tejto knihy ma byt z = 1.
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Znama Lagrangeova veta hovori, Ze kazdé prirodzené ¢islo n mozno vyjadrit
v tvare n = 22 + 23 + 23 + 22, kde 21, 22, 23, 24 s1 celé ¢isla. Teda rovnica (13.17)
ma rieSenie v prirodzenych ¢islach vtedy a len vtedy, ak rovnica

2 2 2 2 2 2 2 2
P21y + 21 + 213 + 214, - - -5 Ziy + Zioa + Zi3 + 254) =0

ma rieSenie v celych ¢islach z11,..., 2k4.
. k A .
Polyném ., (z; — r;)* ma jediné rieSenie a to k-ticu [r1, ..., rg).
Ststava [ rovnic
pl(Il,. .. ,Hl‘k) = 0

pi(z1,...,x) =0
ma tie isté korene, ako rovnica
pi(z1,. ., o8) + ...+ pF(w1,. .., 2p) = 0.

Odteraz (ak nepovieme inak) premenné ozna¢uji prirodzené ¢isla. Koefi-
cienty polynému s spravidla celé ¢isla.
Mnozina A C N¥ sa nazyva diofantickd mnoZina, ak existuje polyném (s

celoCiselnymi koeficientami) p(y1,...,y;, x1,..., o) taky, Ze pre vSetky priro-
dzené cisla 1, ...,z plati

(21,2l € A= (3yn) - By) p(Wrs - -,y 21, - k) = 0. (13.19)
Niekedy budeme ziadat, aby riesenia y1, ...,y boli kladné. Dosiahneme to tjym,

7e pridame diofantickii podmienku
(Fz1)...Fa)(n=14+zA... Ay =1+ 2z).

Funckia f : A — N sa nazyva diofantickd funkcia, ak jej graf G(f) je
diofantickd mnozina.
Zrejme kazdy polyndém p je diofanticka funkcia. Totiz

[xla"'axlwy] € G(p) Ep(.’ﬂ1,...,l‘k)—y:0.

Veta 13.1 Diofantickd mnozina je rekurzivne ocislovatelnd a diofantickd fun-
kcia je ciastocne rekurzivna.

Overenie: Zrejme mnoZina A je diofantickd prave vtedy, ak existuji polynémy
q1, g2 s koeficiantami prirodzené Cisla také, ze

[%1,.. .,z € A= Fyr) .- Fu) a(yis -, Y1, T1y - ooy Tg) =
:(J2(ylv~-~,yla$17--~7$k)-

Polynémy ¢, g2 s primitivne rekurzivne funkcie, teda mnozina A je rekurzivne
ocislovatelna.
Ak funkcia f je diofantickd, tak jej graf je rekurzivne ocislovatelnd mnozina
a podla vety 2.4 funkcia f je ¢iasto¢ne rekurzivna.
q.e.d.
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Vyrokova funkcia V sa nazyva diofanticka, ak existuje polyném (s celoéisel-

nymi koeficientami) p(y1, ..., y, 1, .., Tx) taky, Ze pre vSetky prirodzené éisla
T1,...,T) plati
V(z1,. .. xx) = Gyr) ... Gu) plyrs -y, 21, ..., xx) = 0. (13.20)

Teda, mnozina A je diofantickd prave vtedy, ked je diofanticka vyrokovéa funkcia
[x1,...,2%] € A. Dolezitejsi je tento trividlny dosledok: funkcia f je diofanticka
prave vtedy, ked vyrokové funkcia

flzy, ... ,xp) ==
je diofantickd. Rovnost interpretujeme tak, ze ak hodnota funkcie f(z1,...,zx)
nie je definovana, tak vyrokova funkcia f(z1,...,z;) = = neplati.

Veta 13.2 Nech V(z1,...,z5) a W(z1,...,x5) s diofantické vjrokové fun-
kcie, 0 < @ < k. Potom aj vyrokové funkcie V(x1,...,zr) AN W(z1,...,zk),
V(x1,...,x5) VW(1,...,2k) a (3z1) ... (3x) V(x1, ..., zx) st diofantické.

Overenie: Nech p, g st diofantické polyndémy také, ze plati

V(Jfl,...,l']g) = (Hyl)"'(Hyl)p(ylw"7yl7x17"'7xk?) = 07
W(z1,...,xx) G qlyr, -y 2, .., x8) =0

1l
—

Lul
<
S
Z

V(z1, .. xp) AW(x1,...,28) =
Fy1) ... Cu)Bz1) ... G2) P2 (1, -y 21, - Tk) +
(z1,..., 2,21, ..,23) = 0.
V(x1,...,xp) VIW(x1,...,xk)
Fy1) - - Cu) oy, -y e, xk) - @Y1y - - YL X1y -, k) = 0.
(Fz1) ... Fz)V(x1,...,28) =
By1) ... Fu)(Bx1) ... Bxs) p(yr, -y, 21, ... xg) = 0.

q.e.d.

Pouzitim tejto vety a vety 4.1 moZzno ”takmer” ukézat, Ze kazd4 rekurzivne
o¢islovatelnd mnozina je diofantickd. To ”takmer” spodiva v tom, Ze potrebu-
jeme ukazaft, ze vyrokova funkcia (Vk < n)V je diofantické za predpokladu, Ze
je taka V. K tomu zase stadi ukazaf, ze funkcia n* je diofanticka. Vsetko je tak-
mer trivialne, ale posledné odolédvalo matematikom aspon dve desatrocia. Jurij
Matijasievi¢ v [Ma] ukazal, ze n* je diofantickd. V dalSom poddme dokaz tohoto
tvrdenia zaloZeny na modifikacii podla M. Davisa [DM2]

Z toho potom vyplyva rieSenie 10. Hilbertovho problému.
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Veta 13.3 Ak kazdd rekurzivne ocislovatelnd mnozina je diofantickd, tak ne-
existuje algoritmus, ktory pre dantd diofantickd rovnicu rozhodne, ¢i tdto md
riesenie alebo nie.

Overenie: Vieme, Ze existuje rekurzivne ocislovatelnd mnozina K C N, ktora nie
je rekurzivna, napriklad mnozina z vety o probléme zastavenia sa Turingovho
stroja

K= {33 € N§ (Hy) Tl(xa y?l‘)}'

Mnozina K je diofantickd, teda existuje polyném s celociselnymi koeficientmi p
taky, ze

reK=3y)...Cw)plr,...,y,2) =0. (13.21)
Pre kazdé pevné prirodzené cislo x

p(y1, .-, y,2) =0

mame diofantickt rovnicu s premennymi y1, ..., y;. Keby existoval algoritmus,
ktory rozhodne, ¢i pre dané x tato rovnica ma rieSenie alebo nie, tak tento
algoritmus podla (13.21) rozhodne, ¢i « € K alebo nie. Taky algoritmus vSak
neexistuje, lebo mnozina K nie je rekurzivna.

q.e.d.

Medzi diofantickymi mnozinami a diofantickymi funkciami musi byt rovnaky
vztah, ako medzi rekurzivne ocislovatelnymi mnoZinami a ¢iasto¢ne rekurziv-
nymi funkciami.

Veta 13.4 Mnozina A C N je diofantickd vtedy a len vtedy, ked existuje poly-
nom p taky, Ze A je mnoZzina vsetkych jeho nezdpornych hodnat, t.j.

A=H(p)NN.
Overenie: Nech A = H(p) N N. Potom
ye A= (3r1)... Gep)p(ar,...,25) —y=0

a teda mnozina A je diofanticka.
Nech naopak, mnozina A C N je diofanticka a plati

xe€A=Fy)... ) plyr,...,y,x) =0.

Potom mnozina A je mnoZina nezdpornych hodnot polynému

x'(1_2'p2(y17"'7yl7x))'

q.e.d.
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14 Pellova rovnica

Cielom tejto casti je ukazat tvrdenie 14.1. Mnohé technické detaily z priestoro-
vych dovodov vynechdme, ale ¢itatel ich moze ndjst v praci M. Davisa [DM2]
alebo s urcitou ndmahou rekonstruovat sam.

Veta 14.1 Funkcia m = n* je diofantickd.

Historicky boli zndme vsetky vysledky dalsich ¢asti skor, ako sa podarilo
ukézat, ze funkcia exponenciéla je diofantickd. V Sestdesiatych rokoch 20. sto-
ro¢ia matematici uz vedeli, Ze staéi najst jednu diofanticku funckiu, ktora rastie
exponenciadlne. Na prekvapenie vSetkych mlady rusky matematik z Petroh-
radu®, Jurij Matijasevi¢ v roku 1969 ukézal, ze takou funkciou je dobre znama
Fibonacciova postupnost. Potom matematici nasli dalsie podobné postupnosti.
Jednou z nich je postupnost rieSeni tzv. Pellovej rovnice®. Prezentujeme za-
kladné vysledky.

Rovnica

2 —dy* =1, kded=da*> -1, a>1 (14.22)

s podmienkou, Ze rieSenia x, y su prirodzené ¢isla, sa nazyva Pellova rovnica.

Ak by sme vzali @ = 1 dostaneme trividlnu rovnicu. Pre a = 0 vSak dosta-
neme rovnicu 22 + y? = 1. Jej rieSenia (nie nutne celo¢iselné) vieme vyjadrit
pomocou funkcii sinus a kosinus. VSimnite si, Ze niektoré vysledky o rieSeniach
Pellovej rovnice budil pripominat zndme vlastnosti funkcii sinus a kosinus. Iné
vysledky budi pripominat zndme vlastnosti Fibonacciovej postupnosti. Nie je
to nédhoda, lebo Pellova rovnica s Fibonacciovou postupnostou suvisi.

Dvojice ¢isiel x = 1, y = 0 a x = a, y = 1 st zrejme riesenia Pellovej rovnice.

Lema 14.2 Neezistuji celé ¢isla x, y také, Ze su riesenim rovnice (14.22) a
plati
l<z+yvd<a+Vd (14.23)

Dékaz: Ak z, y st rieSenia rovnice (14.22), tak
(z +yVd)(z — yVd) =1 = (a + Vd)(a — Vd). (14.24)
Keby platili nerovnosti (14.23), tak z uvedenej rovnosti dostaneme
-1< —a:+y\/g< —a+Vd.
Séitanim tejto nerovnosti a nerovnosti (14.23) dostavame 0 < 2yv/d < 2V/d, t.j.

0 <y < 1, ¢o nie je mozné.
q.e.d.

8Vtedy to bol Leningrad.

9Problém riesenia rovnice (14.22) polozil Pierre de Fermat v roku 1657. RieSenia tejto
rovnice na$iel - bez dékazu - Lord Brouncker. V roku 1958 tuplnti odpoved dal J. Wallis.
Leonard Euler omylom rovnicu nazval Pellova rovnica a tento termin sa v literature ustalil.
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Lema 14.3 Nech x,y a 2’, y' si celoéiselné rieSenia rovnice (14.22). Nech
2 +y'Vd = (z+yVd)(@' +y'Vd).

Potom

2 y//\/a =(z— y\/a)(xl — y/\/a) (14.25)

ax”,y" je riesenie (14.22).

Dokaz: Zrejme
2" = za’ + dyy/, y' =y +ay. (14.26)

Z toho bezprostredne vyplyva rovnost (14.25) a vynasobenim dostdvame tvrde-
nie.
q.e.d.

Definicia: Nech z,(a), y,(a) st prirodzené ¢isla, pre ktoré plati
Zn(a) + yn(a)Vd = (a + Vd)".
Ak ¢islo a je zrejmé z kontextu, tak ho nepiSeme.

Veta 14.4 Pre kazdé prirodzené ¢islo n dvojica x,(a), yn(a) je riesenim Pel-
lovej rovnice. Naopak, ak x,y je riesenie Pellovej rovnice, tak eristuje také
prirodzen€ cislo n, Ze x = xp(a) ay = yn(a).

Dokaz: Pouzitim lemy 14.3 matematickou indukciou dostaneme, Ze x,, y, st
riesenia Pellovej rovnice, Specialne

(mn + yn\/g)(l'n — yn\/ﬁ) =1.

Nech z, y je rieSenie Pellovej rovnice. Postupnost (a + v/d)" je rasttca a
neohranicend, teda existuje také n, ze plati

(a4 Vd)" <z +yVd < (a+Vd)" .
Ak plati rovnost, sme hotovi. Nech teda rovnost neplati, t.j.
Tn + ynVd < 4+ yVd < (€0 + yoVd)(a + Vd).
Vynasobenim kladnym ¢slom z,, — y,v/d dostdvame
1< (z+yVd)(z, +yaVd) < a+Vd,

¢o je v spore s lemou 14.2 a 14.3.
q.e.d.

V dalsom budeme bez komentéra vyuzivat rovnosti

zo(a) =1, wyola) =0, z1(a)=a, wyi(a)=1.
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Lema 14.5 Pre kazdé m < n plati
Tptm = TnTm £ dynymv Yntm = YnTm T YmTn, (1427)
Tpt+1 = 2ax, — Tn—1, Yn+1 = 2ayn — Yn—1- (1428)
Dokaz: Rovnosti (14.27) pre n + m vyplyvaji priamo z definicie:
Trgm + YngmVd = (a +Vd)" ™ = (a + Vd)" - (a + Vd)™ =
(@n + Yn V) (@m + Y Vd) = (0T + YnYmd) + Yn@m + Yma)Vd.
Z rovnosti (14.24) vyplyva

a odtial dostdvame rovnost pre n — m.
Pre m = 1 dostaneme

Tntl = Tna + dYn, Tpn_1 = Tpa — dy,. (14.29)

Séitanim dostaneme prvi rovnost (14.28). Podobne pre y,, dostaneme tvrdenie
z rovnic
Yn+1 = AYn + Ty Yn—1 = QYn — Tp. (1430)

q.e.d.
Zhrnieme niektoré vlastnosti rieSeni Pellovej rovnice.
Veta 14.6 Pre kazdé prirodzené ¢islo n plati:

a) cisla x, a vy, si nesidelitelné;

)
b) y, je pdarne vtedy a len vtedy, ked n je pdrne;
C) Tp < Tyl @ Yn < Ynil;

)

d) a" <wz,(a) < (20)", yo > n;
e) yn(a) =n mod a — 1.

Doékaz: Tvrdenie a) vyplyva bezprostredne z Pellovej rovnice.
Tvrdenie b) vyplyva matematickou indukciou z druhej rovnice (14.28).
Obidve nerovnosti ¢) vyplyvaja z rovnosti 14.29 a 14.30. Indukciou z tychto
rovnosti mozno ziskat aj nerovnosti d).
Pre n = 0,1 kongruencia e) evidentne plati. Podla druhej rovnosti (14.28)
dostaneme tvrdenie matematickou indukciou.
q.e.d.

Lema 14.7 rp(a) — yn(a)(a —y) = y™ mod 2ay — y* — 1.
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Dokaz: Tvrdenie lemy mozno dokézat matematickou indukciou. Pre n = 0,1
dostaneme tvrdenie priamo dosadenim. Predpokladajme, Ze lema plati pre n.
Pouzitim rovnosti (14.28) postupne dostavame modulo 2ay — y? — 1

(@n—1 = yn-1(a —y)) =

Tpt1 = Ynt1(a —y) = 2a(zy — yn(a —y)) —
=y (2ay — 1) =yt

= 2ay" —y" !

q.e.d.
Lema 14.8 y, |y, vtedy a len vtedy ked n|m.

Dokaz: Ak n|m tak m = kn. Indukciou cez k ukdzeme, %e y,|yin. Pre k =1 je
to trividlne a indukény krok vyplyva z rovnosti

Yn(m+1) = TnYnm T TnmYn-

Nech teraz y,|ym ale n { m. Potom m = kn+r, 0 < r < n. Podla (14.27)
mame
Ym = TrYkn T YrZn-

KedZe xjn, yrn st nesudelitelné, tak aj xy,, y, st nesudelitelné. Teda y,|y,.
Ale 0 < y» < Yn, Co je spor.
q.e.d.

Lema 14.9 Ak 42|y, tak y,|m.

Dokaz: Podla lemy 14.8 mame n|m. Teda m = kn pre nejaké k. Z definicie ¢isiel
Tp,Yp Mame

k

=0

Potom

k
k —i,4 j(i—

i>0,i odd

Vsetky ¢leny s i > 1 st = 0 mod (y,,)3. Teda
Yin = k¥ ~1y, mod (y,)>. (14.31)

Potom (y,,)2|kxk~ 1y, a teda y,|kx,. Kedze z,, a y, si nestdelitelné, tak y, |k
a teda aj y,|m.
q.e.d.

Lema 14.10 y2|yny, -
Dokaz: V kongruencii (14.31) poloz k = y,,.
q.e.d.
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Lema 14.11 Ak a = b mod ¢, tak pre kaZdé n plati

xn(a) = 2,(b), yn(a) = yn(b) mod c.

Dokaz: Pre n = 0,1 kongruencie s fakticky rovnostami. Pre n > 1 dokaz ide
matemamtickou indukciou pouzijic (14.28).
q.e.d.

Lema 14.12 Nech x; = x; mod x, 1,j < 2n, n > 0. Potom i = j okrem
pripadua=2,n=1,1=0aj=2.

Dokaz: Viacnasobnyn pouzitim rovnosti (14.27) (za¢ni 2n £ j = n + (n £ 7))
dostaneme

Zon+j = —2; mod Z, (14.32)

a teda
Tan+; = x5 mod T, (14.33)
Predpokladajme napriklad, ze x, je parne. Oznaéime ¢ = xz,/2. Podla

(14.29) je xp—1 < z,/2 = q.Keby bolo z,_1 = ¢, tak podla (14.27) je a = 2,
Yn—1 = 0 a teda n = 1. Tento pripad sme v tvrdeni lemy vylucili. Teda mézeme
predpokladat, Ze x,_1 < q.
Cisla
—q+1,—q+2,...,—-1,0,1...,g—1,q

st vSetky mozné zvySky modulo x, a teda Zziadne z nich nie st kongruentné
modulo z,. Naviac, podla (14.32) ¢isla

$n+1, $n+2, ey Ion—1,T2n
sa postupne kongruentné modulo z,, ¢islam
—Tp—-1, Tpn—-1y---,—L1, —TQ-
Teda cisla
Q@< —Tp1 < —Tpo<..<—qxg=—1<1l=xy<...2-1<¢q

s navzajom nekongruentné modulo z,,. Teda ¢ = j.
Podobne postupujeme v pripade ked z,, je neparne.
q.e.d.

Lema 14.13 Ak0<i<n ax; =x; mod x,, tak j =i alebo j = —i mod 4n.

Dékaz: Nech j = 4ng+k, 0 < k < 4n. Podla (14.33) plati z; = 2 mod z,,. Ak
k < 2n tak podla lemy 14.12 je i = j.
Predpokladajme teda, ze 2n < k. Potom 4n — k < 2n a xp = T4y, mod x,,.
Teda podla lemy 14.12 mame i = 4n — k.
q.e.d.
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Veta 14.14 Pre dané prirodzené éisla x,k,a > 1 plati x(a) = x vtedy a len
vtedy, ked existuji kladné prirodzené ¢isla b,c,d, e, p,q,r,s,t,y,u,v také, Ze

22— (@® -1y =1, u?—-(a®>-1)*=1, s>—-(b*-1)t?=1, (a)
v=ry? b=1+4py, b=a+ qu, (b)
s=ux+ cu, t=k+4(d - 1)y, y=k+e—1 (c)

Teda funkcia x,(a) je diofantickd.

Doékaz: Nech x = x(a). Postupne definujeme pozadované hodnoty kladnych
prirodzenych &isiel. Nech y = yi(a), m = 2kyi(a), v = zp(a), v = ym(a).
Potom platia prvé dve rovnosti (a). Podla lem 14.10 a 14.8 mame y%|v a teda
existuje r spliiajice prvia rovnost (b). Podla vety 14.6, b), &islo v je parne a teda
u je neparne. Potom mozno ukézat, Ze u a 4yv st nestdelitelné. Naozaj, keby
prvodislo p delilo obidve uvedené &isla, tak ply lebo u je nepérne a éisla u, v st
nesudelitelné. Potom p|v lebo y|v. To vSak nie je mozné. Podla ¢inskej vety o
zvyskoch 3.1 existuje b > 4y, b > u také, ze

b=1mod 4y, b=a mod u.

Teda existuji kladné prirodzené ¢isla spliiajiice druhti a tretiu rovnost (b).

Naopak, nech b, ¢, d, e,p,q,7,s,t,y,u,v st kladné prirodzené ¢&isla spliiajice
rovnosti (a) — (¢). Podla druhej a tretej rovnosti (b) mdme 1 < a < b. Z rovnosti
(a) vyplyva, ze existuju kladné ¢isla 4, j, n také, ze

-T:fri(a)v y:yi(a)v u:In(a)v U:yn(a)v S:Ij(b)ﬂ t:yj<b)'

Podla prvej rovnosti (b) je y < v a teda aj ¢ < n. Tretia rovnost (b) a prva
rovnost (c) davaja kongruencie a = b a x;(a) = z;(b) modulo z,(a). Podla lemy
14.11 potom z;(a) = z;(b) a teda z;(a) = z;(a) vSetko modulo z,,(a). Takze
podla lemy 14.13

j = +i mod 4n. (14.34)

Z prvej rovnosti (b) pomocou lemy 14.9 dostdvame y;(a)|n. Spolu s (14.34)
mame
Jj = +i mod 4y;(a). (14.35)

Podobne, druhé rovnost (b) déva 4y;(a)|(b — 1) a podla vety 14.6, e) potom
y;(6) = j mod 4y(a). (14.36)
Z druhej rovnosti (c¢) dostaneme
y;(b) = k mod 4y;(a). (14.37)
Kongruencie (14.35) — (14.37) davaja
k = +i mod 4y;(a). (14.38)

Z tretej rovnosti (c) mame k < y;(a).
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Cisla
—2y+1,—-2y+2,...,—1,0,1,...,2y

st navzajom roznymi zvySkami pri deleni ¢islom 4y = 4y;(a). Kedz aj ¢ < y;(a),
tak z kongruencie (14.38) dostavame k = i. Potom z = z;(a) = x(a).
q.e.d.

Veta 14.15 m = n* vtedy a len vtedy, ked existujii kladné prirodzené éisla
a,b,e,de, f,g,h, k,1,p,q,r 8, t,x,y,u,v,w, z také, Ze platia rovnosti (a) — (c) a
T0VN0St

(x —yla—n)—m)? =(f —1)%(2an —n? - 1)%2, m+g=2an—n?—-1, (d)
a? — (w? — 1) (w—1)%22%2 =1, w=n+h, w=k+I. (e)

Teda funkcia n* je diofantickd.

Doékaz: Nech platia rovnosti (a) — (e). Z rovnosti (e) vyplyva, ze a > 1. Potom
podla vety 14.14 je x = zx(a) a y = yx(a). Z prvej rovnosti (d) vyplyva

rr(a) — yr(a)(a —n) = m mod 2an — n® — 1.

Spolu s lemou 14.7 dostavame

m = n* mod 2an —n? — 1. (14.39)
Z druhej rovnosti (d) mame m < 2an—n?—1. Podla druhej a tretej rovnosti (e) je
k,n < w. Podla prvej rovnosti (e) existuje j také, ze a = z;(w), (w—1)z = y;(w).
Podla vety 14.6, e) je j = 0 mod w — 1 a teda w — 1 < j. PouZijac vetu 14.6 d)
dostaneme
nf < <wl < zj(w) = a.

Odtial jednoduchym vypoétom dostaneme n* < 2an — n? — 1. Kedze obidve
¢isla m a n® st mensie ako 2an — n? — 1, tak na zéklade kongruencie (14.39) sa
musia rovnat.

Naopak, ak m = nF tak stac¢i zvolif Tubovomé ¢&islo w > n,k a polozit
a = -1 (w). Ostatné ¢isla vyhovujice rovnostiam (a) — (e) moZno Tahko néjst.
q.e.d.

Veta 14.1 bezprostredne vypyva z vety 14.15.

15 Niektoré diofantické funkcie

Ukéazeme, Ze niektoré jednoduché funkcie a vyrokové funkcie su diofantické. Po-
stupujeme podobne ako v tedrii vypoditatelnosti, ked sme ukazovali primitivnu
rekurzivnost niektorych funkcif a vyrokovych funkcii. Podstatne vyuzijeme sku-
to¢nost, Ze exponencidlna n* je diofanticka.
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Virokové funkcia na Tavej strane je vzdy ekvivalentnd diofantickej vyrokovej
funkcii na pravej strane:

n|m Fk)n-k=m,

n<m FE)n+k+1=m,

n<m (3k)n+k m,

rm(n,m) =k (k<mA@)(Im+k=n)V(m=0Ak=0),
[n/m] =k (km <n/\(/€+1) m>n)V(m=0AEk=0),
n =m mod k rm(n, k) = rm(m, k),

n+m=k (m<nAm+k=n)V(n<mAk=0).

Veta 15.1 Nasledujice funkcie su diofanticke:

D 5ok = (3,

2) g(n) =nl,
3) h(n,m, k) =TI¥_ (n + mi).

Dokaz: Dokaz je zalozeny na vhodnych teoreticko-¢iselnych vztahoch. Ukézeme
napriklad diofanti¢nost funkcie f.
Ak 0 < k <n,u>2" tak

k—1 n
vt = 3 (7)) a3 () e
i=0 i=k
Lahko sa zisti, Ze prvy s¢itanec je mensi ako 1 a teda
"\ /n
n k1 i—k
[(u+1) /u]2;<2>u .
i—

Odtial Tahko dostaneme

[(u+1)"/u¥] = (Z) mod u.
Teda

z= (Z) = (Ju,v,w) (v=2% Av < uAw = [(u+1)"/u¥]A

ANz=wmod uA z < u).

Dokaz diofanti¢nosti funkcie g je podobny a je zaloZzeny na na identite

nl = [mn/ <7;:>} pre m > (2n)" 1.

Dokaz diofanti¢nosti funkcie h je zalozeny na kongruencii

I}, (a + bk) = b"nl (ﬁ”) mod M
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pre Iubovolné &isla a, b, ¢ také, Ze a = bg mod M.
q.e.d.

Vetu vyuZijeme k tomu, aby sme ukézali, Ze vlastnost "byt prvocislom” je
diofanticka. Je to typicky trik, ktory sa v danej problematike vyuziva. Staci si
uvedomit, Ze p > 1 je prvocislo prave vtedy, ak je nesudelitelné s ¢islom (p—1)!.
To je ale ekvivalentné

(Fu,v)ulp— D! +wvp = 1.

Ak citatelovi vadi, Ze u, v teraz oznacuju celé ¢isla, tak rovnicu moze ekvivalen-
tne prepisat pomocou trikov uzedenych v éasti 13 takto

(Fu,v) (ulp— ) 4+ovp=1Vulp-—1)!=1+vpV1+ulp—1)=op

Teraz uz premenné u, v oznacuju prirodzené cisla.

16 Veta o ohrani¢enom kvantifikatore

Cel4 nasa snaha smerovala k tomu, aby sme mohli dokézat dolezity technicky
vysledok.

Veta 16.1 Ak V(z1,...,2,,y) je diofantickd vgrokovd funkcia, tak vyrokovd
funkcia (Vy < 2)V(z1,...,%,,y) je diofantickd.

Overenie je zalozené na dvoch pomocnych tvrdeniach.
Lema 16.2
(vz)zgy(ayl) s (Elyl)p(y? ZyYly -5 Y1, Ty e e 73316) =0

vtedy a len vtedy, ked

(HU)(VZ)zgy(Hyl)ylgu e (Elyl)y,gu p(y; Z,Yty - YL, X1y - e 7xk) =0

Owverenie: Z dolného tvrdenia trivialne vyplyva horné. Naopak, ak plati horné
tvrdenie, tak pre kazdé z <y existuju ¢isla yq , ...,y . pre ktoré

p(ywzayl,zw"ayl,zaxlw"azk) =0.

Staci vziat w = max{y; ;i =1,...,1,z < y}.
q.e.d.

Lema 16.3 Nech q je polynom pre ktory plati
a) u<q(y,u,x1,...,xK) pre kazdé y,u,x1,. .., T,
b) y < q(y,u,x1,...,x) pre kazdé y,u,x1,. .., 2k,
o) Ip(y, 2,91, Y, 1, - xk)| < qly,u, 1, .., k) pre kaZdé y,u,z < y,

ylé”?"'aylguaxlv"'7Ik-
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Potom

(V2)2<y FY1)yi<u - - ) yi<u PY, 2,91, - - Y1, 21, - - Tx) =0

vtedy a len vtedy, ked

(Fe,tyar, ..., q) 1+t =T (1 +it) ANt =q(y,u, @1, ..., zk) A
Ltet [T (a1 — ) A-AL+et [T (e — J)A
p(y,c,a1,...,a;,21,...,25) =0 mod 1+ ct.

Dokaz: Ukédzeme implikaciu zdola nahor.

Nech ¢,t,a1,...,a; su také cisla, ze plati dolnd rovnica. Pre kazdé z =
1,...,y nech p, je prvociselny delitel ¢éisla 1 + zt. Nech ygz) je zvysok cisla
a; pri deleni ¢islom p,. Z predpokladov vyplyva,ze p, | IIj_;(a; — j) a teda
pi | (a; — j) pre nejaké j < wu, j > 0. Teda

j=a; =y mod p.. (16.40)

Z podmienky pre t vyplyva, ze kazdy delitel 1 + kt musi byt > u. Teda yfz) =
a teda ygz) < .

Zrejme p, | (z + zct) a p, | (¢ + zct), teda p, | (# — ¢). Pomocou (16.40)
dostaneme

J

p(y,z,ygz),...,yl(z),xl,...,xk) =p(y,ca1,...,a;,x1,...,2%) mod p,

a z poslednej podmienky

(2) (2)

p(yaz7y1 s Yp 7$1,...,$k)50m0dpz.
Ale
|p(yazay§2)a"'7yl(Z)7:E1a'~-7xk)| S Q(y7u7x17'-~7$k) <pz
a teda
p(y7z,y§2),...,yl(z),ml,...,xk) =0.

q.e.d.

Dokaz vety 16.1: Na zéklade lem 16.2 a 16.3 stac¢i uk azat, Ze existuje polyném
g, ktory vyhovuje podmienkam a) — ¢) lemy 16.3.

Nech i
k k
p(y’k7y§. )77yl( )7x17°"7xk) = ZB’M
r=0
kde
B, = Cyakﬁl'?l et xi’“y?l e y?’
Stadi polozit
m
q(y,u,xl, ,«Ik) :ZAT7
r=0
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kde
A, = \c|y°‘+ﬁx‘i1 o ~a:i’€u'“+'“'”.

q.e.d.

17 Ciastoc¢ne rekurzivna funkcia je diofanticka

Cielom tejto casti je dokézat tvrdenie uvedené v nadpise, teda
Veta 17.1 KazZdd ciastocne rekurzivna funkcia je diofantickd.

Overenie: Lahko sa overi, Ze kazd4 zo zoznamu funkcii (4.3) je diofanticka.
Predpokladajme, Ze funkcie f, f1, ..., fn st diofantické a funkcia h vznikla
z funkcii f, f1,..., f, substiticiou, teda

h(zy,...,zk) = f(fi(zr, . 2k), -y fulTr, .o 2E)).
Potom plati

h(zy,...,xp) =z =
By1) .- Fyn) (fr(z1,..cyxp) =y1 A
AN @, xk) = yn A o, xn) = ).

Podla vety 13.2 vyrokova funkcia h(z1,...,z;) = = je diofanticka.
Nech funkcia h vznikla z funkcie f minimalizaciou, teda

h(z1,...,2y) = (miny) f(z1,...,2,,y) = 0.

Potom plati

hz1,...,zn) =y
(f(x1y oy 2n,y) =0A (V2 <y)(Fu) (w £ OA f(z1,. .., 20, 2) = u)).

Podla viet 13.2 a 16.1 vyrokova funkcia h(z1,...,z,) = y je diofanticka.
q.e.d.

Désledok 17.2 Mnozina A C N* je rekurzivne ocislovatelnd vtedy a len vtedy,
ked je diofantickd.
18 10. Hilbertov problém a iné dosledky

Na zéklade vety 13.3 a dosledku 17.2 dostavame

Veta 18.1 Neezxistuje algoritmus, ktory pre dant diofantickid rovnicu rozhodne,
¢i tdto mda riesenie alebo nie.

38



Vieme, %e mnoZina prvocisiel je rekurzivna. Teda je diofantickd a podla vety
13.4 existuje polyném taky, ze tdto mnozina je mnozinou nezapornych hodnét
tohoto polynému. Teda

Veta 18.2 FEuxistuje polynom s celociselnymi koeficientami p taky, Ze prirodzené
¢islo n je prvocislo vtedy a, Ze len vtedy, ked n je hodnota polynomu p.

Samozrejme zaujima nas ¢o najlepsi taky polyndém, t.j. najmensiecho mozného
stupiia a s najmensim moznym poctom premennych. Vieme, Ze existuje polyném
s uvedenou vlastnostou, ktory zavisi od 10 premennych. Jedna z moznosti najst
”¢o najlepsi” polyném je zalozena na tom, ze najdeme jednoduché diofantické
vyjadrenie pojmu prvocisla.

Veta 18.3 FEzistuje univerzdlna diofantickd rovnica, t.j existuje diofanticky po-
lyndm q taky, Ze pre kazdi diofanticki mnozinu A C N existuje prirodzené ¢islo
e také

v €A= (). Gye)ale,x,y1,... yx) = 0.

Doékaz: Vyrokova funkcia (Jy) T (e, y,x) je diofantickd a pre kazdd rekurzivne
odislovatelni a teda aj pre kazda diofantickt mnozinu A C N existuje e také, ze
x € A= (Jy) T1(e,y,x). Stadi vziat polyném ¢ pre ktory plati

(Ely) Tl(eay7$) = (391) s (Elyk) q(ea T, Y1y - 7yk) =0.
q.e.d.

Vratime sa do metamatematiky. Ak p(z1,...,zx) je polyném s koeficientami
prirodzené ¢isla, tak term, ktory oznacuje tento polyném v jazyku aritmetiky
ozna¢ime A(p)(x1,...,xx). Tento term dostaneme tak, ze kazdy koeficient m
polynému p nahradime termom A,,,, kazdt premennt x; polynému p nahradime
formalnou premennou x;, a operacie +,- nahradime ich nizvami (funkénymi
symbolmi) +, ..

Tvrdenie 18.1 Pre kazdu neprotirecivi teoriu T s rekurzivnou vyrokovou fun-
kciou AzxiomT existuji polynomy p1, p2 s kladnygmi koeficientami take, Ze di-
ofantickd rovnica

pr(x1,...,x8) = pa(21,...,2k) (18.41)

nemd riesenie v prirodzenych cislach, ale
TF =(3x1)...(Fxk) A(pr) (X1, - - - x6)=A(p2) (X1, - - -, XE)-

Owverenie: Vyuzitim beznych technik kédovania lahko mozno zostrojit ocislova-
nie vSetkych diofantickych rovnic tvaru'® (18.41) tak, aby platilo:

a) mnozina D vSetkych ¢fsiel takychto rovnic je rekurzivna,

b) vyrokova funkcia ”rovnica s ¢islom n ma rieSenie v prirodzenych ¢éislach”
je rekurzivne ocislovatelna,

10Uvedomme si, ze kazda diofanicka rovnica sa da ekvivalentne vyjadrit v tomto tvare.
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c¢) funkcia F, ktord kazdému ¢&islu n € D rovnice (18.41) priradi Gédelove
Cislo uzavretej formuly

=(3x1) ... (Fxx) A(p1) (%1, - - -y x5)=A(p2) (X1, - -+, Xk)

je rekurzivna.

Definujeme dve mnoziny. M je mnozina vSetkych tych ¢isiel n € D, pre ktoré
rovnica (18.41) m4 rieSenie v prirodzengch &islach. N je mnozina vSetkych tych
¢isiel n € D, pre ktoré je

T+ ﬁ(Hxl) . (ka) A(pl)(xh PN ,Xk)ZA(pg)(Xh PN ,Xk).
Podla podmienky b) je mnozina M rekurzivne oéislovatelna. Zrejme plati
n € N = existuje m také, ze Dokazr(m, F(n)).

Podla podmienky c) je mnozina N rekurzivne oéislovateln4.
Ak n € M, tak existuje rieSenie z1,. ..,z rovnice (18.41). Potom

T+ A(pl)(Amv R Am-,)zA(pQ)(Aﬂﬁ Yy Amk)
a teda
TF(3x1)...(3xk) Alp1) (X1, - - -y xk)=A(p2) (X1, - - -, Xk)-

Kedze teéria T je neprotirecivd, tak n ¢ N. Teda M NN = (.

Keby bolo D = M U N, tak obidve mnoziny M a N by boli rekurzivne.
Podla vety 18.1 mnozina M vsSak nie je rekurzivna. Teda existuje n € D, ktoré
nepatri ani do M ani do V. Prislusné rovnica je hladand rovnica.

q.e.d.

Ak sa dohodneme, Ze zédkladné deduktivne prostriedky metamatematiky ob-
sahuju (alebo st totoZné) s prostriedkami Peanovej aritmetiky, tak dostaneme

Dosledok 18.4 Ak Tp je neprotirediva, tak existuji polyndmy py, pa s klad-
nymi koeficientami také, Ze diofantickd rovnica

pi(z1,. .., o) = p2(T1,. .., Tk)
nemd riesenie v prirodzenych ¢islach, ale
Tp ¥ —(Ix1)...(Fxk) Ap1) (X1, - .-, xk)=A(p2) (X1, - - -, Xp)

ant

Tp ¥ (Ix1)...(Fxk) A(p1) (X1, - .-, Xk)=A(p2) (X1, - . ., Xk).

Teda formula (3x1)...(3xx) A(p1)(x1,- .., xk)=A(p2)(X1,...,Xk) je nerozhod-
nutelnd veta Peanovej aritmetiky.
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Overenie: Ak existuje dékaz formuly
(Fx1) .+ (Fxi) A1) (x1, - -5 xk)=A(p2) (X1, - -+, Xk)

v Peanovej aritmetike, tak na zaklade vymedzenia prostriedkov metamatema-
tiky tento dokaz mozno prelozit do overenia tvrdenia, ze diofantickd rovnica

p1(x1,. .., xk) = po(x1,...,2k)

ma rieSenie. To je spor.
q.e.d.

Désledok plati pre tedrie silnejsie ako Presburgerova aritmetika a slabsie ako
Peanova aritmetika. Pre tedriu T silnejSiu ako Peanova aritmetika nevieme, ¢i

ThE (3x1)...(3xx) A(p1)(x1, - - -, x5)=A(p2) (%1, - - -, Xk)

alebo nie.

41



Literatura

[BL1]
[BL2]

[DM1]

[DM2]

[HPu]

[HPa]

Bukovsky L., UVOD DO TEORIE ALGORITMOV, ES UPJS, Kosice, 2001.

Bukovsky L., UVOD DO MATEMATICKEJ LOGIKY, text v elektronickej
forme UML.Tex pristupny na sieti Novell PF UPJS, Kogice, 2001.

Davis M., COMPUTABILITY & UNSOLVABILITY, McGraw-Hill, New York
1958.

Davis M., Hilbert’s Tenth problem is Unsolvable, Amer. Math. Monthly
80 (1973), 233-269.

Goldstern M. and Judah H., THE INCOMPLETENESS PHENOMENON,
A NEw COURSE IN MATHEMATICAL Locic, A K Peters, Wellesley,
Massaschusetts 1995.

Hajek P. a Pudlék P., METAMATHEMATICS OF FIRST-ORDER ARITH-
METIC, Perspectives in Mathematical Logic, Springer, Berlin 1993.

Harrington L. a Paris J., A mathematical incompletness in Peano Arith-
metic, v knihe: HANDBOOK OF MATHEMATICAL LOGIC, ed. Barwise
J., North Holland, Amsterdam 1977, 1133-1142, rusky preklad Nauka,
Moskva 1983, stvrty diel.

Hilbert D., Mathematical problems, Bull. Amer. Math. Soc. 37 (2000),
407-436.

Kleene S. C., INTRODUCTION TO THE METAMATHEMATICS, van No-
strand, New York 1952, rusky preklad IIL, Moskva 1957.

Kleene S. C., MATHEMATICAL LogGic, John Wiley & Sons, New York
1967, rusky preklad Izdatelstvo Mir, Moskva 1973.

Matijasevi¢ Ju. V., Juoganmossr mnoacecmea, Usp. Mat. Nauk. 27
(1972), 185-222

Mendelson E., INTRODUCTION TO MATHEMATICAL Locic, van No-
strand Company, New York 1964, rusky preklad Nauka, Moskva 1984.

Rogers H., THEORY OF RECURSIVE FUNCTIONS AND EFFECTIVE COM-
PUTABILITY, McGraw-Hill, New York 1967, rusky preklad Izdatelstvo
Mir, Moskva 1972.

Shoenfield J. R., MATHEMATICAL LocGIic, Addison-Wesley, Reading
1967, rusky preklad Nauka, Moskva 1975.

Tarski A., Pojecie prawdy w jezykach nauk dedukcyjnych, Warszawa,
1933, nemecky preklad Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Spra-
chen, Studia Phil. 1 (1936), 261-405.

Tarski A., UNDECIDABLE THEORIES, North Holland, Amsterdam 1950.

42



