
41. ročník MO, úloha C‑I‑5

Nech 𝑎, 𝑏, 𝑐 sú veľkosti strán trojuholnı́ka a 𝑝, 𝑞, 𝑟 veľkosti jeho ťažnı́c. Dokážte, že

3
4 < 𝑝 + 𝑞 + 𝑟

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 < 1.

Riešenie
Označme trojuholnı́k 𝐴𝐵𝐶, stredy jeho strán 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 postupne 𝐾, 𝐿,𝑀 a jeho ťažisko 𝑇.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐾𝐿

𝑀

𝑇

• Z trojuholnı́kových nerovnostı́ v trojuholnı́koch 𝐴𝐾𝑀, 𝐵𝐾𝐿, 𝐶𝐿𝑀 a z toho, že 𝐾𝐿, 𝐿𝑀,𝑀𝐾 sú stredné priečky
trojuholnı́ka 𝐴𝐵𝐶, dostávame

𝑝 + 𝑞 + 𝑟 = |𝐴𝐾| + |𝐵𝐿| + |𝐶𝑀| < (|𝐴𝑀| + |𝑀𝐾|) + (|𝐵𝐾| + |𝐾𝐿|) + (|𝐶𝐿| + |𝐿𝑀|)

= 1
2 |𝐴𝐵| +

1
2 |𝐶𝐴| + 1

2 |𝐵𝐶| +
1
2 |𝐴𝐵| + 1

2 |𝐶𝐴| +
1
2 |𝐵𝐶| = |𝐵𝐶| + |𝐶𝐴| + |𝐴𝐵| = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐,

takže 𝑝 + 𝑞 + 𝑟
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 < 1.

• Z trojuholnı́kových nerovnostı́ v trojuholnı́koch 𝐵𝑇𝐶, 𝐶𝑇𝐴, 𝐴𝑇𝐵

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = |𝐵𝐶| + |𝐶𝐴| + |𝐴𝐵| < (|𝐵𝑇| + |𝐶𝑇|) + (|𝐶𝑇| + |𝐴𝑇|) + (|𝐴𝑇| + |𝐵𝑇|)

= 2 |𝐴𝑇| + 2 |𝐵𝑇| + 2 |𝐶𝑇| = 2 ⋅ 23 |𝐴𝐾| + 2 ⋅ 23 |𝐵𝐿| + 2 ⋅ 23 |𝐶𝑀| =
4
3(|𝐴𝐾| + |𝐵𝐿| + |𝐶𝑀|) = 4

3(𝑝 + 𝑞 + 𝑟),

takže
3
4 < 𝑝 + 𝑞 + 𝑟

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 .



41. ročník MO, úloha C‑II‑4

Nech 𝑎, 𝑏, 𝑐 sú veľkosti strán ostrouhlého trojuholnı́ka a 𝑢, 𝑣,𝑤 veľkosti jeho výšok. Dokážte, že

1
2 < 𝑢 + 𝑣 + 𝑤

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 < 1.

Riešenie
Označme trojuholnı́k 𝐴𝐵𝐶, päty jeho kolmı́c na jeho strany 𝐵𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐵 postupne 𝑃, 𝑄, 𝑅 a jeho ortocentrum 𝑉.

𝐴 𝐵

𝐶

𝑃

𝑄

𝑅

𝑉

• Z trojuholnı́kových nerovnostı́ v trojuholnı́koch 𝐴𝑉𝐵, 𝐵𝑉𝐶, 𝐶𝑉𝐴 a z toho, že 𝑉 ležı́ vnútri ostrouhlého tro‑
juholnı́ka 𝐴𝐵𝐶, dostávame

𝑎+𝑏+𝑐 = |𝐴𝐵|+|𝐵𝐶|+|𝐶𝐴| < (|𝐴𝑉|+|𝐵𝑉|)+(|𝐵𝑉|+|𝐶𝑉|)+(|𝐶𝑉|+|𝐴𝑉|) < (|𝐴𝑃|+|𝐵𝑄|)+(|𝐵𝑄|+|𝐶𝑅|)+(|𝐶𝑅|+|𝐴𝑃|) = 2 |𝐴𝑃|+2 |𝐵𝑄|+2 |𝐶𝑅| = 2(|𝐴𝑃|+|𝐵𝑄|+|𝐶𝑅|) = 2∗𝑢+𝑣+𝑊),

takže
1
2 < 𝑢 + 𝑣 + 𝑤

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 .

• Keďže prepona je najdlhšia strana pravouhlého trojuholnı́ka,

𝑢 + 𝑣 + 𝑤 = |𝐴𝑃| + |𝐵𝑄| + |𝐶𝑅| < |𝐴𝐵| + |𝐵𝐶| + |𝐶𝐴| = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐,

takže 𝑢 + 𝑣 + 𝑤
𝑎 + 𝑏 + 𝑐 < 1.



40. ročník MO, úloha A‑II‑2

Nech 𝐴𝐵𝐶 je trojuholnı́k a 𝑉 priesečnı́k jeho výšok, pričom |𝑉𝐶| = |𝐴𝐵|. Zistite veľkosť uhla 𝐴𝐶𝐵.

Riešenie
Rozoberme prı́pady:

• Nech je uhol 𝐴𝐶𝐵 je pravý.
Potom však 𝑉 = 𝐶, takže neplatı́ |𝑉𝐶| = |𝐴𝐵|.
Tento prı́pad teda nenastáva.

• Nech je uhol 𝐴𝐶𝐵 je ostrý.

• Nech 𝐴𝐵𝐶 je ostrouhlý.
Nech 𝑃 a 𝑄 sú päty výšok 𝐴𝐵𝐶 z bodov 𝐶, resp. 𝐴. Potom 𝑃 a 𝑄 ležia vnútri 𝐴𝐵𝐶, a teda aj 𝑉 ležı́ vnútri
𝐴𝐵𝐶.

𝐴 𝐵

𝐶

𝑉

𝑃

𝑄

Keďže uhly𝐴𝑉𝑃 a𝐶𝑉𝑄 sú vrcholové, a teda zhodné, a uhly𝐴𝑃𝑉 a𝐶𝑄𝑉 sú pravé, trojuholnı́ky𝐴𝑉𝑃 a𝐶𝑉𝑄
sú podľa vety uu pri tomto poradı́ vrcholov podobné. Uhly 𝑉𝐴𝑃 čiže 𝑄𝐴𝐵 a 𝑉𝐶𝑄 sú teda zhodné. Keďže
uhly 𝐴𝑄𝐵 a 𝐶𝑄𝐴 čiže 𝐶𝑄𝑉 sú pravé, trojuholnı́ky 𝐴𝑄𝐵 a 𝐶𝑄𝑉 sú podľa vety uu pri tomto poradı́ vrcholov
podobné. a pretože |𝐴𝐵| = |𝐶𝑉|, sú zhodné. Preto |𝐴𝑄| = |𝐶𝑄|, takže trojuholnı́k𝐴𝑄𝐶 je rovnoramenný.
Keďže jeho uhol 𝐴𝑄𝐶 je pravý, jeho uhly 𝐴𝐶𝑄 a 𝐶𝐴𝑄 čiže 𝐴𝐶𝐵 a 𝐶𝐴𝑉 majú veľkosť 45∘.

• Nech 𝐴𝐵𝐶 je tupouhlý s tupým uhlom iným ako 𝐴𝐶𝐵, bez ujmy všeobecnosti 𝐴𝐵𝐶.
𝐴

𝑉𝐶

𝐵

Potom je trojuholnı́k 𝐶𝑉𝐴 ostrouhlý a 𝐵 je jeho ortocentrom. Situácia je teda po výmenách 𝐴 ↔ 𝐶 a 𝐵 ↔
𝑉 identická s predchádzajúcim prı́padom, takže uhol 𝐴𝐶𝐵má veľkosť 45∘.

• Nech uhol 𝐴𝐶𝐵 je tupý.
Nech 𝑃 a 𝑄 sú päty výšok 𝐴𝐵𝐶 z bodov 𝐶, resp. 𝐴. Potom 𝑄 ležı́ mimo 𝐴𝐵𝐶, a teda aj 𝑉 ležı́ mimo 𝐴𝐵𝐶.



𝐴 𝐵

𝑉

𝐶

𝑃

𝑄

Keďže uhly 𝐴𝑉𝑃 a 𝐶𝑉𝑄 sú totožné a uhly 𝐴𝑃𝑉 a 𝐶𝑄𝑉 sú pravé, trojuholnı́ky 𝐴𝑉𝑃 a 𝐶𝑉𝑄 sú podľa vety uu pri
tomto poradı́ vrcholov podobné. Uhly 𝑉𝐴𝑃 čiže 𝑄𝐴𝐵 a 𝑉𝐶𝑄 sú teda zhodné. Keďže uhol 𝐴𝑄𝐵 a jeho susedný
uhol 𝐵𝑄𝑉 čiže 𝐶𝑄𝑉 sú pravé, trojuholnı́ky 𝐴𝑄𝐵 a 𝐶𝑄𝑉 sú podľa vety uu pri tomto poradı́ vrcholov podobné.
a pretože |𝐴𝐵| = |𝐶𝑉|, sú zhodné. Preto |𝐴𝑄| = |𝐶𝑄|, takže trojuholnı́k 𝐴𝑄𝐶 je rovnoramenný. Keďže jeho
uhol 𝐴𝑄𝐶 je pravý, jeho uhol 𝐴𝐶𝑄má veľkosť 45∘, a teda jeho susedný uhol 𝐴𝐶𝐵má veľkosť 180∘ − 45∘ čiže
135∘.



40. ročník MO, úloha B‑I‑6

Nech 𝛼, 𝛽, 𝛾 sú veľkosti uhlov v trojuholnı́ku. Dokážte, že

sin𝛼 sin𝛽 sin 𝛾 ≤ 3√3
8 .

Riešenie
Použijeme jednu z Jensenových nerovnostı́:

Nech 𝑓 je funkcia konkávna namnožine [𝑎, 𝑏]. Nech 𝑛 je kladné prirodzené čı́slo, 𝑥1, …, 𝑥𝑛 sú čı́sla z [𝑎, 𝑏] a 𝑐1,
…, 𝑐𝑛 sú čı́sla z [0, 1] také, že ∑𝑛

𝑖=1 𝑐𝑖 = 1. Potom

𝑓
𝑛

𝑖=1
(𝑐𝑖𝑥𝑖) ≥

𝑛

𝑖=1
(𝑐𝑖𝑓(𝑥𝑖)) .

Podľa nerovnosti medzi aritmetickým a geometrickým priemerom a podľa Jensenovej nerovnosti pre funkciu sin,
ktorá je konkávna na [0, π], platı́

sin𝛼 sin𝛽 sin 𝛾 = 3 sin𝛼 sin𝛽 sin 𝛾
3
≤ sin𝛼 + sin𝛽 + sin 𝛾

3

3

≤ sin 𝛼 + 𝛽 + 𝛾
3

3
= sin 180

∘

3

3
= (sin 60∘)3 = √3

2

3

= 3√3
8 .


