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PRAM

e PRAM = Parallel Random Access Machine

model s (heobmedzenou) zdielanou pamatou
synchronny model — spolocné hodiny

SIMD — v kazdom kroku sa vykonava rovnaka instrukcia
vstup aj vystup v zdielanej pamati

kazdy procesor ma ID a pozna celkovy pocet procesorov

pamatové modely: EREW, CREW, CRCW (common,
arbitrary, priority)

zrychlenie: S (n)=T*(n) / T (n)
cena: C (n) = p.T,(n)
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Work-time zapis algoritmov

 WT presentation framework:

= zapis abstrahujuci od detailov PRAM implementacie
" neviaze sa na fixny pocet pouzitych procesorov

= postupnost ¢asovych jednotiek, kde kazda moze
obsahovat [ubovolne vela konkurentnych operacii

= sekvencny algoritmus s konstrukciou ,,paralelny for®,
ktora vykona zadany prikaz konkurentne pre vsetky
hodnoty i (i je identifikator prislusSného procesu)

fori=1to npardo
prikaz;
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WT-charakteristiky

* T(n)— pocet Casovych jednotiek, ktoré potrebuje
algoritmus na vstup velkosti n

* W(n) — celkovy pocet operacii, ktoré vykona algoritmus
na vstupe velkosti n (praca algoritmu)

for 1 = 1 to n pardo

Al[i] « 1i; Pocet casovych jednotiek: 1
Pocet vykonanych operacii: n

e WT-rozvrhovanie — kazdy WT-program vieme
,Skompilovat” na program pre p-procesorovy PRAM
s casom behu: T (n) <= W(n)/p + T (n)

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach)



WT a optimalita

* T(n) — pocet ¢asovych jednotiek (synchronizovaného
Casu), ktoré potrebuje algoritmus na vstup velkosti n
(bez ohladu na pocet procesorov)

* W(n) — celkovy pocet operacii, ktoré vykona algoritmus
na vstupe velkosti n (praca algoritmu)
* T*(n) — ¢as optimalneho sekvencného algoritmu
= optimalny algoritmus: W(n) € O(T*(n))
= WT-optimalny algoritmus:
W(n) € O(T*(n)) a T(n) sa neda zlepsit
* ak je algoritmus optimalny, potom S (n) € O(p)
pre p € O(T*(n)/T(n))
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Paralelne scitanie vo WT

for 1 = 1 to n pardo
B[1] « A[1];
// 1 krok, n operacii
for h = 1 to log(n) do
for i = 1 to n/2" pardo
B[i] « B[2*i-1] + B[2*i];
// log(n) krokov, Zfﬁ")n/zh operacii

S « B[1];
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EREW

T(n) € O(log(n))

W(n) € O(n)

C,(n) € O(n + p.log(n))

T*(n) € ©(n)
W(n) e ©(T*(n)) optimalny

optimalne zrychlenie
pre p e ©(n/log(n))

pre CREW PRAM
T(n) € Q(log(n)), teda
WT-optimalny pre CREW




Prefixove sucty rekurzivne

{ pre n=2k}
if n > 1 then EREW
for i = 1 to n/2 pardo T(n) =0(1) + T(n/2)
Y[i] « A[2*i-1] + A[2*i]; W(n) = O(n) + W(n/2)

Rekurzivne vypocitaj prefixovu sumu }kn)e()ﬂog(nn
pre pole Y a uloz ju do pola Z W(n) € O(n)

S[1] « A[1];
for i = 2 to n pardo
if (i mod 2) = @ then S[i] « Z[i/2]
else S[i] « Z[i/2] + A[i];

W(n) e O(T*(n)) = optimalny algoritmus
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Prefixové sucty nerekurzivne bez pomocnych poli

for i = 1 to n pardo S[i] « A[i];
for h = 1 to log(n) do
for i = 1 to n/2" pardo
S[i*2"] « S[i*2h] + S[i*2h-2h-17;
for h = log(n)-1 downto 1 do
for i =1 to (n/2")-1 pardo
S[i*2h+2M-1]1 « S[i*2h+2h-1] + S[i*2h];

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach) 8



Zlucovanie usporiadanych postupnosti

* Vstup:
usporiadané (neklesajiuce) postupnostiAa B, |A| =n, |B| =m
zjednodusenie: vsetky prvky su rozne

e Vystup:

usporiadana postupnost C = Merge(A, B) z prvkov
postupnostiAa B

* Sekvencny algoritmus:

O(n+m) — (pouzity v rekurzii MergeSort)

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach)



Rank - terminologia

* rank(x:A) — pocet prvkov usporiadanej postupnosti A
mensich (alebo rovnych) ako x

e rank(A:B) — postupnost hodnét (r,, r,, ..., r,) takych, zZe
r.= rank(A[i]:B)

* Ak pozname rank(A:B) a rank(B:A), potom zlucovanie
usporiadanych postupnosti je jednoduché:

= C[rank(A[i]:B) + rank(A[i]:A)] := Ali];
kedze A je utriedena: C[rank(A[i]:B) +i] := A[i];

= C[rank(B[i]:A) + i] := BJ[i];

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach) 10



Paralelny rank

* Problém rank(A: B)
= A ajBsuusporiadané
* |dea:

= pre kazdy prvok a z A paralelne spustime binarne
vyhladavanie

= paralelny cas: O(log(|B|))
= praca: O(|Al.log(|B]))

" nie je optimalny — chceme pracu len O(|A|+|B])
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Paralelneé zlucovanie

e Usporiadané postupnosti A, B také, ze |[A|=n,|B|=m
* ldea: rozdelme si problém Merge(A, B) na mensie
podproblémy Merge(A, B,) také, ze
= A je zjednotenim disjunktnych A,
= B je zjednotenim disjunktnych B,

= kazdy prvok z Merge(A. ;,B. ;) je mensi ako kazdy prvok
z Merge(A,, B.)

= paralelne vyrieSime Merge(A, B))
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Paralelné zlucovanie (1)

* Konstrukcia (A, B,):

= rozdelme B na k = m/log(m) suvislych blokov velkosti log(m)
B,, B, B,, ..., B, kde
B. = B[i.log(m)+1], ..., B[(i+1).log(m)]
= j[i] := rank(B[i.log(m)]: A)  (pre posledné prvky z mnoZin B,)
= vypocitame paralelne sekvencnym binarnym vyhladavanim
= paralelny cas: O(log(n))
= celkova praca: m/log(m) blokov x O(log(n)) € O(n+m)
= A = A[jli]+1], ..., Aljli+1]]
= j[0]=0; akj[i] =j[i+1], potom A, je prazdna postupnost
= potencidlny zvySok A[j[k]+1], ..., A[n] uz bude usporiadany
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Paralelné zlucovanie (2)
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* ak |A;| € O(log(n)), potom Merge(A,, B,) m6zeme vypocitat

A.

!

bi.log m < bi.log m+1

sekvencne v case O(|A,[+|B.|) = O(log(n)+log(m)) (m/log(m) blokov)
(sekvencny Cas = paralelny Cas aj paralelna praca)

e (o s blokmi, kde |A;| >>log(n)
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Paralelné zlucovanie (3)

e ak |A | >log(n):

= Merge(A, B,) rozdelime na mensie problémy tak, ako sme
povodne rozdelovali Merge(A, B) (vymenime ulohu A a B)

= A rozdelime na bloky velkostilog(n) : A, A, 4, ... pre
koncovy prvok kazdéeho bloku vypocitame jeho rank v B,

= |B,| =log(m) ->ranky vieme vypocitat paralelnym spustenim
sekvencnych binarnych vyhladavani v ¢ase loglog(m) s pracou
|A[/log(n) x O(loglog(m)) € O(|A;[+ |B;])

= ranky definuju rozdelenie B, na prislusné podbloky

= (A, B)-> (A Bio), (A1, B;1), ... pre kazdy plati, ze A, ; € O(log(n))
a B, ; € O(log(m)), teda méZzeme riesit Merge(A, B;) ako
v predchadzajucom pripade (sekvenénym vyhladavanim)
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Paralelneé zlucovanie - zhrnutie

ZluCovanie usporiadanych postupnosti A, B (|A| =|B| =n)
= Merge(A, B) rozbijeme na podproblémy
Merge(A, B,), kde |A,|=O(log(n)) a |B,| = O(log(n))
= Paralelny cas: O(log(n))
= Paralelna praca: O(n) n/log(n) blokov po log(n) operacii
= Jednotlivé Merge(A,, B,) rieSime paralelne sekvencnym
algoritmom:
= Merge(A, B) — sekvenény &as zlG&enia O(|A,|+|B;]) = O(log(n))
= Spolu paralelny ¢as: O(log(n))
= Paralelna praca pre n/log(n) blokov: O(n) - optimalny algoritmus

* CREW PRAM (CR pri subeznych binarnych vyhladavaniach)
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MergeSort rekurzivne a paralelne

MergeSort (A[], n) { pre n = 2k
if n = 1 then

return {A[1]};

Rekurzivne usporiadaj obidve polovice pola - kazdu pomocou
n/2 procesorov - spolu paralelne pomocou n procesorov
pardo ( MergeSort (A[1l..n/2], n/2);

MergeSort (A[n/2+1..n], n/2) );

Paralelne zluc usporiadané polovice v case 0(lLog(n))
return {Merge(A[l..n/2], A[n/2+1..n])};

}
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Paralelny MergeSort

(-8,-7,-5,3.6,12, 28, 51)

(=7,-=5,12,51) (8. 3, 6, 28)

{-5,12) -8, 3)

12 -5 —1 51 6 28 3 -5

e Bottom-up pohlad:
= zadiname mergovanim postupnosti dizky 1

= jednotlivé mergovania na rovnakej Urovni vieme realizovat
paralelne

Paralelné a distribuované systémy (Ustav informatiky, PF UPJS v KoSiciach) 18



MergeSort paralelne bez rekurzie

MergeSort (A[], n) { pre n = 2k

if n = 1 then return {A[1]};
for i = 1 to n/2 pardo

if A[2*i-1] > A[2*i] then xchg(A[2*i-1], A[2*i]);
if n > 2 then for h = 2 to log(n) do
{ paralelne z1lu¢ n/2" blokov velkosti 2" }
for i = @ to (n/2")-1 pardo
Merge(A[i*2h+1..1i*2M+20-1], A[i*2h+2M-1+1..i*2h+2]);
return {A[]};
}
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Paralelny MergeSort

e usporiadanie s pouzitim optimalneho zlucovania
v paralelnom case O(log(n)):

" Jog(n) drovni

= nai-tej Urovni zlu¢ujeme postupnosti dizky 2!
v ¢ase O(log(2')) = O(i)

= paralelny ¢as: 1+ 2+ 3 +... + log(n) € O(log?(n))

* na kazdej irovni mame optimalnu pracu O(n)

" T(n) € O(log?(n))

= W(n) € O(n.log(n))

= optimalny algoritmus pre T(n) € O(log?(n)), CREW PRAM
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RychlejSie optimalne usporiadania

e pouzitim techniky paralelného vyhladavania a
dvojlogaritmickych stromov mozno zrealizovat
zluCovanie optimalne s pracou O(n) v case O(loglog(n))

e potom paralelny MergeSort dosiahneme optimalne
v Case O(log(n).loglog(n))

» zretazenim (pipelining) mozno usporiadat postupnost
optimalne v case O(log(n)) na CREW PRAM (Jala 4.3.2)

° je mozné usporiadat postupnost v konstantnom case ?
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Dakujem za pozornost !
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maximum z podmnoziny {1, 2, ..., n}

WT — zapis pre synchronizovany model CRCW-common (m*m = n):

for i = 1 to n pardo

begin
re (i-1) divm+ 1; s « (i-1) mod m + 1; // r,s € {1, .., m}
A[i] <« @; A[M[i]] « 1; B[r] « o; // A[1l..n], B[1l..m]

if A[i] = 1 then B[r] « 1;
if (B[r] = 1) and (B[s] = 1) and (r < s) then B[r] < 0;
if (B[r] = 1) then Z « i; // bude len jedna 1
if (A[m*(Z-1)+r] = 1) and (A[m*(Z-1)+s] = 1) and (r < s)
then A[m*(Z-1)+r] < 0;
if A[m*(Z-1)+r] = 1 then M[n+l1l] « m*(Z-1)+r // bude len jedna 1

end;
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