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Kapitola 1

Úvod

Píšem knihu. Už som očísloval strany.

— Stephen Wright

1.1 Čo je algoritmus?

Tento učebný text je o algoritmoch, predovšetkým o kombinatorických algoritmoch. Algoritmus
je postupnosť jednoduchých a jednoznačných krokov (inštrukcií) smerujúcich k riešeniu kon-
krétnej úlohy. Všimnime si, že nikde v definícii sa neobjavuje slovo počítač ; algoritmy nemusia
nevyhnutne mať niečo do činenia s počítačmi. Ako príklad sa pozrime na algoritmus, podľa
ktorého sa spieva jedna anglická pieseň ”99 Bottles of Beer

1 on the Wall“.

FľašePiva(n):
for i← n downto 2
Spievaj

”
i bottles of beer on the wall, i bottles of beer“

Spievaj
”
Take one down, pass it around, i− 1 bottles of beer on the wall“

Spievaj
”
No bottles of beer on the wall, no bottles of beer,“

Spievaj
”
go to the store, buy some more, n bottles of beer on the wall“

Slovo ’algoritmus‘, ako by nás možno okamžite napadlo, nie je odvodené od gréckeho al-
gos (αλγoς), ktoré znamená ’bolesť‘

2. Je odvodené od mena perzského matematika menom
Abu ’Abd Allâh Muha

˙
mmad ibn Mûsâ al-Khwârizmı̂ (v preklade ”Mohamed, otec Abdula, syn

Mojžiša z Khwârizmu“. Khwârizm je staroveké mesto situované v provincii Chorazm v Uzbe-
kistane.)3, ktorý žil v deviatom storočí nášho letopočtu. Al-Khwârizmı̂ je známy ako autor diela
Kitab al-jabr wa’l-Muqâbala, ktoré položilo základy modernej algebry. Slovo algoritmus je skomo-
leninou staršieho slova algorism (chybne spájaného s Gréckym arithmos (αριθµoς) vo význame

’číslo‘ a už spomenutým αλγoς), používaného na popísanie moderného desiatkového systému
na zápis a manipuláciu s číslami – predovšetkým používanie malej kružnice sifr reprezentujúcej
chýbajúcu veličinu, ktorú priniesol al-Khwârizmı̂ z Indie do Perzie. Vďaka úsiliu stredovekého
talianskeho matematika Leonarda z Pisy, známejšieho ako Fibonacci4, algorism začal postupne
nahrádzať abakus, ktorý bol dovtedy preferovaným systémom na obchodné výpočtyv Európe ku

199 fliaš piva
2Naozaj! Analgetiká sa používajú na tlmenie bolesti.
3Donald Knuth. Algorithms in modern mathematics and computer science. Kapitola 4 v Selected Papers on

Computer Science, Cambridge University Press, 1996.
4Leonardo Fibonacci Pisano,

”
Leonardo, syn Bonacciho z Pisy“.
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koncu 12. storočia. Slovo algoritmus sa teda v počiatkoch používalo výhradne pre mechanické

”papier+ceruzka“ metódy výpočtov. Nuž a ľudia so skúsenosťami s týmito metódami výpočtov
boli volaní, čo nie je ťažké si domyslieť, počítači/počítače.

Násobenie čísel použitím pravítka a kružidla. Algoritmy sa používali od počiatkov
civilizácie, storočia pred al-Khwârizmı̂m a Fibonaccim. Pozrime sa na algoritmus na násobenie
alebo delenie čísel použitím pravítka a kružidla, ktorý spopularizoval (no takmer určite ne-
objavil) Euklides pred cca 2500 rokmi. Grécki geometri reprezentovali čísla úsečkami vhodnej
dĺžky. V pseudokóde algoritmu NásobenieAleboDelenie uvedenom nižšie príkaz Kružni-
ca(p, q) označuje kružnicu so stredom v bode p, ktorá prechádza cez bod q. Význam ostatných
inštrukcií je zrejmý z ich pomenovania.

〈〈Konštrukcia priamky kolmej na priamku l a prechádzajúcej cez bod P 〉〉
Kolmica(l, P )
Zvoľ bod A ∈ l, A 6= P
A,B ← Prienik(Kružnica(P,A), l)
C,D ← Prienik(Kružnica(A,B),Kružnica(B,A))
return Priamka(C,D)

〈〈Konštrukcia bodu Z na polpriamke
−→
AC, pre ktorý platí |AZ| = |AC| · |AD|/|AB|〉〉

NásobenieAleboDelenie(A,B, C, D):
α← Kolmica(Priamka(A,C), A)
E ← Prienik(Kružnica(A,B), α)
F ← Prienik(Kružnica(A,D), α)
β ← Kolmica(Priamka(E,C), F )
γ ← Kolmica(β, F )
return Prienik(γ,Priamka(A,C))

Príklad geometrickej konštrukcie podľa algoritmu NásobenieAleboDelenie je na obrázku
1.1. Algoritmus skonštruuje úsečku AZ pre ktorej dĺžku platí |AZ| = |AC| · |AD|/|AB|. Ak
potrebujeme vykonať len násobenie, stačí zvoliť |AB| = 1 a ak nás zaujíma len delenie, tak
položíme |AC| = 1 alebo |AD| = 1.
Algoritmus NásobenieAleboDelenie rozdelí relatívne ťažkú úlohu násobenia na niekoľko

jednoduchých elementárnych krokov: kreslenie čiary medzi dvomi bodmi, kreslenie kružnice so
zadaným stredom a bodom na nej ležiacim atď. Elementárne kroky nemusia byť úplne primitív-
ne, avšak každý elementárny krok musí byť taký, aby osoba alebo stroj vykonávajúci algoritmus
vedeli, ako ho majú vykonať. Všimnime si zároveň v tomto príklade operáciu Kolmica vo forme
procedúry, ktorá je z pohľadu algoritmu NásobenieAleboDelenie elementárnou operáciou.

Násobenie zdvojením a polením. Ruský sedliacky algoritmus je ešte starší algoritmus na
násobenie veľkých čísel. Variant tejto metódy bol uvedený v Rhindovom papyruse od egyptského
pisára Ahmesa okolo 1650 pred n. l. a pochádzal z dokumentu, ktorý (vraj) vznikol v ešte skoršom
období, pred 350 rokmi. Bol najbežnejšou metódou výpočtov v Európe predtým, než Fibonacci
zaviedol arabské číslice. Podľa niektorých zdrojov sa ešte stále používal v Rusku v 20. storočí (v
súvislosti s juliánskym kalendárom). Tento algoritmus bežne používali niektoré počítače, ktoré
nemali priamo implementované celočíselné násobenie v hardvéri5.

5ako napr. Apple II
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P

A

B

C D

l

A

C

Z

E

F

D

B

α
β

γ

Kolmica(l, P ) NásobenieAleboDelenie(A,B, C, D)

Obrázok 1.1: Násobenie alebo delenie čísel použitím pravítka a kružidla

SedliackeNásobenie(x, y)
prod← 0
while x > 0
if x je nepárne

prod← prod + y
x← bx/2c
y ← y + y
return prod

x y prod

0
123 +456 =456
61 +912 =1368
30 1824
15 +3648 =5016
7 +7296 =12312
3 +14592 =26904
1 +29184 =56088
0 koniec

Algoritmus sedliackeho násobenia rozdelí všeobecný problém násobenia na štyri jednoduchšie
operácie: (1) určenie parity (párne alebo nepárne), (2) sčítanie, (3) zdvojenie (zdvojnásobenie
čísla) a (4) polenie (dolná celá časť z polovice čísla)6. Samozrejme, úplná špecifikácia tohoto
algoritmu vyžaduje popis, ako prevádzať tieto štyri ’primitívne‘ operácie. Keď tento algoritmus
vykonávame ručne, vyžaduje (o konštantný násobok) viac práce, ale potrebné operácie su pre

6Verzia tohto algoritmu zo starovekého Egypta nepoužívala polenie ani paritu, no používala porovnávania.
Aby sa vyhli deleniu dvomi, predpočítali sa opakovaným zdvojovaním dve tabuľky: jedna obsahovala všetky
mocniny dvojky neprevyšujúce x a druhá tie isté mocniny dvojky vynásobené y. Mocniny dvojky, ktorých súčet
je x, sa hľadali odčítavaním a zodpovedajúce hodnoty v druhej tabuľke sa sčítali, čím sa dosiahol výsledný súčin.
Egyptskí pisári si vytvárali rozsiahle tabuľky mocnín dvojky, aby si urýchlili tieto výpočty.
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človeka ľahšie zapamätateľné, než ”malá násobilka“ do 10×10. Správnosť sedliackeho násobenia
vyplýva z nasledujúceho rekurentného vzťahu, ktorý platí pre všetky nezáporné celé čísla x a y:

x · y =


0, ak x = 0,

bx/2c · (y + y), ak x je párne, x 6= 0,

bx/2c · (y + y) + y, ak x je nepárne.

Ako nevhodný príklad algoritmu uvažujme ”Martinov algoritmus“
7, ktorý má byť návodom,

ako sa stať milionárom a nikdy neplatiť dane:

StaňSaMilionáromANikdyNeplaťDane:
Získaj milión dolárov
Nezaplať dane
Ak ti na to prídu
Povedz ”Zabudol som“

Krásne jednoduché, až na prvý krok. Väčšina miliardárov by to považovala za algoritmus,
keďže pre nich je prvý krok jasný a jednoduchý. Ale pre väčšinu nás chudobnejších, ktorí ne-
máme bežne pár miliónov dolárov poruke, je prvý krok algoritmu príliš nepresný, vágny a teda
StaňSaMilionáromANikdyNeplaťDane nemôže byť považovaný za algoritmus. Na druhej
strane, môžeme ho použiť aspoň ako výborný príklad redukcie – redukuje problém, ako sa stať
milionárom a nikdy neplatiť dane, na ’ľahší‘ problém, ako získať milión dolárov. S podobnými
redukciami sa budeme stretávať v tomto učebnom texte často: ak je známe, ako vyriešiť ľahší
problém, redukcia nám povie, ako vyriešiť ten ťažší.

Napriek tomu, že väčšina z doterajších príkladov boli algoritmy, neboli to algoritmy toho
typu, na ktoré sú informatici zvyknutí. V ďalšom sa preto takmer výhradne sústredíme na také
algoritmy, ktoré je možné rozumným spôsobom implementovať na počítači. Inými slovami, každý
krok algoritmu musí byť buď konštrukcia, ktorá je priamo podporovaná v našom obľúbenom
programovacom jazyku, (aritmetika, priradenia, cykly, rekurzia, atď.), alebo zložitejšia, ale už
známa konštrukcia (triedenie, binárne vyhľadávanie, prehľadávanie do hĺbky a pod.).

Kombinatorický verzus numerický prístup. Tento učebný text je zameraný na kom-
binatorické algoritmy, ktoré sú tak trochu náprotivkom numerických algoritmov. Medzi nimi je
jeden zásadný rozdiel: cieľom numerického algoritmu je priblížiť sa k teoretickému riešeniu vypo-
čítanému s ideálnymi reálnymi číslami len použitím počítačov s konečnou presnosťou. Príkladom
môže byť numerický algoritmus na výpočet druhej odmocniny čísla so zadanou presnosťou. Ten-
to algoritmus pracuje obzvlášť rýchlo – každá iterácia zdvojnásobí počet správnych desatinných
miest.

DruháOdmocnina(x, ε):
s← 1
while |s− x/s| > ε

s← (s + x/s)/2
return s

Výstup z numerického algoritmu je aproximácia nejakého ideálneho matematického objektu.
Každé číslo, ktoré je dostatočne blízko k ideálnej odpovedi8, je správna odpoveď. Na druhej
strane, kombinatorické algoritmy pracujú s diskrétnymi objektmi, akými sú polia, zoznamy,
stromy a grafy, teda štruktúrami, ktoré môžu byť v počítačoch reprezentované exaktne.

7S. Martin.
”
You Can Be A Millionaire“, Saturday Night Live, January 21, 1978. Reprinted in Comedy Is Not

Pretty, Warner Bros. Records, 1979.
8optimálnemu riešeniu
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1.2 Zápis algoritmov

Algoritmy nie sú programy, a teda nemusia (ba nemali by!) byť popisované v žiadnom kon-
krétnom programovacom jazyku. Naším cieľom je spoločne sa naučiť výpočtové techniky, ktoré
môžu byť použité v rôznych programovacích jazykoch. Ich rôzne syntaktické detaily nie sú totiž
pri dizajne algoritmov vôbec dôležité. Prílišné sústredenie sa na nich môže naopak zakryť to,
o čo v konkrétnom probléme ide. Písanie a dizajn algoritmov viac pripomína písanie komentárov
v skutočnom programe, než samotný kód programu.

Samozrejme, voľne formulovaný popis činnosti algoritmu tiež nie je najlepší nápad. Algoritmy
sú veľmi štrukturované – podmienené vetvenia, cykly, či rekurzia by sa vo voľnom texte ľahko
stratili. Každý ľudský jazyk obsahuje mnoho nejednoznačností, skrytého významu, metafor, no
algoritmy musia byť popísané čo možno najpresnejšie. Ľudia majú navyše sklon vyjadrovať cykly
neformálne: ”Urob najprv to, potom ono, a tak ďalej.“ Poznáme to dobre z úloh typu ’Aký je
ďalší člen číselnej postupnosti?‘, že niekoľko prvých členov postupnosti vraví len veľmi málo o
tom, ako vyzerajú nasledujúce jej členy. Spojenia ’a tak ďalej‘ alebo ’opakuj X znovu a znovu‘ sú
dobrým indikátorom potreby popísania algoritmu pomocou cyklov, prípadne rekurzie, ktoré by
mali presne popísať, čo sa deje v každej iterácii. Je to podobné, ako keď výskyt slovného spojenia
a tak ďalej v dôkaze obvykle naznačuje, že je vhodné použiť dôkaz matematickou indukciou.

Najlepší spôsob zápisu algoritmov je použiť pseudokód. Pseudokód používa štruktúru formál-
nych programovacích jazykov a matematiky na rozdelenie algoritmu na jednovetové popisy jeho
krokov. Tieto vety môžu byť popísané matematicky, bežným hovoreným jazykom (ale dostatoč-
ne presne), prípadne čiastočne oboma spôsobmi. Presná štruktúra pseudokódu nie je podstatná.
Dôležité je, aby bol jasný a presný.

Tu je zoznam niekoľkých pravidiel, ktorými je odporúčané sa riadiť:

• Používať štandardné rozkazovacie kľúčové slová známe z programovacích jazykov (while,
for/to/downto, if/then/else, repeat/until, case, return) a štandardné značenie (premen-
ná ← hodnota, pole[index], ukazovateľ ← pole, funkcia(argumenty) atď.)

• Bloková štruktúra nech je viditeľná už z diaľky. Odsadzovanie používať opatrne, no hlavne
konzistentne. Ak to nie je kvôli čitateľnosti pseudokódu nevyhnutné, nepoužívať na štruk-
túrovanie syntaktické prvky (zátvorky z C/C++/C#/Javy alebo begin/end z Pascalu).

• Nepísať kľúčové slová iným fontom alebo štýlom. Takéto zvýrazňovanie naznačuje čitate-
ľovi dôležitosť syntaxe, ktorá naopak, dôležitá nie je!

• Každá veta by sa mala vojsť na jeden riadok a jeden riadok by mal obsahovať len jednu
vetu. (Drobné výnimky, ako napr. i ← i + 1; j ← j − 1; k ← 0 len potvrdzujú toto
pravidlo.)

• Umiestniť každý štruktúrny príkaz (for, while, if) na samostatný riadok. Poradie vnorených
cyklov je veľmi dôležité, preto musí byť absolútne zrejmé.

• Používať krátke a zapamätateľné mená premenných, procedúr a algoritmov.

Dobrý popis algoritmu má odkryť jeho vnútornú štruktúru, skryť nepodstatné detaily a má
byť ľahko implementovateľný šikovným programátorom v ľubovoľnom programovacom jazyku,
dokonca aj vtedy, ak programátor nepozná všetky vnútorné detaily fungovania algoritmu. Na
základe dobrého kódu má byť algoritmus ľahko pochopiteľný a analyzovateľný a prípadné chyby
ľahšie odhaliteľné.
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1.3 Analýza algoritmov

Nestačí napísať algoritmus a povedať ”Hľa, tu je!“. Potrebujeme presvedčiť čitateľa
9, že algorit-

mus naozaj robí to, čo sa od neho očakáva, a že to robí dostatočne rýchlo.

Korektnosť: V reálnom svete je bežne akceptovateľné, ak sa programy správajú korektne
väčšinu času, pri všetkých ’rozumných‘ vstupoch. Tu však máme inú situáciu a kladieme na
algoritmy vyššie nároky. Potrebujeme ukázať, že naše algoritmy fungujú korektne pri všetkých
možných vstupoch. Niekedy je to celkom zrejmé, hlavne, ak sa jedná o jednoduché alebo dobre
známe algoritmy. Avšak viacero algoritmov, o ktorých sa ešte zmienime, vyžaduje určitú ne-
triviálnu námahu, kým dokážeme ich správnosť. Dôkazy korektnosti sú takmer vždy robené
pomocou matematickej indukcie. ’Máme radi indukciu. Indukcia je náš priateľ ‘.

10

Prv než formálne dokážeme o našom algoritme, že robí to, čo naozaj chceme, musíme for-
málne popísať to, čo chceme, aby algoritmus robil. Problémy, ktoré chceme algoritmami riešiť,
sú zvyčajne zadané v bežnej reči a nie v tvare formálneho matematického popisu. Je na nás,
tvorcoch algoritmu, preformulovať zadanie problému do reči matematických objektov, o ktorých
už vieme niečo dokázať: čísel, polí, zoznamov, grafov, stromov atď. Potrebujeme tiež určiť, či
zadaný problém neobsahuje nejaké skryté predpoklady, a ak áno, explicitne ich popísať. (Na-
príklad v piesni FľašePiva(n) je n kladné celé číslo.) Formálny popis problému je vyžadovaný
nielen kvôli dôkazom, ale je to jedna z najlepších ciest, ako pochopiť, o čo v probléme presne ide.
Pochopenie podstaty problému je totiž niekedy tá najťažšia časť riešenia problému! Dôležitým
faktom, na ktorý nesmieme zabudnúť, je rozdiel medzi problémom a algoritmom. Problém je
úloha, ktorú treba vyriešiť alebo vykonať, ako napr. ”Vypočítaj odmocninu z x“, ”Utrieď týchto
n čísel“, alebo ”Udrž pozornosť týchto n študentov počas t minút“. Algoritmus je postupnosť
príkazov, ktoré sa vykonávajú, ak chceme vyriešiť úlohu. Ten istý problém môžeme často riešiť
množstvom rôznych algoritmov.

Čas výpočtu (výpočtová zložitosť): Dva algoritmy pre ten istý problém vieme rozlíšiť
podľa toho, ako rýchlo bežia, t. j. aký dlhý je čas od spustenia algoritmu po jeho ukončenie.
V ideálnom prípade nás zaujíma najrýchlejší algoritmus pre daný problém. V reálnom svete je
bežne akceptovateľné, ak programy bežia efektívne vo väčšine prípadov, pri všetkých ’rozum-
ných‘ vstupoch. Tu sú však naše nároky opäť vyššie. Vyžadujeme, aby algoritmy bežali stále
efektívne, dokonca aj v najhoršom prípade.

Ako však merať čas výpočtu? Ako príklad uvažujme, ako dlho trvá zaspievať pieseň Fľaše-
Piva(n)? Bude to zrejme funkcia vstupného parametra n, no rovnako to závisí aj od toho, ako
rýchlo dokážeme spievať. Diktovanie piesne cez vysielačku morzeovkou zaberie v lepšom prípade
pár minút (aj to, len ak budeme prenášať iba samotný text piesne). Stiahnutie tej istej piesne
vo formáte mp3 z Internetu môže trvať povedzme pár sekúnd a vytvorenie kópie mp3 v pamäti
počítača snáď pár milisekúnd.

Aj preto nás nezaujíma absolútny čas. Viac sme zvedaví, ako sa chová čas výpočtu v závislosti
od zmeny vstupného parametra n. Výpočtový čas sa dá merať napríklad tak, že spočítame,
koľkokrát vykoná algoritmus určitú inštrukciu, alebo koľkokrát prejde nejakým konkrétnym
miestom v ’kóde‘. Slovo ’beer‘ sa spieva trikrát v každej slohe, preto podľa toho, koľkokrát sa
počas celej piesne zaspieva slovo ’beer‘, môžeme určiť celkový čas spievania. Presná odpoveď je:
FľašePiva(n) potrebuje 3n + 3 pív.
Je veľa piesní, ktorých zaspievanie vyžaduje netriviálny čas. Tu je niekoľko najznámejších,

ktoré, ako ukážeme nižšie, vyžadujú kvadratický čas:

9a niekedy aj seba
10Ak indukcia nie je váš priateľ, čakajú vás ťažké časy.
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StarýMacDonald(zvieratá[1..n], zvuky[1..n]):
for i← 1 to n
Spievaj

”
Starý MacDonald farmu mal, I A I A O“

Spievaj
”
a na tej farme zvieratá[i] on mal, I A I A O“

Spievaj
”
Oni zvuky[i], zvuky[i] tu a zvuky[i], zvuky[i] tam“

Spievaj
”
Tu zvuky[i], tam zvuky[i], všade iba zvuky[i], zvuky[i]“

for j ← i− 1 to 1
Spievaj

”
Oni zvuky[j], zvuky[j] tu a zvuky[j], zvuky[j] tam“

Spievaj
”
Tu zvuky[j], tam zvuky[j], všade iba zvuky[j], zvuky[j]“

Spievaj
”
Starý MacDonald farmu mal, I A I A O“

prípadne v anglickej verzii:

OldMacDonald(animals[1..n],noise[1..n]):
for i← 1 to n
Spievaj

”
Old MacDonald had a farm, E I E I O“

Spievaj
”
and on this farm he had some animals[i], E I E I O“

Spievaj
”
With a noise[i], noise[i] here and noise[i], noise[i] there“

Spievaj
”
Here a noise[i], there a noise[i], everywhere noise[i], noise[i]“

for j ← i− 1 to 1
Spievaj

”
With a noise[j], noise[j] here and noise[j], noise[j] there“

Spievaj
”
Here a noise[j], there a noise[j], everywhere a noise[j], noise[j]“

Spievaj
”
Old MacDonald had a farm, E I E I O“

Vstupom pre StarýMacDonald(zvieratá[1..n], zvuky[1..n]) sú dve polia dĺžky n. Jedno
obsahuje mená zvierat, ďalšie ich charakteristické zvuky. V každej iterácii, kde sa spieva o i-tom
zvierati, sa zaspieva jeho zvuk dokopy osemkrát. Zároveň sa však v tej istej iterácii zaspieva

osemkrát aj zvuk každého predchádzajúceho zvieraťa. Dokopy to dáva
n∑

i=1

i∑
j=1

8 = 8n(n+1)
2 =

4n(n + 1), čo je kvadratický polynóm.
Ďalšia pekná pieseň je po francúzsky:

ALLOUETTE(lapart[1..n]):
Spievaj

”
Allouette, gentille allouette, allouette, je te plumerais.“

for i← 1 to n
Spievaj

”
Je te plumerais lapart[i], je te plumerais lapart[i].“

for j ← i− 1 to 1
Spievaj

”
Et lapart[j], et lapart[j],“

Spievaj
”
Ooooooo!“

Spievaj
”
Allouette, gentille allouette, allouette, je te plumerais.“

No a koho to zaujíma a chcel by podobných pesničiek viac, stačí sa opýtať najbližšieho
škôlkára.

Okrem výpočtovej zložitosti nás môže niekedy zaujímať aj priestorová zložitosť, ’spotreba‘
náhodných bitov, komunikácia medzi procesmi a pod. Aj tieto veličiny však môžeme analyzovať
rovnakými metódami ako výpočtovú zložitosť.
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1.4 Asymptotická efektívnosť algoritmov

Z predchádzajúcich úvah nám vyplynulo, že spievanie FľašePiva(2n) trvá zhruba dvakrát tak
dlho ako spievanie FľašePiva(n), nezávisle od toho, akým spôsobom ’spievame‘. Asymptotický
čas spievania je teda Θ(n). Poďme si teraz presnejšie zadefinovať, čo toto označenie znamená.
Pre danú funkciu g(n) budeme pod označením Θ(g(n)) rozumieť množinu funkcií

Θ(g(n)) = {f(n) : existujú kladné konštanty c1, c2 a n0 také, že pre všetky n ≥ n0 platí

0 ≤ c1 · g(n) ≤ f(n) ≤ c2 · g(n)}

Funkcia f(n) patrí do množiny Θ(g(n)) práve vtedy, ak existujú kladné konštanty c1 a c2

také, že je možné ju ”vtesnať“ medzi c1 · g(n) a c2 · g(n) pre dostatočne veľké n. Keďže Θ(g(n))
je množina, môžeme písať ”f(n) ∈ Θ(g(n))“. V texte budeme niekedy používať na vyjadrenie
tohoto faktu voľnejšiu formuláciu ”f(n) je Θ(g(n))“. Aj keď to môže na prvý pohľad vyzerať
zmätočne, neskôr uvidíme, že to má aj svoje výhody.

Definícia Θ(g(n)) vyžaduje, aby bola každá funkcia f(n) ∈ Θ(g(n)) asymptoticky nezápor-
ná, teda nezáporná pre dostatočne veľké hodnoty n. (Asymptoticky kladná funkcia je potom
taká, ktorá je kladná pre dostatočne veľké hodnoty n.) Odtiaľ potom vidieť, že aj samotná
funkcia g(n) je buď asymptoticky nezáporná, alebo je množina Θ(g(n)) prázdna. Z tohoto dô-
vodu budeme v ďalšom predpokladať, že každá funkcia používaná v spojitosti s Θ-označením
je asymptoticky nezáporná. Tento predpoklad bude platiť rovnako aj pre ostatné asymptotické
označenia definované v tejto kapitole.

Θ-označenie môžeme rovnako dobre používať aj menej formálym spôsobom v spojitosti s
polynómami (ale aj mnohými ďalšími typmi funkcií). Hlavnou myšlienkou je zanedbať členy
nižších stupňov11 a tiež vedúci koeficient pri člene najvyššieho stupňa. Aby sme naznačili, prečo
je tento intuitívny prístup správny, ukážme si formálne, že platí 1

2n2 − 3n ∈ Θ(n2). Na to
potrebujeme určiť konštanty c1, c2 a n0, pre ktoré platí:

∀n ≥ n0 : c1 · n2 ≤ 1
2
n2 − 3n ≤ c2 · n2.

Po vydelení členom n2 dostávame

c1 ≤
1
2
− 3

n
≤ c2.

Platnosť nerovnosti na pravej strane pre všetky n ≥ 1 dosiahneme voľbou c2 ≥ 1
2 . Podobne

platnosť nerovnosti na ľavej strane pre všetky n ≥ 7 dosiahneme voľbou c1 ≤ 1
14 . Voľba c1 =

1
14 , c2 = 1

2 a n0 = 7 teda dokazuje platnosť faktu 1
2n2 − 3n ∈ Θ(n2). Zrejmé vieme zvoliť tieto

konštanty aj iným vhodným spôsobom, podstatné však je, že nejaká vhodná voľba existuje.
Všimnite si, že tieto konštanty závisia na funkcii 1

2n2− 3n, pretože pre odlišnú funkciu patriacu
do Θ(n2) zvyčajne potrebujeme použiť iné konštanty.
Rovnako formálne vieme overiť platnosť faktu 6n3 /∈ Θ(n2). Predpokladajme sporom, že

existujú také konštanty c2 a n0, pre ktoré je 6n3 ≤ c2 · n2 pre všetky n ≥ n0. Potom by ale, pre
ľubovoľne veľké n, muselo platiť n ≤ c2

6 . To zrejme nie je možné, keďže c2 je konštanta.

Na obrázku 1.2(a) je zobrazený príklad funkcií f(n) a g(n), pre ktoré platí f(n) ∈ Θ(g(n)).
Pre všetky hodnoty n väčšie než n0 platí, že hodnota f(n) je väčšia alebo rovná c1 · g(n) a
menšia alebo rovná c2 · g(n). Inými slovami, g(n) je asymptoticky tesné ohraničenie pre f(n).
11pomalšie rastúce
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Intuitívne, ak chceme určiť asymptoticky tesné ohraničenie pre asymptoticky kladnú funkciu,
môžeme zanedbať členy nižších stupňov, pretože pre veľké n sú nevýznamné. Už aj malý kladný
násobok člena najvyššieho stupňa stačí na to, aby prevýšil ostatné členy. Ak teda položíme c1

rovné hodnote, ktorá je o trochu menšia, než vedúci koeficient pri člene najvyššieho stupňa a
c2 rovné hodnote, ktorá je o trochu väčšia, dosiahneme takto splnenie nerovností z definície
Θ-označenia. Vedúci koeficient pri člene najvyššieho stupňa môžeme rovnako zanedbať, pretože
nám len zmení hodnotu konštánt c1 a c2 o násobok rovný práve tomuto koeficientu.

Ako príklad uvažujme kvadratickú funkciu f(n) = an2 + bn + c, kde a, b a c sú konštanty
a a > 0. Zanedbanie členov nižších stupňov a konštanty a nám dáva f(n) ∈ Θ(n2). Formálne,

aby sme ukázali to isté, položme konštanty c1 = a
4 , c2 = 7a

4 a n0 = 2 · max{ |b|a ,

√
|c|
a }. Čitateľ

už ľahko overí platnosť nerovností 0 ≤ c1 · n2 ≤ an2 + bn + c ≤ c2 · n2 pre všetky n ≥ n0. Vo

všobecnosti potom pre ľubovoľný polynóm p(n) =
d∑

i=0
ain

i, kde ai sú konštanty a ad > 0, platí

p(n) ∈ Θ(nd).
Každá konštanta je vlastne polynómom stupňa 0, preto každá konštantná funkcia patrí do

Θ(n0), alebo alternatívne do Θ(1). Pri tomto alternatívnom zápise však nie je zrejmé, ktorá
premenná ide do nekonečna. Používať ho budeme len v prípade, ak sa jedná o funkciu, ktorá je
konštantná vzhľadom k niektorej, z kontextu zrejmej premennej.

n
n0

f(n)

c1 · g(n)

c2 · g(n)

n
n0

f(n)

c · g(n)

n
n0

f(n)

c · g(n)

f(n) ∈ Θ(g(n)) f(n) ∈ O(g(n)) f(n) ∈ Ω(g(n))
(a) (b) (c)

Obrázok 1.2: Príklady funkcií a Θ,O a Ω-označení. V každej časti je vyznačená najmenšia možná
hodnota n0 (je možné použiť aj ľubovoľnú väčšiu hodnotu). (a) Θ-označenie: funkcia f(n) je z
oboch strán ohraničená konštantnými násobkami funkcie g(n). (b) O-označenie: funkcia f(n) je
zhora ohraničená konštantným násobkom funkcie g(n). (c) Ω-označenie: funkcia f(n) je zdola
ohraničená konštantným násobkom funkcie g(n).

Θ-označenie odpovedá asymptotickému ohraničeniu zdola aj zhora. Ak však máme pre fun-
kciu g(n) k dispozícii len horné asymptotické ohraničenie, nastal čas použiť ďalšie označenie:
Pre danú funkciu g(n), budeme pod označením O(g(n)) rozumieť množinu funkcií

O(g(n)) = {f(n) : existujú kladné konštanty c a n0 také, že pre všetky n ≥ n0 platí

0 ≤ f(n) ≤ c · g(n)}

Príklad funkcií f(n) a g(n), pre ktoré platí f(n) ∈ Θ(g(n)), je znázornený na obrázku 1.2(b).
Pre všetky hodnoty n väčšie než n0 platí, že hodnota f(n) je menšia alebo rovná c · g(n).
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Všimnime si, že f(n) ∈ Θ(g(n)) implikuje f(n) ∈ O(g(n)), pretože Θ-označenie je silnejšie,
než O-označenie. V množinovom zápise teda máme Θ(g(n)) ⊆ O(g(n)). Z nášho predchádzajú-
ceho dôkazu, že kvadratický polynóm an2 + bn + c pre a > 0 patrí do Θ(n2), tiež vyplýva, že
každá kvadratická funkcia patrí aj do O(n2). Možno ešte prekvapujúcejším faktom je však to,
že aj každá lineárna funkcia v tvare an + b patrí do O(n2), čo sa dá ľahko overiť, ak položíme
c = a + |b| a n0 = 1.
Tak, ako sme zaviedli O-označenie pre asymptotické horné ohraničenie funkcie, zavedieme

Ω-ohraničenie pre asymptotické dolné ohraničenie funkcie.
Pre danú funkciu g(n), budeme pod označením Ω(g(n)) rozumieť množinu funkcií

Ω(g(n)) = {f(n) : existujú kladné konštanty c a n0 také, že pre všetky n ≥ n0 platí

0 ≤ c · g(n) ≤ f(n)}

Príklad funkcií f(n) a g(n), pre ktoré platí f(n) ∈ Ω(g(n)), je znázornený na obrázku 1.2(c).
Pre všetky hodnoty n väčšie než n0 platí, že hodnota f(n) je väčšia alebo rovná c · g(n).
Na základe asymptotických označení ktoré sme si doposiaľ zaviedli, nie je ťažké dokázať

nasledujúcu dôležitú vetu:

Veta 1.1: Pre ľubovoľné dve funkcie f(n) a g(n) platí f(n) ∈ Θ(g(n)) práve vtedy, ak f(n) ∈
O(g(n)) a f(n) ∈ Ω(g(n)).

Ak je f(n) ∈ Θ(g(n)), budeme hovoriť, že funkcia f(n) je asymptoticky rovná funkcii g(n).
Ak je f(n) ∈ O(g(n)) (resp. g(n) ∈ Ω(f(n))), budeme hovoriť, že funkcia f(n) je asymptoticky
menšia alebo rovná funkcii g(n) a ak vieme, že platí f(n) ∈ O(g(n)) \ Θ(g(n)) (resp. g(n) ∈
Ω(f(n)) \Θ(f(n))), potom hovoríme, že funkcia f(n) je asymptoticky menšia než funkcia g(n).
Vzťah asymptoticky väčšia (alebo rovná) definujeme analogicky.

1.5 Aký je náš cieľ?

Pre informatikov sú najdôležitejšie dve schopnosti: vedieť ako o algoritmoch rozmýšľať a vedieť,
ako o nich rozprávať. Postupom času sa naučíme množstvo faktov o algoritmoch: mergesort be-
ží v čase Θ(n log n), greedy (pažravé) algoritmy väčšinou nedávajú optimálne riešenia, problém
obchodného cestujúceho je NP-ťažký. Podobné fakty sa však dajú rýchlo nájsť v dobrej učebnici
alebo na webe – stačí k tomu trocha dobrej intuície a skúseností, ako a kde hľadať. Aj preto
má pri niektorých písomkách zmysel dovoliť používanie ťahákov – nemá totiž zmysel strácať
priveľa času memorovaním úplne všetkých faktov. Pri práci s týmto učebným textom si precvi-
číme aj množstvo praktických skúseností, napr. hľadanie (kontra)príkladov, vytváranie dôkazov
pomocou matematickej indukcie, riešenie rekurentných vzťahov, používanie pravdepodobnosti,
presnú matematickú formalizáciu problémov, . . . Tieto skúsenosti sú určite veľmi užitočné, no
nie sú kľúčové. Naše ciele sú trochu iné.

Prvým hlavným cieľom je vyvinúť si algoritmickú intuíciu a nájsť odpovede na nasledujúce
otázky: Ako skutočne pracujú jednotlivé algoritmy? Ak sa s problémom stretnete po prvýkrát,
z ktorého smeru sa do neho pustiť? Ako rozhodnúť, ktoré postupy majú nádej fungovať a ktoré,
naopak, pri riešení problému vôbec nepomôžu? Ako posúdiť, či je jeden algoritmus lepší než
druhý? Ako rozhodnúť, či máme najlepšie možné riešenie?

Naším druhým hlavným cieľom je vyvinúť si algoritmický jazyk. Nestačí len pochopiť, ako
sa rieši problém, musíme byť schopní toto riešenie vysvetliť niekomu inému. A nestačí, ak vie-
me transformovať algoritms na funkčný kód v niektorom programovacom jazyku (aj keď si to
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niektorí študenti zvyknú myslieť). Ten ’niekto iný‘ nemusí byť len počítač. Často je omnoho
dôležitejšie niekomu v skratke vysvetliť, ako algoritmus vlastne funguje.

Ak neviete vysvetliť to čo robíte tak, aby to pochopila aj Vaša babka, potom tomu ani sami
nerozumiete. (Richard Feynman)

Nanešťastie neexistuje systematický návod, ako nájsť algoritmický postup, ktorý najefektív-
nejšie vyrieši zadaný problém. Ani návod, ako daný algoritmus vysvetliť, analyzovať, optimali-
zovať alebo implementovať v niektorom programovacom jazyku. Rovnako ako v iných sférach
ľudskej činnosti (hudba, šport, bojové umenia, varenie, programovanie, vyučovanie, herectvo a
pod.), ani odborníci sa nezhodnú na tom, ktorý postup, ktorá technika je najvhodnejšia. Jediný
spôsob, ako si tieto schopnnosti osvojiť, je cvičiť, cvičiť a cvičiť. Tento učebný text ponúka
rôzne nástroje, ukazuje, ako ich používať, a dáva príležitosť si ich precvičiť. To ostatné je už na
čitateľovi.

Dobré algoritmy sú extrémne užitočné, elegantné, prekvapujúce, hlboké a dokonca krásne.
No čo je najdôležitejšie, s algoritmami je zábava!

Nuž, doprajme si teraz trocha zábavy!

1.6 Úlohy

1. Zoraďte nasledujúce funkcie podľa rýchlosti rastu od asymptoticky najmenšej po asymp-
toticky najväčšiu:

n lnn blnnc! lnn n
3
2 log n 2ln n

ln 2n nln n n1/ ln n √
n nln ln n lg4 n

log200 n
(
1 + 1

200

)n
n lnn! 2n (lnn)ln n

Hn 2Hn H2n Fn logFn Flog n

pričom platí:

• lg n = log2 n 6= ln n = loge n

• lg4 n = (lg n)4 6= lg lg lg lg n

• Harmonické čísla: Hn =
n∑

i=1

1
i ≈ lnn + 0.577215 . . .

• Fibonacciho čísla: F0 = 1,F1 = 1,Fn = Fn−1 + Fn−2 pre všetky n ≥ 2

• Pri faktoriáloch možno použiť ich odhad pomocu Stirlingovho vzorca12:

n! ≈
√

2πn
nn

en

12pomenovanom podľa škótskeho matematika Jamesa Stirlinga



Kapitola 2

Riešenie rekurentných vzťahov

2.1 Zábava s Fibonacciho číslami

Pozrime sa na reprodukčný cyklus včiel. Každý trúd1 má matku, ale nemá otca. Každá robotnica
má aj matku, aj otca. Ak sa pozrieme na niekoľko generácií dozadu, dostávame nasledujúci
rodokmeň:

♂

♀

♀

♀

♀

♀

♀♂

♂

♀

♂

♀

♀♂

♂

♀

♀

♀♂

♂

♀

♂

♀

♀

♀

♀♂

♂

♀

♂

♀

♀♂

Z rodokmeňa je ľahko vidieť, že počet predkov v každej generácii je súčtom počtov pred-
kov v dvoch predchádzajúcich generáciách. Napríklad náš trúd má troch praprarodičov, dvoch
prarodičov a jedného rodiča (v jeho prípade matku) a 3 = 2 + 1. Počet predkov včely v n-tej
generácii je rovný n-tému členu Fibonacciho postupnosti.

Ako ďalší príklad uvažujme svetlo, ktoré vstupuje do dvoch dotýkajúcich sa sklenených plôch
(viď obrázok 2.1 (i)).

Vždy, keď svetlo prechádza rozhraním medzi dvoma povrchmi (medzi dvomi sklenenými
platňami alebo medzi sklom a vzduchom), môže sa odraziť, alebo pokračovať ďalej nezmeneným
smerom. Príklad situácie, keď sa svetlo odrazí sedemkrát predtým, než opustí sklo, je zobrazený
na obrázku 2.1 (ii).

Položme si teraz všeobecnejšiu otázku: koľkými rôznymi cestami môže ísť svetlo, ak vieme,
že sa odrazí n-krát predtým, než opustí sklo?

1trúd = včelí samec
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(i)

(ii)

Obrázok 2.1: Prechod svetla rozhraním medzi dvoma povrchmi.

Odpoveď na túto otázku (ak na ňu čitateľ ešte neprišiel sám) súvisí s Fibonacciho postup-
nosťou. Udalosť E pozostávajúcu zo všetkych ciest prechádajúcich sklom na n odrazov môžeme
rozložiť na dve disjunktné udalosti E1 a E2 tak, ako je to na nasledujúcom obrázku:

Obrázok 2.2: Dva prípady, ako môže prechádzať svetlo rozhraním medzi dvoma povrchmi. Uda-
losť E1 je znázornená naľavo a udalosť E2 napravo.

• Udalosť E1: Nech E1 označuje udalosť, keď prvý odraz nie je na rozhraní medzi dvomi
sklenenými platňami. V tomto prípade sa svetlo musí prvýkrát odraziť od dna spodného
skla, ináč by šlo o prípad s nula odrazmi (je len jediný spôsob, ako dosiahnúť nula odrazov).
Avšak počet zostávajúcich ciest, ktoré môže svetlo prechádajúce sklom na n odrazov prejsť
po odrazení sa od dna spodného skla, je rovnaký ako počet ciest pre svetlo vchádzajúce
cez spodné sklo, ktoré sa odrazí ešte (n − 1)-krát. Vniknutie cez spodné sklo je rovnaké
ako vniknutie cez vrchné sklo (len preklopené), takže E1 je počet rôznych ciest, ktorými
môže ísť svetlo, ak sa odrazí (n− 1)-krát.

• Udalosť E2: Nech E2 označuje udalosť, keď je prvý odraz na rozhraní medzi dvomi skle-
nenými platňami. Rozlišujme v tomto prípade dve možnosti pre svetlo po prvom odraze:
buď opustí sklo (tu ide o prípad, keď máme len jeden odraz – a je len jedna možnosť, ako
môže mať svetlo len jeden odraz), alebo sa odrazí znovu od vrchnej časti horného skla a
v tomto prípade je situácia ekvivalentná prípadu, ak svetlo vchádza zhora a počas svojej
cesty sklom sa odrazí (n− 2)-krát.

Na základe pravidla súčtu2 dostávame nasledujúci rekurentný vzťah pre počet ciest Fn,
koľkými môže ísť svetlo, ak sa odrazí n-krát predtým, než opustí sklo. Je len jediný spôsob,
ako môže ísť svetlo bez odrazov (priamo cez), a presne 2 spôsoby, ako môže ísť svetlo s jedným

2Udalosť E sme rozložili na dve disjunktné udalosti E1 a E2 a preto |E| = |E1|+ |E2|
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odrazom – od dna a od stredu. Pre ľubovoľné n > 1 existuje Fn−1 ciest takých, kde je prvý
odraz svetla od dna spodného skla a Fn−2 ciest takých, kde sa svetlo najprv odrazí od stredu a
potom od vrchu horného skla.

Platia teda nasledovné vzťahy:

F0 = 1
F1 = 2
Fn = Fn−1 + Fn−2

pričom vzťahy F0 = 1, F1 = 2 popisujúce prvé dva členy postupnosti nazývame počiatočné
podmienky.

Ako vyzerá rekurentný vzťah pre tri sklenené platne? Táto otázka raz zaskočila nemenova-
ného profesora, ale čitateľ by ju už mal byť schopný (s trochou námahy) zodpovedať.

Obrázok 2.3: Prechod svetla rozhraním medzi troma povrchmi.

2.2 Postupnosti, sekvenčné operátory a anihilátory

Ukázali sme, že mnohé rozdielné problémy môžu byť vyjadrené pomocou Fibonacciho postup-
nosti, no stále ešte nevieme, ako explicitne počítať n-té Fibonacciho číslo, ba ani (a čo je dôleži-
tejšie) hrubý odhad, aké je veľké. Mohli by sme napísať jednoduchý program na výpočet n-tého
Fibonacciho čísla, no to by nám veľmi nepomohlo. To, čo potrebujeme, je explicitný algebraický
vzorec pre Fibonacciho postupnosť bez podmienok, cyklov a rekurzie.

Ak chceme riešiť rekurentné vzťahy podobné Fibonacciho postupnosti3, mali by sme najprv
pochopiť operácie na nekonečných číselných postupnostiach. Hoci sú tieto postupnosti formálne
definované ako funkcie v tvare A : N→ R, my ich budeme písať buď v tvare 〈a0, a1, a2, a3, . . .〉,
keď chceme položiť dôraz na celú postupnosť4, alebo v tvare 〈ai〉i∈N, keď nás zaujíma prvok
všeobecne. Napríklad Fibonacciho postupnosť má tvar 〈0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .〉.
Prirodzeným spôsobom môžeme definovať niekoľko sekvenčných operátorov:

• Operátormi ’+‘ a ’−‘ sčítame resp. odčítame dve postupnosti:

〈ai〉i∈N + 〈bi〉i∈N = 〈a0, a1, a2, . . .〉+ 〈b0, b1, b2, . . .〉 =
= 〈a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .〉 = 〈ai + bi〉i∈N

〈ai〉i∈N − 〈bi〉i∈N = 〈a0, a1, a2, . . .〉 − 〈b0, b1, b2, . . .〉 =
= 〈a0 − b0, a1 − b1, a2 − b2, . . .〉 = 〈ai − bi〉i∈N

3lineárne rekurentné vzťahy
4Naozaj nezáleží, či začneme postupnosť s prvkom a0, a1, a5 alebo dokonca a−17. Nula však býva často

vhodným počiatočným bodom pre mnohé rekurzívne definované postupnosti, preto ňou aj budeme zvyčajne
začínať.
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• Operátorom ’·‘ vynásobíme postupnosť konštantou:

c · 〈ai〉i∈N = c · 〈a0, a1, a2, . . .〉 = 〈c · a0, c · a1, c · a2, . . .〉 = 〈c · ai〉i∈N

• Operátorom ’E‘ posunieme postupnosť doľava tak, že odstránime jej počiatočný prvok:

E 〈ai〉i∈N = E 〈a0, a1, a2, a3, . . .〉 = 〈a1, a2, a3, a4, . . .〉 = 〈ai+1〉i∈N

Príklad: Pre lepšie pochopenie týchto operátorov sa pozrime na niekoľko konkrétnych príkladov
s postupnosťou T obsahujúcou mocniny dvojky.

T =
〈
20, 21, 22, 23, . . .

〉
=
〈
2i
〉
i∈N

ET =
〈
21, 22, 23, 24, . . .

〉
=
〈
2i+1

〉
i∈N

2 · T =
〈
2 · 20, 2 · 21, 2 · 22, 2 · 23, . . .

〉
=
〈
21, 22, 23, 24, . . .

〉
=
〈
2i+1

〉
i∈N

2 · T −ET =
〈
21 − 21, 22 − 22, 23 − 23, 24 − 24, . . .

〉
= 〈0, 0, 0, 0, . . .〉 = 〈0〉i∈N

2.2.1 Vlastnosti sekvenčných operátorov

Pomocou elementárnych operátorov z predchádzajúcej časti je možné definovať ’komplexnejšie‘
operátory:

• Operátory ’(E + d)‘, resp. ’(d + E)‘ pre d ∈ R:

(E + d) 〈ai〉i∈N
def= E 〈ai〉i∈N + d · 〈ai〉i∈N = 〈ai+1 + d · ai〉i∈N =

= d · 〈ai〉i∈N + E 〈ai〉i∈N
def= (d + E) 〈ai〉i∈N

• Operátory ’(E− d)‘, resp. ’(d−E)‘ pre d ∈ R:

(E− d) 〈ai〉i∈N
def= E 〈ai〉i∈N − d · 〈ai〉i∈N = 〈ai+1 − d · ai〉i∈N

(d−E) 〈ai〉i∈N
def= d · 〈ai〉i∈N −E 〈ai〉i∈N = 〈d · ai − ai+1〉i∈N

Uvažujme opäť postupnosť T =
〈
2i
〉
i∈N z predchádzajúceho príkladu. Keďže (E − 2)T =

〈0, 0, 0, 0, . . .〉, výsledkom použitia operátora (E − 2) na postupnosť T je nulová postupnosť a
hovoríme, že operátor (E−2) anihiluje postupnosť T . Aj vo všeobecnosti, pre každú postupnosť T̂
budeme nazývať jej anihilátorom každý operátor, ktorého použitím na postupnosť T̂ dostávame
nulovú postupnosť. Zrejme každú postupnosť je možné triviálne anihilovať, ak ju vynásobíme
nulou; technicky preto nebudeme považovať násobenie nulou za anihilátor.

Čo sa stane, ak na našu postupnosť T aplikujeme odlišný operátor (E− 3)?

(E− 3)T = ET − 3T =
〈
2i+1

〉
i∈N − 3

〈
2i
〉
i∈N =

〈
2i+1 − 3 · 2i

〉
i∈N =

〈
−2i

〉
i∈N = −T

Operátor (E− 3) našej postupnosti T príliš neublížil – akurát zmenil znamienko každého jej
člena. Dokonca, ako za chvíľu uvidíme, spomedzi všetkých jednoduchých operátorov v tvare (E−
d), iba operátor (E−2) anihiluje postupnosť T , všetky ďalšie jednoduché operátory ovplyvnia T
len minimálne. Ak teda vieme, ako anihilovať nejakú postupnosť, vieme aj, ako táto postupnosť
musí vyzerať.



2.2 Postupnosti, sekvenčné operátory a anihilátory 19

Vo všeobecnosti (E−c) anihiluje každú geometrickú postupnosť A =
〈
a0, a0c, a0c

2, a0c
3, . . .

〉
=
〈
a0c

i
〉
i∈N:

(E− c)
〈
a0c

i
〉
i∈N = E

〈
a0c

i
〉
i∈N − c

〈
a0c

i
〉
i∈N =

〈
a0c

i+1
〉
i∈N −

〈
c · a0c

i
〉
i∈N =

=
〈
a0c

i+1 − a0c
i+1
〉
i∈N = 〈0〉i∈N

Aby sme ukázali, že toto je jediný operátor takéhoto tvaru, ktorý anihiluje A, pozrime sa,
ako dopadne použitie operátora (E− d) pre d 6= c:

(E− d)
〈
a0c

i
〉
i∈N = E

〈
a0c

i
〉
i∈N − d 〈a0ci〉i∈N =

〈
a0c

i+1 − da0ci

〉
i∈N =

=
〈
(c− d)a0c

i
〉
i∈N = (c− d)

〈
a0c

i
〉
i∈N

Na základe predošlého môžeme rozšíriť naše tvrdenie: anihilátor anihiluje presne jeden typ
geometrickej postupnosti a každú inú geometrickú postupnosť násobí konštantou.

Túto vlastnosť anihilátorov teraz skúsme využiť pri riešení konkrétnych rekurentných vzťa-
hov. Uvažujme postupnosť R = 〈r0, r1, r2, . . .〉 definovanú nasledovným rekurentným vzťahom:

r0 = 3
ri+1 = 5ri

Ľahko ukážeme, že operátor (E− 5) anihiluje R:

(E− 5) 〈ri〉i∈N = E 〈ri〉i∈N − 5 〈ri〉i∈N = 〈ri+1〉i∈N − 〈5ri〉i∈N = 〈ri+1 − 5ri〉i∈N = 〈0〉i∈N

Postupnosť R má anihilátor (E − 5), a preto musí mať explicitné vyjadrenie v tvare ri =
r05i = 3 · 5i. To môžeme ľahko overiť indukciou:

r0 = 3 · 50 = 3 [definícia]
ri = 5ri−1 [definícia]

= 5 · (3 · 5i−1) [indukčný predpoklad]

= 5i · 3 X

2.2.2 Viacnásobné operátory

Operátor je funkcia, ktorá transformuje jednu postupnosť na inú. Podobne ako je to u funkcií,
aj operátory môžeme použiť jeden po druhom na tú istú postupnosť. Môžeme, napríklad, vy-
násobiť postupnosť 〈ai〉i∈N konštantou d a následne konštantou c, čím dostaneme postupnosť
c
(
d 〈ai〉i∈N

)
= 〈c · d · ai〉i∈N = (cd) 〈ai〉i∈N. Rovnako môžeme vynásobiť postupnosť konštantou

c a následne ju posunúť doľava, čím dostávame E
(
c 〈ai〉i∈N

)
= E 〈c · ai〉i∈N = 〈c · ai+1〉i∈N. Je

to to isté, ako keď použijeme tieto operátory v obrátenom poradí: c
(
E 〈ai〉i∈N

)
= c 〈ai+1〉i∈N =

〈c · ai+1〉i∈N. Môžme tiež dvakrát posunúť postupnosť doľava: E
(
E 〈ai〉i∈N

)
= E

(
〈ai+1〉i∈N

)
=

〈ai+2〉i∈N. Skrátene to budeme zapisovať ako E2 〈ai〉i∈N. Nuž a vo všeobecnosti potom operátor
Ek posúva postupnosť k krokov doľava: Ek 〈ai〉i∈N = 〈ai+k〉i∈N.

Teraz už máme k dispozícii prostriedky na riešenie celej rady rekurentných vzťahov. Naprí-
klad, čo anihiluje C =

〈
2i + 3i

〉
i∈N? Takže: vieme už, že (E − 2) anihiluje

〈
2i
〉
i∈N, zatiaľ čo
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〈
3i
〉
i∈N necháva v podstate bezo zmeny. Podobne aj (E−3) anihiluje

〈
3i
〉
i∈N a

〈
2i
〉
i∈N podstat-

ne nemení. Ak teda použijeme oba operátory jeden po druhom, je vidieť, že (E − 2) ◦ (E − 3)
anihiluje našu postupnosť C.

Vo všeobecnosti, pre ľubovoľné celé čísla a 6= b, operátor (E − a) ◦ (E − b) anihiluje každú
postupnosť v tvare

〈
c1a

i + c2b
i
〉
i∈N, no žiadnu inú. Často budeme takéto operátory ’roznásobo-

vať‘ na skrátený tvar E2 − (a + b)E + ab. Je jednoduchým cvičením ukázať, že tento skrátený
tvar naozaj má zmysel – efekt operátorov (E− a) ◦ (E− b) a E2 − (a + b)E + ab je rovnaký pre
každú postupnosť.

Teraz už konečne máme dostatok znalostí na vyriešenie Fibonacciho rekurentného vzťahu.
Najprv si uvedomme, že postupnosť určená rekurentným vzťahom Fi = Fi−1 + Fi−2 je anihilo-
vaná operátorom E2 −E− 1:

(E2 −E− 1) 〈Fi〉i∈N = E2 〈Fi〉i∈N −E 〈Fi〉i∈N − 〈Fi〉i∈N
= 〈Fi+2〉i∈N − 〈Fi+1〉i∈N − 〈Fi〉i∈N
= 〈Fi+2 − Fi+1 − Fi〉i∈N
= 〈0〉i∈N

Rozložením E2 −E− 1 použitím známeho vzorca dostávame

E2 −E− 1 = (E− φ) ◦ (E− φ̂)

kde φ = (1 +
√

5)/2 ≈ 1.61803398875 (tzv. zlatý rez, ktorý je najväčším koreňom polynómu
r2− r− 1) a φ̂ = (1−

√
5)/2 = 1−φ = −1/φ. Operátor (E−φ) ◦ (E− φ̂) anihiluje Fibonacciho

postupnosť, takže Fi musí mať tvar
Fi = cφi + ĉφ̂i

pre vhodné konštanty c a ĉ. Tento tvar budeme nazývať všeobecným riešením rekurentného
vzťahu, keďže vôbec nezávisí od počiatočných podmienok. Tie využijeme na určenie konštánt
c a ĉ. Máme F0 = 0 a F1 = 1 a odtiaľ dostávame jednoduchý systém dvoch lineárnych rovníc
s dvomi neznámymi:

F0 = 0 = c + ĉ

F1 = 1 = cφ + ĉφ̂

Riešením tohto systému sú c = 1(2φ− 1) = 1√
5
a ĉ = −1√

5
.

Teraz už máme explicitné vyjadrenie pre i-te Fibonacciho číslo:

Fi =
φi − φ̂i

√
5

=
1√
5

(
1 +
√

5
2

)i

− 1√
5

(
1−
√

5
2

)i

Je celkom prekvapujúce, že aj napriek všetkým tým odmocninám v predchádzajúcom vzťahu
sú Fibonacciho čísla celými číslami. Ale ak korektne prevedieme všetky výpočty pre konkrétne
i ∈ N, členy obsahujúce odmocniny sa navzájom zrušia (dá sa to celkom ľahko ukázať aj použitím
binomickej vety).

2.2.3 Degenerované prípady

Ešte stále nie sme celkom schopní riešiť každý rekurentný vzťah. Vo vyššie uvedenom tvare
operátora (E−a)◦(E−b) sme predpokladali, že a 6= b. Ako je to s operátorom (E−a)◦(E−a) =
(E− a)2? Ukážme, že tento operátor anihiluje postupnosti typu

〈
iai
〉
i∈N:
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(E− a)
〈
iai
〉
i∈N =

〈
(i + 1)ai+1 − (a)iai

〉
i∈N

=
〈
(i + 1)ai+1 − iai+1

〉
i∈N

=
〈
ai+1

〉
i∈N

(E− a)2
〈
iai
〉
i∈N = (E− a)

〈
ai+1

〉
i∈N = 〈0〉i∈N

Vo všeobecnosti platí, že operátor (E− a)k anihiluje postupnosti v tvare
〈
p(i) · ai

〉
i∈N, kde

p(i) je ľubovoľný polynóm premennej i stupňa k − 1. Napríklad operátor (E − 1)3 anihiluje
postupnosť

〈
i2 · 1i

〉
i∈N =

〈
i2
〉
i∈N = 〈1, 4, 9, 16, 25, . . .〉, keďže p(i) = i2 je polynóm stupňa k−1 =

2.
Na základe predošlých úvah by už mal byť čitateľ schopný vysvetliť nasledujúce tvrdenia:

• (E− 1) anihiluje každú konštantnú postupnosť 〈α〉i∈N.

• (E− 1)2 anihiluje každú aritmetickú postupnosť 〈α + βi〉i∈N.

• (E− 1)3 anihiluje každú kvadratickú postupnosť
〈
α + βi + γi2

〉
i∈N.

• (E− 3) ◦ (E− 2) ◦ (E− 1) anihiluje každú postupnosť v tvare
〈
α + β2i + γ3i

〉
i∈N.

• (E− 3)2 ◦ (E− 2) ◦ (E− 1) anihiluje každú postupnosť v tvare
〈
α + β2i + γ3i + δi3i

〉
i∈N.

2.2.4 Zhrnutie

Poznáme už niekoľko sekvenčných operátorov a niekoľko spôsobov, ako je možné tieto operátory
vzájomne kombinovať:

Operátor Definícia
Sčítanie 〈ai〉i∈N + 〈bi〉i∈N = 〈ai + bi〉i∈N
Odčítanie 〈ai〉i∈N − 〈bi〉i∈N = 〈ai − bi〉i∈N

Skalárne násobenie c〈ai〉i∈N = 〈cai〉i∈N
Posun E 〈ai〉i∈N = 〈ai+1〉i∈N

k-násobný posun Ek 〈ai〉i∈N = 〈ai+k〉i∈N
Kompozícia operátorov (X + Y) 〈ai〉i∈N = X 〈ai〉i∈N + Y 〈ai〉i∈N

(X−Y) 〈ai〉i∈N = X 〈ai〉i∈N −Y 〈ai〉i∈N
Komutatívnosť operátorov5 (X◦Y)〈ai〉i∈N = X(Y 〈ai〉i∈N) = Y(X 〈ai〉i∈N)

Všimnime si, že sme doposiaľ nedefinovali operátor pre násobenie dvoch postupností. Tento
operátor sa zvyčajne definuje ako ich konvolúcia:

〈ai〉i∈N ∗ 〈bi〉i∈N =

〈
i∑

j=0

ajbi−j

〉
i∈N

.

Našťastie pri riešení rekurentných vzťahov uvedených v tejto knihe konvolúciu potrebovať
nebudeme.

5Všetky operátory, s ktorými pracujeme v tejto kapitole, sa dajú previesť na tvar ©n
i=1(E − ci), kde ci ∈ C.

Využitím faktu (E− a) ◦ (E− b) = (E− b) ◦ (E− a) a pomocou matematickej indukcie je potom možné ukázať
komutatívnosť skladania operátorov.
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Poznáme už tiež zopár základných vlastností anihilátorov postupností, ktoré môžme zhrnúť
do tabuľky:

Postupnosť Anihilátor
〈α〉i∈N E− 1〈

αai
〉
i∈N E− a〈

αai + βai
〉
i∈N (E− a) ◦ (E− b)〈

α0a
i
0 + α1a

i
1 + · · ·+ αnai

n

〉
i∈N (E− a0) ◦ (E− a1) ◦ · · · ◦ (E− an)

〈αi + β〉i∈N (E− 1)2〈
(αi + β)ai

〉
i∈N (E− a)2〈

(αi + β)ai + γbi
〉
i∈N (E− a)2 ◦ (E− b)〈

(α0 + α1i + · · ·+ αn−1i
n−1)ai

〉
i∈N (E− a)n

Ak X anihiluje 〈ai〉i∈N, potom X anihiluje aj c 〈ai〉i∈N pre ľubovoľnú konštantu c.

Ak X anihiluje 〈ai〉i∈N a Y anihiluje 〈bi〉i∈N, potom X◦Y anihiluje 〈ai ± bi〉i∈N

2.3 Riešenie lineárnych rekurentných vzťahov

2.3.1 Homogénne rekurentné vzťahy

Všeobecné vzťahy o anihilátoroch uvedené v predchádzajúcej tabuľke sú skutočne tie najdô-
ležitejšie a je užitočné si ich zapamätať. S ich pomocou je možné vyriešiť každú postupnosť
určenú rekurentným vzťahom, pre ktorú vieme napísať jej anihilátor. Všeobecný postup riešenia
je nasledovný:

1. Určíme anihilátor pre postupnosť odpovedajúcu danému rekurentnému vzťahu
2. Rozložíme anihilátor
3. Určíme postupnosť anihilovanú každým jednotlivým členom
4. Sčítame tieto postupnosti a vytvoríme takto všeobecné riešenie
5. Použitím počiatočných podmienok určíme neznáme konštanty vo všeobecnom riešení

Príklad: Ukážme si jednotlivé kroky riešenia nasledujúceho rekurentného vzťahu:

r0 = 1
r1 = 5
r2 = 17
ri = 7ri−1 − 16ri−2 + 12ri−3

1. Určíme anihilátor. Keďže ri+3−7ri+2+16ri+1−12ri = 0, anihilátorom jeE3−7E2+16E−12

2. Rozložíme anihilátor. E3 − 7E2 + 16E− 12 = (E− 2)2 ◦ (E− 3).

3. Určíme postupnosť anihilovanú každým jednotlivým členom. (E−2)2 anihiluje
〈
(αi + β)2i

〉
i∈N

pre ľubovoľné α a β, a (E− 3) anihiluje
〈
γ3i
〉
i∈N pre ľubovoľné γ.

4. Sčítame tieto postupnosti. (E−2)2 ◦ (E−3) anihiluje
〈
(αi + β)2i + γ3i

〉
i∈N pre ľubovoľné

α, β, γ.
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5. Určíme neznáme konštanty. Z počiatočných podmienok vyplýva sústava troch rovníc o
troch neznámych α, β, γ :

r0 = 1 = (α · 0 + β)20 + γ · 30 = β + γ

r1 = 5 = (α · 1 + β)21 + γ · 31 = 2α + 2β + 3γ

r2 = 17 = (α · 2 + β)22 + γ · 32 = 8α + 4β + 9γ

Vyriešením tejto sústavy dostávame α = 1, β = 0, γ = 1. Našim finálnym riešením je potom
ri = i2i + 3i , čo sa ľahko overí napríklad matematickou indukciou.

2.3.2 Nehomogénne rekurentné vzťahy

Výškovo vyvážený strom je binárny strom, v ktorom sa výška dvoch podstromov majúcich spo-
ločný koreň líši najviac o 1 a oba podstromy sú tiež výškovo vyvážené. Aby bola táto rekurzívna
definícia úplná, prázdnu množinu budeme považovať za výškovo vyvážený strom s výškou −1 a
samostatný vrchol budeme považovať za výškovo vyvážený strom s výškou 0.

Nech Tn je najmenší (čo do počtu vrcholov) výškovo vyvážený strom s výškou n. Koľko
vrcholov má strom Tn? Takže: jeden z podstromov stromu Tn má výšku n−1 (Tn má totiž výšku
n) a druhý podstrom má výšku buď n−1 alebo n−2 (Tn je výškovo vyvážený a najmenší možný).
Keďže oba podstromy sú tiež výškovo vyvážené, tieto dva podstromy musia byť vzhľadom na
minimalitu práve Tn−1 a Tn−2.

Práve sme odvodili nasledujúci rekurentný vzťah pre počet tn vrcholov stromu Tn:

t−1 = 0 [prázdna množina]
t0 = 1 [samostatný vrchol]
tn = tn−1 + tn−2 + 1

Pridanie ’+1‘ na konci je kvôli koreňu Tn.

Členy rekurentného vzťahu obsahujúce ti budeme nazývať homogénne a zostávajúce členy
budeme nazývať nehomogénne. (Ak by vo vzťahu boli len homogénne členy, rekurentný vzťah
samotný by bol tiež homogénny.) Vieme, že E2−E−1 anihiluje homogénnu časť tn = tn−1+tn−2.
Skúsme teda použiť tento anihilátor na celý vzťah:

(E2 −E− 1) 〈ti〉i∈N = E2 〈ti〉i∈N −E 〈ti〉i∈N − 1 〈ti〉i∈N
= 〈ti+2〉i∈N − 〈ti+1〉i∈N − 〈ti〉i∈N
= 〈ti+2 − ti+1 − ti〉i∈N
= 〈1〉i∈N

Zostávajúcu postupnosť 〈1, 1, 1, . . .〉 nazývame rezíduum. Na to, aby sme získali anihilátor celého
rekurentného vzťahu, zložíme anihilátor pre jeho homogénnu časť s anihilátorom jeho rezídua.
Keďže E − 1 anihiluje 〈1〉i∈N, dostávame, že (E2 − E − 1) ◦ (E − 1) anihiluje 〈tn〉i∈N. Tento
anihilátor rozložíme na

(E− φ) ◦ (E− φ̂) ◦ (E− 1)

a podľa našich anihilačných pravidiel platí

tn = αφn + βφ̂n + γ
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pre vhodné konštanty α, β, γ. Takto sme dostali všeobecné riešenie rekurentného vzťahu tn =
tn−1+tn−2 bez ohľadu na počiatočné členy t−1 a t0. Rôzne rekurentné vzťahy môžu mať rovnaké
všeobecné riešenia.

Na určenie konštánt α, β, γ potrebujeme systém troch lineárnych rovníc s tromi neznámymi.
Z počiatočných podmienok máme prvé dve rovnice a tretiu môžme získať spočítaním prvého
netriviálneho prípadu t1 = 2:

t−1 = 0 = αφ−1 + βφ̂−1 + γ =
α

φ
+

β

φ̂
+ γ

t0 = 1 = αφ0 + βφ̂0 + γ = α + β + γ

t1 = 2 = αφ1 + βφ̂1 + γ = αφ + βφ̂ + γ

Vyriešením systému získame α =
√

5+2√
5

, β =
√

5−2√
5
a γ = −1. Riešením je teda

tn =
√

5 + 2√
5

(
1 +
√

5
2

)n

+
√

5− 2√
5

(
1−
√

5
2

)n

− 1

Všeobecný postup riešenia nehomogénnych rekurentných vzťahov je nasledovný:

1. Určíme anihilátor pre postupnosť odpovedajúcu homogénym členom daného rekurentného vzťahu
11

2 . ’Vynásobíme‘ ho anihilátorom pre rezíduum
2. Rozložíme anihilátor
3. Určíme postupnosť anihilovanú každým jednotlivým členom
4. Sčítame tieto postupnosti a vytvoríme takto všeobecné riešenie
5. Použitím počiatočných podmienok určíme neznáme konštanty vo všeobecnom riešení

2.3.3 Ďalšie príklady

Vo všetkých nasledujúcich príkladoch uvažujeme s počiatočnými podmienkami a0 = 0 a a1 = 1.

• an = an−1 + an−2 + 2

– Anihilátor pre homogénne členy je E2 −E− 1.

– Rezíduom je konštantná postupnosť 〈2, 2, 2, . . .〉, ktorej anihilátorom je E− 1.

– Anihilátorom je teda (E2 −E− 1) ◦ (E− 1)

– Rozkladom anihilátora je (E− φ) ◦ (E− φ̂) ◦ (E− 1).

– Všeobecné riešenie má tvar an = αφn + βφ̂n + γ.

– Konštanty α, β, γ spĺňajú rovnice

a0 = 0 = α + β + γ

a1 = 1 = αφ + βφ̂ + γ

a2 = 3 = αφ2 + βφ̂2 + γ

- Riešenie systému rovníc nám dáva α =
√

5+2√
5
, β =

√
5−2√
5
a γ = −2
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- Finálnym riešením je napokon an =
√

5 + 2√
5

(
1 +
√

5
2

)n

+
√

5− 3√
5

(
1−
√

5
2

)n

− 2

(V zostávajúcich príkladoch už nebudú jednotlivé kroky takto podrobne vyznačené.)

• an = an−1 + an−2 + 3
Anihilátor pre homogénne členy (E2 − E − 1) necháva konštantné rezíduum 〈3, 3, 3, . . .〉,
takže anihilátor celej postupnosti je (E2 − E − 1) ◦ (E − 1) a všeobecným riešením je
an = αφn + βφ̂n + γ. Riešenie systému:

a0 = 0 = α + β + γ

a1 = 1 = αφ + βφ̂ + γ

a2 = 4 = αφ2 + βφ̂2 + γ

nám dáva finálne riešenie an =
√

5 + 3√
5

(
1 +
√

5
2

)n

+
√

5− 3√
5

(
1−
√

5
2

)n

− 3

• an = an−1 + an−2 + 2n

Anihilátor pre homogénne členy (E2 − E − 1) necháva exponenciálne rezíduum 〈4, 8, 16,
32, . . .〉 =

〈
2i+2

〉
i∈N, ktoré je anihilované operátorom E−2. Takže anihilátor celej postup-

nosti je (E2−E−1)◦ (E−2) a všeobecným riešením je an = αφn +βφ̂n +γ2n. Konštanty
α, β, γ spĺňajú nasledujúce rovnosti:

a0 = 0 = α + β + γ

a1 = 1 = αφ + βφ̂ + 2γ

a2 = 5 = αφ2 + βφ̂2 + 4γ

• an = an−1 + an−2 + n
Anihilátor pre homogénne členy (E2 −E− 1) necháva lineárne rezíduum 〈2, 3, 4, 5, . . .〉 =
〈i + 2〉i∈N, ktoré je anihilované operátorom (E− 1)2. Takže anihilátor celej postupnosti je
(E2 − E − 1) ◦ (E − 1)2 a všeobecným riešením je an = αφn + βφ̂n + γ + δn. Konštanty
α, β, γ, δ spĺňajú nasledujúce rovnosti:

a0 = 0 = α + β + γ

a1 = 1 = αφ + βφ̂ + γ + δ

a2 = 3 = αφ2 + βφ̂2 + γ + 2δ

a3 = 7 = αφ3 + βφ̂3 + γ + 3δ

• an = an−1 + an−2 + n2

Anihilátor pre homogénne členy (E2 − E − 1) necháva kvadratické rezíduum v tvare
〈4, 9, 16, 25, . . .〉 =

〈
(i + 2)2

〉
i∈N, ktoré je anihilované operátorom (E − 1)3. Takže ani-

hilátor celej postupnosti je (E2 − E − 1) ◦ (E − 1)3 a všeobecným riešením je an =
αφn + βφ̂n + γ + δn + εn2. Konštanty α, β, γ, δ, ε spĺňajú nasledujúce rovnosti:

a0 = 0 = α + β + γ

a1 = 1 = αφ + βφ̂ + γ + δ + ε

a2 = 5 = αφ2 + βφ̂2 + γ + 2δ + 4ε

a3 = 15 = αφ3 + βφ̂3 + γ + 3δ + 9ε

a4 = 36 = αφ4 + βφ̂4 + γ + 4δ + 16ε
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• an = an−1 + an−2 + n2 − 2n

Anihilátor pre homogénne členy (E2 − E − 1) necháva rezíduum
〈
(i + 2)2 − 2i+2

〉
i∈N.

Kvadratická časť rezídua je anihilovaná operátorom (E − 1)3 a exponenciálna časť je
anihilovaná operátorom (E− 2). Takže anihilátor celej postupnosti je (E2−E− 1) ◦ (E−
1)3 ◦ (E− 2) a všeobecným riešením je an = αφn + βφ̂n + γ + δn + εn2 + η2i. Konštanty
α, β, γ, δ, ε, η vyhovujú systému šiestich lineárnych rovníc o šiestich neznámych určených
hodnotami a0, a1, . . . , a5.

• an = an−1 + an−2 + φn, kde φ je zlatý rez
Anihilátorom celej postupnosti je (E2 − E − 1) ◦ (E − φ) = (E − φ)2 ◦ (E − φ̂), takže
všeobecné riešenie má tvar an = αφn + βnφn + γφ̂n.

Táto naša metóda nefunguje pre rekurentné vzťahy typu an = an−1+ 1
n alebo an = an−1+lg n,

pretože funkcie 1
n a lg n nemajú anihilátory. Náš nástroj, tak ako bol popísaný, je obmedzený

len na lineárne rekurentné vzťahy, ktorých prípadné nehomogénne členy pozostávajú z lineárnej
kombinácie polynómov a exponenciálnych funkcií.

2.4 Rekurentné vzťahy
’
rozdeľuj a panuj‘ a Hlavná veta

Algoritmy typu ’rozdeľuj a panuj‘ majú často výpočtovú zložitosť vyjadrenú v tvare lineárneho
rekurentného vzťahu

T (n) = aT (n/b) + f(n), (2.1)

kde a a b sú konštanty a f(n) je nejaká ďalšia funkcia. Všeobecný návod na riešenie takýchto
rekurentných vzťahov, kde f(n) je jednoduchý polynóm, nám poskytne takzvaná ’Hlavná veta‘,
ktorú uvedieme o chvíľu.

Hlavná veta nefunguje pre všetky funkcie f(n) a mnoho užitočných rekurentných vzťahov
nevyzerá ako (2.1). Našťastie však existuje všeobecný postup na riešenie väčšiny rekurentných
vzťahov typu ’rozdeľuj a panuj‘, dokonca aj ak nemajú takýto tvar. Tento postup je použitý
aj v dôkaze Hlavnej vety, takže ak si zapamätáme tento postup, môžeme úplne zabudnúť na
Hlavnú vetu.

Uvažujme teda všeobecný rekurentný vzťah (2.1), no kvôli zjednodušeniu najprv predpo-
kladajme, že n je celočíselnou mocninou b, konkrétne n = bL, pre nejaké L ∈ N. Začneme
nakreslením stromu rekurzie. Koreňom stromu je okienko obsahujúce hodnotu f(n), má a po-
tomkov, každý z nich je koreňom stromu rekurzie pre T (n/b). Ináč povedané, strom rekurzie je
kompletný a-árny strom, v ktorom každý vrchol v hĺbke i obsahuje hodnotu aif(n/bi) (viď ob-
rázok 2.4). Rekurziu ukončíme, keď dôjdeme k počiatočným podmienkam rekurentného vzťahu.
Nás zaujíma asymptotický odhad, a preto príliš nezáleží, aké si zvolíme počiatočné podmienky;
kvôli jednoduchosti v ukážke predpokladajme, že T (1) = f(1).
Hodnota T (n) je práve súčtom všetkých hodnôt nachádzajúcich sa v strome. Za predpokladu,

že každá úroveň stromu je plná, dostávame

T (n) = f(n) + af(n/b) + a2f(n/b2) + . . . + aif(n/bi) + . . . + aLf(n/bL), (2.2)

kde L je hĺbka stromu rekurzie. Ľahko vidieť, že L = logb n, pretože n/bL = 1. Keďže f(1) ∈
Θ(1), posledný nenulový člen v súčte patrí do Θ(aL) = Θ(alogb n) = Θ(nlogb a).
Teraz už môžeme ľahko sformulovať a dokázať Hlavnú vetu (v trochu odlišnej forme, než sa

zvyčajne uvádza).
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Obrázok 2.4: Strom rekurzie pre rekurentný vzťah T (n) = aT (n/b) + f(n)

Hlavná veta. Rekurentný vzťah T (n) = aT (n/b) + f(n) má nasledujúce riešenie:

1. Ak af(n/b) = κf(n) pre κ < 1, tak T (n) ∈ Θ(f(n)).

2. Ak af(n/b) = Kf(n) pre K > 1, tak T (n) ∈ Θ(nlogb a).

3. Ak af(n/b) = f(n), tak T (n) ∈ Θ(f(n) logb n).

Dôkaz. Rozoberme postupne jednotlivé prípady:

1. Po dosadení af(n/b) = κf(n) do (2.2) dostávame T (n) = f(n) + κf(n) + κ2f(n) +
· · · + κLf(n), čiže vyjadenie vo forme súčtu klesajúcej geometrickej postupnosti. Súčet
geometrickej postupnosti je rovný konštantnému násobku jej najväčšieho člena. V tomto
prípade je najväčším prvý člen f(n) a preto T (n) ∈ Θ(f(n)).

2. Po dosadení af(n/b) = Kf(n) do (2.2) dostávame T (n) = f(n) + κf(n) + κ2f(n) + · · ·+
κLf(n), čiže vyjadenie vo forme súčtu rastúcej geometrickej postupnosti. Súčet geomet-
rickej postupnosti je rovný konštantnému násobku jej najväčšieho člena. V tomto prípade
je ním posledný člen, ktorým je podľa predchádzajúcej argumentácie Θ(nlogb a) a preto
T (n) ∈ Θ(nlogb a).

3. Napokon, ak af(b/n) = f(n), potom každý z L + 1 členov v súčte (2.2) je rovný f(n) a
teda T (n) = (L + 1)f(n) ∈ Θ(f(n) logb n).

Hlavná veta, tak ako sme ju sformulovali, platí aj v prípade, ak n nie je celočíselnou mocninou
parametra b. V takomto prípade však potrebujeme do uvažovaného rekurentného vzťahu zaviesť
horné resp. dolné celé časti a pracovať s ním v tvare T (n) = aT (bn/bc) + f(n) resp. T (n) =
aT (dn/be) + f(n). Dôkaz Hlavnej vety pre tento všeobecný prípad neuvádzame, jeho podstatou
sú totiž predovšetkým technické úpravy nerovností s hornými resp. dolnými celými časťami.
Čitateľ si môže nájsť kompletný dôkaz hlavnej vety napríklad v [Hromkovič] alebo v [CLRS,
kapitola 4.3 a 4.4].



2.4 Rekurentné vzťahy ’rozdeľuj a panuj‘ a Hlavná veta 28

2.4.1 Príklady použitia Hlavnej vety

Uvedieme niekoľko základných príkladov použitia Hlavnej vety:

• T (n) = 2T (n/2) + n
(Rekurentný vzťah pre algoritmus Mergesort uvedený v časti 3.1)

af(n/b) = f(n), takže T (n) ∈ Θ(n log n)

• T (n) = 3T (n/2) + n
(Rekurentný vzťah pre Karatsubov algoritmus uvedený v časti 3.4)

af(n/b) = 3n/2 je 3/2-krát väčšie než f(n) = n, takže T (n) ∈ Θ(nlog2 3)

• T (n) = T (3n/4) + n
(Rekurentný vzťah pre problém náhodného výberu uvedený v časti 3.7)

af(n/b) = 3n/4 je 4/3-krát menšie než f(n) = n, takže T (n) ∈ Θ(n)

• T (n) = 4T (n/2) + n lg n
V tomto prípade máme af(n/b) = 2n lg n−2n, čo nie je presne dvojnásobok f(n) = n lg n.
Avšak pre dostatočne veľké n (pri asymptotických odhadoch nás zaujíma len také n) máme
2f(n) > af(n/b) > 1, 9f(n). Keďže súčty jednotlivých úrovní sú ohraničené zhora aj zdola
súčtom rastúcej geometrickej postupnosti, riešením je T (n) ∈ Θ(nlog24) = Θ(n2) . (Tento
trik nebude fungovať v druhom alebo v treťom prípade Hlavnej vety!)

Použitím stromov rekurzie môžeme riešiť aj rekurentné vzťahy, na ktoré nie je možné použiť
Hlavnú vetu.

• T (n) = 2T (n/2) + n/ lg n
V tomto prípade nie je možné použiť Hlavnú vetu, pretože af(n/b) = n/(lg n − 1) nie je
rovné f(n) = n/ lg n a ani sa nelíšia o konštantný násobok. Musíme vypočítať súčty pre
každú úroveň a celkový súčet nejakým iným spôsobom. Ľahko vidieť, že súčet všetkých
vrcholov v i-tej úrovni je n/(lg n − i). To zároveň znamená, že hĺbka stromu je najviac
lg n− 1.

Ak si označíme ako Hn čiastočný súčet Harmonického radu Hn =
dne∑
i=1

1
i , potom môžeme

písať:

T (n) =
lg n−1∑
i=0

n

lg n− i
=

lg n∑
j=1

n

j
= nHlg n,

a teda T (n) ∈ Θ(n lg lg n) .

• T (n) = T (3n/4) + T (n/4) + n
(Rekurentný vzťah pre randomizovaný Quicksort uvedený v časti 5.1.4)
V tomto prípade majú vrcholy na rovnakej úrovni v strome rekurzie rôzne hodnoty. Strom
je asymetrický, obsahuje rôzne listy, ktoré sú na odlišných úrovniach. Nie je však ťažké
nahliadnuť, že vrcholy v každej úplnej úrovni (myslia sa tým úrovne ležiace vyššie, než
najvyššie položené listy v strome) majú súčet n, čo je podobné poslednému prípadu Hlavnej
vety, a že hĺbka každého listu je medzi log4 n a log4/3 n. Na určenie horného odhadu T (n)
ignorujme počiatočné podmienky a rozšírme strom nadol až po úroveň najspodnejšieho
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listu. Podobne, na určenie dolného odhadu T (n) počítajme len vrcholy stromu po úroveň
najvyššieho listu. To nám dáva horný a dolný odhad v tvare n log4 n ≤ T (n) ≤ n log4/3 n.

Keďže sa tieto odhady líšia len o konštantný násobok, dostávame T (n) ∈ Θ(n log n) .

• T (n) = T (n/5) + T (7n/10) + n
Opäť máme asymetrický strom. Ak sa pozrieme len na úplné úrovne stromu, zisťujeme,
že súčty po úrovniach tvoria klesajúcu geometrickú postupnosť T (n) = n + 9n/10 +
81n/100+. . ., čo sa podobá na prvý prípad Hlavnej vety. Horný odhad môžeme dostať tak,
že zanedbáme počiatočné podmienky, necháme strom narásť až do nekonečna a zrátame
súčty vrcholov po kompletných úrovniach. V oboch prípadoch je geometrická postupnosť
dominovaná svojím najväčším členom, takže T (n) ∈ Θ(n) .

• T (n) =
√

nT (
√

n) + n
V tomto prípade máme kompletný strom rekurzie, ale stupeň vrcholov už nie je konštantný,
takže musíme byť trocha opatrnejší. Ľahko vidieť, že súčet vrcholov v každej úrovni je n
a teda sa to podobá na tretí prípad Hlavnej vety. Hĺbka L stromu rekurzie spĺňa rovnosť
n2−L

= 2 (pomocou odmocnín sa nedá dostať až k jednotke, preto rekurziu ukončíme už
pre n = 2), takže L = lg lg n a T (n) ∈ Θ(n lg lg n) .

• T (n) = 2
√

nT (
√

n) + n
Aj tu máme najviac lg lg n úrovní, no tentokrát je súčet vrcholov v úrovni i rovný 2in.
Dostávame rastúcu geometrickú postupnosť súčtov po úrovniach podobne ako v druhom
prípade Hlavnej vety. T (n) je teda dominovaná súčtom v najhlbšej úrovni:
T (n) ∈ Θ(2lg lg nn) = Θ(n log n)

• T (n) = 4
√

nT (
√

n) + n
Tu je súčet vrcholov v úrovni i rovný 4in. Opäť máme rastúcu geometrickú postupnosť
ako v druhom prípade Hlavnej vety, takže nás zaujímajú len listy:

T (n) ∈ Θ(4lg lg nn) = Θ(n log2 n)
Uff!

2.5 Transformácie rekurentných vzťahov

2.5.1 Transformácia definičného oboru

V predchádzajúcej časti sme uviedli rekurentný vzťah pre algoritmus Mergesort v tvare T (n) =
2T (n/2)+n, ktorému zodpovedá riešenie T (n) ∈ Θ(n log n) získané použitím Hlavnej vety. Reku-
rentný vzťah, kým do neho vhodne nepridáme celé časti, nefunguje celkom správne pre nepárne
hodnoty n. Ak je n nepárne, podľa rekurentného vzťahu by sme mali zotriediť neceločíselný
počet prvkov! Navyše sa ani nikdy nedopracujeme k počiatočnej podmienke T (1) = 0.
Aby sme dostali rekurentný vzťah, ktorý pre všetky celé čísla n odpovedá tomu, ako sa správa

algoritmus Mergesort, upravme ho nasledujúcim spôsobom:

T (n) = T (dn/2e) + T (bn/2c) + n.

Pre rekurentný vzťah v takomto komplikovanom tvare je však prakticky nemožné sa dopracovať
k exaktnému riešeniu. Skúsme preto získať aspoň tesný asymptotický horný odhad pre T (n)
technikou transformácie definičného oboru. Transformácia definičného oboru nahradí funkciu
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T (n) odlišným rekurentným vzťahom, v ktorom bude vystupovať člen S(f(n)), kde f(n) je
jednoduchá funkcia a S je jednoduchší rekurentný vzťah, ktorý už vieme riešiť.

Na začiatok urobme horný odhad tak, že podproblémy vystupujúce v rekurentnom vzťahu
pre algoritmus Mergesort nahradíme iným podproblémom s veľkosťou nie menšou:

T (n) ≤ 2T (dn/2e) + n ≤ 2T (n/2 + 1) + n.

Definujme teraz funkciu S(n) = T (n + α), kde α je konštanta zvolená tak, aby S(n) spĺňala
rekurentný vzťah S(n) ≤ 2S(n/2) + τ(n), τ(n) ∈ O(n) pripravený pre Hlavnú vetu. Aby sme
určili správnu hodnotu α, porovnáme dve verzie rekurentného vzťahu pre funkciu T (n + α):

S(n) ≤ 2S(n/2) + τ(n) =⇒ T (n + α) ≤ 2T (n/2 + α) + τ(n)
T (n) ≤ 2T (n/2 + 1) + n =⇒ T (n + α) ≤ 2T ((n + α)/2 + 1) + n + α

Oba rekurentné vzťahy naľavo majú platiť súčasne, zvoľme preto α tak, aby oba vzťahy napravo
boli rovnaké. Musí teda platiť n/2 + α = (n + α)/2 + 1, z čoho vyplýva α = 2 a τ(n) = n + 2.
Na základe Hlavnej vety dostávame S(n) ∈ O(n log n),6 čiže

T (n) = S(n− 2) ∈ O((n− 2) log(n− 2)) = O(n log n).

Podobným postupom získame odpovedajúci dolný odhad T (n) ∈ Ω(n log n). Dokopy teda
máme T (n) ∈ Θ(n log n) , čo zodpovedá tomu, ako keby sme hneď na začiatku zabudli na celé
časti!

Transformácie definičného oboru sú užitočné, ak sa potrebujeme zbaviť celých častí, prípadne
členov nižšieho rádu z rekurentného vzťahu, na ktorý by sa inak dala použiť Hlavná veta. Keďže
teraz už vieme, že sa to dá takto šikovne zjednodušiť, ušetrí nám to neskôr dosť námahy.

2.5.2 Menej triviálny príklad

Vo výpočtovej geometrii sa používajú tzv. ham-sandwich stromy7, v ktorých náklady na vyko-
nanie určitých operácií spĺňajú rekurentný vzťah T (n) = T (n/2) + T (n/4) + 1. Na tento
vzťah nie je možné použiť Hlavnú vetu, pretože podproblémy majú rôznu veľkosť a použitie
metódy stromov rekurzie nám dáva len dosť široký odhad

√
n� T (n)� n.

Pomôcť si však môžeme transformáciou definičného oboru. Ak zavedieme novú funkciu t(k) =
T (2k), dostaneme rekurentný vzťah

t(k) = t(k − 1) + t(k − 2) + 1,

ktorý sme už riešili. Po troche úprav použitím metódy anihilátorov dostávame riešenie t(k) ∈
Θ(φk), kde φ = (1 +

√
5)/2 je zlatý rez. Odtiaľ už plynie

t(blg nc) ≤ T (n) ≤ t(dlg ne), pričom t(blg nc) ∈ Θ(φlg n), t(dlg ne) ∈ Θ(φlg n),

a preto aj

T (n) ∈ Θ(φlg n) = Θ(nlg φ) ≈ Θ(n0.69424).

Riešenie bez transformácie definičného oboru a bez použitia anihilátorov síce existuje, ale
bolo by omnoho ťažšie a zdĺhavejšie.

6Riešením S(n) = 2S(n/2) + n + 2 je S(n) ∈ Θ(n log n). Ak ale nahradíme rovnosť nerovnosťou, tak o riešení
S(n) ≤ 2S(n/2) + n + 2 môžeme tvrdiť, že je O(n log n).

7ham-sandwich = sendvič so šunkou
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2.5.3 Sekundárne rekurentné vzťahy

Uvažujme rekurentný vzťah T (n) = 2T (n
3

− 1) + n s počiatočnou podmienkou T (1) = 1.
Už vieme, ako pomocou transformácie definičného oboru získame tesný asymptotický odhad
T (n) ∈ Θ(n). Ako však získať exaktné riešenie?
Najprv sa pozrime na to, ako sa mení parameter n, keď sa dostávame hlbšie v rekurzívnych

výpočtoch. Definujme postupnosť 〈ni〉i∈N pomocou nasledujúceho rekurentného vzťahu

ni−1 =
ni

3
− 1 =⇒ ni = 3ni−1 + 3.

Ak k tomu pridáme aj počiatočnú podmienku n0 = 1, dostávame tzv. sekundárny rekurentný
vzťah, pretože po dosadení do pôvodného rekurentného vzťahu máme

T (ni) = 2T (ni−1) + ni,

t. j. ni je argumentom T , ak sme i iterácií rekurzie od počiatočnej podmienky n0 = 1.
Anihilátorom sekundárneho rekurentného vzťahu je (E−1)◦ (E−3) a všeobecným riešením

je ni = α3i + β. Po zohľadnení počiatočných podmienok n0 = 1 a n1 = 6 dostávame exaktné
riešenie

ni =
5
3
· 3i − 3

2
.

Na vyriešenie pôvodného rekurentného vzťahu použijeme transformáciu definičného oboru.
Ak položíme ti = T (ni), dostávame rekurentný vzťah ti = 2ti−1+ 5

2 ·3
i− 3

2 , ktorý už vieme riešiť.
Anihilátorom je (E−2)◦(E−3)◦(E−1) a všeobecným riešením α′3i +β′2i +γ′. Z počiatočných
podmienok t0 = 1, t1 = 8 a t2 = 37 dostávame exaktné riešenie

ti =
15
2
· 3i − 8 · 2i +

3
2
.

Riešenie pôvodného rekurentného vzťahu chceme mať v tvare funkcie parametra n, preto si
vyjadríme i ako funkciu n z n = ni = 5

2 · 3
i − 3

2 . Po úpravách máme

i = log3

(
2
5
n +

3
5

)
.

Dosadením tohoto vyjadrenia do vzťahu pre ti už dostávame hľadané exaktné riešenie:

T (n) =
15
2
· 3i − 8 · 2i +

3
2

=
15
2
· 3log3( 2

5
n+ 3

5) − 8 · 2log3( 2
5
n+ 3

5) +
3
2

=
15
2

(
2
5
n +

3
5

)
− 8 ·

(
2
5
n +

3
5

)log3 2

+
3
2

= 3n− 8 ·
(

2
5
n +

3
5

)log3 2

+ 6

Členy −8 · (2
5n + 3

5)log3 2 a 6 sú dominované členom 3n, čo len potvrdzuje už známy fakt
T (n) ∈ Θ(n). Exaktné vyjadrenie T (n) je však príliš komplikované. Preto, ak nie je zvláštny
dôvod s ním pracovať, budeme preferovať jednoduchšie, asymptotické vyjadrenie.
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Referencie

Cieľom tejto kapitoly bolo ukázať čitateľovi, ako je možné riešiť niektoré základné rekurentné
vzťahy. Niektoré ďalšie metódy riešenia rekurentných vzťahov pomocou anihilátorov, transfor-
mácie definičného oboru a sekundárnych rekurentných vzťahov sú popísané v [Lueker].

2.6 Úlohy

1. Dokážte, že každé kladné celé číslo sa dá zapísať ako súčet nesusedných Fibonacciho čísel.
T. j. ak sa v súčte nachádza Fn, potom tam už nemôžu byť použité Fn−1 ani Fn+1.
Napríklad: 24 = F8 + F3 + F1, 50 = F9 + F7 + F4.

2. Dokážte, že každé celé číslo sa dá zapísať v tvare
∑

i±3i, kde indexy i sú navzájom rôzne
nezáporné celé čísla. Napríklad: 19 = 33 − 32 + 30, 51 = 34 − 33 − 31.

3. Riešte nasledujúce rekurentné vzťahy. Pre každé riešenie nájdite tesný asymptotický odhad
v tvare Θ(f(n)) pre vhodnú funkciu f(n).

(a) A(n) = 2A(n/4) +
√

n

(b) B(n) = 3B(n/3) + n/ lg n

(c) C(n) = 2C(n−1)
C(n−2)

(d) D(n) = D(n− 1) + 1/n

(e) E(n) = E(n/2) + D(n)

(f) F (n) = 4F
(⌈

n−8
2

⌉
+
⌊

3n
logπ n

⌋)
+ 6
(
n+5

2

)
− 42n lg7 n +

√
13n− 6 + lg lg n+1

lg n lg lg lg n

(g) G(n) = 2G(n− 1)−G(n− 2) + n

(h) H(n) = 2H(n/2)− 2H(n/4) + 2n

(i) I(n) = I(n/2) + I(n/4) + I(n/6) + I(n/12) + n

(j) J(n) =
√

n · J(2
√

n) + n
(Pomôcka: vyriešte najprv sekundárny rekurentný vzťah j(n) = 1 + j(2

√
n).)

4. n-tý binárny Fibonacciho strom má nasledujúcu rekurentnú definíciu:

• F1 má jediný vrchol – koreň.

• Fibonacciho stromy Fn, n ≥ 2 získame z Fn−1 pridaním pravého potomka ku každému
listu a pridaním ľavého potomka ku kažému vrcholu, ktorý má zatiaľ len jedného
potomka (viď obrázok 2.5).

(a) Dokážte, že počet listov v strome Fn je rovný n-tému Fibonacciho číslu.

(b) Koľko vrcholov má strom Fn?

(c) Dokážte, že ľavý podstrom Fn je kópiou stromu Fn−2.

5. Popíšte a analyzujte dátovú štruktúru, v ktorej je uložená množina n záznamov, každý
obsahuje číselný kľúč a prioritu, pričom táto štruktúra umožňuje rýchlo vykonávať nasle-
dujúcu operáciu:

MaximumRozsahu(a, z): vráti záznam s najvyššou prioritou, ktorého kľúč je medzi a a
z.
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Obrázok 2.5: Prvých 6 binárnych Fibonacciho stromov. Podstrom každého stromu Fn tvorený
šedými vrcholmi je rovný stromu Fn−1.

Napríklad ak sú dvojice (kľúč, priorita) pre záznamy nasledovné:

(3, 1), (4, 9), (9, 2), (6, 3), (5, 8), (7, 5), (1, 4), (0, 7),

potom MaximumRozsahu(2, 8) vráti záznam s kľúčom 4 a prioritou 9 (druhý v poradí v
zozname).
Môžete predpokladať, že žiadne dva záznamy nemajú rovnaké kľúče ani priority a že žiaden
záznam nemá kľúč rovný a alebo z. Analyzujte priestorovú aj časovú zložitosť algoritmu
MaximumRozsahu, v ktorom je použitá dátová štruktúra najmenšia a algoritmus naj-
rýchlejší možný.
(Pomôcka: Ako by sa spočítal počet kľúčov medzi a a z? Aké by bolo riešenie problému,
ak by sme predpokladali, že a je vždy rovné −∞?)

6. Čuk a Huk hrajú nasledujúcu hru. Čuk zamieša štandardný balíček bridžových prostried-
kov8 tak, aby každá permutácia kariet v balíčku bola rovnako pravdepodobná. Potom si
začne z balíčka ťahať Huk postupne po jednej karte, až kým si nepotiahne trefovú trojku
(3♣) – v tomto okamihu sú všetky nepoužité karty v balíčku odstránené z hry.
Prvú kartu, ktorú si Huk potiahne, okamžite odovzdá Čukovi. Od tohto okamihu, až kým
hra neskončí, vždy keď si Huk potiahne kartu, ktorej hodnota je menšia než hodnota kar-
ty, ktorú dal Čukovi naposledy, odovzdá túto novú kartu Čukovi. Kvôli jednoznačnosti
hodnôt kariet sa pred hrou dohodli, že A = 1, J = 11,Q = 12 a K = 13.

(a) Napíšte rekurentný vzťah pre strednú hodnotu počtu kariet, ktoré si Huk potiahne.

(b) Napíšte rekurentný vzťah pre strednú hodnotu maximálnej hodnoty spomedzi kariet,
ktoré dá počas hry Huk Čukovi.

(c) Napíšte rekurentný vzťah pre strednú hodnotu minimálnej hodnoty spomedzi kariet,
ktoré dá počas hry Huk Čukovi.

(d) Napíšte rekurentný vzťah pre strednú hodnotu počtu kariet, ktoré dá počas hry Huk
Čukovi.

8štandardný balíček bridžových prostriedkov obsahuje 52 bridžových prostriedkov (pre laikov: kariet), každá
karta má priradenú jednu farbu z množiny {♣,♦,♥,♠} a jednu hodnotu z množiny {A,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K}.
Každá dvojica (farba,hodnota) sa v balíčku vyskytuje práve raz.
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Všetky štyri rekurentné vzťahy aj vyriešte.

(Pomôcka: Vyriešte úlohu pre balíček obsahujúci n kariet a potom položte n = 52.)



Kapitola 3

Rozdeľuj a panuj

Riadenie veľkej armády je rovnaké ako riadenie niekoľkých mužov:
je to iba otázka ich rozdelenia.

— Sūn Žı, The Art of War (cca 600 p.n.l.), preložil Lianel Giles
(1910)

Rozdeľuj a panuj je obľúbená metóda pri navrhovaní algoritmov, ktorá je založená na roz-
delení problému na menšie podproblémy dúfajúc, že riešenia týchto menších podproblémov sa
nájdu ľahšie a pomocou nich bude možné poskladať riešenie pôvodného problému.

Jedným z najjednoduchších príkladov použitia metódy Rozdeľuj a panuj je binárne prehľa-
dávanie. Nech je dané utriedené pole n prvkov. Základnou myšlienkou binárneho vyhľadávania
je, že pri hľadaní daného prvku a najprv ”otestujeme“ prostredný prvok poľa (porovnáme ho s
hľadaným prvkom) a pokračujeme v hľadaní v hornej resp. v dolnej polovici poľa podľa výsledku
porovnania.

Pozrime sa teraz na niekoľko ďalších algoritmov, založených na metóde Rozdeľuj a panuj.

3.1 MergeSort

MergeSort (triedenie zlučovaním) je jeden z najstarších triediacich algoritmov. Navrhol ho John
von Neumann už v roku 1945. Na vstupe algoritmu je pole n prvkov (neutriedené), ktoré si
v ďalšom označíme ako A[1 .. n]. Úlohou algoritmu je dané pole A[1 .. n] utriediť. Myšlienku
algoritmu MergeSort môžeme zhrnúť do nasledujúcich troch krokov (viď obrázok 3.1):

1. Rozdeľ pole A[1 .. n] na dve podpolia A[1 ..m] a A[m + 1 .. n], kde m = bn/2c.

2. Rekurzívne aplikuj algoritmus MergeSort na podpolia A[1 ..m] a A[m + 1 .. n].

3. Zlúč obe utriedené podpolia A[1 ..m] a A[m + 1 .. n] do jedného utriedeného zoznamu.

Prvý krok je triviálny. Potrebujeme len určiť index m mediánu. Aj ďalší krok je jednoduchý,
ide len o rekurzívne volanie. Podstatná časť práce sa vykoná v poslednom kroku. Dve utriedené
podpolia A[1 ..m] a A[m + 1 .. n] sa spoja pomocou jednoduchého algoritmu v lineárnom čase.
Na obrázku 3.2 je už kompletný algoritmus, v ktorom, kvôli sprehľadneniu, vyčleníme zlučovací
krok ako samostatnú procedúru.

Dôkaz korektnosti algoritmu urobíme matematickou indukciou. Najprv ukážeme správnosť
procedúry Zlúč indukciou podľa súčtu veľkostí polí A[i ..m] a A[j .. n], ktoré je ešte potrebné



3.1 MergeSort 36

Vstup: P R Í K L A D T R I E D E N I A
Rozdelenie: P R Í K L A D T R I E D E N I A
Rekurzia: A D Í K L P R T A D E E I I N R
Zlúčenie: A A D D E E I I Í K L N P R R T

Obrázok 3.1: Príklad triedenia zlučovaním.

MergeSort(A[1 .. n]) :
if (n > 1)

m← bn/2c
MergeSort (A[1 ..m])
MergeSort (A[m + 1 .. n])
Zlúč (A[1 .. n],m)

Zlúč(A[1 .. n],m) :
i← 1; j ← m + 1
for k ← 1 to n
if j > n

B[k]← A[i]; i← i + 1
else if i > m

B[k]← A[j]; j ← j + 1
else if A[i] < A[j]

B[k]← A[i]; i← i + 1
else

B[k]← A[j]; j ← j + 1
for k ← 1 to n

A[k]← B[k]

Obrázok 3.2: Algoritmus MergeSort

zlúčiť do B[k .. n]. Polia A[i ..m] = A[1 ..m] a A[j .. n] = A[m+1 .. n] sú podpolia vstupného poľa
A[1 .. n] určené parametrom m. Prípad, ak aspoň jedno z polí je prázdne, je ľahký. Algoritmus
už len skopíruje prázdne pole do pomocného poľa B. V opačnom prípade je najmenším prvkom
z oboch polí buď A[i], alebo A[j], keďže obe polia A[i ..m] a A[j .. n] sú zotriedené. Takže aj
do B[k] sa priradí správna hodnota. Zostávajúce polia (A[i + 1 ..m] a A[j .. n], alebo A[i ..m] a
A[j+1 .. n]) sú v súčte o jeden prvok menšie, a teda, podľa indukčného predpokladu, sa korektne
zlúčia do poľa B[k + 1 .. n]. Tým je korektnosť ukázaná.
Správnosť algoritmuMergeSort ukážeme znovu pomocou matematickej indukcie.1 Prípad

n ≤ 1 je triviálny. V ostatných prípadoch sú, podľa indukčného predpokladu, polia A[1 ..m]
a A[m + 1 .. n] korektne utriedené a procedúra Zlúč ich korektne zlúči do jedného utriedeného
výstupu.

Aká je výpočtová zložitosť? Keďže máme rekurentný algoritmus, mali by sme dostať nejaký
rekurentný vzťah. Procedúra Zlúč sa vykoná v lineárnom čase, keďže je to len jednoduchý
cyklus s konštantne trvajúcimi operáciami. Rekurentný vzťah pre MergeSort je nasledovný:

T (1) ∈ O(1), T (n) = T (dn/2e) + T (bn/2c) + g(n), g(n) ∈ O(n).

Použitím výsledku z kapitoly 2.5.1 dostávame

T (n) = S(n− 2) ∈ O((n− 2) log (n− 2)) = O(n log n).
1Tentokrát pomocou úplnej matematickej indukcie.
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3.2 QuickSort

QuickSort objavil Tony Hoare v roku 1962. Najdôležitejšou časťou algoritmu je rozdelenie poľa
na dve podmnožiny tak, aby ich zlúčenie bolo triviálne.

Na vstupe algoritmu je, podobne ako pri predchádzajúcom agoritme, neutriedené poleA[1 .. n]
a úlohou algoritmu je dané pole utriediť. Myšlienku algoritmu môžeme zhrnúť do nasledujúcich
troch krokov (viď obrázok 3.3):

1. Zvoľ prvok poľa, ktorý bude pivotom.

2. Rozdeľ pole na tri podpolia obsahujúce prvky menšie, než pivot, prvky rovné pivotu a prv-
ky väčšie než pivot.

3. Rekurzívne aplikuj QuickSort na prvé a na tretie podpole.

Vstup: P R Í K L A D T R I E D E N I A
Rozdelenie: P R Í K L A D T R I E D E N I A
Rekurzia: I E Í A D A D E I K T L R N P R
Zlúčenie: A A D D E E I I Í K L N P R R T

Obrázok 3.3: Príklad triedenia algoritmom QuickSort.

Ukážeme si formálny popis algoritmu QuickSort. Procedúra Rozdeľ má ako vstupný
parameter pozíciu pivota a vracia novú pozíciu pivota po rozdelení.

QuickSort(A[1 .. n]):
if (n > 1)
Zvoľ pivot A[p]
k ← Rozdeľ (A, p)
QuickSort(A[1 .. k − 1])
QuickSort(A[k + 1 .. n])

Rozdeľ(A[1 .. n], p):
if (p 6= n)
Zameň A[p]↔ A[n]

i← 0; j ← n
while (i < j)
repeat i← i + 1 until (i = j) or A[i] > A[n]
repeat j ← j − 1 until (i = j) or A[j] < A[n]
if (i < j)
Zameň A[i]↔ A[j]

if (i 6= n)
Zameň A[i]↔ A[n]
return i

Obrázok 3.4: Algoritmus Quicksort

Rovnako ako pri algoritme MergeSort, aj korektnosť algoritmu QuickSort je možné
ukázať pomocou dvoch aplikácií matematickej indukcie. Najprv sa ukáže o procedúre Rozdeľ,
že korektne rozdeľuje, a následne sa použije úplná matematická indukcia na dôkaz korektnosti
algoritmu QuickSort, pri ktorom sa využije korektnosť procedúry Rozdeľ. Technické detaily
nechávame ako cvičenie pre čitateľa.

Aj analýza výpočtovej zložitosti je podobná tej predchádzajúcej. Procedúra Rozdeľ sa
vykoná v čase O(n): začína s j − i = n, na konci je j − i = 0 a v každej iterácii, v ktorej
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inkrementujeme2 i, alebo dekrementujeme3 j, vykonávame konštantne dlho trvajúce operácie.
Pre výpočtovú zložitosť algoritmu QuickSort dostávame rekurentný vzťah, ktorý závisí na k,
pozícii pivota v utriedenom poli:

T (n) = T (k − 1) + T (n− k) + g(n), g(n) ∈ O(n)

Ak by sme vedeli zvoliť pivot tak, aby bol mediánom poľa A, mali by sme k = dn/2e, veľkosti
podproblémov by boli k sebe najbližšie, ako sa len dá, a rekurentný vzťah by nadobudol tvar

T (n) = 2T (dn/2e − 1) + T (bn/2c) + g(n) ≤ 2T (n/2) + g(n), g(n) ∈ O(n).

Použitím Hlavnej vety by sme potom dostali T (n) ∈ O(n log n).
Nanešťastie, aj keď teoreticky je možné nájsť medián neutriedeného poľa v lineárnom čase,

algoritmus na jeho nájdenie je príliš komplikovaný. V praxi sa preto používa niečo jednoduchšie,
napríklad sa ako pivot zvolí prvý alebo posledný prvok poľa, prípadne sa pivot zvolí náhodne.
Takto však môže byť k ľubovoľné celé číslo z intervalu [1, n], čiže platí:

T (n) = max
1≤k≤n

(T (k − 1)) + T (n− k) + g(n)) , g(n) ∈ O(n)

V najhoršom prípade sú oba podproblémy totálne nevyvážené – buď k = 1, alebo k = n – a
rekurentný vzťah dostáva tvar T (n) ≤ T (n−1)+g(n), ktorého riešením je T (n) ∈ O(n2). Nie je
zatiaľ známa žiadna jednoduchá heuristika na voľbu mediánu, ktorej rekurentný vzťah by mal
v najhoršom prípade riešenie asymptoticky lepšie, než T (n) ∈ O(n2).
Pri jednoduchej (prípadne náhodnej) voľbe pivota je nepravdepodobné, aby sa ako pivot

zvolil najväčší, prípadne najmenší prvok poľa. Pivot padne zvyčajne niekde doprostred poľa,
povedzme medzi n/10 a 9n/10. Za tohoto predpokladu by bola priemerná výpočtová zložito-
sť O(n log n). Aj keď je tento predpoklad správny, formálny dôkaz o efektívnosti QuickSortu
v priemernom prípade uvedieme až neskôr.

3.3 Spoločný vzor

Algoritmy MergeSort aj QuickSort používajú tri kroky spoločné pre algoritmy typu ’roz-
deľuj a panuj‘:

1. Rozdeľ problém na niekoľko menších a nezávislých podproblémov.

2. Rekurziou vypočítaj riešenie každého podproblému.

3. Zlúč riešenia podproblémov do celkového riešenia.

Akonáhle je veľkosť podproblému konštantne malá, rekurzia sa ukončí. Ak však ani pri malej
veľkosti nie je podproblém riešiteľný, musíme použiť na riešenie inú metódu.

Dôkaz správnosti algoritmu typu ’rozdeľuj a panuj‘ je často robený úplnou matematickou
indukciou. Výpočtová zložitosť je zas rovná riešeniu vhodného rekurentného vzťahu, ktorý je
často (aj keď nie vždy) riešiteľný pomocou Hlavnej vety, prípadne s transformáciou definičného
oboru.

2zvyšujeme o 1
3znižujeme o 1
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3.4 Násobenie

Štandardný školský algoritmus na sčítanie dvoch n-ciferných čísel vieme previesť v čase O(n)
– je to jednoduchá iteračná metóda s prenosom zvyšku vyžadujúca poznať len jednociferné
sčítanie. Podobný je aj elementárny algoritmus na násobenie n-ciferného čísla jednociferným
číslom, ktorý tiež vieme previesť v čase O(n).
S násobením dvoch n-ciferných čísel je to už ťažšie. Každý stredoškolák vie (určite?), že tento

problém sa dá redukovať na n jednociferných násobení a rovnaký počet sčítaní n-ciferných čísel:

31415962
× 27182818
251327696
31415962
251327696
62831924
251327696
31415962
219911734
62831924
853974377340916

Tento algoritmus je možné formálne zapísať vo forme dvoch do seba vnorených cyklov. V čias-
točných súčinoch máme dokopy O(n2) cifier a práca s každou z nich nám zaberie konštantný
čas, čo dáva celkovú výpočtovú zložitosť O(n2).
Pozrime sa však na nasledujúcu rovnosť:

(10ma + b)(10mc + d) = 102mac + 10m(bc + ad) + bd

Z tejto rovnosti môžeme odvodiť algoritmus typu ’rozdeľuj a panuj‘ ktorý počíta súčin dvoch
n-ciferných čísel x a y.

Násobenie(x, y, n):
if n = 1
return x · y
else

m← dn/2e
a← bx/10mc; b← x mod 10m

d← by/10mc; c← y mod 10m

e← Násobenie(a, c,m)
f ← Násobenie(b, d, m)
g ← Násobenie(b, c, m)
h← Násobenie(a, d,m)
return 102me + 10m(g + h) + f

Každý zo štyroch podsúčinov e, f, g, h je počítaný rekurzívne. V poslednom riadku už nie
sú žiadne násobenia s výnimkou násobenia mocninou 10 – avšak to sa dá zrealizovať rýchlo
posunutím cifier a dopísaním potrebného počtu núl. Indukciou sa dá ľahko ukázať správnosť
algoritmu. Výpočtovú zložitosť určíme z rekurentného vzťahu
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T (1) = 1, T (n) = 4T (dn/2e) + g(n), g(n) ∈ O(n),

ktorého riešením podľa Hlavnej vety je T (n) ∈ O(n2) (s využitím jednoduchej transformácie
definičného oboru). Veľmi nám to však nepomohlo, zložitosť je rovnaká ako pri štandardnom
algoritme pre násobenie. Existuje však postup, ktorý ako prvý navrhol Anatolĭı Karatsuba v roku
19624. Prostredný člen bc + ad je možné vypočítať len pomocou jediného násobenia použitím
jednoduchého faktu:

ac + bd− (a− b)(c− d) = bc + ad

To nám dovoľuje nahradiť posledné tri riadky predchádzajúceho algoritmu nasledovne:

RýchleNásobenie(x, y, n):
if n = 1
return x · y

else
m← dn/2e
a← bx/10mc; b← x mod 10m

d← by/10mc; c← y mod 10m

e← RýchleNásobenie(a, c,m)
f ← RýchleNásobenie(b, d, m)
g ← RýchleNásobenie(a− b, c− d,m)
return 102me + 10m(e + f − g) + f

Výpočtová zložitosť Karatsubovho algoritmuRýchleNásobenie je daná rekurentným vzťa-
hom

T (1) = 1, T (n) ≤ 3T (dn/2e) + g(n), g(n) ∈ O(n).

Po transformácii definičného oboru a dosadení do Hlavnej vety dostávame riešenie T (n) ∈
O(nln 3) .= O(n1.585), čo je významné zlepšenie oproti predchádzajúcim kvadratickým algorit-
mom.5 V praxi sa miesto násobenia v desiatkovej sústave samozrejme používa dvojková sústava.

Túto myšlienku môžeme rozvinúť ďalej, rozdeliť čísla na viac častí a kombinovať ich kompli-
kovanejšími spôsobmi. Dostávame tak ešte rýchlejšie algoritmy pre násobenie. Táto myšlienka
konverguje k Rýchlej Fourierovej transformácii (FFT)6, komplikovanému algoritmu typu ’roz-
deľuj a panuj‘, ktorým je možné vynásobiť dve n-ciferné čísla v čase O(n log n).

3.5 Umocňovanie

Je dané číslo a, kladné celé číslo n a predpokladajme, že chceme vypočítať mocninu an. Štan-
dardná naivná metóda znamená vykonať v jednoduchom cykle n− 1 násobení číslom a:

4Ale už okolo roku 1800 ho použil Gauss pri násobení komplexných čísel pomocou troch násobení reálnych
čísel.

5Karatsuba v skutočnosti navrhol algoritmus založený na vzťahu (a + c)(b + d) − ac − bd = bc + ad. Tento
algoritmus tiež beží v čase O(nln 3), ale a + b a c + d môžu mať až m + 1 cifier. Zjednodušenú verziu, ktorú tu
používame, navrhol Donald Knuth.

6Tento rýchly algoritmus na násobenie celých čísel pomocou FFT objavili Arnold Schönhage a Volker Strassen
v roku 1971.
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PomaléUmocňovanie(a, n):
x← a
for i← 2 to n

x← x · a
return x

Tento iteračný algoritmus vyžaduje n násobení.

Číslo a môže byť celé, racionálne alebo reálne (aj keď sa s reálnymi číslami v počítačoch
pracuje len s určitou konečnou presnosťou, takže ich môžeme považovať za racionálne). Hodnota
a dokonca nemusí byť ani číslom, pokiaľ je to niečo, čo dokážeme násobiť. Tento algoritmus
môžeme využiť napríklad na výpočet mocnín v tvare xa mod n, kde a, b, n sú prirodzené čísla
(operácia bežne používaná v kryptografii) alebo na výpočet mocnín matíc (operácia používaná
pri rekurentných vzťahoch a pri výpočte najkratších ciest v grafe). Všetko, čo potrebujeme,
aby algoritmus fungoval, je, aby bolo a prvkom nejakej multiplikatívnej grupy7 (napr. prvok
grupy Z2[x]/(x8 + x5 + x3 + x + 1))8. Keďže nevieme, čo budeme násobiť, nemôžeme ani vedieť,
ako dlho nám potrvá jedno násobenie. Sme preto nútení analyzovať výpočtový čas podľa počtu
vykonaných násobení.

Existuje omnoho rýchlejšia metóda typu ’rozdeľuj a panuj‘, ktorá využíva jednoduchý vzťah
an = abn/2c · adn/2e. Tento prístup je efektívny aj preto, lebo akonáhle vypočítame prvý člen
abn/2c, druhý člen adn/2e je možné vypočítať použitím najviac jedného násobenia.

RýchleUmocňovanie(a, n):
if n = 1
return a

else
x← RýchleUmocňovanie(a, bn/2c)
if n je párne
return x · x

else
return x · x · a

Horný odhad celkový počet násobení je daný rekurentným vzťahom T (n) = T (bn/2c) + 2
a počiatočnou podmienkou T (1) = 0. Po transformácii definičného oboru dostávame podľa
Hlavnej vety riešenie T (n) ∈ O(log n). Tento algoritmus je už asymptoticky optimálny. Každý
algoritmus pre výpočet an musí totiž vykonať Ω(log n) násobení.

3.6 Optimálne binárne vyhľadávacie stromy I.

Ďalší príklad kombinuje stratégiu ’rozdeľuj a panuj‘ s rekurzívnym backtrackom.
7 grupa je dvojica (G,⊗), kde G je množina a funkcia ⊗ : G×G → G spĺňa tieto tri axiómy:

1. Existuje jednotkový prvok 1 ∈ G taký, že 1⊗ g = g ⊗ 1 = g pre každé g ∈ G.

2. Každý prvok g ∈ G má inverzný prvok g−1 ∈ G taký, že g ⊗ g−1 = g−1 ⊗ g = 1

3. Funkcia je asociatívna: pre ľubovoľné prvky f, g, h ∈ G platí f ⊗ (g ⊗ h) = (f ⊗ g)⊗ h.

8použitá v šifrovacom algoritme AES; Joan Daemen, Vincent Rijmen. The Design of Rijndael. AES - The
Advanced Encryption Standard, Springer, 2002
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Vieme, že čas potrebný na úspešné hľadanie v binárnom strome je priamo úmerný počtu
predkov9 hľadaného vrchola, t. j. priamo úmerný od jeho hĺbky. Odtiaľ plynie, že najhorší čas
hľadania je priamo úmerný výške celého stromu. Ak teda chceme minimalizovať tento najhorší
čas, mali by sme mať výšku stromu čo najmenšiu. V ideálnom prípade by mal byť binárny strom
perfektne vyvážený.

Často je pri používaní binárnych vyhľadávacích stromov dôležitejšie minimalizovať celkovú
cenu niekoľkých hľadaní, než minimalizovať najhorší čas jedného hľadania. Ak je napríklad
prvok x vyhľadávaný omnoho častejšie než prvok y, čas potrebný na hľadanie by sa dal ušetriť
umiestnením prvkov tak, aby hĺbka x bola menšia než hĺbka y. A to dokonca aj vtedy, ak by sa
tým mala zvýšiť celková výška stromu. Prefektne vyvážený strom totiž nie je najlepšia voľba,
ak vieme, že niektoré prvky sú, pokiaľ ide o ich hľadanie, omnoho ”populárnejšie“ než iné.
Dokonca aj n-prvkový totálne nevyvážený strom s hĺbkou Ω(n) môže byť za určitých okolností
tou najlepšou voľbou.

Predchádzajúci problém teraz skúsme formalizovať: Predpokladajme, že máme dané pole n
kľúčov A[1 .. n] a pole zodpovedajúcich frekvencií prístupov f [1 .. n]. Frekvencia prístupov f [i]
zodpovedá tomu, že počas celého životného cyklu vyhľadávacieho stromu budeme hľadať prvok
A[i] presne f [i]-krát. Našou úlohou je vytvoriť taký binárny vyhľadávací strom, v ktorom bude
celkový čas hľadania minimálny.

Prv, než začneme rozmýšľať o riešení tohto problému, potrebujeme zostaviť správnu účelovú
funkciu, ktorú sa budeme snažiť optimalizovať. Predpokladajme, že už máme skonštruovaný
vyhľadávací strom T̃ s n vrcholmi. Nech vi označuje vrchol stromu T̃ , ktorému odpovedá frek-
vencia prístupov A[i] a nech #pred(vi) označuje počet predkov vrchola vi. Celkový vyhľadávací
čas (až na konštantný násobok) je daný vzťahom:10

Cena(T̃ , f [1 .. n]) =
n∑

i=1

f [i] ·#pred(vi) =
n∑

i=1

f [i] ·
n∑

j=1

[vj je predkom vi]

Keďže sčítanie je komutatívne, môžeme prehodiť poradie sumácie:

Cena(T̃ , f [1 .. n]) =
n∑

j=1

n∑
i=1

f [i] · [vj je predkom vi]

Hodnotu Cena(T̃ , f [1 .. n]) môžeme prepísať, využijúc rekurzívnu štruktúru stromu T̃ , na
súčet cez ľavý podstrom T̃ , cez pravý podstrom T̃ a hodnotu v koreni. Predpokladajme, že
koreňom stromu je vrchol vr. Kedže indexy vrcholov odpovedajú ich in–order11 poradiu v strome
T̃ , máme

Cena(T̃ , f [1 .. n]) =
r−1∑
j=1

n∑
i=1

f [i] · [vj je predkom vi]

+
n∑

i=1

f [i] · [vr je predkom vi]

+
n∑

j=r+1

n∑
i=1

f [i] · [vj je predkom vi]

9Predkom vrchola v je buď on samotný, alebo každý predok jeho rodiča. Vlastným predkom vrchola v je každý
jeho predok okrem neho samotného.
10Ak je P výrok, potom pomocou [P ] budeme označovať indikátor pre výrok P . Jeho hodnota je 1, ak je P
pravdivý a 0, ak P neplatí. Je to totožné s výrazom jazykov C/C++/Java v tvare P ? 1 : 0.
11In–order poradie vrcholov v binárnom strome je také, kde pred každým vnútorným vrcholom sú vrcholy jeho
ľavého podstromu a za ním sú vrcholy jeho pravého podstromu.
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Všetky tri čiastočné sumy sa dajú zjednodušiť. Vrcholy v ľavom podstrome môžu byť pred-
kami tiež len vrcholov ľavého podstromu. Môžeme preto znížiť hornú medzu vnútornej sumy
pre ľavý podstrom z n na r − 1. Podobne aj vo vnútornej sume pre pravý podstrom môžeme
zvýšiť dolnú medzu vnútornej sumy z 1 na r+1. Napokon, koreň vr je predkom každého vrchola
stromu, indikátor v prostrednom člene teda nie je potrebný:

Cena(T̃ , f [1 .. n]) =
r−1∑
j=1

r−1∑
i=1

f [i] · [vj je predkom vi]

+
n∑

i=1

f [i]

+
n∑

j=r+1

n∑
i=r+1

f [i] · [vj je predkom vi]

Vyzerá to možno komplikovane, ale len kým si neuvedomíme, že prvý a tretí člen sú podobné
nášmu prvému vyjadreniu pre Cena(T̃ , f [1 .. n]). Konečne sme sa dopracovali k rekurzívnému
vyjadreniu pre Cena(T̃ , f [1 .. n]):

Cena(T̃ , f [1 .. n]) = Cena(ľavý(T̃ ), f [1 .. r − 1]) +
n∑

i=1
f [i] + Cena(pravý(T̃ ), f [r + 1 .. n])

pričom ľavý(T̃ ) a pravý(T̃ ) označujú ľavý, resp. pravý podstrom stromu T̃ . Počiatočnou pod-
mienkou je prípad n = 0, t. j. prázdny strom, pre ktorý definujeme jeho cenu rovnú nule.
Naším cieľom teraz je nájsť strom T̃opt, ktorý minimalizuje účelovú funkciu Cena(T̃ , f [1 .. n]).

Predpokladajme, že koreňom stromu T̃opt je vrchol vr. Z rekurzívnej definície Cena(T̃ , f [1 .. n])
vyplýva, že aj ľavý podstrom ľavý(T̃opt) musí byť optimálnym vyhľadávacím stromom pre kľúče
A[1 .. r− 1] a frekvencie prístupov f [1 .. r− 1]. Podobne aj pravý podstrom pravý(T̃opt) musí byť
optimálnym vyhľadávacím stromom pre kľúče A[r + 1 .. n] a frekvencie prístupov f [r + 1 .. n].
Akonáhle teda zvolíme správny kľúč za koreň stromu, zvyšok stromu budeme vedieť poskladať
pomocou rekurzie.

Označme OptCena(f [1 .. n]) optimálnu cenu vyhľadávacieho stromu pre zadané frekvencie
prístupov f [1 .. n]. Platí pre ňu rekurentný vzťah

OptCena(f [1 .. n]) = min
1≤r≤n

{
OptCena(f [1 .. r − 1]) +

n∑
i=1

f [i] + OptCena(f [r + 1 .. n])
}

s počiatočnou podmienkou OptCena(f [1 .. 0]) = 0.
Tento rekurentný vzťah môže byť mechanicky transformovaný na rekurzívny algoritmus,

ktorého výpočtová zložitosť T (n) spĺňa:

T (n) =
n∑

k=1

(T (k − 1) + T (n− k)) + g(n), g(n) ∈ Θ(n)

Člen g(n) ∈ Θ(n) odpovedá celkovému počtu vyhľadávaní
n∑

k=1

f [i]. Rekurentný vzťah pre T (n)

nevyzerá na prvý pohľad tak, ako niektorý z tých, ktoré už poznáme. Musíme ho transformovať
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do známeho tvaru:

T (n) = 2
n−1∑
k=0

T (k) + g(n)

T (n− 1) = 2
n−2∑
k=0

T (k) + g(n− 1)

T (n)− T (n− 1) = 2T (n− 1) + h, h ∈ Θ(1)
T (n) = 3T (n− 1) + h

Použitím metódy anihilátorov dostávame T (n) ∈ Θ(3n) .

Na záver ešte poznamenajme, že náš rekurzívny algoritmus neskúma všetky binárne vy-
hľadávacie stromy. Pre počet všetkých binárnych stromov N(n) s n vrcholmi platí rekurentný
vzťah:

N(n) =
n−1∑
k=1

N(k − 1) ·N(n− k), N(0) = 1,

ktorého riešením je N(n) ∈ Θ(4n/
√

n). Náš algoritmus teda ušetrí veľa času tým, že hľadá
nezávisle ľavé a pravé optimálne vyhľadávacie stromy. V množine všetkých binárnych stromov,
ktorej kardinalita je N(n), sa totiž nachádzajú všetky dvojice ľavých a pravých podstromov.

3.7 Úlohy

1. Vybraná podpostupnosť postupnosti A pozostáva z množiny niektorých prvkov A (nie
nutne idúcich po sebe), usporiadaných v tom poradí, v akom sú zoradené v A. Ak je B
vybranou podpostupnosťou A, potom je A vybranou nadpostupnosťou B.

(a) Popíšte a analyzujte jednoduchý rekurzívny algoritmus, ktorý pre dané dve postup-
nosti A a B určí dĺžku ich najdlhšej spoločnej vybranej podpostupnosti. Napríklad
pre reťazce ALGORITMUS a ALGEBRAICKÝ tento algoritmus vráti 5, čo je dĺžka najdlhšej
spoločnej vybranej podpostupnosti ALGRI.

(b) Popíšte a analyzujte jednoduchý rekurzívny algoritmus, ktorý pre dané dve postup-
nosti A a B určí dĺžku ich najkratšej spoločnej vybranej nadpostupnosti. Napríklad
pre reťazce ALGORITMUS a ALGEBRAICKÝ tento algoritmus vráti 16, čo je dĺžka naj-
kratšej spoločnej vybranej nadpostupnosti ALGOEBRAITCKÝMUS.

(c) Pre ľubovoľné dve postupnosti A a B označme |A| a |B| ich dĺžky, lcs(A,B) dĺžku
ich najdlhšej spoločnej vybranej podpostupnosti a scs(A,B) dĺžku ich najkratšej
spoločnej vybranej nadpostupnosti.
Dokážte, že |A|+ |B| = lcs(A,B) + scs(A,B) pre všetky postupnosti A a B.
(Pomôcka: Existuje jednoduchý neinduktívny dôkaz.)

Rekurzívne algoritmy nemusia byť najefektívnejšie, dôležitejšie je, aby mali jednoduchú
a správnu rekurzívnu štruktúru.

2. Ste jeden zo súťažiacich, ktorí hrajú nasledujúcu hru: Pred vami je štvorcová sieť rozmerov
m × n a v každom štvorci je uzavretá krabička obsahujúca jedinečné číslo12. Cena za
otvorenie krabičky je 1e. Cieľom hry je nájsť krabičku obsahujúcu vyššie číslo, než je číslo
v susedných krabičkách v štvorcovej sieti13. Víťazom hry sa stáva ten súťažiaci, ktorý na
nájdenie požadovanej krabičky minie najmenšiu sumu peňazí.

12čísla vo všetkých krabičkách sú navzájom rôzne
13pod, nad, vľavo a vpravo – ak sa v tom smere nejaká krabička nachádza
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(a) Predpokladajte, že m = 1. Popíšte algoritmus, ktorý nájde krabičku obsahujúcu vyš-
šie číslo, než je číslo v susedných krabičkách. Koľko krabičiek otvorí tento algoritmus
v najhoršom prípade?

(b) Predpokladajte, že m = n. Popíšte algoritmus, ktorý nájde krabičku obsahujúcu vyš-
šie číslo, než je číslo v susedných krabičkách. Koľko krabičiek otvorí tento algoritmus
v najhoršom prípade?

(c) Dokážte, že riešenie z časti (b) je asymptoticky optimálne.

3. Aká je asymptotická výpočtová zložitosť najrýchlejšieho algoritmu na riešenie Sudoku?
Sudoku je štvorcová mriežka zložená z 9× 9 štvorcov rozdelená na deväť podmriežok roz-
meru 3×3. Niektoré z týchto štvorcov obsahujú cifru (1 až 9), ostatné sú prázdne. Cieľom je
dopísať cifry do prázdnych štvorcov tak, aby cifry vo všetkých riadkoch, všetkých stĺpcoch
a všetkých vyznačených 3× 3 podmriežkach tvorili permutáciu množiny {1, 2, . . . , 9}.

2 6 8
3 5

4
9 7 6

3 2
4 5 8
8

7
9

9 4 7

Sudoku.

4. Náhodný výber. Je daná množina A = {a1, . . . , an} obsahujúca n prvkov (neutriedených) a
číslo k. Úlohou je nájsť k-ty najmenší prvok množiny A. Jednoduchým riešením je utriediť
pole vzostupne a potom sa pozrieť na k-ty prvok, no na to potrebujeme čas Θ(n log n).
Pravdepodobnostným algoritmom uvedeným nižšie sa pokúsime dosiahnuť lepší čas (aspoň
v priemere).

RýchlyVýber(množina A = {a1, . . . , an}, n, k):
pivot← NáhodnéČíslo(1, n)
S ← {X|x ∈ A, x < apivot}
s← |S|
L← {X|x ∈ A, x > apivot}
if (k = s + 1)
return apivot

else if (k ≤ s)
return RýchlyVýber(S, s, k)
else
return RýchlyVýber(L, n− (s + 1), k − (s + 1))

Tuná predpokladáme, že NáhodnéČíslo(a, b) je procedúra, ktorá vráti celé číslo zvolené
rovnomerne náhodne z intervalu [a, b] (vrátane a a b). Pozícia pivota je teda zvolená
náhodne, S je množina prvkov menších než pivot a L je množina prvkov väčších než pivot.
Pole sa v každej iterácii rozdelí na tieto dve časti a rekurzia pokračuje ďalej nad príslušnou
časťou.
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(a) Napíšte rekurentný vzťah pre priemerný výpočtový čas algoritmu RýchlyVýber.

(b) Nech x, y ∈ A sú ľubovoľné prvky poľa. Aká je pravdepodobnosť, že tieto dva prvky
budú počas výpočtu algoritmu RýchlyVýber porovnané?

(c) Pomocou výsledku (a) alebo (b) odvoďte priemerný výpočtový čas algoritmu Rých-
lyVýber.



Kapitola 4

Dynamické programovanie

4.1 Fibonacciho čísla

Z rekurzívnej definície Fibonacciho čísel F0 = 0, F1 = 1 a Fn = Fn−1 + Fn−2 pre všetky n ≥ 2
priamo vyplýva rekurzívny algoritmus na ich výpočet:

RekFibo(n) :
if (n < 2)
return n
else
return RekFibo(n− 1) + RekFibo(n− 2)

Aká je výpočtová zložitosť tohoto algoritmu? Odhliadnuc od rekurzívnych volaní, algorit-
mus obsahuje už len jedno porovnanie a prípadne jedno sčítanie. Ak označíme ako T (n) počet
rekurzívnych volaní RekFibo pri výpočte Fn, dostávame rekurentný vzťah

T (0) = 1, T (1) = 1, T (n) = T (n− 1) + T (n− 2) + 1.

Vyzerá to veľmi podobne, ako rekurentný vzťah pre Fibonacciho postupnosť! Metódou anihilá-
torov dostávame asymptotický odhad Θ(φn), kde φ = (1 +

√
5)/2. 1 Indukciou je možné ľahko

ukázať, že T (n) = 2Fn+1 − 1 . Inými slovami, výpočet Fn pomocou tohoto algoritmu má viac

než dvakrát toľko krokov, než je samotná hodnota Fn

Môžeme sa na to pozrieť aj inak:RekFibo počas svojho behu vytvára veľký binárny sčítavací
strom obsahujúci len nuly a jednotky. Keďže výstupom na konci je Fn, náš algoritmus musí volať
počiatočnú podmienku RekFibo(1) (ktorá vracia 1) presne Fn-krát a RekFibo(0) presne Fn−1-
krát. Sčítavací strom má potom Fn+Fn−1 = Fn+1 listov, a keďže je úplným binárnym stromom,
musí mať 2Fn+1 − 1 vrcholov.

4.2 Memorizácia a Dynamické programovanie

Zrejmý dôvod, prečo je rekurzívny algoritmus tak pomalý, je, že počíta tie isté Fibonacciho čísla
znovu a znovu. Jedno volanie RekFibo(n) má za následok jedno rekurzívne volanie RekFi-
bo(n − 1), dve rekurzívne volania RekFibo(n − 2), tri rekurzívne volania RekFibo(n − 3),

1čo je, ako už vieme, tzv. zlatý rez
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päť rekurzívnych volaní RekFibo(n − 4) a vo všeobecnosti Fk−1 rekurzívnych volaní RekFi-
bo(n − k) pre každé 0 ≤ k < n. Nuž a v každom volaní počítame nanovo to isté Fibonacciho
číslo.

Jednoduchým zapamätaním si už vypočítaných čísel v poli F [] a ich neskorším používa-
ním namiesto opakovaného počítania môžeme tento algoritmus výrazne urýchliť. Tento postup
voláme memorizácia.

MemFibo(n) :
if (n < 2)
return n
else
if F [n] je nedefinované

F [n]←MemFibo(n− 1) +MemFibo(n− 2)
return F [n]

Ak sa bližšie pozrieme na rekurzívne volania v algoritme MemFibo vidíme, že pole F [] sa
napĺňa postupne zospodu: najprv F [2], potom F [3] a tak ďalej až po F [n]. Len čo si však toto
uvedomíme, môžeme nahradiť rekurziu n− 1 iteráciami jednoduchého cyklu, ktorý v rovnakom
poradí napĺňa naše pole miesto toho, aby sme sa spoliehali, že to za nás urobí komplikovaná
rekurzia. Týmto sme však dostali náš prvý algoritmus dynamického programovania.

IterFibo(n) :
F [0] ← 0
F [1] ← 1
for i← 2 to n

F [i] ← F [i− 1] + F [i− 2]
return F [n]

IterFibo má výpočtovú zložitosť O(n) a priestorovú tiež O(n), čo je exponenciálne zrýchle-
nie oproti pôvodnému rekurzívnemu algoritmu. Môžeme dokonca zredukovať priestorové nároky
až na O(1), ak si všimneme, že nikdy nepotrebujeme viac než posledné dva prvky poľa:

IterFibo2(n) :
predch ← 1
akt ← 0
for i← 1 to n
nasl ← akt + predch
predch ← akt
akt ← nasl
return akt

Avšak ani toto ešte nemusí byť najrýchlejší algoritmus na výpočet Fibonacciho čísel. Pozrime
sa na algoritmus založený na násobení matíc, ktorý využíva nasledujúci fakt:[

0 1
1 1

] [
x
y

]
=
[

y
x + y

]
Inými slovami, násobenie dvojrozmerného vektora maticou [01

1
1] má ten istý efekt ako jedna

iterácia vnútorného cyklu algoritmu IterFibo2. Odtiaľ môžeme odvodiť, že vynásobenie touto
maticou n-krát je to isté ako iterovanie vnútorného cyklu n-krát:
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[
0 1
1 1

]n [ 1
0

]
=
[

Fn−1

Fn

]
.

Ľahko je to možné overiť matematickou indukciou. Ak teda chceme vypočítať n-té Fibonac-
ciho číslo, stačí, ak vypočítame n-tú mocninu matice [01

1
1].

V časti 3.5 sme si ukázali, že výpočet n-tej mocniny niečoho vyžaduje optimálne len O(log n)
násobení. V tomto prípade máme na mysli O(log n) násobení matíc rozmeru 2 × 2. Vynásobiť
takéto dve malé matice však vieme pomocou konštantného počtu sčítaní a násobení celých čísel.
Použitím uvedeného algoritmu dynamického programovania na výpočet mocnín potom vieme
vypočítať Fn v čase O(log n).
Dosiahneme tak opäť exponenciálne zrýchlenie oproti štandardnému iteračnému algoritmu,

ktorý však sám už bol exponenciálne rýchlejší oproti pôvodnému rekurzívnemu algoritmu. Sú-
hlasí to?

4.3 Dôležité upresnenie

Naša predchádzajúca úvaha nebola celkom presná. Fibonacciho čísla rastú exponenciálne rýchlo.
n-té Fibonacciho číslo má približne n log10 φ ≈ n/5 cifier v desiatkovom zápise, čo je približne
n log2 φ ≈ 2n/3 bitov. Nie je teda možné vypočítať Fn v logaritmickom čase, keďže len na zápis
výsledku potrebujeme čas Ω(n)!
Bolo tak trochu zavádzaním predpokladať, že sme schopní previesť aritmetické výpočty s ľu-

bovoľnými číslami v konštantnom čase. Presnejšie je predpokladať, že na vynásobenie dvoch
n-ciferných čísel potrebujeme čas O(n log n) (viď sekcia 3.4). Skutočná výpočtová zložitosť al-
goritmu IterFibo2 je teda daná rekurentným vzťahom

T (n) = T (bn/2c) + g(n), g(n) ∈ O(n log n),

ktorého riešením podľa Hlavnej vety je T (n) ∈ O(n log n).
Je to pomalšie než ”lineárny“ iteračný algoritmus IterFibo? Nie! Ani sčítanie nie je zadar-

mo. Sčítanie dvoch n-ciferných čísel vieme vykonať v čase O(n), z čoho odvodíme výpočtovú
zložitosť iteračného algoritmu O(n2). (Je jasné prečo?) Takže náš algoritmus používajúci náso-
benie matíc je naozaj rýchlejší, aj keď nie exponenciálne rýchlejší.

Aby sme to uzavreli, opravme výpočtovú zložitosť aj pre rekurzívny algoritmus. Tu je, na-
šťastie, čas O(n) potrebný na sčítanie prevýšený vysokým počtom rekurzívnych volaní. Správny
tvar rekurentného vzťahu je

T (n) = T (n− 1) + T (n− 2) + g(n), g(n) ∈ O(n),

ktorého riešením ostáva T (n) ∈ O(φn).

4.4 Spoločný vzor

Dynamické programovanie je založené na rekurzii bez opakovania. Vytvorenie algoritmu dyna-
mického programovania pozostáva vo všeobecnosti z dvoch separátnych krokov:

1. Formulujeme problém rekuzívne. Zapíšeme vzťah pre riešenie problému ako jedno-
duchú kombináciu riešení menších podproblémov.
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2. Vytvárame riešenia rekurentného vzťahu odspodu nahor. Napíšeme algoritmus,
ktorý začne od počiatočných podmienok rekurentného vzťahu a postupuje vyššie až k fi-
nálnemu riešeniu tak, že prechádza podproblémy v správnom poradí.

Oba tieto kroky musia byť preukázateľne správne. Ak je zlý rekurentný vzťah alebo ak sa
pokúšame prechádzať riešenia podproblémov v nesprávnom poradí, algoritmus nebude fungovať!

Dynamické algoritmy si ukladajú medzivýsledky podproblémov väčšinou (ale nie vždy) do
pomocných tabuliek. To však nie je ich podstatou. Dynamické programovanie nie je o napĺňaní
tabuliek, ale o šikovnej rekurzii. Správna rekurzia sa dá zrealizovať aj bez tabuliek, no ak je
rekurentný vzťah nesprávny, ani algoritmus nebude fungovať.

4.5 Editačná vzdialenosť

Editačná vzdialenosť mezi dvomi slovami2 je rovná minimálnemu počtu editovacích operácií
potrebných na transformáciu jedného slova na druhé. Medzi editovacie operácie patrí vloženie
znaku, vymazanie znaku a zámena jedného znaku za iný. Napríklad vzdialenosť medzi slovami
OTEC a MATKA je najviac štyri:

OTEC → M∧TEC → MATEC → MATKC → MATKA

Proces editácie môžeme lepšie znázorniť pomocou tzv. medzerovej reprezentácie tak, že umiest-
níme slová jedno nad druhé, s medzerou v prvom slove pre každé vloženie a medzerou v druhom
slove pre každé mazanie. Stĺpce obsahujúce dva rôzne znaky odpovedajú zámenám. Počet krokov
editácie je potom rovný počtu stĺpcov, ktoré neobsahujú dva rovnaké znaky.

O T E C

M A T K A

Je zrejmé, že zo slova MATKA sa nedá dostať k slovu OTEC na tri kroky, takže ich editačná
vzdialenosť je presne štyri. Naneštastie to vo všeobecnosti nie je vždy také zrejmé. Pozrime sa
preto na trochu dlhší príklad a ukážme si, že editačná vzdíalenosť medzi slovami ALGORITMUS
a ALGEBRAICKÝ je najviac sedem. Je to optimum?

A L G O R I T M U S

A L G E B R A I C K Ý

Ak chceme vytvoriť algoritmus dynamického programovania na výpočet editačnej vzdiale-
nosti medzi dvomi reťazcami, potrebujeme najprv získať jeho rekurzívnu definíciu. Predpokla-
dajme, že máme m-znakový reťazec A a n-znakový reťazec B. Definujme E(i, j) ako editačnú
vzdialenosť medzi prvými i znakmi reťazca A a prvými j znakmi reťazca B. Editačná vzdialenosť
medzi celými reťazcami A a B je potom E(m,n).
Medzerová reprezentácia editačného procesu má dôležitú vlastnosť ”optimality po častiach“:

Predpokladajme, že máme medzerovú reprezentáciu najkratšej editačnej postupnosti pre dva
reťazce. Ak odstránime posledný stĺpec, zostávajúce stĺpce zodpovedajú najkratšej editačnej
postupnosti zostávajúcich podreťazcov. Dá sa to ľahko ukázať sporom. Ak by mali zostávajúce
podreťazce kratšiu editačnú postupnosť, mohli by sme k nej jednoducho pripojiť posledný stĺpec,
čím by sme získali kratšiu editačnú postupnosť pre pôvodné reťazce.

2niekedy nazývaná aj Levenshteinova vzdialenosť
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Pozrime sa najprv na niektoré zrejmé počiatočné prípady. Jediná možnosť, ako editáciou
najrýchlejšie upraviť prázdny reťazec na reťazec obsahujúci j znakov, je použiť j vložení a jediný
spôsob, ako upraviť reťazec obsahujúci i znakov na prázdny reťazec, je použiť i vymazaní:

E(0, j) = j, E(i, 0) = i.

Vo všeobecnosti máme pre posledný stĺpec v nakratšej editačnej postupnosti tri možnosti:

• Vymazanie: Posledná pozícia v spodnom riadku je prázdna. V tomto prípade E(i, j) =
E(i− 1, j) + 1.

• Vkladanie: Posledná pozícia v hornom riadku je prázdna. V tomto prípade E(i, j) =
E(i, j − 1) + 1.

• Zámena: Oba riadky majú v poslednom stĺpci znaky. Ak sú tieto znaky rovnaké, nepo-
trebujeme vykonať žiadnu editačnú operáciu, čiže E(i, j) = E(i− 1, j− 1). Ale ak sú tieto
znaky rôzne, potom musíme vykonať jednu zámenu a preto E(i, j) = E(i− 1, j − 1) + 1.

Ak to teda zhrnieme, editačná vzdialenosť E(i, j) je rovná minimu z troch možností:

E(i, j) = min


E(i− 1, j) + 1
E(i, j − 1) + 1
E(i− 1, j − 1) +

[
A[i] 6= B[j]

]


Ak by sme priamo podľa tohto rekurentného vzťahu vytvorili rekurzívny algoritmus, dostali
by sme pre jeho výpočtovú zložitosť nasledujúci príliš komplikovaný dvojitý rekurentný vzťah:

T (m,n) =

{
g(m + n), ak n = 0 alebo m = 0,

T (m,n− 1) + T (m− 1, n) + T (n− 1,m− 1) + g(m + n) inak

kde g(m + n) ∈ O(1).
Horný odhad pre T (m,n) možeme odvodiť pomocou novej funkcie:

T ′(N) = max
n+m=N

T (n, m) =

{
g(N), ak N = 0,

2T (N − 1) + T (N − 2) + g(N) inak.

kde g(N) ∈ O(1). Použitie metódy anihilátorov dáva T ′(N) ∈ O((1+
√

2)N ). Výpočtová zložitosť
nášho rekurzívneho algoritmu je teda najviac T ′(m + n) ∈ O((1 +

√
2)m+n). Dá sa dokonca

ukázať, že T (n, n) ∈ Θ((1 +
√

2)n), z čoho je zrejmé, že exponenciálny rekurzívny algoritmus
nie je zďaleka dobrou voľbou.

Výpočtovú zložitosť tohto algoritmu je však možné znížiť až na polynomiálnu nasledovne:
Vytvoríme tabuľku rozmerov m × n obsahujúcu všetky možné hodnoty E(i, j). Najprv do nej
vložíme počiatočné podmienky, čiže prvky v nultom riadku a nultom stĺpci, každú vieme vy-
počítať v konštantnom čase. Na určenie ľubovoľného iného prvku tabuľky potrebujeme vedieť
hodnoty priamo nad, hneď vľavo a vľavo hore. Ak budeme napĺňať našu tabuľku štandardným
spôsobom – riadok po riadku zhora nadol, každý riadok zľava doprava, tak vždy, keď počítame
niektorý prvok v tabuľke, všetky tri prvky, na ktorých závisí, už máme v tabuľke vypočítané.
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EditovaciaVzdialenosť(A[1 ..m], B[1 .. n]):
Edit[0, 0]← 0
for i← 1 to m
Edit[i, 0]← i
for j ← 1 to n
Edit[0, j]← j
for i← 1 to m
for j ← 1 to n
if A[i] = B[j]
Edit[i, j]← min {Edit[i− 1, j] + 1, Edit[i, j − 1] + 1, Edit[i− 1, j − 1]}

else
Edit[i, j]← min {Edit[i− 1, j] + 1, Edit[i, j − 1] + 1, Edit[i− 1, j − 1] + 1}

return Edit[m,n]

Tabuľka v algoritme EditovaciaVzdialenosť obsahuje Θ(n2) prvkov a na vypočítanie
každého z nich nám stačí čas Θ(1). Celková výpočtová zložitosť je potom tiež Θ(n2).
Na obrázku 4.1 je výsledná tabuľka pre ALGORITMUS→ ALGEBRAICKÝ. Zvýraznené čísla ozna-

čujú pozície, kde sa znaky v oboch reťazcoch rovnajú. Šípky smerujú od tých prvkov, pre ktoré
nastáva rovnosť v min {. . .} pri výpočte nasledujúcich prvkov. Smer šípky odpovedá operá-
cii: horizontálne vymazaniu, vertikálne vkladaniu a diagonálne zámene. Zvýraznené diagonálne
šípky označujú zámeny znaku za samého seba. Orientovaná cesta z ľavého horného rohu do pra-
vého spodného rohu v tejto tabuľke odpovedá optimálnej editovacej postupnosti medzi dvomi
reťazcami. Takýchto ciest môže byť viacero.

A L G O R I T M U S

A

L

G

E

B

R

A

I

C

K

Ý

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7

4 3 2 1 1 2 3 4 5 6 7

5 4 3 2 2 2 3 4 5 6 7

6 5 4 3 3 2 3 4 5 6 7

7 6 5 4 4 3 3 4 5 6 7

8 7 6 5 5 4 3 4 5 6 7

9 8 7 6 6 5 4 4 5 6 7

10 9 8 7 7 6 5 5 5 6 7

11 10 9 8 8 7 6 6 6 6 7

Obrázok 4.1: Tabuľka zobrazujúca priebeh algoritmu EditovaciaVzdialenosť pre vstup
ALGORITMUS → ALGEBRAICKÝ
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Editačná vzdialenosť medzi ALGORITMUS a ALGEBRAICKÝ je naozaj sedem. V tabuľke existuje
päť rôznych ciest z ľavého horného do pravého spodného rohu, ktorým zodpovedá päť optimál-
nych editačných postupností zobrazených na obrázku 4.2.

A L G O R I T M U S

A L G E B R A I C K Ý

A L G O R I T M U S

A L G E B R A I C K Ý

A L G O R I T M U S

A L G E B R A I C K Ý

A L G O R I T M U S

A L G E B R A I C K Ý

A L G O R I T M U S

A L G E B R A I C K Ý

Obrázok 4.2: Optimálne editačné postupnosti pre ALGORITMUS → ALGEBRAICKÝ

4.6 Optimálne binárne vyhľadávacie stromy II.

V časti 3.6 sme odvodili rekurzívny algoritmus pre problém optimálnych binárnych vyhľadáva-
cích stromov. Je dané pole n kľúčov A[1 .. n] a pole odpovedajúcich frekvencií prístupov f [1 .. n],
kde f [i] je počet hľadaní prvku A[i] počas životného cyklu vyhľadávacieho stromu. Úlohou je
vytvoriť binárny vyhľadávací strom, v ktorom bude celkový čas hľadania minimálny. Pre účelovú
funkciu tohoto problému sme odvodili rekurentný vzťah:

OptCost(f [1 .. n]) = min
1≤r≤n

{
OptCost(f [1 .. (r − 1)]) +

n∑
i=1

f [i] + OptCost(f [(r + 1) .. n])

}

Aby sme previedli predchádzajúci rekurentný vzťah do prijateľnejšieho tvaru, fixujme frek-
vencie prístupov f a označme ako S(i, j) celkový čas vyhľadávania v optimálnom vyhľadávacom
strome obsahujúcom prvky A[i .. j]. Kvôli zjednodušeniu zápisu označme F (i, j) súčet frekvencií
prístupov pre kľúče A[i .. j]:

F (i, j) =
j∑

k=i

f [k]

Môžeme písať:

S(i, j) =

0, ak j < i,

F (i, j) + min
i≤r≤j

(S(i, r − 1) + S(r + 1, j)) inak

Počiatočná podmienka zodpovedá tomu, že cena hľadania prázdnej množiny kľúčov je nulová.
Člen F (i, j) je mimo minima preto, lebo nezávisí na indexe r koreňa.
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Algoritmus z časti 3.6 môžeme zjednodušiť a zrýchliť tak, že predpočítame hodnoty F (i, j)
a uložíme ich do pomocného poľa. Výpočet každej hodnoty F (i, j) v samostatnom cykle vyžaduje
dokopy čas O(n3). Lepšie je počítať rekurentný vzťah

F (i, j) =

{
f [i], ak i = j,

F (i, j − 1) + f [j] inak

nasledujúcim algoritmom dynamického programovania bežiacom v čase O(n2):

InicializujF(f [1 .. n]):
for i← 1 to n

F [i, i− 1]← 0
for j ← i to n

F [i, j]← F [i, j − 1] + f [i]

Algoritmus InicializujF bude neskôr použitý ako inicializačná procedúra nášho finálneho al-
goritmu.

Poďme teraz vypočítať hodnotu S(1, n) pre optimálny vyhľadávací strom. Pripravíme si
tabuľku S[1 .. n, 0 .. n], do ktorej budeme ukladať priebežné výsledky. Budú nás zaujímať len
hodnoty S[i, j] pre j ≥ i − 1. Z počiatočnej podmienky môžeme hned položiť každé S[i, i − 1]
rovné 0. Všetky ostatné hodnoty S[i, j] môžeme počítať nasledujúcim fragmentom algoritmu:

VypočítajS(i, j):
S[i, j]←∞
for r ← i to j

tmp← S[i, r − 1] + S[r + 1, j]
if S[i, j] > tmp

S[i, j]← tmp
S[i, j]← S[i, j] + F [i, j]

Ostáva nám ešte otázka: V akom poradí naplniť tabuľku?

Hodnota S[i, j] závisí od hodnôt S[i, r − 1] a S[r + 1, j] pre i ≤ k ≤ j. Inými slovami,
každý prvok tabuľky závisí na všetkých prvkoch naľavo a pod ním. Ak chceme tabuľku vyplniť
efektívne, musíme zvoliť také poradie, ktoré tieto prvky vypočíta skôr než prvok S[i, j]. Existujú
aspoň tri rôzne poradia spĺňajúce toto obmedzenie. Asi to najprirodzenejšie je vypĺňať tabuľku
po diagonálach, počnúc od triviálnej vypočítateľnej diagonály S[i, i− 1]. Kompletný algoritmus
potom vyzerá takto:

OptimálnyVyhľadávacíStrom(f [1 .. n]):
InicializujF(f [1 .. n])
for i← 1 to n

S[i, i− 1]← 0
for d← 0 to n− 1
for i← 1 to n− d
VypočítajS(i, i + d)

return S[1, n]

Rovnako však môžeme prechádzať tabuľku riadok po riadku zospodu nahor a každý riadok
prechádzať zľava doprava, prípadne stĺpec po stĺpci zľava doprava a každý stĺpec zospodu nahor.
Tieto dve poradia nám dávajú ďalšie dva algoritmy:
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OptimálnyVyhľadávacíStrom2(f [1 .. n]):
InicializujF(f [1 .. n])
for i← n downto 1

S[i, i− 1]← 0
for j ← i to n
VypočítajS(i, j)

return S[1, n]

OptimálnyVyhľadávacíStrom3(f [1 .. n]):
InicializujF(f [1 .. n])
for j ← 0 to n

S[j + 1, j]← 0
for i← j downto 1
VypočítajS(i, j)

return S[1, n]

Obrázok 4.3: Tri rôzne poradia ako vypĺňať tabuľku hodnotami S[i, j].

Nezávisle od toho, ktoré poradie zvolíme, výsledný algoritmus beží v čase Θ(n3) a jeho

priestorová zložitosť je Θ(n2) .

Rozumný odhad pre tento výsledok nám mohol naznačiť už aj pôvodný rekurentný vzťah:

S(i, j) =

0, ak j < i,

F (i, j) + min
i≤r≤j

(S(i, r − 1) + S(r + 1, j)) inak

Funkcia S(i, j) má dva argumenty a každý z nich môže nadobúdať celočíselné hodnoty z
intervalu [1, n], takže budeme pravdepodobne potrebovať tabuľku veľkosti O(n2). V rekurentnom
vzťahu máme tri premenné (i, j a r), každá z nich nadobúda celočíselné hodnoty z intervalu [1, n],
takže potrebujeme čas O(n3) na naplnenie tabuľky.
Takýto odhad času a priestoru pre algoritmus dynamického programovania sa dá urobiť

aj vo všeobecnosti, ak máme k dispozícii rekurentný vzťah pre tento algoritmus. Výpočtová
zložitosť závisí od toho, koľko premenných vystupuje v rekurentnom vzťahu a koľko hodnôt
môžu nadobúdať. Priestorová zložitosť je zas určená tým, koľko parametrov má rekurentná
funkcia a koľko hodnôt môžu nadobúdať. Z nasledujúceho rekurentného vzťahu

F (i, j, k, l, m) = min
0≤p≤i

max
0≤q≤j

k−m∑
r=1

F (i− p, j − q, r, l − 1,m− r)

môžeme napríklad hneď odvodiť rekurzívny algeritmus bežiaci v čase O(n8) s priestorovou zlo-
žitosťou O(n5).
Uvedené pravidlo nám často dáva správny odhad zložitosti. Nie však stále! Ani vyššie uvede-

ný algoritmus na nájdenie optimálneho binárneho vyhľadávacieho stromu nie je najefektívnejší.
Označme ako R[i, j] koreň optimálneho vyhľadávacieho stromu pre kľúče A[i .. j]. Donald Knuth
ukázal, že pre optimálne podstromy platí nasledujúca monotónnosť: ak posunieme niektorú
z krajných hraníc poľa A[i .. j], aj pozícia optimálneho koreňa sa posunie rovnakým smerom,
alebo sa nezmení. T. j.
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R[i, j − 1] ≤ R[i, j] ≤ R[i + 1, j] pre všetky i a j

Na základe tohto faktu môžeme napísať rýchlejší algoritmus:

RýchlejšíOptimálnyVyhľadávacíStrom(f [1 .. n]):
InicializujF(f [1 .. n])
for i← n downto 1

S[i, i− 1]← 0
R[i, i− 1]← i
for j ← i to n
VypočítajSaR(i, j)

return S[1, n]

VypočítajSaR(i, j):
S[i, j]←∞
for r ← R[i, j − 1] to j

tmp← S[i, r − 1] + S[r + 1, j]
if S[i, j] > tmp

S[i, j]← tmp
R[i, j]← r

S[i, j]← S[i, j] + F [i, j]

Hodnota premennej r sa zvyšuje monotónne od i po n počas každej iterácie prvého cyklu

’for i ← n downto 1‘. To ale znamená, že počas nej vykoná najvnútornejší cyklus najviac n
iterácií. Celkový čas behu algoritmu teda je O(n2).

4.7 Optimálne triangulácie konvexných mnohouholníkov

Konvexný mnohouholník môžeme definovať ako mnohouholník, ktorý spolu s každými svojimi
dvomi bodmi X a Y obsahuje aj celú úsečku XY . Jeho uhlopriečka je úsečka, ktorá spája jeho
dva nesusedné vrcholy, t. j. prechádza vnútrom mnohouholníka. Indukciou vieme ľahko ukázať,
že každý konvexný n-uholník vieme pomocou n − 3 uhlopriečok rozdeliť na n − 2 trojuholní-
kov. Takéto rozdelenie konvexného mnohouholníka budeme nazývať triangulácia. Triangulácie
mnohouholníkov sa intenzívne využívajú predovšetkým v počítačovej grafike – väčšina grafické-
ho hardvéru má v sebe zabudovanú podporu na extrémne rýchle vykresľovanie trojuholníkov,
ale na to, aby sme nakreslili niečo komplikovanejšie, musíme to väčšinou najprv rozložiť na
trojuholníky.

Obrázok 4.4: Konvexný mnohouholník a dve z jeho triangulácií.

Je viacero spôsobov, ako triangulovať konvexný mnohouholník (jedinou výnimkou je troj-
uholník). Predpokladajme, že nás zaujíma minimálna triangulácia – triangulácia, ktorú vieme
nakresliť najúspornejšie, t. j. taká, pri ktorej je súčet obvodov všetkých trojuholníkov minimál-
ny. Keďže pracujeme v dvojrozmernom euklidovskom priestore, na výpočet obvodu trojuholníka
spájajúceho tri vrcholy i, j, k pomocou ich x-ových a y-ových súradníc budeme potrebovať na-
sledujúce procedúry:

∆(i, j, k):
return Vzdialenosť(i, j)+Vzdialenosť(j, k)+Vzdialenosť(k, i)
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Vzdialenosť(i, j):
return

√
(x[i]− x[j])2 + (y[i]− y[j])2

Prv než zostavíme algoritmus dynamického programovania, potrebujeme rekurzívny popis
minimálnej triangulácie. Ak v mnohouholníku fixujeme jednu hranu, platí, že v každej trian-
gulácii existuje práve jeden trojuholník ktorý ju obsahuje. Ak tento trojuholník odstránime,
triangulácia mnohouholníka sa rozpadne na dve menšie triangulácie. Základný prípad tejto re-
kurzívnej definície je degenerovaný ’mnohouholník‘ s dvomi vrcholmi. Navyše, v každom bode
rekurzie pracujeme s mnohouholníkom, ktorý spája súvislú podmnožinu vrcholov počiatočného
mnohouholníka.

Pozrime sa na to na konkrétnom príklade: označme vrcholy mnohouholníka z predchádza-
júceho obrázku číslami 1 až n v smere hodinových ručičiek.
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2. príklad rekurzívnej triangulácie.

Obrázok 4.5: Príklady rekurzívnych triangulácií.

Rekurzívny popis triangulácie už máme, môžeme rekurzívne definovať minimálnu triangu-
láciu. Ak z minimálnej triangulácie odstránime jeden trojuholník, to čo zostane musia byť zas
optimálne triangulácie, ale tentokrát už menších mnohouholníkov. Pre i < j označme akoM(i, j)
veľkosť minimálnej triangulácie mnohouholníka pozostávajúceho z vrcholov i, . . . , j. Potom platí
rekurentný vzťah:

M(i, j) =

0, ak j = i + 1,

min
i<k<j

(∆(i, j, k) + M(i, k) + M(k, j)) inak

Riešením, ktoré hľadáme, je hodnota M(1, n).
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Tento rekurentný vzťah je podobný rekurentnému vzťahu pre S(i, j), účelovú funkciu opti-
málneho binárneho prehľadávacieho stromu z kapitoly 4.6. Preto aj tu budeme postupne vytvá-
rať pomocnú tabuľkuM [1 .. n, 1 .. n] a ukladať do nej priebežné výsledky. Počiatočná podmienka
jeM [i, i+1] = 0 a na výpočet ďalších prvkovM [i, j] v tabuľke použijeme nasledujúcu procedúru:

VypočítajM(i, j):
M [i, j]←− +∞
for k ←− i + 1 to j − 1

tmp←− ∆(i, j, k) + M [i, k] + M [k, j]
if M [i, j] > tmp

M [i, j]←− tmp

Rovnako ako v probléme optimálneho vyhľadávacieho stromu, aj tu každý prvok M [i, j]
závisí na všetkých prvkoch naľavo a pod ním. Môžeme teda použiť všetky tri už spomínané
poradia napĺňania tabuľky:

MinTriangulácia:
for i← 1 to n− 1

M [i, i + 1]← 0
for d← 2 to n− 1
for i← 1 to n− d
VypočítajM(i, i + d)

return M [1, n]

MinTriangulácia2:
for i← n downto 1

M [i, i + 1]← 0
for j ← i + 2 to n
VypočítajM(i, j)

return M [1, n]

MinTriangulácia3:
for j ← 2 to n

M [j − 1, j]← 0
for i← j − i downto 1
VypočítajM(i, j)

return M [1, n]

Vo všetkých troch prípadoch, ako to už naznačil rekurentný vzťah, je výpočtová zložitosť
algoritmov Θ(n3) a priestorová Θ(n2).

4.8 Reťazové násobenie matíc

Predchádzajúce dva problémy sú špeciálnymi prípadmi jediného metaproblému: určeniu opti-
málnej katalanovskej štruktúry3. Existuje izomorfizmus medzi množinou triangulácií konvex-
ného n-uholníka a množinou binárnych stromov s n − 2 vrcholmi (viď obrázok 4.6). Tieto dva
problémy sa líšia len v účelovej funkcii – ako je ohodnotený jeden vrchol, resp. trojuholník.

Tretím problémom, ktorý má rovnakú štruktúru, je reťazové násobenie matíc. Dané sú ma-

tice A1, A2, . . . , An a úlohou je vypočítať súčin
n∏

i=1
Ai. Na vynásobenie matice rozmeru p × q

3 Počet
”
správne uzátvorkovaných“ reťazcov pozostávajúcich z n ľavých a n pravých zátvoriek označujeme

ako Katalanove číslo c[n] rádu n. Napríklad Katalanove číslo rádu 3 je 5, t. j. c[3] = 5 a existuje 5 správne uzát-
vorkovaných reťazcov: ((())), ()(()), (())(), (()()), ()()(). Katalanové čísla sa objavujú pri spočítavaní
mnohých typov štruktúr, napríklad niektorých binárnych stromov, planárnych stromov, rozkladov mnohouholní-
kov . . . tieto štruktúry potom nazývame katalanovské.
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Obrázok 4.6: Triangulácia konvexného mnohouholníka a odpovedajúci binárny strom. Štvorce
odpovedajú prázdnym (Null) smerníkom.

maticou rozmeru q×r použitím štandardného algoritmu násobenia potrebujeme O(pqr) aritme-
tických operácií. Výsledná matica má rozmer p× r. Ak však potrebujeme vynásobiť tri matice,
počet potrebných aritmetických operácií závisí na tom, ktorý pár matíc vynásobíme ako prvý.
Predpokladajme napríklad, že matice A1 a A3 sú rozmeru 1000 × 2 a A2 má rozmer 2 × 1000.
Súčin A1A2A3 môžeme, vzhľadom na asociativitu násobenia matíc, počítať dvomi spôsobmi:

• (A1A2)A3: Na výpočet A1A2 potrebujeme 1000 ·2 ·1000 = 2000000 operácií a výsledkom je
matica rozmeru 1000×1000. Jej vynásobenie maticou A3 vyžaduje ďalších 1000 ·1000 ·2 =
2000000 operácií.
Na výpočet (A1A2)A3 potrebujeme dokopy 4 000 000 operácií.

• A1(A2A3): Na výpočet A2A3 potrebujeme 2·1000·2 = 4000 operácií a výsledkom je matica
rozmeru 2 × 2. Vynásobenie matice A touto maticou vyžaduje ďalších 1000 · 2 · 2 = 4000
operácií.
Takže počet operácií potrebných na výpočet A1(A2A3) je len 8 000.

Predpokladajme, že na vstupe je dané pole D[0 .. n], pričom každá matica Ai má D[i − 1]
riadkov a D[i] stĺpcov. Počet rôznych uzátvorkovaní, resp. počet spôsobov, ako vypočítať súčin
n∏

i=1
Ai je exponenciálny. Nasledujúci algoritmus dynamického programovania určí najmenší mož-

ný počet aritmetických operácií potrebných na výpočet súčinu pri optimálnom uzátvorkovaní:

ReťazovéNásobenieMatíc:
for i← n downto 1

M [i, i + 1]← 0
for j ← i + 2 to n
VypočítajM(i, j)

return M [1, n]

VypočítajM(i, j):
M [i, j]←∞
for k ← i + 1 to j − 1

tmp← (D[i] ·D[j] ·D[k]) + M [i, k] + M [k, j]
if M [i, j] > tmp

M [i, j]← tmp

4.9 Úlohy

1. Dokážte korektnosť algoritmu ReťazovéNásobenieMatíc.

2. Je daná matica M rozmerov m × n obsahujúca len prvky 0 alebo 1. Súvislým blokom
nazvime obdĺžnikovú podmaticu maticeM obsahujúcu samé jednotky. Popíšte algoritmus
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na nájdenie súvislého bloku matice M obsahujúceho maximálny počet prvkov.

Príklad:

1 1 0 1 1
0
1

1 1 1
1 1 1

0
1

1 1 0 1 1

3. Ste vodičom autobusu plného študentov v ktorom je dispenzor na sódu. Je horúco a tak
študenti počas cesty pijú sódu4. Vaším cieľom je vysadiť študentov z autobusu čo možno
najrýchlejšie. Každý študent totiž každú minútu, ktorú strávi jazdou v autobuse, vypije
1dl sódy. No a čím skôr vystúpia študenti z autobusu, tým menej sódy dokopy vypijú.
Kvôli zjednodušeniu predpokladajme, že trasa autobusu vedie po diaľnici, na ktorej je
niekoľko zastávok, no žiadna odbočka. Je známe, koľko študentov vystupuje na ktorej
zastávke. Na začiatku sa autobus nachádza niekde na diaľnici a celý čas sa pohybuje
konštantnou rýchlosťou. Autobus sa môže pohybovať len po diaľnici – avšak na každej za-
stávke môže (ale nemusí) zmeniť smer jazdy a vydať sa opačným smerom. Navyše môžeme
predpokladať, že zastavenie na zastávke a vyloženie študentov (prípadne otočenie sa do
opačného smeru) sa deje okamžite, t. j. nenastáva žiadne zdržanie.
Zostrojte efektívny algoritmus, ktorého výstupom je poradie zastávok, v akom ich má
autobus prechádzať tak, aby študenti vypili čo najmenšie množstvo sódy. Vstupom algo-
ritmu je: trasa autobusu (zoznam zastávok, pozícia každej je daná kilometrom diaľnice,
na ktorom sa nachádza), počet študentov, ktorí vystúpia na každej zastávke a počiatočná
pozícia autobusu (môžete predpokladať, že to bude na jednej zo zastávok).

4. Na obrazovke počítača potrebujeme zobraziť jeden odsek textu. Text pozostáva z n slov,
pričom i-te slovo je pi bodov široké. Odsek chceme rozdeliť na niekoľko riadkov, každý
z nich má šírku presne P bodov. Podľa toho, aké slová sa na ktorom riadku vyskytnú,
budeme musieť medzi ne vložiť rôzne veľké medzery. Odsek má byť zarovnaný na obe
strany, t. j. prvé slovo každého riadku sa má začínať na najľavejšom bode riadku a posledné
slovo každého riadku, s výnimkou posledného riadku, sa má končiť na poslednom bode
riadku. Medzi každými dvomi susednými slovami v tom istom riadku musí byť vynechaná
medzera aspoň 1 bod. Rozdiel medzi skutočnou šírkou medzery v bodoch a 1 bodom
je veľkosť priestoru, ktorý je medzi slová vložený navyše. Ak teda riadok obsahuje slová
počnúc i-tym až po j-te vrátane, potom počet bodov navyše v tomto riadku je rovný

P − j + i−
j∑

k=i

pk.

Definujme slop zobrazenia odseku ako súčet druhých mocnín počtov bodov navyše v ka-
ždom riadku odseku okrem posledného. Popíšte algoritmus dynamického programovania,
ktorý určí, ako zobraziť odsek tak, aby slop jeho zobrazenia bol minimálny.

4Vedenie univerzity z neznámych dôvodov zakázalo čapovanie piva počas jazdy.



Kapitola 5

Stromohaldy, Skip-zoznamy
a Hašovacie tabuľky

Aitch Ex
Are Eye
Ay Gee
Bee Jay
Cue Kay
Dee Oh
Double U Pea
Ee See
Ef Tee
El Vee
Em Wy
En Yu
Ess Zee

— Sidney Harris, Abeceda v abecednom poradí

5.1 Stromohaldy

V tejto kapitole sa pozrieme na binárne stromy, v ktorých má každý vnútorný vrchol vyhľadávací
kľúč a prioritu. Stromohalda1 je binárny strom, v ktorom je postupnosť kľúčov vrcholov zoradená
podľa ich in-order poradia rastúca a priorita každého vnútorneho vrchola je menšia než priorita
jeho potomkov. Inými slovami, stromohalda je súčasne binárnym prehľadávacím stromom pre
vyhľadávacie kľúče a (min-)haldou pre priority (viď obrázok 5.1).

Kľúč vrchola v označme ako kľúč(v) a jeho prioritu ako priorita(v). V našich príkladoch
budeme používať písmená ako vyhľadávacie kľúče a čísla ako priority.

V ďalšom budeme predpokladať, že všetky vyhľadávacie kľúče a priority sú navzájom rôzne.
Za tohoto predpokladu je ľahké použitím matematickej indukcie podľa počtu vrcholov dokázať,
že štruktúra stromohaldy je jednoznačne určená vyhľadávacími kľúčmi a prioritami jej vrcholov.
Keďže stromohalda je haldou, vrchol v s najvyššou prioritou musí byť jej koreňom. No je zároveň
aj binárnym vyhľadávacím stromom, takže každý vrchol u, pre ktorý platí kľúč(u) < kľúč(v),
musí byť v ľavom podstrome vrchola v a každý vrchol w, pre ktorý platí kľúč(w) > kľúč(v), musí
byť v jeho pravom podstrome. Napokon, keďže podstromy sú tiež stromohaldami, z indukčného
predpokladu už plynie jednoznačnosť celej štruktúry.

1v angličtine treap=tree+heap
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Obrázok 5.1: Stromohalda. V hornej polovici každého vrchola je jeho vyhľadávací kľúč a v dolnej
jeho priorita.
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Obrázok 5.2: Geometrická reprezentácia stromohaldy z predchádzajúceho príkladu.

Ďalší spôsob, ako popísať štruktúru stromohaldy, je začať s prázdnym binárnym stromom
a postupne do neho vkladať vrcholy v poradí ich rastúcej priority použitím štandardného algo-
ritmu na vkladanie prvkov podľa hodnoty ich vyhľadávacieho kľúča. Aj tu môžeme identitu so
stromohaldou ľahko ukázať indukciou.

Tretím spôsobom, ako interpretovať vyhľadávacie kľúče a priority, je považovať ich za súrad-
nice bodov v rovine. Koreň zodpovedá bodu M, ktorému zodpovedá priesečník ležiaci najvyššie.
Spojnice s týmto priesečníkom rozdeľujú rovinu na tri časti. Horná časť je (z definície) prázdna.
Ľavá a pravá časť sú ďalej rekurzívne rozdelené. Táto interpretácia má niekoľko zaujímavých
aplikácií vo výpočtovej geometrii, o ktorých tu však nie je priestor rozprávať podrobnejšie.

Stromohaldy objavil ako prvý J. Vuillemin v roku 1980, no nazval ich Karteziánske stro-
my2. Slovo ’treap‘ (stromohalda) použil prvýkrát E. McCreight okolo roku 1980 na popísanie
trochu odlišnej dátovej štruktúry, ktorú neskôr premenoval na menej prozaické prioritné vy-
hľadávacie stromy3. Stromohaldy boli znovuobjavené v roku 1989 C. Aragon a R. Seidelom
a použité v súvislosti s randomizovanými vyhľadávacími stromami4. Odlišný druh randomizo-
vaných vyhľadávacích stromov, ktoré používajú vyrovnávanie namiesto náhodných priorít, bol
neskôr objavený a analyzovaný C. Martínezom a S. Rourom v roku 19965.

2Jean Vuillemin. A unifying look at data structures. Commun. ACM 23:229–239, 1980.
3Edward M. McCreight. Priority search trees. SIAM J. Comput. 14(2):257–276, 1985.
4Raimund Seidel a Cecilia R. Aragon. Randomized search trees. Algorithmica 16:464-497, 1996.
5Conrad Martínez a Salvador Roura. Randomized binary search trees. J. ACM 45(2):288–323, 1998. Výsledky

v tomto článku sú totožné (vrátane konštantných faktorov) so zodpovedajúcimi výsledkami pre stromohaldy, hoci
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5.1.1 Operácie na stromohaldách

Najčastejšou operáciou nad stromohaldami je hľadanie – používa sa štandardný algoritmus
hľadania v binárnych vyhľadávacích stromoch. Výpočtová zložitosť úspešného hľadania závisí
lineárne od hĺbky hľadaného vrchola vo vyhľadávacom strome. Neúspešné hľadanie zas závisí od
hĺbky jeho predchodcu alebo jeho nasledovníka.

Ak chceme do stromohaldy pridať nový vrchol z, začneme rovnako ako štandardný algoritmus
pre pridávanie do binárneho stromu, teda vložíme ho do spodnej časti stromu tak, aby bol listom.
V tomto okamihu vyhľadávacie kľúče stále tvoria vyhľadávací strom, no priority (zoradené podľa
in-order poradia vrcholov) už nemusia tvoriť haldu.

Ak chceme, aby po vložení vrcholu bol strom opäť haldou, musíme vykonávať s vrcholom
z rotácie, až kým nebude mať väčšiu prioritu, než jeho rodič, resp. sa stane koreňom stromu.
Rotácia je lokálna zmena v strome, ktorá zníži hĺbku z o jednu úroveň a zvýši o jednu úroveň
hĺbku jeho rodiča, pričom však zachováva vlastnosť vyhľadávacieho stromu (potomkovia žiad-
ných ďalších vrcholov binárneho stromu sa nemenia, viď obrázok 5.3). Rotáciu vieme vykonať
v konštantnom čase, keďže pri vhodnej implementácii odpovedá len jednoduchej manipulácii so
smerníkmi.

x

y

1 2

3 doprava

doľava

y

1

x

2 3

Obrázok 5.3: Ľavá rotácia vo vrchole x a pravá rotácia vo vrchole y sú navzájom inverzné.

Celkový čas, ktorý potrebujeme na vloženie z, je priamo úmerný hĺbke vrchola z pred začiat-
kom rotácií – prechádzame stromohaldou zhora nadol, aby sme z vložili a následne prechádzame
stromohaldou smerom nahor, keď vykonávame rotácie. Inými slovami, počet operácií potrebný
na vloženie z je zhruba dvojnásobok počtu operácií potrebných na neúspešné hľadanie kľúča
kľúč(z) (viď obrázok 5.4).
Odstránenie vrchola je veľmi podobné jeho vloženiu, akurát v obrátenom poradí. Povedzme,

že chceme odstrániť vrchol z. Pokiaľ ešte z nie je listom, vykonávame rotácie v potomkovi vrchola
z s menšou prioritou. Tieto rotácie posúvajú z o úroveň nižšie a jeho potomka s menšou prioritou
zas o úroveň vyššie. Táto voľba rotácie zaručí, že vlastnosť haldy zostane zachovaná vo všetkých
vrcholoch stromu okrem vrchola z. Napokon, len čo sa vrchol z stane listom, odstránime ho.

Niekedy je potrebné rozdeliť stromohaldu T na dve stromohaldy T< a T> podľa nejakého
pivotovacieho kľúča π tak, aby všetky vrcholy v T< mali vyhľadávacie kľúče menšie než π a všetky
vrcholy v T> mali vyhľadávacie kľúče väčšie než π. Dá sa to dosiahnuť veľmi jednoducho:
vložením nového vrchola z s kľúč(z) = π a priorita(z) = −∞. Takýto vrchol sa po vložení
stane novým koreňom stromohaldy. Ak ho potom odstránime, jeho ľavý a pravý podstrom sú
presne hľadané stromohaldy T< a T>. Čas potrebný na rozdelenie podľa pivota π je zhruba
dvojnásobkom času potrebného na (neúspešné) hľadanie vrchola s kľúčom π.

Podobným problémom je zlúčenie dvoch stromoháld T< a T> do jedinej, pričom predpokla-
dáme, že každý vrchol v T< má menší vyhľadávací kľúč než každý vrchol v T>. Zlúčenie je vlastne

na analýzu boli použité iné metódy.
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Obrázok 5.4: Zľava doprava: Po vložení (S,−1) sa rotuje smerom nahor, až kým priority netvoria
haldu. Sprava doľava: Pred odstránením (S,−1) sa rotuje smerom nadol, až kým nie je vrchol,
ktorý chceme vymazať, listom.

rozdelenie v obrátenom poradí – vytvoríme falošný koreň, ktorého ľavým podstromom bude T<

a pravým T>, vhodnými rotáciami ho presunieme na pozíciu listu a napokon odstránime.

5.1.2 Analýza

Čas potrebný na každú z týchto operácií je priamo úmerný hĺbke nejakého vrchola v v stromo-
halde.

• Hľadanie: Na úspešné hľadanie vrchola majúceho vyhľadávací kľúč k potrebujeme čas
O(hĺbka(v)), kde v je vrchol s kľúč(v) = k. Pre neúspešné hľadanie nech v− je in-order
predchodca kľúča k (vrchol, ktorého vyhľadávací kľúč je najväčší spomedzi kľúčov menších
než k) a nech v+ je in-order nasledovník kľúča k (vrchol, ktorého vyhľadávací kľúč je
najmenší spomedzi kľúčov väčších než k. Pri neúspešnom hľadaní je posledným testovaným
vrcholom práve jeden z dvojice v− a v+, preto je čas potrebný na neúspešné hľadanie rovný
buď O(hĺbka(v+)), alebo O(hĺbka(v−)).

• Vloženie/Odstránenie: Na vloženie nového vrchola s vyhľadávacím kľúčom k potrebuje-
me čas O(hĺbka(v+)), resp. O(hĺbka(v−)), kde v+ a v− sú predchodcom resp. nasledovníkom
nového vrchola. Odstránenie, ako už vieme, je vloženie v obrátenom poradí.

• Rozdelenie/Zlúčenie: Rozdelenie stromohaldy podľa pivotovacieho kľúča k má zložitosť
O(hĺbka(v+)), resp. O(hĺbka(v−)), keďže vyžaduje rovnaký čas ako vloženie nového falo-
šného koreňa s vyhľadávacím kľúčom k a prioritou −∞. Zlúčenie, ako bolo uvedené, je
rozdelenie v obrátenom poradí.

Keďže hĺbka vrchola v stromohalde je v najhoršom prípade Θ(n), aj každá z týchto operácií
má výpočtovú zložitosť v najhoršom prípade Θ(n).

5.1.3 Náhodné priority

Randomizovaný binárny vyhľadávací strom je taká stromohalda, v ktorej sú priority nezávislé
a rovnomerne rozdelené spojité náhodné premenné. T. j. kedykoľvek do stromohaldy vkladáme
nový vyhľadávací kľúč, vygenerujeme nové náhodné reálne číslo z intervalu (povedzme) [0, 1] a
toto číslo použijeme ako prioritu nového vrchola. Dôvod na použitie reálnych čísel je len tech-
nický, aby bola pravdepodobnosť toho, že dva rôzne vrcholy budú mať rovnakú prioritu, nulová,
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keďže rovnaké priority by nám skomplikovali následnú analýzu. Prakticky samozrejme stačí, ak
budeme voliť náhodné celé čísla z veľkého rozsahu, napríklad z intervalu

[
0, 232 − 1

]
. Z nezá-

vislosti priorít navyše vyplýva, že každý vrchol má rovnakú pravdepodobnosť byť vrcholom s
najmenšou prioritou.

Už vieme, že čas potrebný na každú z operácií hľadanie, vloženie, odstránenie, rozdelenie,
zlúčenie je priamo úmerný hĺbke nejakého vrchola v stromohalde. Teraz si ukážeme, že stred-
ná hodnota hĺbky ľubovoľného vrchola je O(log n), z čoho vyplýva, že stredná hodnota času
potrebného na každú z týchto operácií je tiež O(log n).
Nech xk označuje vrchol s k-tym najmenším vyhľadávacím kľúčom a nech Pr [B] označuje

pravdepodobnosť výroku B. Definujme si nasledujúci indikátor

Ai
k = [xi je vlastným predkom xk].

Keďže hĺbka(v) je rovná počtu vlastných predkov vrchola v, platí nasledujúca rovnosť:

hĺbka(xk) =
n∑

i=1

Ai
k.

Teraz môžeme vyjadriť strednú hodnotu hĺbky vrchola pomocou týchto indikátorov nasledovne:

E[hĺbka(xk)] =
n∑

i=1

Pr
[
Ai

k = 1
]

(Využívame linearitu strednej hodnoty a fakt, že E[X]
def
= 1 · Pr [X = 1] + 0 · Pr [X = 0] =

Pr [X = 1] pre každý indikátor X.) Na výpočet strednej hodnoty hĺbky vrcholov nám teda stačí
vypočítať pravdepodobnosť toho, že nejaký vrchol je vlastným predkom iného vrchola.

Našťastie to vieme vypočítať ľahko, použitím jednoduchej štruktúrnej lemy. Nech X(i, k)
označuje množinu vrcholov {xi, xi+1, . . . , xk} resp. {xk, xk+1, . . . , xi}, kde i ≤ k, resp. i ≥ k.
X(i, k) a X(k, i) vždy označujú tú istú množinu, ktorá obsahuje |k− i|+ 1 vrcholov. X(1, n) =
X(n, 1) teda obsahuje všetkých n vrcholov stromohaldy.

Lema 5.1: Pre všetky i 6= k platí: xi je vlastným predkom xk vtedy a len vtedy, ak má xi

najmenšiu prioritu spomedzi všetkých vrcholov v množine X(i, k).

Dôkaz. Ak je xi koreňom, potom je aj vlastným predkom xk a podľa definície stromohaldy musí
mať najmenšiu prioritu spomedzi všetkých vrcholov, čiže aj najmenšiu z množiny X(i, k).
Ak je koreňom stromohaldy xk, potom xi určite nie je jeho predkom a ani nemá najmenšiu

prioritu spomedzi množiny X(i, k), keďže ju má xk.

Do tretice predpokladajme, že koreňom je nejaký iný vrchol xj . Ak sú vrcholy xi a xk

v rôznych podstromoch vrchola xj , potom buď i < j < k, alebo i > j > k, takže xj ∈ X(i, k).
V tomto prípade nie je xi vlastným predkom xk a ani nemá najmenšiu prioritu spomedzi X(i, k),
keďže ju má xj .

Napokon, ak sa vrcholy xi a xk nachádzajú v rovnakom podstrome vrchola xj , platnosť lemy
ukážeme indukciou (resp. rekurzívne), keďže podstrom s vrcholmi xi a xk je menšou stromohal-
dou. Počiatočným prípadom tejto indukcie je prázdna stromohalda.

Každý vrchol z množiny X(i, k) má rovnakú pravdepodobnosť byť vrcholom s najmenšou
prioritou, preto pre našu pravdepodobnosť platí:

Pr
[
Ai

k = 1
]

=
[i 6= k]
|k − i|+ 1

=


1

k−i+1 , ak i < k,

0, ak i = k,
1

i−k+1 ak i > k.
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Na určenie strednej hĺbky vrchola xk už len dosadíme túto pravdepodobnosť do vyššie uve-
deného vzorca a vykonáme zopár algebraických úprav:

E[hĺbka(xk)] =
n∑

i=1

Pr
[
Ai

k = 1
]

=
k−1∑
i=1

1
k − i + 1

+
n∑

i=k+1

1
i− k + 1

=
k∑

j=2

1
j

+
n−k+1∑

i=2

1
j

= Hk − 1 +Hn−k+1 − 1
< ln k + ln(n− k + 1)− 2
< 2 ln n− 2.

Stredná hodnota času potrebného na každé hľadanie, vloženie, odstránenie, rozdelenie čí zlúčenie
v n-vrcholovom randomizovanom binárnom vyhľadávacom strome je teda O(log n).
Stromohalda je binárny strom, ktorý vznikne, ak do neho vkladáme vyhľadávacie kľúče

v poradí ich rastúcej priority. Randomizovaný binárny vyhľadávací strom potom vznikne, ak do
neho vkladáme vyhľadávacie kľúče v náhodnom poradí. Naša analýza nám teda automaticky
dáva asymptotický odhad aj pre strednú hĺbku ľubovoľného vrchola v binárnom strome, ktorý
vznikne pomocou náhodných vkladaní (bez používania priorít).

5.1.4 Randomizovaný quicksort

Existujú dva rozdielne spôsoby, ako popísať randomizovaný quicksort. Prvým je známejší re-
kurzívny spôsob: zvolíme náhodného pivota, rozdelíme prvky na 2 podmnožiny a nad každou z
nich prevedieme rekurzívne volanie randomizovaného quicksortu. Druhým je menej známa ite-
račná verzia: opakovane volíme náhodného pivota, rozdelíme prvky množiny, v ktorej sa pivot
nachádza, na 2 podmnožiny a pokračujeme, až kým nie sú všetky množiny jednoprvkové. Teraz
si ukážeme aj tretí spôsob, akým sa dá popísať randomizovaný quicksort, tentokrát pomocou
binárnych vyhľadávacích stromov.

Randomizovaný Quicksort:
T ← prázdny binárny vyhľadávací strom
vkladaj vyhľadávacie kľúče do stromu T v náhodnom poradí
vypíš in-order postupnosť vyhľadávacích kľúčov stromu T

Z analýzy stromohaldy vieme, že tento algoritmus bude bežať so strednou hodnotou času
O(n log n), keďže každý vyhľadávací kľúč vieme vložiť so strednou hodnotou času O(log n).
Naozaj je tento algoritmus quicksortom? Všetko, čo sme urobili, je len iné usporiadanie

poradia porovnávaní. Binárny strom zodpovedá stromu rekurzie, ktorý vytvára klasická verzia
quicksortu. V rekurzívnej formulácii porovnáme počiatočný pivot so všetkými ostatnými kľúčmi
a prevedieme rekurzívne volanie. Vo formulácii pomocou binárneho stromu sa prvý pivot stane
koreňom okamžite, bez akýchkoľvek porovnaní. Neskôr však, keď sa ostatné kľúče vkladajú do
stromu, sú s ním porovnávané. V oboch verziách je teda prvý pivot porovnávaný so všetkými
kľúčmi. Tieto sú v rekurzívnej verzii rozdelené na dve množiny zodpovedajúce ľavému, resp. pra-
vému podstromu v binárnom strome. Keďže oba algoritmy potom definujú rovnaké (presnejšie:
ekvivalentné) podproblémy, z indukcie plynie, že oba vykonajú rovnaké porovnávania.
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5.2 Skip-zoznamy

V tejto časti sa budeme zaoberať pravdepodobnostnou dátovou štruktúrou nazývanou skip-
zoznamy (skip lists), ktoré ako prvý popísal W. Pugh v 80-tych rokoch6. Skip-zoznamy majú
mnohé z dobrých vlastností vyvážených binárnych stromov, no ich štruktúra je úplne odlišná.

5.2.1 Skratky

Na najvyššej úrovni je skip-zoznam utriedeným jednoducho zreťazeným zoznamom. Ak chceme
v takomto zozname dĺžky n nájsť nejaký prvok, zrejme potrebujeme v najhoršom prípade pre-
zrieť všetkých n prvkov zoznamu. Aby sme to urýchlili, môžeme vytvoriť pomocný utriedený
zoznam vyššej úrovne, ktorý bude obsahovať zhruba polovicu prvkov z pôvodného zoznamu.
Zrealizovať to môžeme napríklad tak, že zduplikujeme s pravdepodobnosťou 1/2 každý prvok
pôvodného zoznamu, prepojíme všetky utriedené duplikáty do druhého zoznamu a z každého
duplikátu pridáme smerník na pôvodný prvok. Kvôli zjednodušeniu manipulácie so zoznamami
ešte pridáme na oba konce každého zoznamu vrcholy slúžiace ako zarážky. Hodnotu počiato-
čnej zarážky a položme rovnú −∞ a hodnotu koncovej zarážky ` položme rovnú +∞. Tomuto
pomocnému zoznamu budeme hovoriť skratky.

a `

a `

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 2 3 7 9

Obrázok 5.5: Zreťazený zoznam s niekoľkými náhodne zvolenými skratkami.

V takto rozšírenej štruktúre hľadáme hodnotu x pomocou dvojfázového algoritmu. Najprv
hľadáme x v zozname skratiek počnúc na zarážke a. Ak x nájdeme, hľadanie ukončíme. V opač-
nom prípade skončíme na prvej hodnote väčšej než x, čiže x sa v zozname skratiek nenachádza.
Nech w je najväčší prvok v zozname skratiek menší než x. V druhej fáze začneme hľadať x v pô-
vodnom zozname počnúc na pozícii w. Len čo opäť dosiahneme hodnotu väčšiu než x vieme, že
sa x v zozname nenachádza.

a `

a `

0 1 2 7 8 93 4 5 6

970 2 3

Obrázok 5.6: Hľadanie prvku 6 v zozname so skratkami.

Keďže sa každý vrchol objaví v zozname skratiek s pravdepodobnosťou 1/2, stredná hodnota
počtu vrcholov testovaných v prvej fáze je najviac n/2. Len jeden z vrcholov testovaných v druhej
fáze má duplikát medzi skratkami. Pravdepodobnosť, že za daným vrcholom nasleduje k vrcholov
nemajúcich duplikáty je 2−k, takže stredná hodnota počtu vrcholov testovaných v druhej fáze
je najviac 1 +

∑
k≥0 2−k = 2. Pridanie náhodných skratiek nám teda redukovalo čas potrebný

na hľadanie z n na n/2 + 2, čo je zhruba dvojnásobná úspora.
6William Pugh. Skip lists: A probabilistic alternative to balanced trees. Commun. ACM 33(6):668-676, 1990.
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5.2.2 Skip-zoznamy

Skúsme v zlepšovaní pokračovať prirodzeným spôsobom ďalej: pridajme skratky ku skratkám
a rekurzívne to opakujme ďalej. Výsledkom bude vytvorenie skip-zoznamu. Formálne môžeme
konštrukciu popísať nasledovne: pre každý vrchol z pôvodneho zoznamu začneme opakovane
hádzať mincou, až kým nám nepadne líce7. Vždy, keď padne hlava, vytvoríme duplikát vrchola
a tieto duplikáty umiestňujeme postupne do vyšších úrovní. Duplikáty vrcholov v každej úrovni
sú prepojené tak, aby tvorili utriedený zoznam. V každom vrchole je uložený vyhľadávací kľúč
(kľúč (v)), smerník na vrchol s rovnakým kľúčom v predchádzajúcej úrovni (dole(v)) a smerník
na nasledujúci vrchol v tej istej úrovni (vpravo(v)).
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Obrázok 5.7: Skip-zoznam ako jednoduchý zreťazený zoznam s rekurzívne vytvorenými náhod-
nými skratkami.

Vyhľadávanie v skip-zozname je jednoduché. Začíname v najľavejšom vrchole a v najvyššej
úrovni (označme ho L) a prechádzame každú úroveň, až kým nedosiahneme hľadanú hodnotu
x. Ak sa v aktuálnej úrovni hľadaná hodnota nenachádza, z vrchola s najvyšším kľúčom nižším
než x zídeme dole do nižšej úrovne. Končíme, len čo nájdeme x, alebo ak ho nenájdeme ani na
najnižšej úrovni.

SkipZoznamHľadaj(x, L):
v ← L
while ((v 6= Null) a kľúč(v) 6= x))
if kľúč (vpravo(v)) > x

v ← dole(v)
else

v ← vpravo(v)
return v

Keďže počet vrcholov na každej úrovni je približne polovičný oproti počtu vrcholov na pred-
chádzajúcej úrovni, celkový počet úrovní by mal byť približne O(log n). Rovnako každé pridanie
novej úrovne s náhodnými skratkami zmenší čas potrebný na hľadanie zhruba na polovicu (plus
nejaké konštantné operácie). Preto by sme sa po pridaní O(log n) úrovní mali dostať s časom
potrebným na hľadanie k hodnote O(log n). Poďme tieto pozorovania zdôvodniť presnejšie.

7Predpokladajme ideálnu mincu s dvomi stranami hlava, líce, pričom Pr [padla hlava] = Pr [padlo líce] = 1
2
.



5.2 Skip-zoznamy 69

a `

a `

a `

a `

a `

a `

a `

a `

a `

a `

0 1 2 7 8 93 4 5 6

0 2 973

0 73

3

Obrázok 5.8: Hľadanie prvku 6 v skip-zozname.

5.2.3 Počet úrovní

Analýza skip-zoznamov nezávisí od konkrétnych hodnôt vyhľadávacích kľúčov. V ďalšom preto
predpokladajme, že vyhľadávacími kľúčmi sú celé čísla z intervalu [1, n]. Nech L(x) označuje po-
čet úrovní skip-zoznamu obsahujúcich vyhľadávací kľúč x, nepočítajúc počiatočnú úroveň. Každá
nová kópia x je vytvorená s pravdepodobnosťou 1/2 z predchádzajúcej úrovne (spomíname si na
hádzanie mincou?). Strednú hodnotu L(x) môžeme vypočítať rekurzívne – s pravdepodobnosťou
1/2 padne líce a L(x) = 0 a s pravdepodobnosťou 1/2 padne hlava a L(x) sa zvýši o jednotku:

E[L(x)] =
1
2
· 0 +

1
2
(1 + E[L(x)])

Riešením tohto vzťahu je E[L(x)] = 1.
Ak chceme analyzovať strednú hodnotu času potrebného na hľadanie, potrebujeme horný

odhad počtu úrovní L = maxx L(x). Nanešťastie strednú hodnotu maxima nie je možné počítať
rovnako ako predošlú strednú hodnotu. Odvodíme namiesto toho ešte silnejší výsledok, v ktorom
ukážeme, že počet úrovní je O(log n) s vysokou pravdepodobnosťou8.
Ak sa má kľúč x objaviť na k-tej úrovni, musí k-krát za sebou padnúť hlava, teda Pr [L(x) ≥ k] =

2−k. Konkrétne

Pr [L(x) ≥ 2 log2 n] =
1
n2

.

Skip-zoznam má aspoň 2 log2 n úrovní práve vtedy, ak je L(x) ≥ 2 ln n pre aspoň jeden z n
vyhľadávacích kľúčov.

Pr [L ≥ 2 log2 n] = Pr [(L(1) ≥ 2 log2 n) ∨ (L(2) ≥ 2 log2 n) ∨ · · · ∨ (L(n) ≥ 2 log2 n)]

Keďže Pr [A ∨B] ≤ Pr [A]+Pr [B] pre ľubovoľné náhodné udalosti A a B, predchádzajúci výraz
sa dá zjednodušiť:

Pr [L ≥ 2 log2 n] ≤
n∑

x=1

Pr [L(x) ≥ 2 log2 n] =
n∑

x=1

1
n2

=
1
n

.

A teda skip-zoznam má s vysokou pravdepodobnosťou O(log n) úrovní.
8

’
Vysoká pravdepodobnosť‘ v tomto prípade znamená aspoň 1 − 1

nc pre nejakú (podľa možností veľkú) kon-
štantu c ≥ 1.
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5.2.4 Logaritmický čas hľadania

Ľahšie sa nám bude analyzovať čas hľadania, ak si predstavíme algoritmus bežiaci pospiatky. Al-
goritmus SkipZoznamHľadajSpäť vezme výstup z algoritmu SkipZoznamHľadaj ako vstup
a spätne prechádza dátovou štruktúrou do ľavého horného rohu. Skip-zoznamy síce nemajú
smerníky nahor a vľavo, no pre naše účely budeme chvíľu predstierať, že áno.

SkipZoznamHľadajSpäť(v, L):
while (v 6= L)
if existuje nahor(v)

v ← nahor(v)
else

v ← vľavo(v)

Pre každý vrchol skip-zoznamu existuje nahor(v) s pravdepodobnosťou 1/2. Pre účely našej
analýzy je SkipZoznamHľadajSpäť ekvivalentný nasledujúcemu algoritmu:

Hádž-a-Choď(v, L):
while (v 6= L)
if HodMincou=hlava
v ← nahor(v)

else
v ← vľavo(v)

Stredná hodnota počtu, koľkokrát padne na minci hlava, je zrejme rovná strednej hodnote
počtu, koľkokrát padne líce. Takže stredná hodnota času behu tohoto algoritmu je dvojnásobkom
strednej hodnoty počtu presunov smerom nahor. No a kedže už vieme, že počet presunov nahor
je s vysokou pravdepodobnosťou O(log n), môžeme tvrdiť, že stredná hodnota času potrebného
na hľadanie v skip-zozname je tiež O(log n).

5.3 Hašovacie tabuľky

5.3.1 Úvod

Hašovacia tabuľka je dátová štruktúra, v ktorej je uložená množina prvkov takým spôsobom,
aby bolo možné rýchlo rozhodnúť, či obsahuje daný prvok alebo nie. Základnou myšlienkou je
vybrať hašovaciu funkciu, ktorá zobrazí každý prípustný prvok x do (relatívne) malého celého
čísla h(x). Následne sa prvok x uloží na pozíciu h(x) v poli. Toto pole je potom hašovacou
tabuľkou.

Buďme teraz trocha presnejší. Pracujeme s n-prvkovou množinou, ktorej prvky sú z nejakého
konečného9 priestoru U veľkosti u = |U|. Hašovacia tabuľka je pole T [1 ..m], kde m označuje
veľkosť tabuľky, ktorá je typicky omnoho menšia, než u. Hašovacia funkcia je funkcia

h : U → {0, 1, . . . ,m− 1}

ktorá zobrazuje každý prvok z U na nejakú pozíciu v hašovacej tabuľke. Hovoríme, že hašuje
prvok x na pozíciu T [h(x)].

9Konečnosť je dôležitá kvôli technickým detailom, no v praxi ju môžeme ignorovať. Pri práci s nekonečným
priestorom (napr. celé čísla) sa totiž v praxi stále obmedzujeme na nejakú jeho konečnú, no dostatočne veľkú
podmnožinu (napr. celé čísla z intervalu [0, 264 − 1]).
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Ak by bolo u = m, t. j. U = {ux;x ∈ [0,m − 1]} mohli by sme použiť triviálnu hašovaciu
funkciu h(ux) = x. Inými slovami, použiť prvok samotný ako index do tabuľky. Vo väčšine
prípadov je však priestor možných kľúčov rádovo väčší než kapacita hašovacej tabuľky. A aj
keby bolo možné prideliť dostatok pamäte pre tabuľku, zvyčajne pracujeme s množinou kľúčov,
ktorá je len malou časťou celého priestoru kľúčov. Preto by malo byť m zhruba rovné počtu
kľúčov, ktoré chceme v tabuľke udržiavať.

Ideálne by bolo, ak by sa každý prvok hašoval na inú pozíciu v poli. To je, nanešťastie,
vysoko nepravdepodobné, a preto sa potrebujeme vysporiadať s kolíziami. Hovoríme, že dva
prvky x a y kolidujú, ak sa hašujú na rovnaku hodnotu, t.j. ak h(x) = h(y). Keďže je jasné, že
dva prvky nemôžu byť uložené na tej istej pozícii v poli, potrebujeme mať k dispozícii nejaké
metódy na riešenie kolízií. Dvomi najbežnejšími metódami sú zreťazenie a otvorená adresácia.

5.3.2 Zreťazenie

V zreťazenej hašovacej tabuľke nie je žiadny prvok T [i] iba jednoduchým prvkom, ale je (smer-
níkom na) zreťazený zoznam všetkých prvkov, ktoré sa hašujú na T [i]. Označme `(x) dĺžku
zoznamu T [h(x)]. Ak chceme zistiť, či sa prvok x nachádza v hašovacej tabuľke, musíme pre-
hľadať celý zoznam T [h(x)]. Na to potrebujeme v najhoršom prípade čas O(1) na výpočet h(x)
plus O(1) za každý prvok zoznamu T [h(x)], čiže O(1 + `(x)) dokopy. Vkladanie a odstránenie
prvku x tiež vyžaduje v najhoršom prípade čas O(1 + `(x)).
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Obrázok 5.9: Hašovacia tabuľka.

V najhoršom prípade nám hašovacia funkcia zobrazí každý prvok do tej istej pozície v poli,
čím dostávame jeden dlhý zoznam s n prvkami. Dokonca pri každej deterministickej hašovacej
funkcii nám môže zákerný protivník dať práve takú množinu prvkov, ktoré sa všetky zobrazia do
jednej pozície. Ak sa chceme brániť voči takýmto útokom, potrebujeme použiť hašovaciu funkciu,
ktoré je čo najviac náhodná. Prakticky nie je možné zvoliť úplne náhodnú hašovaciu funkciu, no
existuje niekoľko heuristík na vytvorenie hašovacích funkcií, ktoré sú takmer náhodné. V ďalšej
analýze preto predpokladáme, že naša hašovacia funkcia je úplne náhodná. Formálnejšie:

Slabá uniformita hašovania:
Ak x 6= y, tak Pr[h(x) = h(y)] = 1/m.

Za predpokladu slabej uniformity hašovania určme strednú hodnotu `(x), ktorá nám zároveň
udáva horný odhad pre strednú hodnotu času potrebného na hľadanie prvku x. Predpokladajme,
že prvok x ešte nie je uložený v hašovacej tabuľke. Definujme pre všetky x a y nasledovné
indikátory:

Cx,y = [h(x) = h(y)].

Keďže dĺžka zoznamu T [h(x)] je presne rovná počtu prvkov, ktoré kolidujú s x, dostávame

`(x) =
∑
y∈T

Cx,y.
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Predpoklad slabej uniformity hašovania môžeme prepísať do tvaru:

x 6= y =⇒ E[Cx,y] =
1
m

.

No a priamo z definícií potom plynie

E[`(x)] =
∑
y∈T

E[Cx,y] =
∑
y∈T

1
m

=
n

m

Pomer n/m budeme nazývať faktor záťaže hašovacej tabuľky a označovať symbolom α.

α =
n

m

Z našej analýzy plynie, že stredná hodnota času potrebného pre neúspešné hľadanie v zreťazenej
hašovacej tabuľke je Θ(1 + α). Kým je teda počet prvkov n len o konštantný násobok väčší než
veľkosť tabuľky m, aj čas je konštantný. Podobne vieme dosiahnuť rovnaký odhad pre strednú
hodnotu času potrebného na úspešné hľadanie v hašovacej tabuľke.

Zreťazené zoznamy nie sú jedinou štruktúrou, v ktorej môžeme ukladať zoznamy prvkov
s rovnakou hašovacou hodnotou. Použiť vieme každú dátovú štruktúru schopnú uloženia mno-
žiny prvkov. Napríklad, ak má priestor U totálne usporiadanie, každý zoznam prvkov môže byť
uložený vo forme vyváženého binárneho stromu. Takto hneď zredukujeme najhorší čas potrebný
na hľadanie na O(1 + log `(x)) a za predpokladu slabej uniformity hašovania je potom stredná
hodnota času potrebného na hľadanie rovná O(1 + log α).
Ďalšou prirodzenou možnosťou je postupovať rekurzívne. Pre každé T [i] budeme udržiavať

hašovaciu tabuľku Ti obsahujúcu všetky prvky ktoré sa hašujú do i. Kolízie v tejto sekundárnej
tabuľke budú riešené rekurzívne, uložením sekundárnych zoznamov prvkov s rovnakou hašova-
cou hodnotou v terciárnych hašovacích tabuľkách atď. Výsledná dátová štruktúra je stromom
hašovacích tabuliek, ktorého listy zodpovedajú prvkom, ktoré sa už (na niektorej z úrovní stro-
mu) hašujú bez kolízií. Ak má každá tabuľka v tomto strome veľkosť m, potom stredná hodnota
času potrebného na hľadanie je O(logm n). Ak položíme m =

√
n, stredná hodnota času je

konštantná.

5.3.3 Univerzálne hašovanie

Ukážme si, ako generovať hašovacie funkcie, ktoré spĺňajú predpoklad slabej uniformity. Ho-
voríme, že množina H hašovacích funkcií je univerzálna, ak spĺňa nasledujúcu vlastnosť: Pre
ľubovoľné dva prvky x 6= y, ak zvolíme hašovaciu funkciu h rovnomerne náhodne z množiny
H, tak Pr[h(x) = h(y)] = 1/m. Všimnite si, že táto rovnosť platí pre ľubovoľné prvky x a y –
náhodnosť je ukrytá len vo voľbe hašovacej funkcie z množiny H.
Kvôli zjednodušeniu predpokladajme, že priestor U obsahuje presne m2 prvkov, každý re-

prezentovaný dvojicou (x, x′) celých čísel z intervalu [0,m− 1] a že m je prvočíslo.

Pre celé čísla 0 ≤ a, b ≤ m− 1 definujme funkciu ha,b : U → {0, 1, . . . ,m− 1} nasledovne:

ha,b(x, x) = (ax + bx′) mod m.

Potom množina
H = {ha,b|0 ≤ a, b ≤ m− 1}
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všetkých takýchto funkcií je univerzálna. K dôkazu tohoto faktu potrebujeme ukázať, že pre
každú dvojicu navzájom rôznych prvkov (x, x′) 6= (y, y′), presne m z m2 funkcií z množiny H
spôsobuje kolíziu.

Zvoľme dva prvky (x, x′) 6= (y, y′) a bez ujmy na všeobecnosti10 predpokladajme, že x 6= y.
Funkcia ha,b ∈ H spôsobuje kolíziu medzi (x, x′) a (y, y′) práve vtedy, ak

ha,b(x, x′) = ha,b(y, y′)
(ax + bx′) mod m = (ay + by′) mod m

ax + bx′ ≡ ay + by′ (mod m)
a(x− y) ≡ b(y′ − x′) (mod m)

a ≡ b(y′ − x′)(x− y)−1 (mod m).

Využili sme predpoklad, že m je prvočíslo a x − y 6= 0, čiže x − y má jednoznačne určený
inverzný prvok11 modulo m.

Pre každé b určuje posledná rovnosť jediné a, pre ktoré ha,b spôsobuje kolíziu. Keďže máme
m možných hodnôt b, existuje práve m hašovacích funkcií ha,b spôsobujúcich kolíziu, čo sme
chceli ukázať.

Ak teda chceme dosiahnuť už spomínanú konštantnú strednú hodnotu pre čas potrebný na
hľadanie v hašovacej tabuľke, mali by sme ako hašovaciu funkciu zvoliť náhodný prvok z H tak,
že vygenerujeme dve celé čísla a a b rovnomerne náhodne z intervalu [0,m − 1]. Táto voľba
presne zodpovedá rovnomerne náhodnej voľbe prvku z U .
Jedinou ’nevhodnou‘ vlastnosťou tejto konštrukcie je, že s malou pravdepodobnosťou niekedy

zvolíme hašovaciu funkciu h0,0, ktorá všetko zobrazuje do 0. V praxi preto, ak sa stane, že
vyberieme a = b = 0, nepoužijeme tieto čísla, ale zopakujeme ich voľbu. Ak nebudeme uvažovať
o možnosti h0,0, redukuje sa nám pravdepodobnosť kolízie z 1/m na (m−1)/(m2−1) = 1/(m+1).
Inými slovami, množina H\ {h0,0} je trochu lepšia než univerzálna.
Predchádzajúca konštrukcia sa dá ľahko zovšeobecniť na väčšie priestory. Predpokladaj-

me, že u = mr pre nejaké r, t. j. každý prvok x ∈ U môže byť reprezentovaný vektorom
(x0, x1, . . . , xr−1) celých čísel z intervalu [0,m−1]. Potom pre každý vektor a = (a0, a1, . . . , ar−1)
definujme zodpovedajúcu hašovaciu funkciu ha nasledovne:

ha(x) = (a0x0 + a1x1 + · · ·+ ar−1xr−1) mod m.

Množina všetkých mr takýchto hašovacích funkcií je univerzálna.

5.3.4 Otvorená adresácia

Ďalšou metódou použiteľnou na ošetrenie kolízií je otvorená adresácia. Pri nej, namiesto vy-
tvárania sekundárnych dátových štruktúr, ošetríme kolízie pomocou prezerania ďalších miest
v tabuľke. Presnejšie povedané, máme k dispozícii m-prvkovú postupnosť hašovacích funkcií
〈h0, h1, h2, . . . , hm−1〉, kde pre každý prvok x je postupnosť pokusov 〈h0(x), h1(x), . . . , hm−1(x)〉
permutáciou množiny 〈0, 1, 2, . . . ,m− 1〉. Inak povedané, rôzne hašovacie funkcie v postupnosti
zobrazujú x na rôzne pozície v hašovacej tabuľke.

Prvok x budeme hľadať pomocou nasledujúceho algoritmu, ktorého výstupom je index poľa
i, pre ktorý T [i] = x, ’chýba‘, ak sa x v hašovacej tabuľke nenachádza, no v tabuľke ešte sú voľné
pozície a ’plno‘, ak sa x v hašovacej tabuľke nenachádza a v tabuľke už nie sú voľné pozície.

10Explicitne neuvažujeme, čo sa stane v prípade x = y a x′ 6= y′.
11Napríklad inverzným prvkom 9 modulo 13 je 3, keďže 9 · 3 = 27 ≡ 1(mod 13).
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HľadanieOtvorenouAdresáciou(x):
for i← 0 to m− 1
if T [hi(x)] = x
return hi(x)

else if T [hi(x)] = ∅
return ’chýba‘

return ’plno‘

Algoritmus na vkladanie nového prvku do tabuľky je podobný, akurát predposledný riadok
zameníme za T [hi(x)] ← x. Všimnime si, že pre hašovaciu tabuľku s otvorenou adresáciou nie
je faktor záťaže nikdy väčší než 1.

Kvôli analýze budeme vyžadovať, aby bola postupnosť pokusov náhodná. Zariadime to pred-
pokladom silnej uniformity hašovania, z ktorého nám vyplynie konštantná stredná hodnota času
potrebného pre hľadanie i vkladanie nových prvkov.

Silná uniformita hašovania:
Pre každý prvok x je postupnosť pokusov 〈h0(x), h1(x), . . . , hm−1(x)〉 s rovna-
kou pravdepodobnosťou rovná každej permutácii množiny {0, 1, 2, . . . ,m− 1}.

Vypočítajme za tohto silnejšieho predpokladu strednú hodnotu času potrebného na neúspe-
šné hľadanie. Predpokladajme, že sa v hašovacej tabuľke nachádza n prvkov. Predpoklad silnej
uniformity má dva dôležité dôsledky:

• Počiatočná hodnota hašovacej funkcie h0(x) je s rovnakou pravdepodobnosťou rovná kaž-
dému celému číslu z intervalu [0,m− 1].

• Ak si odmyslíme prvý pokus, zvyšok postupnosti pokusov 〈h1(x), h2(x), . . . , hm−1(x)〉 je
s rovnakou pravdepodobnosťou rovný každej permutácii menšej množiny obsahujúcej prv-
ky {0, 1, 2, . . . ,m− 1} \ {h0(x)}.

Pravdepodobnosť toho, že T [h0(x)] je obsadené, je podľa prvého dôsledku presne n/m. Z druhého
dôsledku zas vyplýva, že ak je T [h0(x)] obsadené, algoritmus HľadanieOtvorenouAdresá-
ciou rekurzívne prehľadáva zvyšok hašovacej tabuľky. No a keďže algoritmus už nikdy nebude
skúšať T [h0(x)], pre účely analýzy môžeme rovno predpokladať, že táto pozícia už v tabuľke
neexistuje. Pre strednú hodnotu počtu pokusov potom dostávame nasledujúci rekurentný vzťah,
ktorý je funkciou m a n:

E[T (m,n)] = 1 +
n

m
E[T (m− 1, n− 1)].

Počiatočnou podmienkou je T (m, 0) = 1, pretože ak je hašovacia tabuľka prázdna, prvým poku-
som sa musíme trafiť do prázdnej pozície. Matematickou indukciou už ľahko ukážeme, že platí
E[T (m, n)] ≤ m/(m− n) :

E[T (m,n)] = 1 +
n

m
E[T (m− 1, n− 1)]

≤ 1 +
n

m
· m− 1
m− n

[indukčný predpoklad]

< 1 +
n

m
· m

m− n
[m− 1 < m]

=
m

m− n

√
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Ak to prepíšeme pomocou faktoru záťaže α = n/m, dostávame E[T (m, n)] ≤ 1/(1− α) . Inými
slovami, stredná hodnota času potrebného na neúspešné hľadanie je O(1), pokiaľ nie je hašovacia
tabuľka takmer úplne plná.

V praxi však nevieme generovať skutočne náhodné postupnosti pokusov, preto môžeme
použiť jednu z nasledujúcich heuristík:

• Lineárne skúšanie: Použijeme jedinú hašovaciu funkciu h(x) a položíme hi(x) = (h(x)+
i) mod m. Vyzerá to pekne a jednoducho, ale kolízie majú tendenciu sa v tabuľke nevhodne
zhlukovať. Nie je to príliš vhodná heuristika.

• Kvadratické skúšanie: Použijeme jedinú hašovaciu funkciu h(x) a položíme hi(x) =
(h(x) + i2) mod m. Nanešťastie, pre niektoré hodnoty m neobsahuje postupnosť hodnôt
hašovacej funkcie 〈hi(x)〉 každú možnú pozíciu v tabuľke. Tomuto problému sa môžme
vyhnúť, ak zvolíme za m prvočíslo. Kvadratické skúšanie má tiež problém so zhlukovaním,
aj keď v miernejšej forme: Ak majú dva prvky rovnakú počiatočnú hodnotu hašovacej
funkcie, obe ich postupnosti pokusov budú totožné.

• Dvojité hašovanie: Použijeme dve hašovacie funkcie h(x) a h′(x) a položíme hi rovné:

hi(x) = (h(x) + i.h′(x)) mod m

Aby sme zaručili, že sa hi(x) trafí do každej pozície v tabuľke, musia byť h′(x) a veľkosť
tabuľky m nesúdeliteľné. Zaručí nám to aj prvočíselnosť m, no jednoduchším riešením je
položiť m rovné mocnine 2 a zvoliť h′(x) tak, aby jej hodnoty boli stále nepárne. Dvojité
hašovanie nemá problém so zhlukovaním ako predchádzajúce dve heuristiky. Naopak, blíži
sa predpokladu silnej uniformity, aspoň v prípade, ak je m veľké a funkcie h a h′ sú
dostatočne náhodné. Táto metóda je najvhodnejšia12.

5.3.5 Mazanie pri otvorenej adresácii

Táto časť používa niektoré pojmy z kapitoly 6 o amortizácii.

Vymazanie prvku x z otvorene adresovanej hašovacej tabuľky je trochu zložitejšie, než v zre-
ťazenej hašovacej tabuľke. Nemôžeme jednoducho vymazať pozíciu obsahujúcu prvok x, pretože
informácia o tom, že T [h(x)] je obsadená, môže byť potrebná pri hľadaní niektorého iného prvku!
Vymazanie prvku preto zrealizujeme tak, že označíme jeho pozíciu ako odpad. Dostatočne

dlhá postupnosť vkladaní a mazaní prvkov však môže zaplniť podstatnú časť hašovacej tabuľky
odpadom, čím zostane málo priestoru pre samotné prvky a v extrémnom prípade to môže vynútiť
až lineárny čas potrebný na vyhľadávanie.

Stále však môžeme dostať dobrú amortizovanú výkonnosť používaním dvoch pravidiel na
prebudovávanie tabuľky.
Prvé pravidlo: Ak prekročí počet prvkov v hašovacej tabuľke m/4, zdvojnásobíme veľkosť tabu-
ľky (m← 2m) a nanovo všetko ’prehašujeme‘.
Druhé pravidlo: Ak prekročí počet pozícií obsahujúcich odpad m/2, vymažeme všetok odpad
a všetko prehašujeme. Na prehašovanie tabuľky potrebujeme m krokov na vytvorenie novej
hašovacej tabuľky a v priemere O(n) krokov na vloženie každého z n prvkov do novej tabuľky.

Ak zavedieme poplatok 4e za každé vloženie a 2e za každé vymazanie, budeme mať dosť
peňazí na zaplatenie každého prebudovávania.

12Aj keď v špeciálnom prípade veľmi veľkých hašovacích tabuliek a malého faktoru záťaže má lineárne skúšanie
lepšie vlastnosti.
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Za predpokladu silnej uniformity hašovania je stredná hodnota amortizovanej ceny vloženia,
resp. vymazania O(1). Všimnite si, že v tomto prípade používame dva rôzne druhy priemerov
súčasne. Na jednej strane počítame priemer možných cien každého individuálneho hľadania cez
všetky možné postupnosti pokusov (’stredná hodnota‘). Na druhej strane počítame priemer celej
postupnosti operácií, aby sme ’rozložili‘ cenu prebudovávania (’amortizácie‘). Aj randomizácia,
aj amortizácia sú teda použité na to, aby sme dostali konštantný odhad času potrebného na
mazanie.



Kapitola 6

Amortizácia

6.1 Inkrementovanie binárneho počítadla

Poďme sa pozrieť na jednoduchý algoritmus, pomocou ktorého vieme zvýšiť hodnotu n − 1
uloženú v binárnom počítadle o jednotku, na n. Vstupom algoritmu je (nekonečné) pole bitov

B, ktorého prvky B[i] určujú hodnotu
∞∑
i=0

B[i]2i uloženú v počítadle.

Inkrementuj(B) :
i← 0
while B[i] = 1

B[i]← 0
i← i + 1

B[i]← 1

Algoritmus Inkrementuj vždy skončí (viď úloha 2), no ako rýchlo? Počet krokov algoritmu
zrejme závisí na vstupnom poli bitov B. Ak je prvých k bitov rovných 1 (a ostatné sú nulové),
potom Inkrementuj vykoná Θ(k) krokov. Preklopí postupne k jednotiek na 0 a potom ešte
jednu 0 na jednotku. Ak je teda v poli B uložená hodnota z intervalu [0, n], Inkrementuj
potrebuje v najhoršom prípade čas Θ(log n), pretože binárny zápis čísla n má dĺžku presne
blg nc+ 1 bitov.

6.2 Počítanie od 0 po n

Povedzme, že by sme chceli pomocou algoritmu Inkrementuj napočítať postupne od 0 do
n. Začneme s nulovým poľom B a n-krát spustíme Inkrementuj. Ak pre každé spustenie
použijeme horný odhad času, dostaneme celkový čas O(n log n). Je to síce správny, no nie najlepší
odhad. Existuje niekoľko metód, pomocou ktorých sa dá ukázať, že skutočný čas potrebný na
postupné počítanie od 0 po n je v skutočnosti len O(n). Aj keď sú niektore z týchto metód
vlastne ekvivalentné, pre rozličné problémy sú prirodzenejšie rozličné formulácie.

6.2.1 Agregačná metóda

Najľahší spôsob, ako dostať tesnejší horný odhad, je pozorovanie, že nie je potrebné v každom
volaní Inkrementuj preklopiť až Θ(log n) bitov. Najmenej významný bit B[0] sa preklápa
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zakaždým, no B[1] sa preklápa len pri každom druhom volaní, B[2] pri každom štvrtom a,
vo všeobecnosti, B[i] sa preklápa pri každom 2i-tom volaní Inkrementuj. Ak teda začíname
s nulovým poľom, potom postupnosť n volaní Inkrementuj preklopí bit B[i] presne bn/2ic-
krát. Celkový počet preklopení bitov v celom výpočte je

blog nc∑
i=0

⌊ n

2i

⌋
<

∞∑
i=0

n

2i
= 2n.

V priemere teda každé z n volaní Inkrementuj preklopí len dva bity, čiže beží v konštantnom
čase. Tento ’priemer‘ je trochu iný ako v predošlej kapitole. Nepoužívame tu žiadnu pravdepo-
dobnosť, počítame priemer cez postupnosť operácií, nie cez stredné hodnoty časov pre jednotlivé
operácie. Túto myšlienku nazývame amortizácia. Amortizovaná cena každého volania Inkre-
mentuj je O(1). Amortizácia je ’šikovný‘ trik používaný účtovníkmi na rozloženie veľkých jed-
norazových nákladov na dlhšie obdobie. Dobrým príkladom je výpočítanie rovnakých splátok
za úver, aj keď v skutočnosti dĺžník platí úrok zo stále menšej dlžnej sumy.

Agregačná metóda:
Určíme čas T (n), ako dlho bude v najhoršom prípade trvať vykonanie postup-
nosti n operácií. Amortizovaná cena každej operácie je potom T (n)/n.

6.2.2 Zdaňovacia (účtovnícka) metóda

Druhú metódu na odvodenie amortizovaného odhadu nazývame zdaňovacia, resp. účtovnícka.
Predpokladajme, že preklopenie každého bitu stojí 1e. Tentokrát teda, namiesto počítania času,
prechádzame na počítanie peňazí. Čas sú peniaze!

Uvažujme nasledovne: Namiesto platenia 1e pri každom preklopení zaplatíme daňovému
úradu zvyšovaciu daň 2e zakaždým, keď chceme preklopiť ktorýkoľvek bit z nuly na jednotku.
Jedno z týchto eur pokryje náklady na samotné preklopenie a to druhé sa odloží ako kredit pre
prípad, keď budeme neskôr potrebovať preklopiť tento bit späť na nulu. Kľúčovou myšlienkou
tohoto prístupu je, že v každom okamihu máme dostatok kreditu, aby sme zaplatili za ďalšie vo-
lanie Inkrementuj. Amortizovaná cena jedného volania Inkrementuj je rovná celkovej dani,
ktorú musíme kvôli nemu zaplatiť, čo sú presne 2e. Algoritmus Inkrementuj totiž preklopí
práve jeden bit z 0 na 1 (viď úloha 3).

Často je užitočné, ak priradíme rôzne časti dane k určitým častiam dátovej štruktúry. Mô-
žeme, napríklad, pri každom volaní Inkrementuj uložiť jedno z 2e zvyšovacej dane na tom
konkrétnom bite, ktorý sa preklápa z 0 na 1, aby si tento bit vedel neskôr zaplatiť za svoje
preklopenie späť z 1 na 0.

Zdaňovacia metóda 1:
Na určité kroky algoritmu je vyrubená daň tak, aby celková cena algoritmu
v žiadnom okamihu neprevýšila celkovú sumu daní, ktoré boli do tohoto oka-
mihu zaplatené. Amortizovaná cena operácie je rovná celkovej dani, ktorá bola
počas tejto operácie vyrubená.

Je možná aj iná úvaha: Rozvrhneme daň tak, aby sa platila za každý bit pri každej operácii,
bez ohľadu na to, či sa daný bit mení, alebo nie. Konkrétne, pre každý bit B[i] sa vyrubí
daň vo výške 1/2ie v každom volaní Inkrementuj. Celková vyrubená daň pre jedno volanie
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Inkrementuj je
∑
i≥0

2−ie = 2e. V okamihu, keď potrebujeme preklopiť bit B[i], máme už pre

tento bit vyzbieranú daň v celkovej výške 1e, čiže presne toľko, aby sme za toto jeho preklopenie
vedeli zaplatiť.

Zdaňovacia metóda 2:
Na určité časti dátovej štruktúry je vyrubená daň, ktorú je treba zaplatiť
pri každej operácii s nimi. Daň je navrhnutá tak, aby celková cena potrebná
na udržiavanie dátovej štruktúry nikdy neprevýšila celkovú daň, ktorá bola
zaplatená. Amortizovaná cena operácie je rovná celkovej dani, ktorá bola počas
tejto operácie vyrubená.

Pri oboch zdaňovacích metódach je na návrhárovi algoritmu, aby vymyslel vhodný ’daňový
plán‘. Rôzne plány môžu dávať rôzne amortizované odhady času. Čím tesnejšie však zostáva
daňový plán v čiernych číslach1, tým nám dáva tesnejší (a lepší) horný odhad času.

6.2.3 Potenčná metóda

Potenčná metóda je najsilnejšou (ale aj najťažšou) metódou, postavenou na fyzikálnom prin-
cípe potenčnej energie. Namiesto zavádzania daní pre konkrétne operácie, alebo časti dátovej
štruktúry budeme reprezentovať predplatenú sumu ako potenciál, ktorý môže byť použitý pri
neskorších operáciách. Potenciál je funkciou celej dátovej štruktúry.

NechDi označuje našu dátovú štruktúru po i operáciách a nech Φi označuje jej potenciál. Ako
ci označme aktuálnu cenu i-tej operácie (ktorá transformuje Di−1 na Di). Potom amortizovaná
cena i-tej operácie, označená ako ai, je definovaná ako aktuálna cena plus celková zmena v
potenciáli:

ai = ci + Φi − Φi−1

Celková amortizovaná cena n operácií je potom súčet ich aktuálnych cien a celkovej zmeny
v potenciáli:

n∑
i=1

ai =
n∑

i=1

(ci + Φi − Φi−1) =
n∑

i=1

ci + Φn − Φ0.

Našou úlohou je definovať potenčnú funkciu tak, aby Φ0 = 0 a Φi ≥ 0 pre všetky i. Ak sa
nám to podarí, celková aktuálna cena ľubovoľnej postupnosti operácií nebude väčšia než celková
amortizovaná cena:

n∑
i=1

ci =
n∑

i=1

ai − Φn ≤
n∑

i=1

ai.

Pre náš príklad s binárnym počítadlom definujeme potenciál Φi po i-tom volaní Inkre-
mentuj rovný počtu bitov s hodnotou 1. Na začiatku sú všetky bity nulové, preto Φ0 = 0 a
zrejme Φi > 0 pre všetky i > 0, čiže máme korektne definovanú potenčnú funkciu. Aktuálnu
cenu volania Inkrementuj, ako aj zmenu potenciálu môžeme popísať pomocou počtu bitov
preklopených na 1 a počtu bitov preklopených na 0.

ci = počet bitov preklopených z 0 na 1+ počet bitov preklopených z 1 na 0
Φi − Φi−1 = počet bitov preklopených z 0 na 1− počet bitov preklopených z 1 na 0

1Čiernou farbou zvyknú účtovníci označovať zisk (kladné čísla) a červenou stratu (záporné čísla)
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Amortizovaná cena i-teho volania Inkrementuj teda je

ai = ci + Φi − Φi−1 = 2× počet bitov preklopených z 0 na 1

Keďže v jednom volaní Inkrementuj sa zmení len jeden bit z 0 na 1, amortizovaná cena
Inkrementuj je 2.

Potenčná metóda:
Je daná potenčná funkcia dátovej štruktúry, ktorá je na začiatku nulová a v ce-
lom priebehu výpočtu nezáporná. Amortizovaná cena operácie je jej aktuálna
cena plus zmena v potenciále.

Pre tento konkrétny príklad je potenciál rovný celkovej sume neminutých daní zaplatených
pri zdaňovacej metóde, čiže nás neprekvapí, že dostávame rovnakú amortizovanú cenu. Vo vše-
obecnosti však nemusí existovať vhodná interpretácia potenciálu pomocou ’daní‘. Rôzne pote-
nčné funkcie dávajú rôzne amortizované odhady času. Ktorá je tá najlepšia? Dobrá potenčná
fukcia by mala počas rýchlej/lacnej operácie len o málo narásť a počas pomalej/drahej operá-
cie o veľa klesnúť. Naneštastie neexistuje žiaden všeobecný postup, ako sa dopracovať k dobrej
potenčnej funkcii – ostáva nám len sa s tým trochu pohrať a skúšať rôzne možnosti.

6.3 Posun v oboch smeroch

Predstavme si, že potrebujeme binárne počítadlo, ktoré by sa dalo efektívne inkrementovať aj
dekrementovať. Štandardné binárne počítadlo sa použiť nedá, dokonca ani v amortizovanom
zmysle, pretože zmena z hodnoty 2k na hodnotu 2k − 1 a späť nás stojí čas Θ(k) na operáciu.
Šikovne to môžeme vyriešiť tak, že budeme reprezentovať hodnotu počítadla ako dvojicu

binárnych reťazcov (P,N), kde pre každú pozíciu i v reťazcoch platí, že najviac jeden z bitov P [i]
a N [i] je rovný 1. Aktuálna hodnota počítadla bude rovná rozdielu čísel, ktorých binárne zápisy
sú práve reťazce P a N , symbolicky P −N . Algoritmy na inkrementovanie a dekrementovanie
počítadla potom vyzerajú takto:

InkrementujD(P,N):
i← 0
while P [i] = 1

P [i]← 0
i← i + 1

if N [i] = 1
N [i]← 0

else
P [i]← 1

DekrementujD(P,N):
i← 0
while N [i] = 1

N [i]← 0
i← i + 1
if P [i] = 1

P [i]← 0
else

N [i]← 1

Tu je príklad činnosti algoritmu. Všimnite si, že každé kladné číslo môže byť reprezentované
viacerými2 spôsobmi.

Predpokladajme teraz, že začneme od bodu (0, 0) a vykonáme postupnosť n volaní algorit-
mov InkrementujD aDekrementujD. V najhoršom prípade trvá jedna operácia časΘ(log n),
no aká je jej amortizovaná cena? Nemôžeme tu použiť agregačnú metódu, pretože nevieme, ako

2dokonca nekonečne veľa
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P = 10001
N = 01100
P −N = 5

++−→
P = 10010
N = 01100
P −N = 6

++−→
P = 10011
N = 01100
P −N = 7

++−→
P = 10000
N = 01000
P −N = 8

−−−→
P = 10000
N = 01001
P −N = 7

−−−→

P = 10000
N = 01010
P −N = 6

++−→
P = 10001
N = 01010
P −N = 7

Obrázok 6.1: Inkrementovanie a dekrementovanie dvojitého binárneho počítadla. Zvýraznené sú
tie bity, ktoré sa v danom kroku menia.

presne vyzerá postupnosť volaní algoritmov. Môžeme to ale skúsiť so zdaňovaním. Nie je ťažké
ukázať (samozrejme, matematickou indukciou), že po tom, čo nastavíme bit P [i], resp. N [i] na
hodnotu 1, musíme vykonať aspoň 2i operácií (volaní algoritmov InkrementujD a Dekre-
mentujD) predtým, než sa tento bit preklopí naspäť na hodnotu 0. Ak teda každý bit P [i] aj
N [i] zaplatí pri každej operácii daň vo výške 2−i, stále budeme mať dostatok prostriedkov na
zaplatenie nákladov nasledujúcej operácie. Amortizovaná cena každej operácie je potom najviac∑
i≥0

2 · (2−i) = 4.

Ešte lepší horný odhad vieme dostať použitím potenčnej metódy. Definujme potenciál Φi

ako celkový počet jednotkových bitov v oboch reťazcoch P a N po i operáciách. Podobne ako
v predošlej časti máme

ci = počet bitov preklopených z 0 na 1+ počet bitov preklopených z 1 na 0
Φi − Φi−1 = počet bitov preklopených z 0 na 1− počet bitov preklopených z 1 na 0,

a preto
ai = 2× počet bitov preklopených z 0 na 1.

Keďže každá operácia preklopí najviac jeden bit na 1, amortizovaná cena i-tej operácie je
ai ≤ 2.

6.4 Úlohy

1. Dokážte, že každé nezáporné celé číslo sa dá zapísať v tvare
∑

i 2
i, kde indexy i sú navzájom

rôzne nezáporné celé čísla. Napríklad: 14 = 23 + 22 + 21, 41 = 25 + 23 + 20.

2. Dokážte konečnosť algoritmu Inkrementuj, ak je jeho vstupom konečné pole B.

3. Dokážte, že algoritmus Inkrementuj preklopí zakaždým práve jeden bit z 0 na 1.

4. Upravte dvojité binárne počítadlo tak, aby podporovalo novú operáciu Znamienko, ktorá
rozhodne, či číslo uložené v počítadle je kladné, záporné alebo nulové. Amortizovaná cena
inkrementovania a dekrementovania počítadla musí zostať konštantná.
(Pomôcka: Ak P pozostáva z p významných bitov a N z n významných bitov, tak má
rozdiel p−n vždy rovnaké znamienko ako P −N . Napríklad ak P = 17 = 100012 a N = 0,
tak p = 5 a n = 0. Ako si však pamätať p a n?)

5. Každé celé číslo budeme namiesto mocnín dvojky reprezentovať ako súčet Fibonacciho
čísel. Inými slovami, namiesto poľa bitov budeme pracovať s poľom fitov, kde i-ty fit
zodpovedá tomu, či do súčtu zahrnieme i-te Fibonacciho číslo Fi. Napríklad reťazec fitov
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101110F odpovedá číslu F6 +F4 +F3 +F2 = 8+3+2+1 = 14. Popíšte algoritmus, ktorým
bude možné inkrementovať a dekrementovať reťazec fitov v konštantnom amortizovanom
čase.
(Pomôcka: Väčšinu čísel je možné vyjadriť pomocou viac než jedného reťazca fitov!)

6. V Chicagu je veľa vysokých budov, no len niektoré z nich majú dobrý výhľad na Michi-
ganské jazero. Predpokladajme, že máme dané pole A[1 .. n], v ktorom sú uložené výšky
n budov jednej ulice v poradí zo západu na východ. Budova i má dobrý výhľad na jazero
len vtedy, ak všetky budovy na východ od budovy i sú nižšie ako ona. Nižšie je uvedený
algoritmus, pomocou ktorého je možné rozhodnúť, ktoré budovy majú dobrý výhľad na
jazero. Použitím zdaňovacej metódy amortizovanej analýzy ohraničte amortizovaný čas
potrebný na vykonanie jedného cyklu. Aký je celkový čas výpočtu algoritmu?

DobrýVýhľad(pole A[1 .. n]):
S ← prázdny zásobník
for i← 1 to n
while (S nie je prázdny a A[i] ≥ A[S.top])
Pop(S)

Push(S, i)
return S



Kapitola 7

Najkratšie cesty v grafe

7.1 Najkratšie cesty z daného vrchola

7.1.1 Úvod

V tejto časti budeme pracovať s nasledujúcim problémom:

Problém najkratšej cesty v grafe:
Pre daný orientovaný graf G = (V,E) s váhami w(e), e ∈ E na hranách
a dvomi vyznačenými vrcholmi s, t ∈ V nájdite najkratšiu orientovanú cestu
z vrchola s do vrchola t.

Našou úlohou teda je nájsť v grafe G orientovanú cestu P začínajúcu vo vrchole s (zdroji)
a končiacu v t (cieli), ktorá minimalizuje funkciu

w(P ) =
∑
e∈P

w(e).

Príkladom môže byť jednoduchý ’dopravný‘ problém: Práve skončila večerná prednáška, zvy-
šok partie už čaká v centre mesta a my sa k nim chceme dostať autom čo najrýchlejšie. Môžeme
si predstaviť graf, ktorého vrcholy sú križovatky nášho mesta, hrany zodpovedajú uliciam medzi
nimi a váhy časom, za aký sme schopní prejsť tieto ulice. Hrany grafu sú orientované, keďže v
meste máme aj jednosmerné ulice, prípadne prejdenie ulice v jednom smere môže trvať iný čas,
než jej prejdenie v opačnom smere.

V zjednodušenom prípade ako dĺžku cesty P uvažujeme počet hrán na nej. Tomu však
zodpovedá vážená verzia, kde položíme všetky váhy w(e) = 1. Naopak, vo všeobecnom prípade
môžeme uvažovať dokonca aj so zápornými váhami na hranách. Tie nám ale trochu skomplikujú
situáciu: ak v grafe existuje záporný cyklus1, tak tam nemusí vždy existovať najkratšia cesta
(viď obrázok 7.1). Presnejšie, najkratšia orientovaná cesta z s do t existuje práve vtedy, ak v
grafe existuje aspoň jedna orientovaná cesta z s do t a zároveň sa žiadna takáto cesta nedotýka
záporného cyklu (viď obrázok 7.2). Ak by sme totiž mali záporný cyklus majúci neprázdny
prienik z nejakou cestou z s do t, prejdením po ceste P plus opakovaným prechádzaním tohoto
cyklu vieme vytvoriť stále kratšie a kratšie cesty z s do t.

Každý známy algoritmus riešiaci problém najkratšej cesty zároveň (z väčšej časti) rieši aj
nasledujúci všeobecnejší problém nájdenia najkratších ciest z jedného zdroja:

1Cyklus C voláme záporný, ak je záporný súčet váh jeho hrán, t. j.
P

e∈C w(e) < 0.
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Obrázok 7.1: Najkratšia cesta z s do t.
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Obrázok 7.2: Kvôli zápornému cyklu 1→ 4→ 2→ −9 neexistuje najkratšia cesta z s do t.

Problém najkratších ciest z jedného zdroja (vrchola) v grafe (problém NCJV):
Pre daný orientovaný graf G = (V,E) s váhami w(e), e ∈ E na hranách
a vyznačeným vrcholom s ∈ V nájdite najkratšie orientované cesty z vrchola
s do všetkých ostatných vrcholov grafu G.

Tento problém sa väčšinou rieši nájdením tzv. stromu najkratších ciest, majúceho koreň vo
vrchole s, ktorý obsahuje všetky hľadané orientované cesty (viď obrázok 7.4). Ľahko vidieť, že
ak sú najkratšie cesty jednoznačné, musia tvoriť strom. Na overenie tohto faktu si stačí uvedo-
miť, že každá podcesta najkratšej cesty je tiež najkratšia cesta2 Ak existuje z s do niektorého
vrchola viacero najkratších ciest, vždy vieme zvoliť jednu cestu do každého vrchola tak, aby ich
zjednotenie tvorilo strom (viď obrázok 7.3). Ak existujú najkratšie cesty z s do dvoch vrcholov
u a v, ktoré sa rozdelia, potom spoja a zas rozdelia, vždy vieme jednu z nich modifikovať tak,
aby sa tieto dve cesty rozdeľovali len raz.

Stromy najkratších ciest sú zvyčajne odlišné od kostry minimálnej váhy. Hlavným dôvodom
je, že graf má zvyčajne jedinú minimálnu kostru3, no stromy najkratších ciest sú zvyčajne rôzne
pre iné vrcholy.

Všetky algoritmy popísané v tejto kapitole je možné po malých úpravách použiť aj na jed-
noduché grafy. Najdôležitejšie je ošetriť (explicitne zakázať) opakované prechody tam a späť po
tej istej hrane zápornej váhy.

V ďalšom budme označovať orientovanú hranu z u do v symbolom u→ v a orientovanú cestu
z u do v symbolom u ; v.

2Problém najkratšej cesty, rovnako ako mnoho ďalších optimalizačných problémov, spĺňa princíp suboptimality.
3Jednoznačnosť minimálnej kostry nám zaručia napríklad navzájom rôzne váhy hrán.
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Obrázok 7.3: Ak s → t → u → v → c → w a s → t → a → b → c → d sú dve najkratšie cesty,
tak je najkratšou cestou aj s→ t→ u→ v → c→ d.
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Obrázok 7.4: Kostra minimálnej váhy a strom najkratších ciest (s koreňom v najľavejšom vr-
chole) rovnakého grafu.

7.1.2 Algoritmus pre problém NCJV

Existuje viacero rôznych algoritmov pre problém NCJV, no všetky sú viac či menej len modi-
fikáciami jedného všeobecného algoritmu, ktorý ako prvý navrhol Ford v roku 1956 a nezávisle
od neho aj Dantzig v roku 19574. V každom vrchole grafu sú uložené dve hodnoty, ktoré induk-
tívnym spôsobom popisujú najkratšiu predbežnú cestu z vrchola s do vrchola v:

• dist(v) je dĺžka najkratšej predbežnej s ; v cesty (ak takáto cesta neexistuje, položíme
hodnotu dist(v) rovnú ∞).

• pred(v) je predchodcom vrchola v v najkratšej predbežnej s ; v ceste (ak takáto cesta
neexistuje, položíme hodnotu pred(v) rovnú Null).

Smerníky na predchodcov automaticky určujú tzv. strom najkratších predbežných ciest. Pre
vrchol s máme dist(s) = 0 a pred(s) = Null. Pre všetky ostatné vrcholy v 6= s nastavíme
počiatočné hodnoty dist(v) = 1 a pred(v) = Null, pretože ešte nepoznáme žiadnu (predbežnú)
s ; v cestu.

Hranu u → v nazývame voľná, ak dist(u) + w(u → v) < dist(v). Ak je hrana u → v voľná,
potom je najkratšia predbežná cesta s ; v nesprávna, keďže cesta s ; u→ v je od nej kratšia.
Všeobecný algoritmus postupuje tak, že opakovane hľadá voľné hrany v grafe a napína ich:

4Dantzig ukázal, ako sa dá problém najkratšej cesty formulovať ako úloha lineárneho programovania, a následne
popísal, ako interpretovať jednotlivé kroky simplexovej metódy v pôvodnom grafe. Jeho interpretácia bola de–
facto totožná s Fordovým relaxačným prístupom.
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Napni(u→ v) :
dist(v)← dist(u) + w(u→ v)
pred(v)← u

Akonáhle už v grafe nemáme voľné hrany, algoritmus končí a dostávame strom najkratších (teraz
už nie predbežných) ciest.

Správnosť algoritmu vyplýva z nasledujúcich jednoduchých faktov:

1. Ak dist(v) 6= ∞, tak je dist(v) rovné celkovej váhe reťaze predchodcov končiacej sa vo
vrchole v:

s→ · · · → pred(pred(v))→ pred(v)→ v.

Dá sa to ľahko ukázať matematickou indukciou podľa počtu uvoľnených hrán.

2. Ak algoritmus skončí, potom dist(v) ≤ w(s ; v) pre každú cestu s ; v. Toto sa dá tiež
ľahko ukázať matematickou indukciou, tentokrát podľa počtu hrán v ceste s ; v.

3. Algoritmus skončí práve vtedy, ak v grafe neexistuje žiaden záporný cyklus dosiahnuteľný
z vrchola s. V jednom smere je to ľahké: ak by existoval dosiahnuteľný záporný cyklus,
tak po napnutí prvej hrany cyklu bude cyklus stále obsahovať aspoň jednu voľnú hranu.
Opačná implikácia vyplýva z faktu, že každé napnutie hrany buď zmenší počet vrcholov
s dist(v) =∞ o 1, alebo zníži súčet dĺžok najkratších ciest o rozdiel medzi váhami dvoch
hrán.

Ešte sme si nepovedali nič o tom, ako určiť, ktoré hrany je potrebné uvoľniť a v akom poradí
ich uvoľňovať. Aby sme si to trochu zjednodušili, spresnime jemne náš všeobecný uvoľňovací
algoritmus. Počas výpočtu algoritmu budeme udržiavať batoh s vrcholmi, do ktorého na začiatku
vložíme len vrchol s. Vždy, keď vyberieme nejaký vrchol z batoha, prehľadáme všetky z neho
vychádzajúce hrany, či niektorá z nich nie je voľná. Nuž a keď úspešne napneme nejakú hranu
u → v, vložíme jej koncový vrchol v do batoha. Pritom ten istý vrchol môže byť vyberaný
z batoha aj niekoľkokrát.

InicializujNCJV(s) :
dist(s)← 0
pred(s)← Null
B ← ∅ (začneme s prázdnym batohom)
for all v 6= s

dist(v)←∞
pred(v)← Null

VšeobecnýNCJV(s) :
InicializujNCJV(s)
B ← B ∪ {s} (vlož s do batoha)
while B 6= ∅
zvoľ u ∈ B
B ← B \ {u} (vyber u z batoha)
for all u→ v
if hrana u→ v je voľná
Napni(u→ v)
B ← B ∪ {v} (vlož v do batoha)

Batoh B v algoritme VšeobecnýNCJV môžeme implementovať pomocou niekoľkých dá-
tových štruktúr. Skúsiť môžeme napríklad haldu, zásobník či rad. Iná dátová štruktúra potom
zodpovedá algoritmu s inými charakteristikami. Ak by sme použili zásobník, v najhoršom prí-
pade by sme boli nútení vykonať až Θ(2|V |) uvoľnení hrán (viď úloha 1). Ostatné dve možnosti
sú omnoho efektívnejšie.
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7.1.3 Dijkstrov algoritmus

Ak implementujeme batoh B v algoritme VšeobecnýNCJV pomocou haldy5, v ktorej bude
kľúčom vrchola hodnota dist(v), získame algoritmus, ktorý ako prví publikovali Leyzorek, Gray,
Johnson, Ladew, Meaker, Petry a Seitz v roku 1957 a neskôr ho nezávisle objavil Edsger Dijkstra
v roku 1959. Veľmi podobný algoritmus popísal aj Dantzig v roku 1958.

Dijkstrov algoritmus funguje len za predpokladu, že graf neobsahuje hrany zápornej váhy.
Vrcholy z batoha B sú vyberané podľa ich kľúča – stále sa zvolí vrchol s maximálnou hodnotou
dist(v).

DijkstraNCJV(s) :
InicializujNCJV(s)
B ← B ∪ {s} (vlož s do batoha)
while B 6= ∅
zvoľ u ∈ B, pre ktoré dist(u) = min

v∈B
dist(v)

B ← B \ {u} (vyber u z batoha)
for all u→ v
if hrana u→ v je voľná
Napni(u→ v)
B ← B ∪ {v} (vlož v do batoha)

Nie je ťažké ukázať (indukciou, viď úloha 2), že algoritmus DijkstraNCJV prechádza vr-
choly w v poradí rastúcej dĺžky najkratšej s ; w cesty. Z tohto vyplýva, že každý vrchol je
prehľadávaný najviac raz, a teda aj každá hrana je uvoľňovaná v priebehu algoritmu najviac
raz. Kľúčom každého vrchola w v halde je jeho predbežná vzdialenosť od s, takže pri každom
uvoľnení hrany je treba nad haldou B vykonať operáciu ZmenšiKľúč(w). Týchto operácií sa
vykoná najviac |E|. Každý vrchol sa do haldy vkladá aj vyberá z nej najviac raz, preto potre-
bujeme najviac |V | operácií Vlož(w) a VyberMin(w)6. Existuje viacero implementácií haldy,
ktoré minimalizujú výpočtovú zložitosť týchto operácií (AVL stromy, red-black stromy, výškovo-
vyvážené stromy, váhovo-vyvážené stromy, B-stromy, stromohaldy, náhodné binárne vyhľadá-
vacie stromy, skip-zoznamy, Fibonacciho haldy a mnohé ďalšie). Ak teda použijeme napríklad

Fibonacciho haldu, výpočtová zložitosť Dijkstrovho algoritmu bude O(|E|+ |V | log |V |) .
Pri predchádzajúcej analýze výpočtovej zložitosti sme predpokladali, že žiadna z hrán nemá

zápornú váhu. Dijkstrov algoritmus v tej forme, v akej sme ho uviedli, funguje správne aj v
orientovaných grafoch obsahujúcich hrany zápornej váhy a nájde najkratšie cesty z daného
zdroja. Avšak jeho výpočtová zložitosť môže byť v najhoršom prípade až exponenciálna (viď
úloha 3).

7.1.4 Bellmanov-Fordov algoritmus

Ak nahradíme v Dijkstrovom algoritme haldu pomocou radu, dostaneme algoritmus, ktorý ako
prvý publikoval Shimbel v roku 1955, neskôr ho nezávisle objavil Moore v roku 1957, Wood-
bury a Dantzig v roku 1957 a Bellman v roku 1958. Keďže jeho posledný objaviteľ Bellman
použil myšlienku napínania hrán, ktorú navrhol Ford v roku 1956, zvykneme tento algoritmus

5Definíciu haldy, ako aj operácií Vlož, VyberMin a ZmenšiKľúč nad haldou, je možné nájsť v N. Dale, D.T.
Joyce, Ch. Weems. Object Oriented Data Structures Using Java. Jones and Bartlett Publishers, Massachusetts,
2002, alebo v [CLRS].

6Vystačíme si aj s menej všeobecnou operáciou VyberMin(w), pretože vieme, že algoritmus DijkstraNCJV
vyberá z batoha B prvok s najmenším kľúčom.
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Obrázok 7.5: Priebeh výpočtu Dijkstrovho algoritmu na grafe bez hrán zápornej váhy. Fareb-
ne sú zvýraznené vrcholy, ktoré sa práve nachádzajú v batohu, tučnou kružnicou je označený
práve preskúmavaný vrchol. Zvýraznené hrany zodpovedajú postupne sa vytvárajúcemu stromu
najkratších ciest.

označovať ako ’Bellmanov-Fordov‘ algoritmus. Bellmanov-Fordov algoritmus funguje korektne
aj v prípade, ak graf obsahuje hrany so zápornou váhou a pomocou neho môžme rýchlo rozhod-
núť o existencii záporných cyklov. No ak v grafe záporné hrany nie sú, Dijkstrov algoritmus je
rýchlejší.

Najľahším spôsobom, ako analyzovať algoritmus, je rozdeliť jeho vykonávanie do niekoľkých
fáz. Na začiatku vložíme do radu zdroj s a za neho pomocnú značku. Každá fáza postupne
prechádza vrcholy v rade a končí sa v okamihu, keď narazí na značku (medzitým môže pridávať
ďalšie vrcholy na koniec radu). Po ukončení fázy sa na koniec radu opäť vloží pomocná značka.
Algoritmus sa končí v okamihu, keď v rade nie sú žiadne vrcholy, len pomocná značka (viď
obrázok 7.6). Matematickou indukciou je možné ukázať platnosť nasledujúceho invariantu (viď
úloha 4):

Po vykonaní i-tej fázy Bellmanovho-Fordovho algoritmu pre každý vrchol v ∈
V platí: dist(v) je menšia alebo rovná dĺžke najkratšej s ; v cesty obsahujúcej
nie viac ako i hrán.

Žiadna najkratšia cesta neprechádza viac než všetkými vrcholmi. Preto náš algoritmus buď
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Obrázok 7.6: Priebeh výpočtu Bellmanovho-Fordovho algoritmu. Vrcholy a pomocná značka ,
sú ukladané do radu v poradí s , a f e , b d f , c e d , d e , ,. Farebne sú zvýraznené
vrcholy nachádzajúce sa v rade na konci každej fázy. Zvýraznené hrany zodpovedajú postupne
sa vytvárajúcemu stromu najkratších ciest.
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skončí najneskôr vo |V |.-tej fáze, alebo v opačnom prípade musí v grafe existovať záporný cyklus.
V každej fáze prechádzame každý vrchol najviac raz, preto jednu fázu vieme vykonať v čase
O(|E|). Celková výpočtová zložitosť algoritmu je potom O(|V | · |E|) .
Keď už vieme, ako pracujú jednotlivé fázy Bellmanovho-Fordovho algoritmu, môžme si ho

výrazne celý zjednodušiť. Namiesto používania radu, ktorým nepriamo prehľadávame graf do
šírky, môžeme prezerať zoznamy okolí vrcholov a pokúšať sa uvoľňovať každú hranu v grafe.

BellmanFordNCJV(s) :
InicializujNCJV(s)
repeat |V |-krát
for all u→ v
if hrana u→ v je voľná
Napni(u→ v)

for all u→ v
if hrana u→ v je voľná
return Záporný cyklus!

V takomto tvare je Bellmanov-Fordov algoritmus uvádzaný vo väčšine učebníc. Výpočtová
zložitosť O(|V | · |E|) by mala byť už zrejmá, no čo korektnosť? Aj tu si však ľahko pomôžeme,
ak pomocou matematickej indukcie ukážeme platnosť už spomínaného invariantu (viď úloha 4).

7.2 Najkratšie cesty medzi všetkými dvojicami vrcholov

7.2.1 Definícia problému

V predchádzajúcej časti sme si ukázali algoritmus na nájdenie najkratšej cesty zo zdroja s do
cieľa t v orientovanom grafe. Ukázalo sa, že najlepší algoritmus pre tento problém v skutočnosti
nájde najkratšie cesty zo zdroja s do všetkých ostatných vrcholov grafu a zostrojí tzv. strom
najkratších ciest. V strome najkratších ciest sú v každom vrchole uložené dve informácie:

• dist(v) je dĺžka najkratšej s ; v cesty (ak takáto cesta existuje).

• pred(v) je predposledný vrchol na najkratšej s ; v ceste (ak takýto vrchol a cesta exis-
tujú).

V tejto časti bude naším cieľom vyriešiť zovšeobecnený problém najkratšej cesty:

Problém najkratších ciest medzi všetkými dvojicami vrcholov v grafe:
Pre daný orientovaný graf G = (V,E) s váhami w(e), e ∈ E na hranách nájdite
najkratšiu orientovanú cestu z každého možného zdroja s do každého možného
cieľa t.

Pre každú dvojicu vrcholov u a v teda chceme vypočítať hodnoty dist(u, v) a pred(u, v),
kde:

• dist(u, v) je dĺžka najkratšej u ; v cesty (ak takáto cesta existuje).

• pred(u, v) je predposledný vrchol na najkratšej u ; v ceste (ak takýto vrchol a cesta
existujú).
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Pre každý vrchol v zrejme platí dist(v, v) = 0 a pred(v, v) = Null. Ak najkratšia cesta z u do
v pozostáva len z jedinej hrany, tak dist(u, v) = w(u→ v) a pred(u, v) = u. Ak medzi vrcholmi
u a v neexistuje najkratšia cesta (buď neexistuje žiadna cesta, alebo máme záporný cyklus), tak
dist(u, v) =∞ a pred(u, v) = Null.
Výstupom z nášho algoritmu pre najkratšie cesty bude dvojica tabuliek rozmeru |V | × |V |

obsahujúca všetkých |V |2 vzdialeností a |V |2 predchodcov. Niečo podobné je možné nájsť na
automapách – ak chceme zistiť vzdialenosť medzi dvoma mestami, stačí nájsť riadok zodpo-
vedajúci prvému mestu, stĺpec zodpovedajúci druhému mestu a v ich priesečníku sa nachádza
hľadaná vzdialenosť. V ďalšom si ukážeme, ako nájdeme tabuľku vzdialeností, pretože tabuľku
predchodcov, podľa ktorej vieme určiť samotné najkratšie cesty, vieme nájsť pomocou malej
modifikácie algoritmu pre tabuľku vzdialeností.

7.2.2 Všetky cesty z každého zdroja

Jednoduchým a priamočiarym riešením, ktoré nevyžaduje hlbšiu úvahu, je nájsť všetky najkrat-
šie cesty spustením algoritmu na nájdenie najkratších ciest z daného vrchola postupne pre každý
vrchol s ∈ V . Dĺžky najkratších ciest budeme postupne ukladať do tabuľky dist[1 .. |V |][1 .. |V |],
pričom jedno spustenie naplní jeden riadok dist[s][] tabuľky a môžeme ho realizovať Dijkstrovým
alebo Bellmanovým-Fordovým algoritmom so zdrojom s.

JednoduchýNCVV(s) :
pre každý vrchol s

dist[s][]← <algoritmus>NCJV(s)

Výpočtová zložitosť algoritmu JednoduchýNCVV závisí od toho, ktorý algoritmus na náj-
denie najkratších ciest z daného vrchola použijeme na mieste volania<algoritmus>NCJV(s).
Ak použijeme BellmanFordNCJV(s), celková zložitosť bude Θ(|V |2|E|) ⊆ O(|V |4). Ak ale
vieme, že váhy hrán sú nezáporné, môžeme použiť Dijkstrov algoritmus, ktorý nám zníži výpo-
čtovú zložitosť na Θ(|V | · |E|+ |V |2 log |V |) ⊆ O(|V |3).

7.2.3 Prepočítanie váh

Vidíme, že s nezápornými hranami si vieme poradiť rýchlejšie. Čo ak ale máme v grafe aj
hrany so zápornou váhou? Mnohých okamžite napadne nasledujúci postup: skúsme navýšiť váhu
všetkých hrán o rovnakú veľkosť tak, aby všetky boli nezáporné a potom použijme algoritmus
JednoduchýNCVV v kombinácii s Dijkstrovým algoritmom. Nanešťastie však táto jednoduchá
myšlienka nefunguje. Dĺžky ciest s rôznym počtom hrán sa týmto postupom zväčšia o rôzne
hodnoty, čo spôsobí, že najkratšia cesta v zmenenom grafe už nemusí zodpovedať najkratšej
ceste v pôvodnom grafe (viď obrázok 7.7).

Našťastie existuje fungujúca (aj keď komplikovanejšia) metóda, ako sa zbaviť záporných váh
na hranách. Priraďme ku každému vrcholu v jeho cenu c(v), ktorá môže byť kladná, záporná ba
i nulová a definujme novú funkciu váh w′ takto:

w′(u→ v) = c(u) + w(u→ v)− c(v). (7.1)

Aby sme si to trocha priblížili, predstavme si, že vždy, keď cesta opúšťa vrchol u, musíme zaplatiť
výstupný poplatok c(u), a vždy, keď cesta vstupuje do vrchola v, dostaneme vstupný bonus c(v)
(alebo vstupnú daň −c(v)). Teraz už nie je ťažké ukázať, že najkratšie cesty v grafe s funkciou
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Obrázok 7.7: Ak navýšime váhu všetkých hrán o 2, zmení sa najkratšia s ; t cesta.

váh w′ sú presne tie isté, ako najkratšie cesty v grafe s pôvodnou funkciou váh w. Pre každú
u ; v cestu totiž máme

w′(u ; v) = c(u) + w(u ; v)− c(v).

(Zaplatíme výstupný poplatok c(u) plus pôvodnú váhu cesty mínus vstupný bonus c(v). V
každom vnútornom vrchole x cesty u ; v dostaneme vstupný bonus c(x) ktorý ale obratom
zaplatíme vo forme výstupného poplatku!)

7.2.4 Johnsonov algoritmus

Johnsonov algoritmus pre nájdenie najkratších ciest medzi všetkými dvojicami vrcholov hľadá
také ceny c(v) vrcholov, aby po zmene váh podľa 7.1 mali všetky hrany nezáporné váhy.
Predpokladajme, že v grafe existuje vrchol s, z ktorého sa dá dostať po orientovanej ceste do

každého ďalšieho vrchola. Johnsonov algoritmus nájde najkratšie cesty z vrchola s do všetkých
ostatných vrcholov použijúc algoritmus BellmanFordNCJV (ktorému neprekáža, ak sú váhy
niektorých hrán záporné) a následne položí

c(v) = dist(s, v),

čiže nové váhy pre jednotlivé hrany budú

w′(u→ v) = dist(s, u) + w(u→ v)− dist(s, v).

Prečo sú všetky tieto nové váhy nezáporné? Pretože ak by neboli, algoritmus Bellman-
FordNCJV by neskončil! Spomeňme si, že hrana u → v je voľná, ak dist(s, u) + w(u → v) <
dist(s, v), a že algoritmy pre problém všetkých najkratších ciest z jedného vrchola eliminujú
všetky voľné hrany. Jedinou výnimkou je prípad, ak v grafe existuje záporný cyklus, no v takom
prípade najkratšie cesty nie sú definované a Johnsonov algoritmus sa vtedy jednoducho skončí.

Čo však v prípade, ak v grafe neexistuje vrchol s, z ktorého sa dá dostať po orientovanej
ceste do každého ďalšieho vrchola? Nezávisle od toho, v ktorom vrchole by sme začali algoritmus
BellmanFordNCJV, niektoré z cien vrcholov by boli nekonečné. Johnsonov algoritmus sa
tomuto problému elegantne vyhne tak, že že do grafu pridá nový vrchol s spolu s hranami
nulovej váhy z vrchola s do všetkých ostatných vrcholov grafu (ale žiadne hrany idúce do vrchola
s). Táto modifikácia grafu nezmení žiadnu z najkratších ciest medzi pôvodnými pármi vrcholov,
pretože v modifikovanom grafe neexistuje žiadna cesta vedúca do vrchola s.

Johnsonov algoritmus je v plnej paráde uvedený na obrázku 7.8.

Pridanie pomocného vrcholu s na začiatku algoritmu vyžaduje čas Θ(|V |), jedno spustenie
algoritmu BellmanFordNCJV vyžaduje Θ(|V | · |E|), prepočet váh w na w′ vyžaduje O(|E|)
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JohnsonNCVV(G = (V,E), w) :
G← G + {s}
for all v ∈ V

w(s→ v)← 0
w(v → s)← +∞

dist[s][]← BellmanFordNCJV(s)
if nájdený cyklus zápornej váhy
STOP
for all u→ v ∈ E

w′(u→ v) = dist[s][] + w(u→ v)− dist[s][v]
for all u ∈ V

dist[s][]← DijkstraNCJV(s)
for all v ∈ V

dist[u][v]← dist[u][v]− dist[s][u] + dist[s][v]

Obrázok 7.8: Johnsonov algoritmus pre nájdenie najkratších ciest medzi všetkými dvojicami vrcholov.

a vykonanie |V | výpočtov algoritmu DijkstraNCJV vyžaduje čas Θ(|V | · |E| + |V |2 log |V |).
Celková výpočtová zložitosť je potom Θ(|V | · |E|+ |V |2 log |V |) .

7.2.5 Dynamické programovanie

Ak sa do problému nájdenia najkratších ciest medzi všetkými dvojicami vcholov pustíme ná-
strojmi dynamického programovania, dostaneme sa k úplne odlišnému riešeniu, ako sme uviedli
v predchádzajúcej časti. Riešenie metódou dynamického programovania síce pre husté grafy s
|E| ∈ O(|V |2) vedie k riešeniu s asymptotickým výpočtovým časom O(|V |3), rovnakým ako pri
Johnsonovom algoritme, avšak dynamický algoritmus bude omnoho jednoduchší. Nový algorit-
mus nevyužíva Dijkstrov algoritmus, ktorého efektívnosť je založená na Fibonacciho haldách,
a tie sú samé osebe dosť komplikované na implementáciu.

V ďalšom budeme predpokladať, že vstupný graf neobsahuje cykly zápornej váhy
(hrany zápornej váhy pripúšťame; detekcia záporných cyklov sa dá realizovať menšou úpravou
dynamického algoritmu).

Už vieme, že pri algoritmoch dynamického programovania je nevyhnutná rekurzívna formu-
lácia problému. Jeden z ”prirodzených“ rekurentných vzťahov pre dist(u, v) je nasledovný:

dist(u, v) =

0, ak u = v,

min
x∈V

(dist(u, x) + w(x→ v)) inak,

Inými slovami, ak chceme nájsť najkratšiu cestu z u do v, potrebujeme prejsť všetkých možných
predchodcov x na možnej u ; v ceste, určiť dĺžku najkratšej cesty z u do x a potom k nej
pridať poslednú hranu x→ v. Takýto rekurentný vzťah však nemôže fungovať! Ak by sme chceli
vypočítať hodnotu dist(u, v), museli by sme najprv určiť hodnoty dist(u, x) pre všetky ostatné
vrcholy x ∈ V . Na výpočet dist(u, x) však najprv potrebujeme vypočítať dist(u, v), čím sa
dostávame do nekonečného cyklu!

Aby sme sa tomuto nekonečnému zacykleniu vyhli, potrebujeme zaviesť ďalší parameter,
ktorý by sa postupne v každej iterácii rekurzie znižoval, až by sme došli k jeho nulovej hodnote
(ktorá by bola popísaná vhodnou počiatočnou podmienkou). Jednou z možností je položiť tento
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tretí parameter rovný počtu hrán na najkratšej ceste. Definujme teda dist(u, v, k) ako dĺžku
najkratšej cesty z vrchola u do vrchola v, ktorá používa najviac k hrán. Zrejme každá najkratšia
cesta medzi ľubovoľnými dvoma vrcholmi používa najviac |V |−1 hrán, a teda to, čo potrebujeme
vypočítať, je hodnota dist(u, v, |V | − 1).
Po menšej úvahe ľahko odvodíme nasledujúci rekurentný vzťah:

dist(u, v, k) =


0, ak u = v,

+∞, ak k = 0 a u 6= v,

min
x∈V

(dist(u, x, k − 1) + w(x→ v)) inak.

Rovnako ako predchádzajúci rekurentný vzťah, aj tento prechádza všetkých možných pred-
chodcov vrchola v na najkratšej ceste, no tentokrát sa rekurzia končí, len čo je k = 0.
Teraz je už jednoduché transformovať tento rekurentný vzťah na algoritmus dynamické-

ho programovania. Už s predstihom však môžeme povedať, že jeho výpočtová zložitosť bude
Θ(|V |4) z jednoduchého dôvodu: používa štyri premenné (u, v, k a x), z ktorých každá môže
nadobúdať |V | rozdielnych hodnôt. S výnimkou počiatočných podmienok pozostáva algoritmus
len zo štyroch vnorených cyklov. Aby sme zjednodušili zápis algoritmu, predpokladajme, že pre
každý vrchol v platí w(v → v) = 0.

DynamickéProgramovanieNCVV(G = (V,E), w) :
for all u ∈ V
for all v ∈ V
if u = v

dist[u][v][0]← 0
else

dist[u][v][0]← +∞
for k ← 1 to |V | − 1
for all u ∈ V
for all v ∈ V

dist[u][v][k]← +∞
for all x ∈ V
if dist[u][v][k] > dist[u][x][k − 1] + w(x→ v)

dist[u][v][k]← dist[u][x][k − 1] + w(x→ v)

Samotný výpočet rekurentného vzťahu je realizovaný v posledných štyroch riadkoch algorit-
mu.

Fakticky je tento algoritms takmer totožný s Bellmanovým-Fordovým algoritmom pre kaž-
dý počiatočný vrchol. Jediným rozdielom je najvnútornejší cyklus, v ktorom by v prípade
Bellmanovho-Fordovho algoritmu bolo uvedené ”for all x → v ∈ E“. Toto jednoduché itero-
vanie Bellmanovho-Fordovho algoritmu nám zlepší výpočtovú zložitosť na Θ(|V | · (|V | · |E|)) =
Θ(|V |2 · |E|) za predpokladu, že graf je uložený ako zoznam susedov každého vrchola.

7.2.6 Rozdeľuj a panuj

Stále ešte môžeme dosiahnuť výrazné zlepšenie. Rekurentný vzťah, ktorý sme pred chvíľou vy-
užili, rozdelí najkratšiu cestu na trošku kratšiu cestu a jednu hranu tak, že postupne prejde
všetkých predchodcov koncového vrchola cesty. Skúsme teraz odlišný prístup: Rozdeľme cestu
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na dve časti v prostrednom vrchole cesty. Tomuto prístupu zodpovedá odlišný rekurentný vzťah
pre dist(u, v, k). Opäť, kvôli zjednodušeniu, predpokladajme, že w(u→ u) = 0.

dist(u, v, k) =

w(u→ v), ak k = 1,

min
x∈V

(dist(u, x, k/2) + dist(x, v, k/2)) inak.

Technickým problémom tohoto rekurentného vzťahu je, že funguje korektne, len ak je k mocni-
nou dvojky. V opačnom prípade by sme sa mohli pokúšať nájsť najkratšiu cestu s neceločíselným
počtom hrán! To však nie je problém, stačí, ak vypočítame hodnotu dist(u, v, 2dlg |V |e), ktorá
tiež udáva dĺžku najkratšej cesty z vrchola u do vrchola v. Počiatočným prípadom bude k = 1
(cesty dĺžky 1 už nemá zmysel ďalej deliť).

Odvodiť z rekurentného vzťahu algoritmus je už jednoduché. Jeho výpočtová zložitosť bude

Θ(|V |3 log |V |) – počítame s |V | rôznymi hodnotami pre u, v a x, no len s dlg |V |e hodnotami
pre k.

RýchleDynamickéProgramovanieNCVV(G = (V,E), w) :
for all u ∈ V
for all v ∈ V

dist[u][v][0]← w(u→ v)
for i← 1 to dlg |V |e 〈〈k = 2i〉〉
for all u ∈ V
for all v ∈ V

dist[u][v][i]← +∞
for all x ∈ V
if dist[u][v][i] > dist[u][x][i− 1] + dist[x][v][i− 1]

dist[u][v][i]← dist[u][x][i− 1] + dist[x][v][i− 1]

7.2.7 Floydov-Warshallov algoritmus

Aj náš zrýchlený algoritmus RýchleDynamickéProgramovanieNCVV je stále o násobok
O(log |V |) pomalší, než Johnsonov algoritmus. Ale stačí použiť trochu inú formuláciu rekurent-
ného vzťahu, ktorú navrhli Floyd a Warshall, aby sme sa tohoto logaritmického násobku zbavili.
Podstatou zmeny je použiť odlišný tretí parameter v rekurentnom vzťahu.

Očíslujme si vrcholy grafu číslami od 1 po |V | (ľubovoľne). Pre každú dvojicu vrcholov u a v
a každé celé číslo r definujme cestu π(u, v, r) nasledovne:

π(u, v, r) je najkratšia cesta z vrchola u do vrchola v, ktorej každý vnútorný
vrchol je očíslovaný číslami ≤ r.

Ak je r = 0, cesta nemôže obsahovať žiadne vnútorné vrcholy, čiže π(u, v, 0) je totožná
s hranou u → v (ak táto existuje). Ak je r > 0, tak cesta π(u, v, r) buď prechádza cez vrchol s
číslom r, alebo nie. Ak vrchol w s číslom r leží na ceste π(u, v, r), rozdeľuje ju na dve menšie
(kratšie) cesty u ; w a w ; v, pričom každý vnútorný vrchol na týchto dvoch kratších cestách
má číslo najviac r − 1. Obe tieto cesty sú navyše najkratšie možné spomedzi všetkých u ; w
resp. w ; v ciest obsahujúcich vnútorné vrcholy s číslom rovným najviac r− 1, takže to musia
byť práve cesty π(u, w, r−1) resp. π(w, v, r−1). Na druhej strane, ak cesta π(u, v, r) neobsahuje
vrchol s číslom r, tak každý jej vnútorný vrchol má číslo najviac r − 1. Z optimality π(u, v, r)
potom pre každé r > 0 plynie π(u, v, r) = π(u, v, r − 1).
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Obrázok 7.9: Rekurzívna štruktúra ciest π(u, v, r).

Z tejto rekurzívnej štruktúry vyplýva pre dĺžku ciest π(u, v, r), ktorú si označíme dist(u, v, r)
nasledujúci rekurentný vzťah:

dist(u, v, r) =

{
w(u→ v), ak r = 0,
min {dist(u, v, r − 1), dist(u, r, r − 1) + dist(r, v, r − 1)} inak.

(7.2)

To, čo potrebujeme vypočítať, je dĺžka najkratšej cesty z vrchola u do vrchola v bez obmedzenia
na čísla vnútorných vrcholov, čiže hodnota dist(u, v, V ).

Podľa rekurentného vzťahu 7.2 vytvorený algoritmus bude mať výpočtovú zložitosť Θ(|V |3) :
tri premenné u, v a r nadobúdajú každá celočíselné hodnoty z intervalu [1, |V |]. Označme si ešte
wr vrchol, ktorému je priradené číslo r. Algoritmus vyzerá nasledovne:

FloydWarshallNCVV(G = (V,E), w) :
for all u ∈ V
for all v ∈ V

dist[u][v][0]← w(u→ v)
for r ← 1 to |V |
for all u ∈ V
for all v ∈ V
if dist[u][v][r − 1] < dist[u][wr][r − 1] + dist[wr][v][r − 1]

dist[u][v][r]← dist[u][v][r − 1]
else

dist[u][v][r]← dist[u][wr][r − 1] + dist[wr][v][r − 1]

7.3 Úlohy

1. Ukážte, že použitie zásobníka na implementáciu batoha B v algoritme VšeobecnýNCJV
môže v najhoršom prípade vynútiť až Θ(2|V |) napnutí hrán.

2. Ukážte, že algoritmus DijkstraNCJV prechádza vrcholy w v poradí rastúcej dĺžky naj-
kratšej s ; w cesty.

3. Ukážte, že výpočtová zložitosť algoritmu DijkstraNCJV môže byť na orientovanom
grafe obsahujúcom aj hrany zápornej váhy v najhoršom prípade až exponenciálna.

4. Ukážte, že po vykonaní i-tej fázy Bellmanovho-Fordovho algoritmu (v oboch uvedených
verziách) pre každý vrchol v ∈ V platí: dist(v) je menšia alebo rovná dĺžke najkratšej
s ; v cesty obsahujúcej nie viac ako i hrán.
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5. Popíšte, ako modifikovať algoritmy JohnsonNCVV,DynamickéProgramovanieNCVV,
RýchleDynamickéProgramovanieNCVV a FloydWarshallNCVV tak, aby počí-
tali korektné dĺžky najkratších ciest aj v prípade, ak graf obsahuje záporné cykly. Pres-
nejšie, ak v grafe existuje cesta z vrchola u do záporného cyklu a odtiaľ ďalej do vrchola
v, algoritmus má vrátiť dist[u][v] = −∞. Ak neexistuje žiadna orientovaná u ; v cesta,
algoritmus má vrátiť dist[u][v] = +∞. V opačnom prípade má algoritmus položiť dist[u][v]
rovné dĺžke najkratšej orientovanej u ; v cesty.

6. Váhou kostry nazývame súčet váh všetkých jej hrán. Popíšte efektívny algoritmus (naj-
rýchlejší, aký ste schopní zostrojiť) ktorý pre zadaný jednoduchý graf s váhami na hranách
nájde k najľahších kostier (t. j. kostier s najmenšou váhou).

Analyzujte výpočtovú zložitosť vášho algoritmu a dokážte jeho správnosť.

7. Dijkstrov algoritmus môžeme použiť na hľadanie najkratších ciest aj v grafoch, ktoré
obsahujú nejaké hrany so zápornými váhami (nesmú tam však byť cykly zápornej váhy).
V najhoršom prípade však môže Dijkstra so zápornými váhami potrebovať na výpočet
čas omnoho väčší než O(|E|+ |V | log |V |), ktorý by bol potrebný, keby boli váhy všetkých
hrán nezáporné. Skonštruujte nekonečnú triedu grafov (majúcich hrany aj zápornej váhy),
pre ktoré je asymptotická výpočtová zložitosť Dijkstrovho algoritmu rovná Ω(2|V |).

8. Je chladný a daždivý večer a vy sa potrebujete dostať domov z univerzity. Auto nemáte
k dispozícii a vonku fúka príliš silný vietor na to, aby ste šli pešo – čo znamená, že ste
nútení ísť autobusom. A aby toho zlého nebolo málo, žiaden autobus nejde priamo od
univerzity k vám domov, takže je potrebné počas cesty niekoľkokrát prestupovať. Keďže
je však vonku riadna zima, chcete stráviť pri ceste domov čakaním vonku na zastávkach
čo najmenej času.

Na univerzitnom počítači si môžete pozrieť on-line kópiu cestovného poriadku autobusov,
v ktorom sú uvedené jednotlivé autobusové linky a čas príchodu každého autobusu na ka-
ždú zastávku na jeho trase. Popíšte algoritmus, ktorý podľa daného cestovného poriadku
nájde cestu od univerzity k vám domov, ktorá minimalizuje celkový čas strávený na au-
tobusových zastávkach čakaním na autobus (na čase strávenom cestovaním v autobusoch
nezáleží). Keďže vnútri univerzity je príjemne teplo a najbližšia autobusová zastávka je
priamo pred univerzitou, na čase strávenom čakaním na prvý autobus tiež nezáleží.

Analyzujte výpočtovú zložitosť vášho algoritmu a dokážte jeho správnosť.



Kapitola 8

Toky v sieťach

8.1 Definícia problému

Našou úlohou je dopraviť čo najviac ”tovaru“ z jedného miesta na iné. Ako príklad si môžeme
predstaviť bezdrôtovú sieť, v ktorej sa nachádzajú dva počítače s a t a my potrebujeme poslať
jeden veľký súbor z počítača s počítaču t. Spojenia medzi jednotlivými uzlami siete majú rôzne
kapacity a naším cieľom je dopraviť dáta do cieľa čo najrýchlejšie.

Formálne môžeme považovať sieť N za orientovaný graf G = (V,E), ktorý má ku každej
svojej hrane (u → v) ∈ E priradenú nezápornú kapacitu c(u → v). Kvôli úplnosti položíme
c(u → v) = 0, ak (u → v) /∈ E. Zároveň sú v grafe určené dva význačné vrcholy s (zdroj) a t
(cieľ). Túto sieť budeme označovať N = (G, c, s, t). Príklad jednej takejto siete pozostávajúcej
zo šiestich vrcholov je na obrázku 8.1.
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Obrázok 8.1: Sieť s vyznačenými kapacitami c(u→ v) na hranách.

Chceme nájsť ’tok‘ maximálnej veľkosti zo zdroja s do cieľa t – všetok tok ’vychádza‘ z
s a vteká do t, pričom samozrejme nesmie prekročiť kapacitu žiadnej hrany. Jeden z možných
tokov je zobrazený na nasledujúcom obrázku 8.2, kde čísla a/b na hranách označujú a jednotiek
toku na hrane s kapacitou b.

Formálne definujeme tok (alebo, ak chceme byť presnejší, (s, t)-tok) v sieti ako funkciu
f : E → R+

0 , ktorá má nasledujúce vlastnosti:

1. Ohraničenie kapacitami: f(u → v) ≤ c(u → v) – veľkosť toku medzi vrcholmi u a v (po
hrane u→ v) nesmie prekročiť kapacitu hrany
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Obrázok 8.2: Tok v sieti.

2. Pravidlo zachovania toku: Pre každý vrchol v ∈ E \ {s, t} platí∑
u∈V

f(u→ v) =
∑

w∈V

f(v → w) .

(veľkosť toku vtekajúceho do vrchola je rovnaká ako veľkosť toku, ktorý z neho vychádza)

Veľkosť toku |f | je rozdiel medzi tým, čo z vrchola s vychádza, a tým, čo do vrchola s vteká,
t. j.

|f | =
∑

w∈V

f(s→ w)−
∑

w∈V

f(w → s)

Pre cieľ t platí podobný vzťah, akurát s opačným znamienkom. Najprv si všimnime, že platí

∑
v∈V

(∑
w∈V

f(v → w)−
∑
u∈V

f(u→ v)

)
=
∑
v∈V

∑
w∈V

f(v → w)−
∑
v∈V

∑
u∈V

f(u→ v) = 0,

pretože v oboch sumách sčítame veľkosti toku po všetkých hranách. Na druhej strane, zo zákona
zachovania toku máme∑

v∈V

(∑
w∈V

f(v → w)−
∑
u∈V

f(u→ v)

)

=

(∑
w∈V

f(s→ w)−
∑
u∈V

f(u→ s)

)
+

(∑
w∈V

f(t→ w)−
∑
u∈V

f(u→ t)

)

= |f |+

(∑
w∈V

f(t→ w)−
∑
u∈V

f(u→ t)

)

Odtiaľ už plynie

|f | =

(∑
u∈V

f(u→ t)−
∑
w∈V

f(t→ w)

)

Problém toku maximálnej veľkosti v sieti:

Pre sieť N = (G, c, s, t), kde G = (V,E) je orientovaný graf, c : E ← R+
0

sú kapacity, s, v ∈ V sú zdroj, resp. cieľ, nájdite v sieti N tok f maximálnej
veľkosti.
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8.2 Rezy

S tokmi súvisí jeden dôležitý pojem: rez. Ako za chvíľu uvidíme, každému toku maximálnej
veľkosti v sieti zodpovedá príslušný ’minimálny‘ rez a naopak. Rezom (resp. (s, t)-rezom) v sieti
N = (G, c, s, t) nazývame partíciu vrcholov grafu G na dve disjunktné podmnožiny S a T , kde
s ∈ S a t ∈ T . Využijúc kapacity c definujeme cenu rezu ako súčet kapacít všetkých hrán, ktoré
sa začínajú vo vrchole z S a končia sa vo vrchole z T :

c(S, T ) =
∑
v∈S

∑
w∈T

c(v → w).

Táto definícia je asymetrická, neberie do úvahy hrany idúce z T do S. Príklad rezu v sieti z
obrázka 8.1 je uvedený na obrázku 8.3.

Problém rezu minimálnej ceny:

Pre sieť N = (G, c, s, t), kde G = (V,E) je orientovaný graf, c : E ← R+
0 sú

kapacity, s, v ∈ V sú zdroj, resp. cieľ, nájdite v sieti N rez (S, T ) minimálnej
ceny.
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Obrázok 8.3: s, t-rez s cenou 26.

Ukážme teraz, že veľkosť každého (s, t)-toku je nanajvýš rovná cene ľubovoľného (s, t)-rezu.
Nech f je tok a nech (S, T ) je rez. Postupne môžeme odvodiť nasledujúce nerovnosti:

|f | =
∑

w∈V

f(s→ w)−
∑

u∈V

f(u→ s) [definícia]

=
∑

v∈V

( ∑
w∈V

f(v → w)−
∑

u∈V

f(u→ v)
)

[pravidlo zachovania toku]

=
∑
v∈S

( ∑
w∈T

f(v → w)−
∑
u∈T

f(u→ v)
)

[tok z S do T ]

≤
∑
v∈S

∑
w∈T

f(v → w) [pretože f(u→ v) ≥ 0]

≤
∑
v∈S

∑
w∈T

c(v → w) [pretože f(v → w) ≤ c(v → w)]

= c(S, T ) [definícia]



8.3 Maximálny tok a minimálny rez 101

Z toho, ako sme odvádzali predchádzajúce nerovnosti, plynie jedno silnejšie pozorovanie:
|f | = c(S, T ) môže nastať práve vtedy, ak veľkosť toku f po každej hrane z vrchola S do
vrchola T je rovná jej kapacite a veľkosť toku po každej hrane z vrchola T do vrchola S je
nulová. Navyše, ak takýto tok f a rez (S, T ) nájdeme, automaticky máme zaručené, že f je tok
maximálnej veľkosti a (S, T ) rez minimálnej ceny.

8.3 Maximálny tok a minimálny rez

Možno nás trochu prekvapí fakt, že v každej sieti vieme nájsť tok f a rez (S, T ) také, pre ktoré
platí |f | = c(S, T ). Dokážeme si to v nasledujúcej vete, z ktorej sa pokúsime hneď odvodiť aj
algoritmus na nájdenie maximálneho toku:

Veta 8.1: (o maximálnom toku a minimálnom reze) Veľkosť maximálneho toku v sieti
N = (G, s, t, c) je rovná cene minimálneho rezu v grafe G s váhami hrán c.

Dôkaz. Nech je daná sieť N = (G, s, t, c). Najprv si trochu zjednodušme situáciu s kapacitami
hrán. Predpokladajme, že funkcia kapacít je redukovaná: pre každú dvojicu vrcholov u a v, buď
c(u→ v) = 0, alebo c(v → u) = 0. Inými slovami, ak hrana u→ v patrí grafu G, potom opačná
hrana v → u grafu G nepatrí. Zaručiť redukované kapacity v ľubovoľnej sieti môžeme jednoducho
tak, že v každej dvojici hrán u→ v a v → u patriacich súčasne grafu G nahradíme hranu u→ v
cestou u→ x→ v dĺžky dva, kde x je nový vrchol a kapacita c(u→ x) = c(x→ v) = c(u→ v)
(viď obrázok 8.4). Modifikovaný graf s redukovanými kapacitami má zrejme ten istý maximálny
tok a minimálny rez ako pôvodný graf.

Obrázok 8.4: Redukovanie funkcie kapacít.

Nech f je tok v sieti N . Definujme funkciu cf : V ×V → R, nazývanú funkciou reziduálnych
kapacít, nasledovne:

cf (u→ v) =


c(u→ v)− f(u→ v), ak u→ v ∈ E,

f(v → u), ak v → u ∈ E,

0 inak.

.

Keďže pre každú hranu e ∈ E je f(e) ≥ 0 a f(e) ≤ c(e), reziduálne kapacity sú vždy nezáporné.
Hodnota cf (u → v) môže byť kladná dokonca aj vtedy, ak hrana u → v nepatrí do pôvodného
grafu G. Definujme preto reziduálny graf Gf = (V,Ef ) pre tok f , kde Ef je množina tých
hrán e ∈ E, ktorých reziduálna kapacita cf (e) > 0. Reziduálne kapacity však už nemusia byť
nevyhnutne redukované. Môže nastať aj taký prípad, keď budú obe hodnoty cf (u → v) aj
cf (v → u) kladné (viď obrázok 8.5).
Predpokladajme, že v reziduálnom grafe neexistuje cesta zo zdroja s do cieľa t. Nech S je

množina vrcholov reziduálneho grafu Gf dosiahnuteľných z vrchola s a nech T = V \ S. Potom
(S, T ) musí byť (s, t)-rezom. Pre každý vrchol u ∈ S a v ∈ T máme

cf (u→ v) = (c(u→ v)− f(u→ v)) + f(v → u) = 0,
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Obrázok 8.5: Tok v sieti s redukovanými kapacitami (a) a zodpovedajúci reziduálny graf Gf (b).

z čoho vyplýva, že c(u→ v)− f(u→ v) = 0 a f(v → u) = 0. Inými slovami, veľkosť toku f po
hranách z S do T je presne rovná ich kapacite a veľkosť toku f po hranách z T do S je nulová.
Z toho už nám plynie rovnosť |f | = c(S, T ). Navyše f musí byť maximálnym tokom a (S, T )
minimálnym rezom.

V opačnom prípade máme v grafe Gf cestu s = v0 → v1 → · · · → vr = t. Takúto cestu
budeme nazývať zväčšujúca cesta (viď obrázok 8.6). Nech F = min

i∈[1,r−1]
cf (vi → vi+1) označuje

maximálne množstvo toku, ktoré môžme pustiť cez zväčšujúcu cestu v0 → v1 → · · · → vr.
Skúsme teraz pôvodný tok f zväčšiť pozdĺž hrán tejto zväčšujúcej cesty práve o hodnotu F > 0.
Definujme nový tok f ′ : E → R, ktorý vznikne po zväčšení, takto:

f ′(u→ v) =


f(u→ v) + F, ak hrana u→ v leží na zväčšujúcej ceste

f(u→ v)− F, ak hrana v → u leží na zväčšujúcej ceste

f(u→ v) inak.

Príklad takto zväčšeného toku je na obrázku 8.7.

Ak chceme ukázať, že f ′ je korektný tok vzhľadom k pôvodným kapacitám hrán c, musíme
pre každú hranu e ∈ E overiť, že f ′(e) ≥ 0 a f ′(e) ≤ c(e). Uvažujme hranu u → v patriacu
grafu G. Ak hrana u→ v leží na zväčšujúcej ceste, tak f ′(u→ v) > f(u→ v) ≥ 0 a máme

f ′(u→ v) = f(u→ v) + F [definícia f ′]
≤ f(u→ v) + cf (u→ v) [definícia F ]
= f(u→ v) + c(u→ v)− f(u→ v) [definícia cf ]
= c(u→ v) X

Na druhej strane, ak na zväčšujúcej ceste leží opačná hrana v → u, tak f ′(u→ v) < f(u→
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Obrázok 8.6: Zväčšujúca cesta v grafe Gf , pre ktorú F = 4.
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Obrázok 8.7: Zväčšený tok f ′ v sieti s redukovanými kapacitami.

v) ≤ c(u→ v) a máme

f ′(u→ v) = f(u→ v)− F [definícia f ′]
≥ f(u→ v)− cf (v → u) [definícia F ]
= f(u→ v)− f(u→ v) [definícia cf ]
= 0 X

No a nakoniec si ešte uvedomme, že (bez ujmy na všeobecnosti) jedine prvá hrana zväčšujúcej
cesty vychádza zo zdroja s, a preto |f ′| = |f |+ F > 0. Inými slovami, f nie je maximálny tok,
ak sme k nemu našli zväčšujúcu cestu.

Tým je dôkaz dokončený.

8.4 Fordov-Fulkersonov algoritmus

Na základe predchádzajúceho dôkazu už nie je ťažké napísať algoritmus na nájdenie maximál-
neho toku, ktorý ako prví navrhli Ford a Fulkerson okolo roku 19501:

1L. R. Ford, D. R. Fulkerson. Maximal flow through a network. Canadian Journal of Mathematics, 8, 399–404,
1956.
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FordFulkerson(N = (G, s, t, c)) :
f ← nulový tok
repeat

Gf ← reziduálny graf pre tok f
if (v grafe Gf existuje zväčšujúca s ; t cesta P )
zväčši tok f pozdĺž zväčšujúcej cesty P
else
break

return f

Ak sú kapacity všetkých hrán prirodzené čísla, tak každé zväčšenie toku pozdĺž zväčšujúcej
cesty zvýši veľkosť f o nejaké kladné celé číslo. Znamená to, že algoritmus skončí najneskôr
po |fopt| iteráciach, kde fopt je konkrétny maximálny tok v sieti N . Každá iterácia vyžaduje
čas O(|E|) na vytvorenie reziduálneho grafu Gf a rovnaký čas na nájdenie nejakej zväčšujúcej
s ; t cesty. V najhoršom prípade teda algoritmus FordFulkerson vyžaduje na svoj beh čas

O(|E| · |fopt|) . Z pohľadu teórie výpočtovej zložitosti toto nie je veľmi povzbudivý výsledok,
algoritmus FordFulkerson je takzvaným pseudopolynomiálnym algoritmom. Veľkosť toku
fopt môže byť rovná alebo aj väčšia, než je maximálna kapacita hrany v grafe. Nuž a pri veľmi
veľkých kapacitách môže aj počet iterácií algoritmu veľmi narásť. (Nie je ťažké skonštruovať
takýto príklad, viď úloha 1.)

Ak vynásobíme všetky kapacity rovnakou (kladnou) konštantou c, aj maximálny tok po
všetkých hranách vzrastie c-krát. Vyplýva z toho, že ak sú kapacity všetkých hrán nezáporné
racionálne čísla, algoritmus FordFulkerson beží v konečnom čase. Keď však pripustíme aj
iracionálne kapacity, agoritmus sa môže ’zacykliť‘, donekonečna hľadajúc stále väčší a väčší tok

2.
Čo je horšie, veľkosť tokov f postupne vytváraných algoritmom ani len nemusí konvergovať k
veľkosti maximálneho toku fopt!

Prečo venujeme toľko priestoru iracionálnym kapacitám, keď vieme, že v počítačoch je mož-
né pracovať len s racionálnymi číslami (dokonca len s nejakou ich konečnou, aj keď veľkou,
podmnožinou)? Máme na to hneď niekoľko dobrých dôvodov:

1. Nemožnosť práce s iracionálnymi číslami vyplýva z realizácie výpočtov v počítači, závisí
od výpočtového hardvéru. Nie je to obmedzenie, ktoré by vyplývalo zo samotnej podstaty
matematického problému.

2. Analýza správania sa algoritmu počítajúceho a iracionálnymi číslami nám môže poskytnúť
veľmi dobrý odhad pre najhorší prípad jeho správania sa v praxi (keď beží na počítači a
počíta s racionálnymi číslami).

3. Táto analýza nám môže pomôcť odhaliť niektoré nepríjemné zacyklenia vyplývajúce z
konečnej presnosti a zo zaokrúhľovacích chýb, ktoré môžu vzniknúť počas výpočtu.

Tu je príklad zacyklenia algoritmu FordFulkerson, ktorý navrhol Uri Zwick3:

Príklad: Uvažujme graf na obrázku so šiestimi vrcholmi a deviatimi hranami. Šesť hrán má veľ-
kú celočíselnú kapacitu X, dve majú kapacitu 1 a jedna má kapacitu φ = (

√
5−1)/2 ≈ 0.618034,

zvolenú tak, aby platilo 1− φ = φ2. Aby sme ukázali nekonečnosť algoritmu FordFulkerson,
pozrime sa ako sa menia reziduálne kapacity troch horizontálnych hrán počas behu algoritmu.

2Veľkosti tokov pozdĺž zväčšujúcich ciest budú postupne v limite klesať k nule.
3Uri Zwick. The smallest networks on which the Ford-Fulkerson maximum flow procedure may fail to terminate.

Theoretical Computer Science 148, 165–170, 1995.
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Obrázok 8.8: Príklad siete, kde sa algoritmus FordFulkerson neskončí.

Algoritmus FordFulkerson začne tak, že si na úvod zvolí strednú zväčšujúcu cestu zo-
brazenú na hornom obrázku. Po zväčšení toku pozdĺž prvej zväčšujúcej cesty sú kapacity troch
horizontálnych hrán rovné, v poradí zľava doprava, hodnotám 1, 0 a φ. Použijme teraz mate-
matickú indukciu a ako indukčný predpoklad nech sú reziduálne kapacity rovné φk−1, 0, φk pre
nejaké prirodzené číslo k. Postupujme v algoritme nasledovne:

1. Zväčšíme tok pozdĺž cesty B, jeho veľkosť sa zvýší o φk; reziduálne kapacity budú φk+1, φk, 0.

2. Zväčšíme tok pozdĺž cesty C, jeho veľkosť sa zvýší o φk; reziduálne kapacity budú φk+1, 0, φk.

3. Zväčšíme tok pozdĺž cesty B, jeho veľkosť sa zvýší o φk+1; reziduálne kapacity budú
0, φk+1, φk+2.

4. Zväčšíme tok pozdĺž cesty A, jeho veľkosť sa zvýší o φk+1; reziduálne kapacity budú
φk+1, 0, φk+2.

Po 4n+1 zväčšeniach budú reziduálne kapacity týchto troch hrán rovné φ2n−2, 0, φ2n−1. Ak
iterujeme algoritmus do nekonečna, hodnota toku konverguje k hodnote

1 + 2
∞∑
i=1

φi = 1 +
2

1− φ
= 4 +

√
5 < 7

napriek tomu, že veľkosť maximálneho toku fopt je zrejme 2X+1. (Reziduálne kapacity ostatných
šiestich hrán budú počas celého (nekonečného) výpočtu algoritmu zrejme väčšie než X − 3.)

8.5 Edmondsov-Karpov algoritmus

Zásadným nedostatkom Fordovho-Fulkersonovho algoritmu, z ktorého vyplynuli všetky problé-
my popísané v predchádzajúcej časti, bolo, že nešpecifikuje, ktorú zväčšujúcu cestu zvoliť, ak sa
ich v reziduálnom grafe Gf nachádza viacero. V roku 1972 Jack Edmonds a Richard Karp ana-
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lyzovali dve prirodzené heuristiky pre voľbu tejto zväčšujúcej cesty4. Prvou z nich je jednoduchý
prístup podobný pažravým algoritmom:

Zvoľte najširšiu zväčšujúcu cestu

Šírkou cesty pritom nazývame minimálnu kapacitu hrán patriacich tejto ceste.

Je ľahkým cvičením ukázať, že nájdenie najširšej (s ; t) cesty v orientovanom grafe vieme
vykonať v čase O(|E| log |V |) použitím variantu Jarníkovho algoritmu5 na hľadanie minimálnej
kostry v grafe, alebo Dijkstrovho algoritmu na hľadanie najkratšej cesty. Stačí nechať postupne
v grafe ”vyrásť“ orientovaný strom T s koreňom vo vrchole s – začať s prázdym stromom T ,
opakovane hľadať hranu s najväčšou kapacitou, ktorá sa začína v T a končí sa vo vrchole mimo
T a pridať ju do T . Tento postup opakujeme dovtedy, kým nebude T obsahovať orientovanú
cestu z vrchola s do vrchola t.

Analyzujme teraz tento algoritmus vzhľadom na veľkosť maximálneho toku fopt. Nech f je
ľubovoľný tok v sieti N a nech f ′ je maximálny tok v aktuálnom reziduálnom grafe Gf . (Na
začiatku algoritmu máme Gf = G a f ′ = fopt.) Nech g je hrana majúca najmenšiu kapacitu v
najširšej zväčšujúcej ceste v grafe Gf , nech S je množina vrcholov dosiahnuteľných zo zdroja
s po hranách s kapacitou väčšou, než c(g) a nech T = V \ S. Z konštrukcie vyplýva, že T je
neprázdna množina a každá hrana z S do T má kapacitu najviac c(g). Cena rezu (S, T ) je teda
najviac c(g) · |E|. Vieme už, že c(S, T ) ≥ |f ′|, z čoho dostávame, že c(e) ≥ |f ′|/|E|.
Zväčšenie toku f pozdĺž najširšej zväčšujúcej cesty v grafe Gf nám teda vynásobí veľkosť

maximálneho toku v grafe Gf konštantou nie väčšou než 1 − 1/|E|. Inými slovami, veľkosť
maximálneho toku v reziduálnom grafe sa zmenšuje exponenciálne s rastúcim počtom iterácií
algoritmu. Po |E| · ln |fopt| iteráciách bude veľkosť maximálneho toku v grafe Gf najviac

|fopt| · (1− 1/|E|)|E| ln |fopt| < |fopt| · e− ln |fopt| = 1.

V prípade, že všetky kapacity sú prirodzené čísla, to znamená, že po |E| · ln |fopt| iteráciách
bude veľkosť maximálneho toku v reziduálnom grafe nulová, t. j. nebude obsahovať zväčšujúcu
cestu, a f bude tokom maximálnej veľkosti.

Na záver už len vyrátajme výpočtovú zložitosť Edmondsovho-Karpovho algoritmu. Tá je

rovná O
(
|E|2(log |E|)(log |fopt|)

)
, pretože potrebujeme vykonať |E| · ln |fopt| iterácií, každú v

čase O(|E| log |V |) = O(|E| log |E|).

8.6 Dinicov/Edmondsov-Karpov algoritmus

Ďalšiu Edmondsovu a Karpovu heuristiku v skutočnosti navrhli Ford a Fulkerson v ich pôvod-
nom článku o maximálnom toku a ako prvý ju analyzoval ruský matematik Dinic v roku 19706.
Aj keď bola Edmondsova a Karpova analýza o niečo slabšia a publikovaná o dva roky neskôr,
aj tak sa tento algoritmus vo väčšine literatúry nazýva Edmondsov-Karpov7. Jeho základnou
myšlienkou je:

Zvoľte zväčšujúcu cestu s najmenším počtom hrán

4J. Edmonds, R. M. Karp. Theoretical improvements in algorithmic efficiency for network flow problems.
Journal of the ACM 19 (2), 248–264, 1972.

5G. Chartrand, O. Oellermann. Applied and Algorithmic Graph Theory. McGraw-Hill, 1993
6E. A. Dinic. Algorithm for solution of a problem of maximum flow in a network with power estimation. Soviet

Math. Doklady Vol 11, 1277-1280, 1970.
7Dinicov článok obsahoval aj zlepšenie algoritmu prezentovaného v tejto časti bežiace v čase O(|V |2|E|) (čo je

zlepšením oproti O(|V | · |E|2), ako za chvíľu ukážeme), takže skôr toto zlepšenie by sme mali nazývať Dinicovým
algoritmom.
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Zväčšujúcu cestu s najmenším počtom hrán v reziduálnom grafe vieme nájsť v čase O(|E|)
napríklad pomocou prehľadávania do šírky. Dôležitejším faktom však je, že pri použití tejto
druhej heuristiky potrebujeme na nájdenie maximálneho toku len polynomiálny počet iterácií,
ktorý navyše nezávisí od aktuálnych kapacít hrán grafu!

Dôkaz tohoto faktu závisí na dvoch pozorovaniach správania sa reziduálneho grafu v priebehu
algoritmu. Nech fi je aktuálny tok po i iteráciách zväčšovania toku a nech Gi je zodpovedajúci
reziduálny graf. Špeciálne je teda f0 nulový tok a G0 = G. Pre každý vrchol v nech leveli(v)
označuje počet hrán najkratšej s ; v cesty v reziduálnom grafe Gi, inými slovami úroveň
vrchola v v strome prehľadávania do šírky v grafe Gi s koreňom v zdroji s.

Prvým pozorovaním je fakt, že tieto úrovne počas celého behu algoritmu neklesajú.

Lema 8.2: leveli+1(v) ≥ leveli(v) pre všetky vrcholy v a iterácie i.

Dôkaz. (Matematickou idukciou podľa iterácie i.) Tvrdenie platí triviálne pre v = s, pretože
leveli(s) = 0 pre všetky i. Zvoľme ľubovoľný vrchol v 6= s a nech s→ · · · → u→ v je najkratšia
s ; v cesta v grafe Gi+1. (Ak takáto cesta neexistuje, tak leveli+1(v) = ∞ a algoritmus
sa končí.) Keďže je to najkratšia cesta, máme leveli+1(v) = leveli+1(u) + 1 a z indukčného
predpokladu dostávame leveli+1(u) ≥ leveli(u).
Uvažujme dva prípady:

• Ak hrana u→ v patrí grafu Gi, tak leveli(v) ≤ leveli(u)+1, pretože úrovne sú definované
pomocou stromu prehľadávania do šírky.

• Ak u → v nepatrí grafu Gi, tak na i-tej zväčšujúcej ceste leží hrana v → u. Hrana
v → u teda musí ležať na najkratšej ceste z s do t v grafe Gi, z čoho plynie leveli(v) =
leveli(u)− 1 ≤ leveli(u) + 1.

V oboch prípadoch je leveli+1(v) = leveli+1(u) + 1 ≥ leveli(u) + 1 ≥ leveli(v).

Vždy, keď zväčšíme tok, hrana zväčšujúcej cesty s najmenšou reziduálnou kapacitou ’zmizne‘
8

z reziduálneho grafu a nejaká iná hrana sa v ňom môže (opätovne) objaviť. Druhým pozorovaním
je fakt, že hrana nemôže miznúť a opätovne sa objaviť v reziduálnom grafe príliš veľakrát.

Lema 8.3: Počas výpočtu Dinicovho/Edmondsovho-Karpovho algoritmu pre každú hranu u→
v existuje najviac |V |/2 takých jeho iterácií, v ktorých táto hrana patrí reziduálnemu grafu Gf ,
no v bezprostredne nasledujúcej iterácii už hrana u→ v grafu Gf nepatrí.

Dôkaz. Predpokladajme, že hrana u → v patrí do dvoch reziduálnych grafov Gi a Gj+1 pre
nejaké i < j, no nepatrí do žiadneho z reziduálnych grafov Gi+1, . . . , Gj . Potom musí hrana
u → v patriť do i-tej zväčšujúcej cesty, takže leveli(v) = leveli(u) + 1 a hrana v → u zas musí
patriť do j-tej zväčšujúcej cesty, takže levelj(v) = levelj(u)− 1. Z predchádzajúcej lemy potom
dostávame

levelj(u) = levelj(v) + 1 ≥ leveli(v) + 1 = leveli(u) + 2.

Inými slovami, vzdialenosť z s do u9 sa od zmiznutia po objavenie sa hrany u→ v zvýšila aspoň
o 2. Úroveň každého vrchola je menšia ako |V | alebo je nekonečná10, preto je počet zmiznutí
najviac |V |/2.

8v ďalšej iterácii nebude patriť reziduálnemu grafu
9úroveň u
10nekonečná úroveň však znamená koniec výpočtu
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Teraz už môžeme odvodiť horný odhad počtu iterácií algoritmu. Každá hrana zmizne najviac
|V |/2 krát, dokopy teda máme najviac |E| · |V |/2 zmiznutí. No a keďže jedna iterácia vyžaduje
čas O(E), Dinicov/Edmondsov-Karpov algoritmus má celkovú výpočtovú zložitosť O(|V | · |E|2).

8.7 Súvisiace problémy

8.7.1 Maximálne spárenia v bipartitných grafoch

Jednou z najjednoduchších aplikácií maximálnych tokov je hľadanie maximálneho spárenia v bi-
partitných grafoch.

Definícia 8.4: Nech G = (V,E) je jednoduchý graf. Spárenie v grafe G je množina hránM ⊆ E
taká, že všetky vrcholy v ∈ V incidujú najviac s jednou hranou z M . Maximálne spárenie je
také spárenie M , že pre ľubovoľné spárenie M ′ platí |M | ≥ |M ′|.

(i) (ii) (iii)

Obrázok 8.9: (i) Bipartitný graf. (ii) Maximálne spárenie v tomto grafe. (iii) Perfektné spárenie
(v odlišnom grafe).

Spárenie je perfektné, ak je každý vrchol grafu incidentný s nejakou hranou zo spárenia.
Príklady týchto definícií sú na obrázku 8.9.

Problém maximálneho spárenia v bipartitných grafoch:
Pre jednoduchý bipartitný graf G = (V,E) nájdite maximálne spárenie v grafe
G.

Tento problém vieme riešiť nasledujúcou redukciou na problém maximálneho toku: Nech G
je daný bipartitný graf s partíciou vrcholov V = U ∪W . Vytvorme nový orientovaný graf G′

tak, že

1. každú hranu grafu G orientujeme v smere z U do W ,

2. pridáme dva nové vrcholy s a t,

3. pridáme hrany z vrchola s do každého vrchola u ∈ U ,



8.7 Súvisiace problémy 109

4. pridáme hrany z každého vrchola w ∈W do t.

Nakoniec priradíme každej hrane grafu e ∈ E(G′) kapacitu c(e) = 1.
Každé spárenie M v grafe G môžeme previesť na tok fM v sieti (G′, s, t, c) takto: Pre každú

hranu (u, w) ∈ M pošleme tok veľkosti 1 pozdĺž cesty s → u → w → t. Všetky tieto cesty sú
disjunktné s výnimkou vrcholov s a t, čiže výsledný tok vyhovuje kapacitným obmedzeniam (viď
obrázok 8.10). Veľkosť výsledného toku je pritom rovná počtu hrán spárenia M .

V opačnom smere uvažujme o ľubovoľnom (s, t)-toku f v sieti (G′, s, t, c) nájdenom pomo-
cou Fordovho-Fulkersonovho algoritmu. Keďže kapacity všetkých hrán sú celočíselné, Fordov-
Fulkersonov algoritmus musí každej hrane priradiť celočíselnú hodnotu toku (viď úloha 2). Ak
vezmeme do úvahy, že každá hrana má jednotkovú kapacitu, potom nájdený tok každú hranu
e ∈ E(G′) buď saturuje (t. j. f(e) = 1), alebo po nej vôbec netečie (t. j. f(e) = 0). Napokon,
keďže do každého vrchola u ∈ U môže vtekať najviac tok veľkosti 1 a rovnako z každého vrchola
w ∈W môže vytekať najviac tok veľkosti 1, saturované hrany z U do W tvoria spárenie v grafe
G. Veľkosť tohoto spárenia je presne |f |.
Veľkosť maximálneho spárenia v grafe G je teda rovná veľkosti maximálneho toku v sieti

(G′, s, t, c), a ak nájdeme pomocou zväčšujúcich ciest maximálny tok, vieme ho rýchlo transfor-
movať na hľadané maximálne spárenie. Veľkosť maximálneho toku je najviac min {|U |, |W |} ∈
O(V ), čiže Fordov-Fulkersonov algoritmus a aj celé hľadanie maximálneho spárenia beží v čase
O(|V | · |E|) .

s t

Obrázok 8.10: Maximálny tok (po čiarkovaných hranách) odpovedajúci maximálnemu spáreniu
na obrázku 8.9 (ii).

8.7.2 Hranovo disjunktné cesty

Problém hranovo disjunktných ciest:
Je daný graf G (orientovaný alebo neorientovaný), dva jeho vrcholy s a t a
prirodzené číslo k. Nájdite k ciest v grafe G z vrchola s do vrchola t, z ktorých
žiadne dve nemajú spoločnú ani jednu hranu.

Aby sme tento problém vyriešili, transformujme graf G (pre túto chvíľu predpokladajme, že
G je orientovaný graf) na sieť N majúcu kapacitu všetkých hrán rovnú 1. Nech f je maximálny
tok v tejto sieti (nájdený napríklad Fordovým-Fulkersonovým algoritmom). Potom môžeme
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tvrdiť, že veľkosť toku f je rovná počtu hranovo disjunktných ciest v grafe G. Poďme si toto
tvrdenie teraz postupne ukázať:

Lema 8.5: Ak v grafe G existuje k hranovo disjunktných ciest medzi vrcholmi s a t, tak je
veľkosť maximálneho toku v sieti N aspoň k.

Dôkaz. Stačí si uvedomiť, že po každej z k disjunktných ciest môžeme pustiť tok veľkosti 1.

Definícia 8.6 (0/1-tok): Tok f je 0/1-tokom, ak po každej hrane tečie tok veľkosti 1, alebo po
nej žiaden tok netečie.

Lema 8.7: Nech f je 0/1-tok v sieti N s veľkosťou µ. Potom v sieti N medzi vrcholmi s a t
existuje µ hranovo disjunktných ciest.

Dôkaz. (Matematickou indukciou podľa počtu hrán siete N , po ktorých tečie tok f veľkosti 1.)

Ak µ = 0, lema triviálne platí. V opačnom prípade začnime prechádzať sieť N počnúc vo
vrchole s po hranách, po ktorých tečie tok f veľkosti 1. Tieto hrany označíme ako použité
a nedovolíme po nich viac prechádzať. Môžu nastať dve možnosti:

i. Dosiahli sme cieľ t. V tomto prípade sme práve skonštruovali s ; t cestu π. Pridáme
ju do zoznamu s ; t ciest a zmenšíme tok po všetkých hranách cesty π na 0. Nech N ′

je výsledná sieť a f ′ výsledný tok. |f ′| = µ − 1, N ′ má menej hrán a podľa indukčného
predpokladu teda musí existovať µ− 1 hranovo disjunktných s ; t ciest v sieti N ′. Spolu
s cestou π potom máme µ takýchto ciest.

ii. Navštívili sme druhýkrát nejaký vrchol v. V tomto prípade sme práve našli cyklus v sieti
N pozostávajúci z hrán, po ktorých tečie tok veľkosti 1. Nastavíme veľkosť toku na týchto
hranách na 0 a použijeme indukčný predpoklad na takto upravenú sieť (tá má totiž menej
hrán, po ktorých tečie tok veľkosti 1). Hodnota aktuálneho toku f sa odstránením cyklu C
nezmení a preto z indukčného predpokladu dostávame, že existuje µ hranovo disjunktných
s ; t ciest v sieti N .

Keďže G je jednoduchým grafom, existuje najviac n = |V (G)| hrán vychádzajúcich z s. Pre-
to je veľkosť maximálneho toku v sieti N najviac n a jeho nájdenie Fordovým-Fulkersonovým
algoritmom má výpočtovú zložitosť O(mn). Extrahovanie jednotlivých ciest vieme vykonať v li-
neárnom čase, použijúc rovnaký postup ako v dôkaze lemy 8.6. Platí teda:

Veta 8.8: Nech je daný orientovaný graf G s n vrcholmi a m hranami a dva vrcholy s a t.
Maximálny počet hranovo disjunktných s ; t ciest v grafe G je možné určiť v čase O(mn).

Priamym dôsledkom je tvrdenie:

Lema 8.9: V orientovanom grafe G s danými vrcholmi s a t platí, že maximálny počet hranovo
disjunktných s ; t ciest je rovný minimálnemu počtu hrán, ktorých odstránenie separuje11 s
od t.
11Uvažované dva vrcholy budú po odstránení hrán patriť dvom rôznym komponentom súvislosti modifikovaného
grafu.
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Dôkaz. Nech U je množina hranovo disjunktných s ; t ciest v grafe G. Ak z grafu G odstránime
množinu hrán F , a tým separujeme s od t, tak zrejme každá cesta z U používa aspoň jednu
hranu z F . Preto je počet hranovo disjunktných ciest ohraničený zhora počtom hrán, ktorých
odobratie je potrebné na separáciu s od t. Formálne |U | ≤ |F |.
Čo sa týka opačnej nerovnosti, nech F je množina hrán, ktorých odstránenie separuje s od

t. Tvrdíme, že množina F definuje rez v grafe G medzi s a t. Naozaj, nech S je množinou
všetkých vrcholov, ktoré sú dosiahnuteľné po orientovaných cestách z vrchola s bez toho, aby
sa použila akákoľvek hrana z F . Zrejme ak je F minimálna, tak v nej musia byť práve všetky
hrany rezu (S, T ) (ak by F obsahovala nejaku hranu, ktorá nie je v reze (S, T ), môžeme ju z F
odstrániť, a dostávame menšiu separujúcu množinu hrán). Konkrétne potom musí byť najmenšia
takáto množina F rovná minimálnemu rezu medzi s a t v grafe G, ktorý je podľa vety 8.1 o
maximálnom toku a minimálnom reze rovnako veľký ako maximálny tok v grafe G (kde každá
hrana má kapacitu 1).
Potom však, použijúc vetu 8.8, existuje |F | hranovo disjunktných ciest v G (pretože |F | je

veľkosťou maximálneho toku).

8.7.3 Cirkulácie s požiadavkami
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Obrázok 8.11: Inštancia cirkulácie s požiadavkami.

V tejto časti rozšírime a modifikujeme problém toku v sieti. Nech G = (V,E) je orientovaný
graf s kapacitami na hranách. Každému vrcholu v je priradená požiadavka dv:

• Ak dv > 0, vrchol v (cieľ12) vyžaduje, aby do neho vtekal tok veľkosti dv.

• Ak dv < 0, z vrchola v (zdroja) vyteká −dv jednotiek toku.

• Ak dv = 0, vrchol v je obyčajný (neutrálny) vrchol.

Označme S množinu všetkých zdrojov a T množinu všetkých cieľov. Konkrétny príklad
cirkulácie s požiadavkami je na obrázku 8.11.

Definícia 8.10: Cirkulácia s požiadavkami {dv}v∈V je funkcia f , ktorá priraďuje hranám grafu
G nezáporné reálne čísla, a spĺňajúca:

• ohraničenie kapacitami: pre každú hranu e ∈ E platí f(e) ≤ c(e),

• pravidlo zachovania cirkulácie: pre každý vrchol v ∈ V platí f in(v)− fout(v) = dv,

pričom pre vrchol v označuje f in(v) tok vtekajúci do vrchola v a fout(v) tok, ktorý z vrchola v
vyteká.
12Na rozdiel od toku v sieti, pri cirkulácii pripúšťame viacero cieľov resp. zdrojov.
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Problém cirkulácie s požiadavkami:
Existuje v danom orientovanom grafe G s kapacitami c na hranách a požia-
davkami {dv}v∈V vo vrcholoch prípustná cirkulácia s požiadavkami?
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Obrázok 8.12: Prípustná cirkulácia pre inštanciu z obrázka 8.11.

Lema 8.11: Ak v grafe G s kapacitami c na hranách a požiadavkami {dv}v∈V vo vrcholoch
existuje cirkulácia f s požiadavkami {dv}v∈V , tak

∑
v dv = 0.

Dôkaz. Keďže je f cirkuláciou, platí dv = f in(v)− fout(v). Po sčítaní cez všetky vrcholy máme:∑
v dv =

∑
v f in(v)−

∑
v fout(v). Tok po každej hrane je sčítaný dvakrát, raz s kladným a raz

so záporným znamienkom. Preto∑
v

dv =
∑

v

f in(v)−
∑

v

fout(v) = 0,

z čoho vyplýva tvrdenie.

Z predchádzajúcej lemy vyplýva, že prípustné riešenie problému cirkulácie s požiadavkami
existuje, len ak platí

D
def=

∑
v, dv>0

dv =
∑

v, dv<0

−dv.

Korektnosť algoritmu vyplýva z nasledujúcej vety:

Veta 8.12: V grafe G s kapacitami hrán c a požiadavkami {dv}v∈V existuje cirkulácia s po-
žiadavkami práve vtedy, ak je veľkosť maximálneho toku v sieti N = (G, s, t, c) (definovanej
v predchádzajúcom algoritme) rovná D. Navyše, ak sú všetky kapacity c a požiadavky {dv}v∈V

celočíselné a existuje prípustná cirkulácia s požiadavkami, tak sú aj všetky hodnoty tejto cirku-
lácie celočíselné.

8.7.4 Cirkulácie s požiadavkami a dolnými ohraničeniami

Uvažujme o situácii, keď okrem kapacít a požiadaviek v sieti G navyše špecifikujeme pre každú
hranu aj dolné ohraničenie pre veľkosť toku, ktorý má tiecť po tejto hrane. Konkrétne, pre každú
hranu e ∈ E(G) zadáme hodnotu `(e) ≤ c(e), ktorá pre tok f(e) po hrane e spĺňa nerovnosť
`(e) ≤ f(e). Rovnako ako pri cirkuláciach bez dolných ohraničení predpokladáme, že všetky
zadané čísla sú celé.
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CirkuláciaSPožiadavkami(G = (V,E), c, {dv}v∈V ) :
D ←

∑
v, dv>0 dv

if D 6=
∑

v, dv<0−dv

return ∅ (neexistuje hľadaná cirkulácia)
Pridaj do G nový vrchol s (globálny zdroj)
for each v ∈ V
if dv < 0
Pridaj do G hranu s→ v s kapacitou −dv

Pridaj do G nový vrchol t (globálny cieľ)
for each v ∈ V
if dv > 0
Pridaj do G hranu v → t s kapacitou −dv

f ← FordFulkerson(N = (G, s, t, c))
if |f | 6= D
return ∅ (neexistuje hľadaná cirkulácia)
return f obmedzený na pôvodný graf G

Obrázok 8.13: Algoritmus pre hľadanie cirkulácie s požiadavkami

Problém cirkulácie s požiadavkami a dolnými ohraničeniami:
Existuje v danom orientovanom grafe G s kapacitami c a dolnými ohraničenia-
mi ` na hranách a požiadavkami {dv}v∈V vo vrcholoch cirkulácia f , ktorá spĺňa
požiadavky všetkých vrcholov a pre každú hranu e platí `(e) ≤ f(e) ≤ c(e)?

Otázkou je, ako nájsť takýto tok?

Začnime s úplne jednoduchým tokom, v ktorom veľkosť toku po každej hrane e je rovná
presne jej dolnému ohraničeniu `(e). Tento tok vyhovuje kapacitným a dolným ohraničeniam,
ale, samozrejme, môže porušiť požiadavky niektorých vrcholov. Formálne nech f0(e) = `(e) pre
všetky e ∈ E(G). Všimnime si, že f0 nemusí spĺňať ani pravidlo zachovania cirkulácie

Lv = f in
0 (v)− fout

0 (v) =
∑
e∈E

e idúce do v

`(e)−
∑
e∈E

e idúce z v

`(e).

Ak je Lv = dv, tak máme šťastie, pretože tok spĺňa požiadavku vrchola v. V opačnom prípade
nastáva vo vrchole v nerovnováha a my ju potrebujeme vhodne napraviť.

Položme novú požiadavku pre každý vrchol v rovnú d′v = dv − Lv a novú kapacitu každej
hrany e rovnú c′(e) = c(e) − `(e). Nech G′ je nový graf s týmito novými požiadavkami a
kapacitami (všimnime si, že v novom grafe ”zmizli“ dolné ohraničenia). Ak sa nám v grafe G′

podarí nájsť cirkuláciu f ′ spĺňajúcu tieto nové požiadaky, potom zrejme tok f = f0 + f ′ je
prípustnou cirkuláciou s požiadavkami v pôvodnom grafe a vyhovuje aj dolným ohraničeniam.

No my už vieme, ako nájsť takúto cirkuláciu f ′ – použitím algoritmu CirkuláciaSPožia-
davkami. Ak to skombinujeme s predchádzajúcou úvahou, budeme schopní nájsť aj cirkuláciu
s požiadavkami a dolnými ohraničeniami.

Lema 8.13: V grafe G existuje prípustná cirkulácia (s požiadavkami) práve vtedy, ak existuje
prípustná cirkulácia (s požiadavkami a dolnými ohraničeniami) v grafe G′.
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Ak sú všetky požiadavky, kapacity a dolné ohraničenia celočíselné a existuje prípustná cir-
kulácia (s požiadavkami a dolnými ohraničeniami), tak sú aj všetky hodnoty tejto cirkulácie
celočíselné.

Dôkaz. Nech f ′ je cirkulácia v G′. Nech f(e) = f0(e) + f ′(e). Zrejme f spĺňa kapacitné obme-
dzenia v G a aj dolné ohraničenia. Navyše

f in(v)− fout(v) =
∑
e∈E

e idúce do v

(
`(e) + f ′(e)

)
−

∑
e∈E

e idúce z v

(
`(e) + f ′(e)

)
= Lv + (dv − Lv) = dv.

A teda f spĺňa požiadavky vrcholov v grafe G.

Podobne, nech f je prípustná cirkulácia v grafeG. Potom je ľahké overiť, že f ′(e) = f(e)−`(e)
je prípustná cirkulácia v grafe G′.

8.8 Rozvrhovanie leteckej premávky

Máme k dispozícii detailné informácie o letoch, ktoré musí letecký prepravca realizovať. Označme
si túto množinu letov F. Chceme zistiť, aký je najmenší možný počet lietadiel, pomocou ktorých
vieme realizovať všetky lety. Príklad možného zadania je na obrázku 8.14 (i).

To isté lietadlo môžeme použiť na dva lety i a j len vtedy, ak cieľ letu i cieľ(i) je rovný
počiatku letu j počiatok(j) a medzi letmi je dostatok času na vykonanie požadovanej údržby.
Ďalšou možnosťou je presunúť ’prázdne‘ lietadlo z cieľ(i) do počiatok(j) (ak sa dodržia časové
obmedzenia).

1. Bratislava (600) → Košice (700)

2. Brno (700) → Praha (800)

3. Košice (800) → Varšava (1100)

4. Brno (1100) → Dublin (1400)

5. Dublin (1415) → Londýn (1515)

6. Paríž (1700) → Londýn (1800)

1

2 3

4

56

(i) (ii)

Obrázok 8.14: (i) Množina F letov, ktoré sa majú realizovať, (ii) graf G zodpovedajúci týmto
letom. Za predpokladu hodinovej prestávky pre požadovanú údržbu je možné jedným lietadlom
priamo po sebe zrealizovať iba lety 1 a 3. Čiarkované hrany odpovedajú presunom prázdneho
lietadla.

Príklad: Ako konkrétny príklad uvažujme lety

1. Bratislava (600) → Košice (700)

3. Košice (800) → Varšava (1100)

6. Paríž (1700) → Londýn (1800)

Tento letový plán je možné realizovať jediným lietadlom, ak napríklad presunieme prázdne
lietadlo z Varšavy do paríža letom ”Varšava (1200) → Paríž (1600)“.
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Modelovanie problému

Základnou myšlienkou je modelovať prípustné nadväznosti letov pomocou grafu. Nech G je
orientovaný graf s vrcholmi zodpovedajúcimi letom z množiny F. Pre lety i a j patrí hrana
(i→ j) grafu G práve vtedy, ak je možné jedným lietadlom vykonať oba lety i aj j. Presnejšie,
to isté ietadlo vykoná let i a vzápätí (až na prázdny presun) vykoná let j.

Ak sa obmedzíme na lety počas jedného dňa, graf G bude zrejme acyklický – hrana (i→ j)
je v grafe iba ak sa let j uskutoční v neskoršom čase, ako let i, čo vylučuje akékoľvek cykly.

Problém rozvrhovania leteckej premávky:
Rozhodnite, či je možné vykonať všetky lety z množiny F pomocou najviac k
lietadiel.

Tento problém sa dá previesť na problém hľadania cirkulácie. Skonštruujme nasledovnú sieť
H = (V (H), E(H), s, t):

• Pre každý let i zavedieme dva vrcholy ui, vi ∈ V (H). Do H tiež pridáme zdrojový vrchol
s a a cieľový vrchol t. Požiadavku cieľa t položíme rovnú k a požiadavku zdroja s rovnú
−k (t. j. z s vyteká k jednotiek toku, ktorý potrebuje pritiecť do t).

• Každý let musí byť realizovaný. To vynútime pridaním hrany ei = (ui → vi) pre každý let
i. Tejto hrane ei nastavíme dolné ohraničenie na hodnotu 1 a jej kapacitu tiež na 1 (t. j.
`(ei) = 1 a c(ei) = 1).

• Ak je možné jedným lietadlom vykonať oba lety i a j (t. j. (i→ j) ∈ E(G)), tak do siete
H pridáme hranu (vi → uj) s kapacitou 1 (bez dolného ohraničenia).

• Keďže každé lietadlo môže začať svoj deň letom i, pridáme pre všetky lety i do siete H
hranu (s→ ui) s kapacitou 1.

• Podobne každé lietadlo môže skončiť svoj deň letom j. Preto pridáme pre všetky lety j do
siete H hranu (vj → t) s kapacitou 1.

• Ak máme nejaké lietadlá navyše, nemusíme ich použiť. Preto zavedime ’prebytkovú‘ hranu
(s→ t) s kapacitou k, ktorá prenesie tok odpovedajúci všetkým nepotrebným lietadlám
zo zdroja s priamo do cieľa t.

Lema 8.14: Všeky lety z množiny F je možné realizovať použitím najviac k lietadiel práve
vtedy, ak existuje prípustná cirkulácia v sieti H.

Dôkaz. Predpokladajme, že je možné realizovať lety pomocou k′ ≤ k lietadiel. Uvažujme jeden
takýto prípustný letový plán. Časť plánu zodpovedajúca jednému lietadlu definuje cestu π v sieti
H, ktorá začína v s a končí v t. Pozdĺž každej takejto cesty pošleme jednotkový tok. Zároveň
pošleme k − k′ jednotiek toku po hrane (s→ t). Všimnime si, že z prípustnosti rozvrhu musia
byť všetky lety realizované nejakým lietadlom. A teda dolné ohraničenia všetkých ’prostredných‘
hrán typu (ui → vi) sú splnené. Výsledná funkcia teda definuje prípustnú cirkuláciu v sieti H
spĺňajúcu všetky zadané obmedzenia.

Pre dôkaz opačnej implikácie uvažujme prípustnú cirkuláciu v sieti H. Ak takáto cirkulá-
cia existuje, vieme ju nájsť algoritmom CirkuláciaSPožiadavkami. Z vlastností algoritmu
CirkuláciaSPožiadavkami a hlavne algoritmu FordFulkerson, ktorý sa v ňom používa



8.8 Rozvrhovanie leteckej premávky 116

u1

u2

u3

u4

u5

u6

v1

v2

v3

v4

v5

v6

s t

0/k
1/1

1/1

1/1

1/1

1/1

1/1

Obrázok 8.15: Výsledná sieť H pre inštanciu rozvrhovania leteckej premávky z obrázku 8.14.

ako procedúra, vyplýva, že nájdeme cirkuláciu s celočíselnými hodnotami. Predpokladajme, že
medzi s a t tečie k′ jednotiek toku (ignorujúc tok po hrane (s→ t)). Všetky hrany siete H
(okrem (s→ t)) majú kapacity 1, a teda veľkosť cirkulácie na všetkých ostatných hranách je
buď 0, alebo 1 (kvôli celočíselnosti cirkulácie). Tento tok skonvertujeme na k′ ciest opakovaným
prechádzaním siete z vrchola s do vrchola t, odstraňujúc priebežne hrany na každej nájdenej ces-
te (podobne ako pri probléme k hranovo disjunktných ciest). Keďže žiadnu hranu nepoužijeme
dvakrát a sieť H je acyklická, podarí sa nám takto extrahovať k′ ciest. Každá z nich zodpovedá
letovému plánu pre jedno lietadlo. Celý letecký plán je korektný, pretože dolné ohraničenia na
hranách typu (ui → vi) nám zaručia, že každý jeden let bude vykonaný.

Rozšírenia a obmedzenia. Pri analýze prechádzajúceho problému sme sa nevyhli mnohým
zjednodušeniam a niektoré praktické fakty sme nebrali do úvahy:

• lietadlá potrebuju z času na čas dlhodobejšiu údržbu,

• spolu s lietadlami potrebujeme rozvrhnúť aj posádku,

• letové plány sú v jednotlivých dňoch iné, a napokon

• častejšie ako minimálny počet lietadiel nás zaujímajú minimálne náklady resp. maximálny
zisk (a ten sa mnohokrát len ťažko vyjadruje pomocou explicitného vzorca).

Zďaleka nie všetky praktické fakty vieme riešiť maximálnymi tokmi. Ale to neznamená, že
toky nie sú užitočné – práve naopak! Hovorí to skôr o značnej zložitosti problémov reálneho
sveta.
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8.9 Úlohy

1. Skonštruujte sieť N = (G, s, t, c) s celočíselnými kapacitami na hranách, nad ktorou môže
algoritmus FordFulkerson počas výpočtu vykonať aspoň X zväčšení toku, kde X je
rovné maximálnej kapacite hrán v grafe G.

2. Nech N = (G, s, t, c) je sieť s kladnými celočíselnými kapacitami na hranách a nech d
je najväčší spoločný deliteľ kapacít c(e) všetkých hrán. Ukážte, že pre maximálny tok f
veľkosti |f | nájdený Fordovým-Fulkersonovým algoritmom platí d | |f |.

3. Predpokladajme, že je daná rozšírená sieť obsahujúca niekoľko zdrojov a niekoľko cieľov.
Navrhnite, ako vypočítať maximálny tok v takejto sieti.

4. Ukážte, ako je možné previesť problém nájdenia maximálneho počtu hranovo disjunktných
ciest v neorientovanom grafe previesť na problém nájdenia maximálneho počtu hranovo
disjunktných ciest v orientovanom grafe.



Kapitola 9

Randomizovaný minimálny rez

9.1 Definícia problému

V tejto časti sa budeme zaoberať známym problémom minimálneho rezu v multigrafe1. Predpo-
kladajme, že je daný súvislý multigraf G, ktorý reprezentuje nejakú komunikačnú sieť (mobilný
operátor, Internet). My sme v úlohe nepriateľského agenta a našim cieľom je narušiť komuni-
káciu v sieti (rušením mobilnej komunikácie, prestrihnutím optických káblov a pod.). Prerušiť
každú komunikačnú linku by asi bolo príliš nákladné, preto sa uspokojíme s menším cieľom:
prerušením čo najmenšieho počtu liniek (t. j. odstránením hrán grafu) dosiahnuť, aby aspoň
medzi jednou dvojicou uzlov v sieti nebolo možné spojenie (t. j. aby sa multigraf G rozpadol na
aspoň dva komponenty súvislosti; viď obrázok 9.1).

Obrázok 9.1: Príklad grafu, ktorého minimálny rez obsahuje tri hrany.

Problém minimálneho rezu:
Je daný súvislý multigraf G = (V,E). Rezom v grafe G nazývame ka-
ždú partíciu (V1, V2) množiny vrcholov grafu G, pre ktorú je graf G′ =
(V,E\{{x, y} |x ∈ V1, y ∈ V2} nesúvislý. Úlohou je nájsť rez (V1, V2), pre ktorý
má množina E(V1, V2) = E ∩ {{x, y} |x ∈ V1, y ∈ V2} minimálnu mohutnosť.
Mohutnosť tejto množiny, t. j. počet hrán v nej, nám udáva veľkosť rezu.

O probléme minimálneho rezu je známe, že patrí do triedy P problémov riešiteľných v po-
lynomiálnom čase – minimálny rez je možné nájsť napríklad pomocou |V |2 volaní algoritmu na

1Definícia multigrafu pripúšťa viacero hrán medzi tou istou dvojicou vrcholov. Na analýzu problému minimál-
neho rezu síce nie je použitie multigrafov nevyhnutné, ale ak by sme ich obišli napríklad zavedením celočíselných
váh na hranách jednoduchého grafu, naša analýza by sa tým len skomplikovala.
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nájdenie maximálneho toku v sieti. Najrýchlejší deterministický algoritmus na nájdenie maxi-
málneho toku v sieti s |V | vrcholmi a |E| hranami beží v čase O(|V | · |E| · log(|V |2/|E|)). Ak
túto zložitosť vynásobíme |V |2 iteráciami, dostávame sa pre husté grafy2 k výpočtovej zložitosti
O(|V |5).
Naším cieľom v tejto časti preto bude zoznámiť sa s jedným relatívne jednoduchým pravde-

podobnostným algoritmom, ktorý navrhol D. Karger3,4.

Tento algoritmus je založený na grafovej operácii, ktorú nazývame kontrakcia hrany. Pre
daný multigraf G a hranu e = {x, y} ∈ E(G), kontrakcia hrany e nahradí vrcholy x a y novým
vrcholom vrchol(x, y) a každú hranu {r, s}, pre ktorú r ∈ {x, y} a s /∈ {x, y} nahradí hranou
{vrchol(x, y), s}. Kontrakcia odstráni aj hranu {x, y} (nepovolíme slučky), no zvyšok grafu už
ostáva bezo zmeny. Výsledný multigraf označíme G/ {e} . Príklad postupnosti kontrakcií v
multigrafe je na nasledujúcom obrázku:

v

wx

y z

v

wvrchol(x, z)

y

(a) (b)

vrchol(v, w)vrchol(x, z)

y

vrchol(vrchol(x, z), vrchol(v, w))

y

(c) (d)
(a) multigraf G
(b) multigraf G/ {{x, z}}
(c) multigraf G/ {{x, z} , {v, w}}
(d) multigraf G/ {{x, z} , {v, w} , {vrchol(x, z), vrchol(v, w)}}

Obrázok 9.2: Príklad náhodných kontrakcií v grafe

Ak postupne kontrahujeme hrany z množiny F ⊂ E, bez ohľadu na poradie, v akom urobíme
tieto kontrakcie, vždy dostávame rovnaký multigraf (viď úloha 1). Preto si tento výsledný mul-
tigraf označíme G/F . Ľahko sa dovtípime, že každý vrchol G/F zodpovedá množine vrcholov
pôvodného multigrafu G a hrany G/F zodpovedajú presne tým hranám z E, ktorých koncové
vrcholy neboli zlúčené do toho istého vrchola v G/F .

2Grafy, pre ktoré |E| ∈ O(|V |2).
3David R. Karger. Global min-cuts in RNC, and other ramifications of a simple min-cut algorithm. Proc. 4th

ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, 21-0, 1993
4David R. Karger. Random sampling in cut, flow, and network design problems. Proc. 25th STOC, 648–657,

1994.
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9.2 Náhodné kontrakcie

Myšlienka prvého pravdepodobnostného algoritmu je veľmi jednoduchá. S daným multigrafom
G vykonáme náhodnú postupnosť kontrakcií, až kým nedostaneme multigraf G/F s dvomi vr-
cholmi. Množiny vrcholov pôvodného multigrafu G zodpovedajúce jednotlivým vrcholom G/F
nám určujú rez v multigrafe G. Korektnosť tejto myšlienky je založená na nasledujúcom dôle-
žitom pozorovaní: kontrakcia ľubovoľnej hrany nezmenší veľkosť minimálneho rezu v multigrafe
G. Vyplýva to priamo z faktu, že každý rez v G/F zodpovedá rezu rovnakej veľkosti v G. Ve-
ľkosť minimálneho rezu v G/F môže aj narásť oproti G – ak by sme v grafe (c) na obrázku
9.2 skontrahovali hranu {y, vrchol(x, z)}, dostali by sme nasledujúci graf, v ktorom je veľkosť
minimálneho rezu rovná 5.

vrchol(v, w)vrchol(y, vrchol(x, z))

Ďalším dôsledkom tohoto faktu je, že kontrakcia hrany zvýši veľkosť minimálneho rezu práve
vtedy, ak je táto hrana obsiahnutá vo všetkých minimálnych rezoch (viď úloha 2).

Môžeme napísať prvý algoritmus:

NáhodnéKontrakcie(G):
for each v ∈ V
značka(v)← {v}

while G má viac než 2 vrcholy
zvoľ rovnomerne náhodne hranu e = {x, y} ∈ E(G)
G← G/e
značka(vrchol(x, y))← značka(x) ∪ značka(y)

if G = ({u, v} , E′)
return (značka(u), značka(v))

Na obrázku 9.2 je príklad jedného z možných priebehov algoritmu NáhodnéKontrakcie
na multigrafe s piatimi vrcholmi. Výsledkom algoritmu je, pri takto zvolenej realizácii, rez
pozostávajúci z troch hrán – (náhodou) to je optimálny počet.

Veta 9.1: Algoritmus NáhodnéKontrakcie je pravdepodobnostný optimalizačný algoritmus
bežiaci v polynomiálnom čase, ktorý nájde minimálny rez multigrafu G s n vrcholmi s pravde-
podobnosťou aspoň 2

n(n−1) .

Dôkaz. Výpočtová zložitosť: V celom priebehu algoritmu môžeme nahradiť multigraf jedno-
duchým grafom, kde miesto viacnásobných hrán medzi dvomi vrcholmi multigrafu si budeme
v jednoduchom grafe pamätať váhu hrany odpovedajúcu ich počtu. Odtiaľ je už ľahké ukázať,
že NáhodnéKontrakcie vieme implementovať v čase O(n2).
Pravdepodobnosť úspechu: Ako už bolo spomenuté vyššie, výstupom algoritmu Náhodné-

Kontrakcie je rez v danom multigrafe G. Potrebujeme ešte ukázať, že pravdepodobnosť toho,
že tento rez bude minimálnym rezom, je aspoň 2

n(n−1) .

Nech G = (V,E) je multigraf a nech Cmin = (V1, V2) je minimálny rez v G. Počet hrán rezu
si označme k = |E(Cmin)|.5

5k ≥ 1 práve vtedy, ak je G súvislý. Pre nesúvislé multigrafy sa algoritmus NáhodnéKontrakcie skončí, len
čo nastane E(G) = ∅ a v takom prípade nájde optimálny rez nulovej veľkosti.
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V ďalšom ukážeme, že pravdepodobnosť toho, že algoritmus NáhodnéKontrakcie nájde
tento konkrétny rez Cmin je aspoň 2

n(n−1) . Najprv si uvedomme, že

celkový počet hrán multigrafu G je aspoň n · k
2
, (9.1)

pretože z |E(Cmin)| = k vieme, že každý vrchol G má stupeň aspoň k. Rez Cmin môže byť
výstupom algoritmu zrejme jedine vtedy, ak žiadna z hrán E(Cmin) nebola skontrahovaná počas
výpočtu. Vyjadrime si teraz pravdepodobnosť tejto udalosti.

Nech Udalosťi pre i ∈ {1, . . . , n − 2} označuje udalosť, že žiadna z hrán E(Cmin) nebola
skontrahovaná v i-tej kontrakcii počas výpočtu. Pravdepodobnosť, že žiadna z hrán E(Cmin)

nebola skontrahovaná počas celého výpočtu, je potom rovná Pr

[
n−2⋂
i=1
Udalosťi

]
. Použitím zná-

mych vzťahov pre podmienenú pravdepodobnosť dostávame vyjadrenie

Pr

[
n−1⋂
i=1

Udalosťi

]
=Pr [Udalosť1] · Pr [Udalosť2|Udalosť1]

· Pr [Udalosť3|Udalosť1 ∩Udalosť2]
· Pr [Udalosť4|Udalosť1 ∩Udalosť2 ∩Udalosť3] · . . .

· Pr

Udalosťn−2

∣∣∣ n−3⋂
j=1

Udalosťj


(9.2)

Aby sme mohli využiť (9.2) pri ďalšom dokazovaní, potrebujeme nejaký rozumný dolný
odhad pre

Pr

Udalosťi∣∣∣ i−1⋂
j=1

Udalosťj


pre každé i ∈ {1, . . . , n− 2}. Keďže podľa (9.1) je počet hrán G aspoň n · k

2 ,

Pr [Udalosť1] =
|E| − |E(Cmin)|

|E|
= 1− k

|E|
≥

(9.1)
1− k

k · n/2
= 1− 2

n
. (9.3)

Vo všeobecnosti, po i−1 kontrakciách má zodpovedajúci graf G/Fi presne n−i+1 vrcholov.
Ak Fi ∩E(Cmin) = ∅6, potom je Cmin minimálnym rezom aj v grafe G/Fi. Ale z tohto vyplýva
(zase viď (9.1)!), že každý vrchol G/Fi musí mať stupeň tiež aspoň k = |E(Cmin)|, čiže G/Fi

musí mať aspoň k · (n− i + 1)/2 hrán. Pre i ∈ {2, . . . , n− 1} potom platí

Pr

Udalosťi∣∣∣ i−1⋂
j=1

Udalosťj

 ≥ |E(G/Fi)| − |E(Cmin)|
|E(G/Fi)|

≥ 1− k

k(n− i + 1)/2
= 1− 2

n− i + 1
.

(9.4)

Dosadením (9.3) a (9.4) do (9.2) dostávame

Pr

[
n−2⋂
i=1

Udalosťi

]
≥

n−2∏
i=1

(
1− 2

n− i + 1

)
=

3∏
l=n

(
l − 2

l

)
=

1(
n
2

) =
2

n · (n− 1)
.

6T. j. ak žiadna z hrán rezu Cmin nebola skontrahovaná počas prvých i kontrakcií, t. j. nastala udalosťTi−1
j=1Udalosťj .
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Z vety 9.1 vyplýva, že pravdepodobnosť nájdenia konkrétneho (ľubovoľne zvoleného) mini-
málneho rezu je aspoň

2
n(n− 1)

>
2
n2

.

Na prvý pohľad nevyzerá predchádzajúci výsledok použiteľne. Dolný odhad pravdepodob-
nosti úspešného nájdenia minimálneho rezu sa rýchlo blíži k nule s rastúcim n. Situáciu však
vieme výrazne zlepšiť, ak vykonáme nad zadaným multigrafom viacero výpočtov algoritmu Ná-
hodnéKontrakcie. Priebeh výpočtu totiž závisí od náhodných volieb kontrahovaných hrán,
a ak budeme predpokladať, že voľby týchto hrán v rôznych výpočtoch algoritmu sú navzájom ne-
závislé, potom aj udalosti k-ty výpočet algoritmu NáhodnéKontrakcie nájde minimálny rez
sú navzájom nezávislé. Predpokladajme teda, že vykonáme n2/2 nezávislých výpočtov algorit-
mu NáhodnéKontrakcie a ako celkový výsledok zoberieme najmenší zo všetkých n2/2 takto
získaných rezov. Potom pravdepodobnosť, že takto nájdeme naozaj minimálny rez multigrafu
G, je aspoň

1−
(

1− 2
n2

)n2/2

> 1− 1
e
.

(Je to pravdepodobnosť udalosti opačnej k tomu, že v žiadnom z n2/2 nezávislých výpočtov
nenájdeme minimálny rez.)

9.3 Efektívnejšie opakovanie náhodných kontrakcií

Problémom však je, že výpočtová zložitosť n2/2 opakovaných výpočtov algoritmu Náhodné-
Kontrakcie je O(n4), čo nie je lepšie ako O(n3), výpočtová zložitosť najlepšieho známeho
deterministického algoritmu. Potrebujeme preto náš algoritmus ďalej vylepšiť. Z dôkazu vety
9.1 ľahko vidíme, že pravdepodobnosti toho, že prvé z kontrakcií použijú hrany z E(Cmin), sú
malé: 2

n , 2
n−1 , 2

n−2 , . . . . Tieto pravdepodobnosti však postupne narastajú až k hodnote 2/3 pri
poslednej kontrakcii. Prirodzenou myšlienkou, ako doterajší výsledok vylepšiť, je použiť algo-
ritmus NáhodnéKontrakcie na redukciu multigrafu G na multigraf G/F na l vrcholoch a
následne určiť minimálny rez v G/F pomocou najlepšieho deterministického algoritmu. V ďa-
lšom ukážeme, že táto myšlienka je správna, a že pri vhodnej voľbe l sa vieme s výpočtovou
zložitosťou dostať pod zložitosť O(n3) najlepšieho deterministického algoritmu.
Najprv ale zapíšme túto myšlienku formálne. Nech l : N → N je neklesajúca funkcia, pre

ktorú platí 1 ≤ l(n) ≤ n pre všetky n ∈ N. Budeme potrebovať jednu pomocnú procedúru:

Kontrahuj(G, m):
while G má viac než m vrcholov
zvoľ rovnomerne náhodne hranu e = {x, y} ∈ E(G)
G← G/e
značka(vrchol(x, y))← značka(x) ∪ značka(y)

return G

A teraz už samotný algoritmus:
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l-NáhodnéKontrakcie(G):
for each v ∈ V
značka(v)← {v}

G← Kontrahuj(G, l(n))
použi deterministický algoritmus na nájdenie minimálneho rezu (V1, V2) v G

return
( ⋃

v∈V1

značka(v),
⋃

v∈V2

značka(v)
)

Veta 9.2: Pre každú neklesajúcu funkciu l : N → N, 1 ≤ l(n) ≤ n má pravdepodobnostný
algoritmus l-NáhodnéKontrakcie výpočtovú zložitosť O(n2 +(l(n))3) a nájde minimálny rez
s pravdepodobnosťou aspoň (

l(n)
2

)/(n

2

)
.

Dôkaz. V prvej časti algoritmu sa vykoná n− l(n) kontrakcií, takže ho vieme zrealizovať v čase
(n−l(n))·O(n) = O(n2). Deterministický algoritmus hľadá minimálny rez v grafe s l(n) vrcholmi,
čo sa dá použitím najlepšieho známeho deterministického algoritmu zrealizovať v čase O((l(n))3).
Rovnako ako v dôkaze vety 9.1, nech Cmin je jeden fixný minimálny rez multigrafu G.

Zrejme ak multigraf G po n − l(n) kontrakciách stále obsahuje rez Cmin, tak algoritmus l-
NáhodnéKontrakcie nájde minimálny rez (buď rovno Cmin, alebo nejaký iný, ale určite
tiež minimálny). Stačí nám preto nájsť dolný odhad pravdepodobnosti toho, že G po n − l(n)
kontrakciách obsahuje tento konkrétny rez Cmin. Podľa dôkazu vety 9.1 vieme, že je to presne

Pr

[
n−l(n)⋂

i=1
Udalosťi

]
. Použitím (9.2), (9.3) a (9.4) dostávame

Pr

n−l(n)⋂
i=1

Udalosťi

 >

n−l(n)∏
i=1

(
1− 2

n− i + 1

)

=
n−2∏
i=1

(
1− 2

n− i + 1

)/ n−2∏
i=n−l(n)+1

(
1− 2

n− i + 1

)

=
1(
n
2

)/ 1(
l(n)
2

) =

(
l(n)
2

)(
n
2

) .

Dôsledok 9.3: Pre každú neklesajúcu funkciu l : N → N, 1 ≤ l(n) ≤ n platí, že ak vykonáme
n2

(l(n))2
nezávislých výpočtov algoritmu l-NáhodnéKontrakcie a ako celkový výsledok zoberie-

me najmenší zo všetkých n2

(l(n))2
takto získaných rezov, tak pravdepodobnosť, že takto nájdeme

minimálny rez multigrafu G je aspoň 1− 1
e .

Keďže vykonanie n2

(l(n))2
výpočtov algoritmu l-NáhodnéKontrakcie má zložitosť

O

((
n2 + (l(n))3

)
· n2

(l(n))2

)
= O

(
n4

(l(n))2
+ n2 · l(n)

)
,

najlepšou voľbou pre funkciu l je l(n) = bn2/3c. Pri takejto voľbe funkcie l je výpočtová zlo-
žitosť algoritmu bn2/3c-NáhodnéKontrakcie rovná O(n8/3) a pravdepodobnosť, že uspeje,
t. j. nájde minimálny rez, je väčšia, než 1/2. Ak sa chceme s pravdepodobnosťou úspechu dostať
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’takmer‘ k 0, vykonajme log2 n výpočtov algoritmu bn2/3c-NáhodnéKontrakcie. Takto vieme
dostať optimálne riešenie v čase O(n8/3 log2 n) s pravdepodobnosťou úspechu p pre ktorú platí
1− p ∈ Ω(1/ log2 n). Máme teda (konečne) pre problém minimálneho rezu k dispozícii rýchlejší
algoritmus, než je doteraz najlepší známy deterministický – je to síce pravdepodobnostný algo-
ritmus, a teda nemusí dať stále optimálne riešenie, no pravdepodobnosť jeho neúspechu je pri
veľkom n prakticky nulová.

9.4 Rekurzívne náhodné kontrakcie

Nakoniec si ukážeme ešte jednu možnosť, ako zlepšiť algoritmus NáhodnéKontrakcie, ktorá
vedie k pravdepodobnostnému algoritmu bežiacemu v čase O

(
(n log2 n)2

)
. Hlavná myšlienka

je podobná ako pri algoritme l-NáhodnéKontrakcie. Pravdepodobnosť, že pre kontrakciu
zvolíme hranu patriacu rezu Cmin, rastie s počtom už zrealizovaných kontrakcií. V algoritme
l-NáhodnéKontrakcie sme túto nepríjemnú vlastnosť obišli tak, že sme po určitom počte ná-
hodných kontrakcií prešli na deterministický algoritmus na nájdenie minimálneho rezu. V našom
novom algoritme RRC (rekurzívne NáhodnéKontrakcie) budeme zvyšovať počet nezávislých
výpočtov algoritmu l-NáhodnéKontrakcie tým viac, čím menší bude multigraf, s ktorým ak-
tuálne pracujeme.

Už vieme, že ak chceme dostať rozumnú pravdepodobnosť úspechu, potrebujeme vykonať
n2 nezávislých výpočtov algoritmu NáhodnéKontrakcie. To nám však zväčší celkovú výpo-
čtovú zložitosť n2-násobne. Nie je však rozumné začať O(n2) nezávislých vetiev výpočtu hneď
na začiatku, lebo pravdepodobnosť náhodnej kontrakcie hrany z Cmin je dosť malá. Začneme
preto len s dvomi kópiami vstupného multigrafu G a obe ich náhodnými kontrakciami zredu-
kujeme na dva multigrafy G/F1 a G/F2 majúce približne n/

√
2 vrcholov. Následne vytvoríme

dve kópie grafov G/F1 aj G/F2 a nad každým zo štyroch aktuálnych multigrafov spustíme Ná-
hodnéKontrakcie, až kým ich nezredukujeme na multigrafy majúce n/2 vrcholov. Po tomto
vytvoríme dve kópie z každého zo štyroch multigrafov a výsledných osem multigrafov zreduku-
jeme náhodnými kontrakciami tak, aby mali zhruba n/(2 ·

√
2) vrcholov, atď. V každom kroku

redukujeme počet vrcholov o násobok 1/
√

2, preto potrebujeme približne 2 · log2 n krokov, aby
sme dostali multigrafy s dvomi vrcholmi. Ľahko nahliadneme, že v poslednom kroku pracujeme
s minimálnymi rezmi v O(n2) jednoduchých multigrafoch, z ktorých si vyberieme najlepší (t. j.
najmenší). Ako si za chvíľu ukážeme, keďže pracujeme síce s väčším množstvom malých mul-
tigrafov, no len so zopár veľkými, celková výpočtová zložitosť tohoto prístupu je asymptoticky
porovnateľná s O(log2 n) nezávislými výpočtami algoritmu NáhodnéKontrakcie.
Algoritmus RRC je rekurzívny a formálne ho môžeme zapísať nasledovne:

RRC(G):
for each v ∈ V
značka(v)← {v}

n← |V (G)|
if n ≤ 6
použi deterministický algoritmus na nájdenie minimálneho rezu (V1, V2) v G
else

G/F1 ← Kontrahuj(G, d1 + n√
2
e)

G/F2 ← Kontrahuj(G, d1 + n√
2
e)

(V1, V2)← RRC(G/F1)
(W1,W2)← RRC(G/F2)
return menší z rezov (V1, V2) a (W1,W2)
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Veta 9.4: Pravdepodobnostný algoritmus RRC má výpočtovú zložitosť O(n2 log2 n) a nájde
minimálny rez s pravdepodobnosťou aspoň p(n), pričom

p(n) ∈ Ω
(

1
log2 n

)
.

Dôkaz. Označme si výpočtovú zložitosť algoritmu RRC ako TimeRRC. Keďže v každom rekur-
zívnom volaní redukujeme veľkosť multigrafu o násobok 1/

√
2, počet týchto volaní je ohraničený

log√2 n ∈ O(log2 n). Celý výpočet algoritmu NáhodnéKontrakcie vieme na ľubovoľnom mul-
tigrafe s n vrcholmi previesť v čase O(n2), preto aj zložitosť výpočtu Kontrahuj(G, d1 + m√

2
e)

na multigrafe G s m vrcholmi vieme ohraničiť zhora hodnotou O(m2). Pre TimeRRC potom
dostávame nasledujúci rekurentný vzťah:

TimeRRC(n) = 2 · TimeRRC

(⌈
1 +

n√
2

⌉)
+ g(n); g(n) ∈ O(n2).

Ľahko sa dá overiť, že TimeRRC(n) ∈ O(n2 log2 n).
Odvoďme teraz dolný odhad pre pravdepodobnosť úspechu algoritmu RRC. Predpokladaj-

me, že Cmin je minimálny rez v multigrafe G a |E(Cmin)| = k.

Predpokladajme, že máme multigraf G/F veľkosti l, ktorý obsahuje všetky hrany rezu Cmin
7.

Rekurzívne volanie algoritmu RRC nezávisle skontrahuje G/F na dva multigrafy G/F1 a G/F2

veľkosti d1 + l/
√

2e. Aká je pravdepodobnosť pl, že multigraf G/F1 stále obsahuje minimálny
rez Cmin? Rovnakými úvahami ako v dôkaze vety 9.1 dostávame

pl ≥
(d1+l/

√
2e

2

)(
l
2

) =
d1 + l ·

√
2e ·

(
d1 + l

√
2e − 1

)
l · (l − 1)

≥ 1
2
.

Nech pRRC(n) označuje pravdepodobnosť, že algoritmus RRC nájde minimálny rez v da-
nom multigrafe s n vrcholmi. Potom pl · pRRC(d1 +

√
2e) je dolným odhadom pre podmienenú

pravdepodobnosť, že RRC nájde rez Cmin postupne najprv redukciou G/F na G/F1 a potom
rekurzívnym volaním RRC(G/F1) za podmienky, že G/F obsahuje rez Cmin. Horným odhadom
pravdepodobnosti, že algoritmus RRC nenájde minimálny rez Cmin za predpokladu, že tento
rez obsahoval multigraf G/F , teda je(

1− pl · pRRC
(⌈

1 + l/
√

2
⌉))2

.

Pre funkciu pRRC sme takto odvodili nasledujúci rekurentný vzťah:

pRRC(l) ≥ 1−
(
1− pl · pRRC

(⌈
1 + l/

√
2
⌉))2

≥ 1−
(

1− 1
2
· pRRC

(⌈
1 + l/

√
2
⌉))2

.

(9.5)

Ľahko sa overí, že každá funkcia spĺňajúca rekurentný vzťah (9.5) musí byť z Θ( 1
log2 n).

Aj pravdepodobnosť úspechu z predchádajúcej vety vieme výrazne zlepšiť, ak vykonáme
nad zadaným multigrafom O(log2 n) nezávislých výpočtov algoritmu RRC. Pre multigraf G s n
vrcholmi dostávame

7T. j. žiadna hrana rezu Cmin ešte nebola skontrahovaná.
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A. výpočtovú zložitosť O(n2 · (log2 n)2),

B. pravdepodobnosť nájdenia mimálneho rezu väčšiu než 1
2 .

Iterovaný algoritmus RRC je teda rýchlejší než najlepší známy deterministický algoritmus
a má celkom dobrú pravdepodobnosť úspechu. Nuž a O((log2 n)2) nezávislých výpočtov algo-
ritmu RRC nám dáva pravdepodobnosť úspechu nájdenia minimálneho rezu väčšiu než 1− 1/n
(hoci sa musíme zmieriť s miernym nárastom výpočtovej zložitosti na O(n2 · (log2 n)3).

9.5 Úlohy

1. Nech je daný multigraf G = (V,E) a nech F = {e1, e2, . . . , ek} ( E. Ukážte, že pre ľubovoľ-
né dve permutácie i1, i2, . . . , ik a j1, j2, . . . , jk množiny [1, k], sú ((G/ {ei1})/ {ei2})/ · · · / {eik}
a ((G/ {ej1})/ {ej2})/ · · · / {ejk

} navzájom identické.

2. Ukážte, že kontrakcia hrany e ∈ E v multigrafe G = (V,E) zvýši veľkosť minimálneho
rezu práve vtedy, ak je táto hrana obsiahnutá vo všetkých minimálnych rezoch multigrafu
G.

3. Modifikujme algoritmus NáhodnéKontrakcie nasledujúcim spôsobom: namiesto ná-
hodného výberu hrany určenej na kontrakciu sa rovnomerne náhodne zvolia dva vrcholy
x a y a identifikujú sa do jedného vrchola (bez ohľadu na to, či sú spojené hranou, alebo
nie). Ukážte, že pre niektoré multigrafy je pravdepodobnosť toho, že takto modifikovaný
algoritmus nájde minimálny rez, exponenciálne malá v n.

4. Urobte podrobnú analýzu rekurentného vzťahu NáhodnéKontrakcie a ukážte, že

1
c1 · log2 n

≤ pRRC(n) ≤ 1
c2 · log2 n

pre vhodné konštanty c1 a c2.

5. Analyzujte výpočtovú zložitosť a prdepodobnosť úspechu algoritmu RRC, ak zameníme
redukčný pomer l→ d1 + n/

√
2e za

(a) l→ bl/2c,
(b) l→ b

√
lc,

(c) l→ l −
√

l.
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