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Kapitola 1
Uvod

Pisem knihu. UZ som ocisloval strany.

— Stephen Wright

1.1 Co je algoritmus?

Tento ucebny text je o algoritmoch, predovsetkym o kombinatorickych algoritmoch. Algoritmus
je postupnost jednoduchych a jednoznaénych krokov (instrukcii) smerujucich k rieseniu kon-
krétnej tlohy. Vsimnime si, Ze nikde v definicii sa neobjavuje slovo pocitac; algoritmy nemusia
nevyhnutne mat nieéo do ¢inenia s pocita¢mi. Ako priklad sa pozrime na algoritmus, podla
ktorého sa spieva jedna anglicka piesei ,,99 Bottles of Beer! on the Wall®.

FLASEPIVA(n):
for ¢ < n downto 2
Spievaj ,i bottles of beer on the wall, i bottles of beer“
Spievaj ,, Take one down, pass it around, i — 1 bottles of beer on the wall“
Spievaj ,,No bottles of beer on the wall, no bottles of beer,*
Spievaj ,,go to the store, buy some more, n bottles of beer on the wall“

Slovo ,algoritmus‘, ako by nas mozno okamzite napadlo, nie je odvodené od gréckeho al-
gos (aA\yos), ktoré znamend ,bolest‘2. Je odvodené od mena perzského matematika menom
Abu ’Abd Allah Muhammad ibn Misé al-Khwéarizmi (v preklade , Mohamed, otec Abdula, syn
Mojzisa z Khwarizmu“. Khwarizm je staroveké mesto situované v provincii Chorazm v Uzbe-
kistane.)?, ktory zil v deviatom storo¢i nasho letopoétu. Al-Khwarizmi je znamy ako autor diela
Kitab al-jabr wa’l-Muqgabala, ktoré polozilo zdklady modernej algebry. Slovo algoritmus je skomo-
leninou starsieho slova algorism (chybne spajaného s Gréckym arithmos (apifuos) vo vyzname
Cislo® a uz spomenutym alyos), pouzivaného na popisanie moderného desiatkového systému
na zapis a manipulaciu s ¢islami — predovSetkym pouZzivanie malej kruznice sifr reprezentujicej
chybajicu veli¢inu, ktoru priniesol al-Khwéarizmi z Indie do Perzie. Vdaka tsiliu stredovekého
talianskeho matematika Leonarda z Pisy, znamejsieho ako Fibonacci*, algorism zacal postupne
nahradzat abakus, ktory bol dovtedy preferovanym systémom na obchodné vypoctyv Eurdpe ku

199 fliag piva

2Naozaj! Analgetika sa pouzivaji na tlmenie bolesti.

3Donald Knuth. Algorithms in modern mathematics and computer science. Kapitola 4 v Selected Papers on
Computer Science, Cambridge University Press, 1996.

4Leonardo Fibonacci Pisano, ,Leonardo, syn Bonacciho z Pisy“.
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koncu 12. storocia. Slovo algoritmus sa teda v pociatkoch pouzivalo vyhradne pre mechanické
,papier+ceruzka“ metddy vypoctov. Nuz a Iudia so skiisenostami s tymito metédami vypoctov
boli volani, ¢o nie je tazké si domysliet, pocitaci/pocitace.

Nasobenie ¢isel pouzitim pravitka a kruzidla. Algoritmy sa pouzivali od pociatkov
civilizicie, storocia pred al-Khwarizmim a Fibonaccim. Pozrime sa na algoritmus na nasobenie
alebo delenie ¢isel pouzitim pravitka a kruzidla, ktory spopularizoval (no takmer urcite ne-
objavil) Euklides pred cca 2500 rokmi. Grécki geometri reprezentovali ¢isla tseckami vhodnej
dlzky. V pseudokéde algoritmu NASOBENIEALEBODELENIE uvedenom nizsie prikaz KRUZNI-
CA(p, q) oznacuje kruznicu so stredom v bode p, ktora prechddza cez bod ¢. Vyznam ostatnych
instrukcii je zrejmy z ich pomenovania.

((Konstrukcia priamky kolmej na priamku | a prechddzajicej cez bod P))
KoLmiIcA(l, P)

Zvolbod A€l,A# P

A, B — PRIENIK(KRUZNICA(P, A), )

C, D — PRIENIK(KRUZNICA(A, B), KRUZNICA(B, A))
return PRIAMKA(C, D)

((Konstrukcia bodu Z na polpriamke A—C>', pre ktory plati |AZ| = |AC| - |AD|/|ABY))
NASOBENIEALEBODELENIE(A, B, C, D):

a — KorMicA(PRIAMKA(A, C), A)

E — PRIENIK(KRUZNICA(A, B), «)
F — PRIENIK(KRUZNICA(A, D), a)
B «— KOLMICA(PRIAMKA(E, C), F)

v «— KoLMmICA(S, F)
return PRIENIK (7, PRIAMKA(A, C))

Priklad geometrickej konstrukcie podla algoritmu NASOBENIEALEBODELENIE je na obrizku
1.1. Algoritmus skonstruuje tise¢ku AZ pre ktorej dlzku plati |[AZ| = |AC| - |AD|/|AB|. Ak
potrebujeme vykonat len néasobenie, sta¢i zvolit |AB| = 1 a ak néds zaujima len delenie, tak
polozime |AC| =1 alebo |[AD| = 1.

Algoritmus NASOBENIEALEBODELENIE rozdeli relativne tazkt illohu nésobenia na niekolko
jednoduchych elementarnych krokov: kreslenie ¢iary medzi dvomi bodmi, kreslenie kruznice so
zadanym stredom a bodom na nej leziacim atd. Elementarne kroky nemusia byt Gplne primitiv-
ne, avsak kazdy elementarny krok musi byt taky, aby osoba alebo stroj vykonavajici algoritmus
vedeli, ako ho maji vykonat. V§imnime si zéroveni v tomto priklade operaciu KOLMICA vo forme
procedury, ktora je z pohladu algoritmu NASOBENIEALEBODELENIE elementdrnou operéciou.

Nasobenie zdvojenim a polenim. Rusky sedliacky algoritmus je eSte starsi algoritmus na
nasobenie velkych ¢isel. Variant tejto metédy bol uvedeny v Rhindovom papyruse od egyptského
pisara Ahmesa okolo 1650 pred n. 1. a pochédzal z dokumentu, ktory (vraj) vznikol v este skorSom
obdobi, pred 350 rokmi. Bol najbeznejSou metddou vypoctov v Eurépe predtym, nez Fibonacci
zaviedol arabské ¢islice. Podla niektorych zdrojov sa este stale pouzival v Rusku v 20. storo¢i (v
stvislosti s julidnskym kalendarom). Tento algoritmus bezne pouzivali niektoré pocitace, ktoré
nemali priamo implementované celoéiselné nasobenie v hardvéri®.

Sako napr. Apple II
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l

KorLwmicA(l, P) NASOBENIEALEBODELENIE(A, B, C, D)

Obrazok 1.1: Nasobenie alebo delenie ¢isel pouzitim pravitka a kruzidla

T Y prod
SEDLIACKEN ASOBENIE(z, ) 0
prod < 0 123 +456 =456
while x > 0 61 +912  =1368
if x je neparne 30 1824
prod — prod + y 15 | +3648 =5016
z — |2/2] 7| 47296 =12312
y—y+y 3| +14592 =26904
return prod 1| +29184 =56088
0 | koniec

Algoritmus sedliackeho nasobenia rozdeli vSseobecny problém nasobenia na styri jednoduchsie
operéacie: (1) urcenie parity (parne alebo nepérne), (2) s¢itanie, (3) zdvojenie (zdvojnésobenie
gisla) a (4) polenie (dolna celd ¢ast z polovice &isla)®. Samozrejme, tiplna $pecifikcia tohoto
algoritmu vyzaduje popis, ako prevadzat tieto $tyri ,primitivne’ operécie. Ked tento algoritmus
vykondvame rucne, vyzaduje (o konstantny ndsobok) viac prace, ale potrebné operacie su pre

5Verzia tohto algoritmu zo starovekého Egypta nepouzivala polenie ani paritu, no pouzivala porovnéavania.
Aby sa vyhli deleniu dvomi, predpocitali sa opakovanym zdvojovanim dve tabulky: jedna obsahovala vsetky
mocniny dvojky neprevysujuce x a druhd tie isté mocniny dvojky vynasobené y. Mocniny dvojky, ktorych stucet
je x, sa hladali od¢itavanim a zodpovedajice hodnoty v druhej tabulke sa séitali, ¢im sa dosiahol vysledny sucin.
Egyptski pisari si vytvérali rozsiahle tabulky mocnin dvojky, aby si urychlili tieto vypocty.
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¢loveka Tahsie zapamiitatelné, nez ,, mald nasobilka“ do 10 x 10. Spravnost sedliackeho nésobenia
vyplyva z nasledujiceho rekurentného vztahu, ktory plati pre vSetky nezdporné celé ¢isla x a y:

0, ak z =0,
zoy=9lz/2]-(y+y), ak x je parne,x # 0,
|lz/2| - (y+y)+y, ak x jeneparne.

Ako nevhodny priklad algoritmu uvazujme ,, Martinov algoritmus“”, ktory ma byt navodom,
ako sa stat milionarom a nikdy neplatif dane:

STANSAMILIONAROMANIKDYNEPLATDANE:
Ziskaj milién dolarov
Nezaplat dane
Ak ti na to pridu
Povedz ,,Zabudol som*

.....

kedZe pre nich je prvy krok jasny a jednoduchy. Ale pre vicSinu nds chudobnejsich, ktori ne-
mame bezne par miliénov dolarov poruke, je prvy krok algoritmu prili§ nepresny, vagny a teda
STANSAMILIONAROMANIKDYNEPLATDANE nemdze byt povazovany za algoritmus. Na druhej
strane, mozeme ho pouzit aspoii ako vyborny priklad redukcie — redukuje problém, ako sa stat
miliondrom a nikdy neplatit dane, na Jahsi‘ problém, ako ziskat milién dolarov. S podobnymi
redukciami sa budeme stretdvat v tomto ucebnom texte ¢asto: ak je zname, ako vyriesit lahsi
problém, redukcia ndm povie, ako vyrieSit ten fazsi.

typu, na ktoré st informatici zvyknuti. V dalom sa preto takmer vyhradne siistredime na také
algoritmy, ktoré je mozné rozumnym spdsobom implementovat na pocitaci. Inymi slovami, kazdy
krok algoritmu musi byt bud konstrukcia, ktora je priamo podporovana v nasom oblibenom
programovacom jazyku, (aritmetika, priradenia, cykly, rekurzia, atd.), alebo zlozitejsia, ale uz
znédma konstrukcia (triedenie, bindrne vyhladévanie, prehladdvanie do hibky a pod.).

Kombinatoricky verzus numericky pristup. Tento ucebny text je zamerany na kom-
binatorické algoritmy, ktoré st tak trochu naprotivkom numerickych algoritmov. Medzi nimi je
jeden zésadny rozdiel: ciefom numerického algoritmu je priblizit sa k teoretickému rieSeniu vypo-
¢itanému s idedlnymi redlnymi éislami len pouZzitim podéitacov s koneénou presnostou. Prikladom
moze byt numericky algoritmus na vypocet druhej odmocniny ¢isla so zadanou presnostou. Ten-
to algoritmus pracuje obzvlast rychlo — kazd4 iterdcia zdvojnésobi pocet spravnych desatinnych
miest.

DRUHAODMOCNINA(z, €):
s+ 1
while |s —xz/s| > ¢
s— (s+x/s)/2

return s

Vystup z numerického algoritmu je aproximécia nejakého idedlneho matematického objektu.
Kazdé &islo, ktoré je dostato¢ne blizko k idealnej odpovedi®, je spravna odpoved. Na druhej
strane, kombinatorické algoritmy pracuji s diskrétnymi objektmi, akymi st polia, zoznamy,
stromy a grafy, teda Struktirami, ktoré moézu byt v pocitadoch reprezentované exaktne.

”S. Martin. ,, You Can Be A Millionaire“, Saturday Night Live, January 21, 1978. Reprinted in Comedy Is Not
Pretty, Warner Bros. Records, 1979.
8optimalnemu rieseniu
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1.2 Zapis algoritmov

Algoritmy nie st programy, a teda nemusia (ba nemali by!) byt popisované v ziadnom kon-
krétnom programovacom jazyku. Nasim cielom je spolo¢ne sa naucit vypoctové techniky, ktoré
mozu byt pouzité v roznych programovacich jazykoch. Ich rozne syntaktické detaily nie st totiz
pri dizajne algoritmov vobec dolezité. Prilisné stistredenie sa na nich moéze naopak zakryt to,
o ¢o v konkrétnom probléme ide. Pisanie a dizajn algoritmov viac pripomina pisanie komentarov
v skuto¢nom programe, nez samotny kéd programu.

Samozrejme, volne formulovany popis ¢innosti algoritmu tiez nie je najlepsi napad. Algoritmy
st velmi Strukturované — podmienené vetvenia, cykly, ¢i rekurzia by sa vo volnom texte lahko
stratili. Kazdy Tudsky jazyk obsahuje mnoho nejednoznacnosti, skrytého vyznamu, metafor, no
algoritmy musia byt popisané ¢o mozno najpresnejsie. Ludia maji navyse sklon vyjadrovat cykly
neformélne: ,,Urob najprv to, potom ono, a tak dalej.“ Pozname to dobre z tloh typu ,Aky je
dalsi ¢len ¢iselnej postupnosti?‘, Ze niekolko prvych €lenov postupnosti vravi len velmi mélo o
tom, ako vyzeraju nasledujice jej ¢leny. Spojenia ,a tak dalej‘ alebo ,opakuj X znovu a znovu‘ s
dobrym indikdtorom potreby popisania algoritmu pomocou cyklov, pripadne rekurzie, ktoré by
mali presne popisat, ¢o sa deje v kazdej iteracii. Je to podobné, ako ked vyskyt slovného spojenia
a tak dalej v dokaze obvykle naznacuje, Ze je vhodné pouzit dokaz matematickou indukciou.

Najleps$i sposob zépisu algoritmov je pouzit pseudokéd. Pseudokdd pouziva Struktiru formal-
nych programovacich jazykov a matematiky na rozdelenie algoritmu na jednovetové popisy jeho
krokov. Tieto vety mozu byt popisané matematicky, beznym hovorenym jazykom (ale dostatoc-
ne presne), pripadne ¢iastoéne oboma sposobmi. Presnd struktira pseudokédu nie je podstatna.
Dolezité je, aby bol jasny a presny.

Tu je zoznam niekolkych pravidiel, ktorymi je odportucané sa riadit:

e Pouzivat standardné rozkazovacie klicové slova znadme z programovacich jazykov (while,
for/to/downto, if/then/else, repeat/until, case, return) a Standardné znacenie (premen-
na < hodnota, pole[index], ukazovatel < pole, funkcia(argumenty) atd.)

e Blokovéa Struktira nech je viditelnd uz z dialky. Odsadzovanie pouzivat opatrne, no hlavne
konzistentne. Ak to nie je kvoli ¢itatelnosti pseudokédu nevyhnutné, nepouzivat na Struk-
tarovanie syntaktické prvky (zatvorky z C/C++/C+#/Javy alebo begin/end z Pascalu).

e Nepisat klucové slova inym fontom alebo $tylom. Takéto zvyraziiovanie naznacuje citate-
lTovi dolezitost syntaxe, ktord naopak, dolezita nie je!

e Kazda veta by sa mala vojst na jeden riadok a jeden riadok by mal obsahovat len jednu
vetu. (Drobné vynimky, ako napr. i < i+ 1; j < j — 1; k < 0 len potvrdzuju toto
pravidlo.)

e Umiestnit kazdy Struktirny prikaz (for, while, if) na samostatny riadok. Poradie vnorenych
cyklov je velmi dolezité, preto musi byt absolutne zrejmé.

e Pouzivat kratke a zapamétatelné mend premennych, procedir a algoritmov.

Dobry popis algoritmu mé odkryt jeho vntutornt Strukturu, skryt nepodstatné detaily a ma
byt Tahko implementovatelny Sikovnym programétorom v lubovolnom programovacom jazyku,
dokonca aj vtedy, ak programéator nepoznd vsetky vnutorné detaily fungovania algoritmu. Na
zéklade dobrého kédu ma byt algoritmus fahko pochopitelny a analyzovatelny a pripadné chyby
Tahsie odhalitelné.
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1.3 Analyza algoritmov

Nestaci napisat algoritmus a povedat ,HIa, tu je!“. Potrebujeme presved¢it ¢itatela”, Ze algorit-
mus naozaj robi to, ¢o sa od neho ocakéva, a ze to robi dostatoc¢ne rychlo.

Korektnost: V redlnom svete je bezne akceptovatelné, ak sa programy spravaju korektne
viacsinu Casu, pri vSetkych ,rozumnych‘ vstupoch. Tu vsak mame ina situaciu a kladieme na
algoritmy vySSie naroky. Potrebujeme ukézat, Ze nase algoritmy funguju korektne pri vSetkych
moznych vstupoch. Niekedy je to celkom zrejmé, hlavne, ak sa jedna o jednoduché alebo dobre
zname algoritmy. AvSak viacero algoritmov, o ktorych sa eSte zmienime, vyzaduje urciti ne-
trividlnu ndmahu, kym dokdzeme ich spravnost. Dokazy korektnosti st takmer vzdy robené
pomocou matematickej indukcie. ,Mame radi indukciu. Indukcia je nas priatel*.1

Prv nez formalne dokazeme o nasom algoritme, Ze robi to, ¢o naozaj chceme, musime for-
maélne popisat to, ¢o chceme, aby algoritmus robil. Problémy, ktoré chceme algoritmami riesit,
sa zvycajne zadané v beznej reci a nie v tvare formalneho matematického popisu. Je na nas,
tvorcoch algoritmu, preformulovat zadanie problému do re¢i matematickych objektov, o ktorych
uz vieme nieco dokdzat: ¢isel, poli, zoznamov, grafov, stromov atd. Potrebujeme tiez urcit, ¢i
zadany problém neobsahuje nejaké skryté predpoklady, a ak ano, explicitne ich popisat. (Na-
priklad v piesni FLASEPIVA(n) je n kladné celé ¢islo.) Formalny popis problému je vyzadovany
nielen kvoli dokazom, ale je to jedna z najleps$ich ciest, ako pochopit, o ¢o v probléme presne ide.
Pochopenie podstaty problému je totiz niekedy t4 najfazsia cast rieSenia problému! Doélezitym
faktom, na ktory nesmieme zabudnuf, je rozdiel medzi problémom a algoritmom. Problém je
tloha, ktoru treba vyriesit alebo vykonat, ako napr. ,, Vypocitaj odmocninu z z*, ,, Utried tychto
n ¢isel“, alebo ,,Udrz pozornost tychto n $tudentov pocas ¢ minut“. Algoritmus je postupnost
prikazov, ktoré sa vykonavaja, ak chceme vyriesit tlohu. Ten isty problém mdzeme casto riesit
mnozZstvom réznych algoritmov.

Cas vypoétu (vypoétova zlozitost): Dva algoritmy pre ten isty problém vieme rozlisit
podla toho, ako rychlo bezia, t. j. aky dlhy je ¢as od spustenia algoritmu po jeho ukondcenie.
V idedlnom pripade nas zaujima najrychlejsi algoritmus pre dany problém. V redlnom svete je
nych‘ vstupoch. Tu st vSak naSe néroky opéit vyssie. Vyzadujeme, aby algoritmy bezali stdle
efektivne, dokonca aj v najhorsom pripade.

Ako vSak merat ¢as vypoc¢tu? Ako priklad uvazujme, ako dlho trvé zaspievat pieseri FL.ASE-
P1vA(n)? Bude to zrejme funkcia vstupného parametra n, no rovnako to zavisi aj od toho, ako
rychlo dokézeme spievat. Diktovanie piesne cez vysielacku morzeovkou zaberie v lepSom pripade
par mintat (aj to, len ak budeme prenasat iba samotny text piesne). Stiahnutie tej istej piesne
vo forméte mp3 z Internetu moze trvat povedzme par sekind a vytvorenie képie mp3 v paméti
poditaca snad par milisektind.

Aj preto nas nezaujima absolutny Cas. Viac sme zvedavi, ako sa chova ¢as vypoctu v zavislosti
od zmeny vstupného parametra n. Vypocétovy ¢as sa d4 meraf napriklad tak, Ze spocitame,
kolkokrat vykonda algoritmus uréitti inStrukciu, alebo kolkokrat prejde nejakym konkrétnym
miestom v kdde‘. Slovo ,beer* sa spieva trikrat v kazdej slohe, preto podla toho, kolkokrat sa
pocas celej piesne zaspieva slovo ,beer, mozeme urcit celkovy Cas spievania. Presné odpoved je:
FLASEPIVA(n) potrebuje 3n + 3 piv.

Je vela piesni, ktorych zaspievanie vyzaduje netrividlny c¢as. Tu je niekolko najznamejsich,
ktoré, ako ukazeme nizsie, vyzadujua kvadraticky cas:

%a niekedy aj seba
10 Ak indukcia nie je vas priatel, akaju vas tazké Casy.
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STARYMACDONALD(zvierata[1..n], zvuky[l..n]):
fori — 1ton

Spievaj ,,Stary MacDonald farmu mal, T AT A O¢

Spievaj ,a na tej farme zvierata[i| on mal, I AT A O%

Spievaj ,,Oni zvukyl|i], zvukyli] tu a zvukyli], zvuky[i] tam*

Spievaj , Tu zvukyli], tam zvuky[i], vSade iba zvuky[i], zvuky][i] ¢

forj«—i—1tol
Spievaj ,,Oni zvuky[j], zvuky|j] tu a zvukylj|, zvuky[j] tam*
Spievaj ,, Tu zvuky[j], tam zvuky[j], vSade iba zvuky[j], zvuky[j]“

Spievaj ,,Stary MacDonald farmu mal, I A 1 A O“

pripadne v anglickej verzii:

OLDMACDONALD (animals[1..n], noise[1..n]):
fori —1ton

Spievaj ,,Old MacDonald had a farm, EI E I O¢

Spievaj ,and on this farm he had some animals[i], EI E I O

Spievaj ,,With a noise[i], noise[i] here and noise[i|, noise|i] there“

Spievaj ,Here a noise[i], there a noise[i|, everywhere noise[i], noise[i] “

forj«—i—1tol
Spievaj ,,With a noise[j], noise[j] here and noise[j], noise[j| there*
Spievaj ,Here a noise[j], there a noise[j], everywhere a noise[j], noise[j]“

Spievaj ,,Old MacDonald had a farm, EI1 E I O¢

Vstupom pre STARYMACDONALD(zvierata[1..n], zvuky|[1..n]) st dve polia dizky n. Jedno
obsahuje mené zvierat, dalSie ich charakteristické zvuky. V kazdej iterécii, kde sa spieva o i-tom
zvierati, sa zaspieva jeho zvuk dokopy osemkrat. Zaroven sa vSak v tej istej iteracii zaspieva

, . < 12 . . . > ‘ nod n(n+1)
osemkrat aj zvuk kazdého predchidzajuceho zvierata. Dokopy to dava 231 218 =8—5— =
i=1j4=
4dn(n + 1), ¢o je kvadraticky polyném.

Dalsia pekna pieseni je po franctizsky:

ALLOUETTE(lapart[1..n]):
Spievaj ,Allouette, gentille allouette, allouette, je te plumerais.“
fori«— 1ton
Spievaj ,Je te plumerais lapart[i], je te plumerais lapart][i].“
forj—i—1to1l
Spievaj ,Et lapart[j], et lapart[j],“
Spievaj ,,O000000!
Spievaj ,,Allouette, gentille allouette, allouette, je te plumerais.“

No a koho to zaujima a chcel by podobnych pesniciek viac, staci sa opytaf najblizSieho
skolkara.

Okrem vypoctovej zlozitosti nds moze niekedy zaujimat aj priestorova zlozitost, ,spotreba’
nadhodnych bitov, komunikicia medzi procesmi a pod. Aj tieto veli¢iny vSak modZeme analyzovat
rovnakymi metédami ako vypocétova zlozitost.
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1.4 Asymptoticki efektivnost algoritmov

Z predchéadzajicich tivah ndm vyplynulo, Ze spievanie FLASEPIVA(2n) trva zhruba dvakréat tak
dlho ako spievanie FLASEPIVA(n), nezéavisle od toho, akym spésobom ,spievame‘. Asymptoticky
Cas spievania je teda ©(n). Podme si teraz presnejsie zadefinovat, ¢o toto ozna¢enie znamena.
Pre dant funkciu g(n) budeme pod oznacenim O(g(n)) rozumiet mnozinu funkcii

O(g(n)) ={f(n) : existuji kladné konstanty c1, co a ng také, ze pre vSetky n > ng plati
0<er-g(n) < f(n) <cz-g(n);

Funkcia f(n) patri do mnoziny ©(g(n)) prave vtedy, ak existuju kladné konstanty c¢; a co
také, ze je mozné ju ,vtesnat* medzi c; - g(n) a ca - g(n) pre dostatocne velké n. Kedze O(g(n))
je mnozina, moézeme pisat ,, f(n) € ©(g(n))“. V texte budeme niekedy pouzivat na vyjadrenie
tohoto faktu volnejsiu formulaciu ,, f(n) je O(g(n))“. Aj ked to mdze na prvy pohlad vyzerat
zmatocne, neskér uvidime, ze to ma aj svoje vyhody.

Definicia O(g(n)) vyzaduje, aby bola kazda funkcia f(n) € O(g(n)) asymptoticky nezdpor-
nd, teda nezaporna pre dostatocne velké hodnoty n. (Asymptoticky kladnd funkcia je potom
takd, ktora je kladnd pre dostatocne velké hodnoty n.) Odtial potom vidief, Ze aj samotna
funkcia g(n) je bud asymptoticky nezapornd, alebo je mnozina ©(g(n)) prazdna. Z tohoto do-
vodu budeme v dalsom predpokladat, Ze kazd4 funkcia pouZivand v spojitosti s ©-oznacenim
je asymptoticky nezdporna. Tento predpoklad bude platit rovnako aj pre ostatné asymptotické
oznacenia definované v tejto kapitole.

O-oznacenie mozeme rovnako dobre pouzivat aj menej formédlym sposobom v spojitosti s
polynémami (ale aj mnohymi dalsimi typmi funkcii). Hlavnou myslienkou je zanedbat ¢leny
nizsich stupiiov!! a tiez veduci koeficient pri ¢lene najvyssieho stupiia. Aby sme naznaéili, preco
je tento intuitivny pristup spravny, ukdzme si formalne, ze plati %nZ —3n € O(n?). Na to
potrebujeme uréit konstanty c1, co a ng, pre ktoré plati:

Vn>ng: ¢ -n?<=n®-3n<cy n’

1
2

Po vydeleni ¢lenom n? dostavame

1
< 5—— <o

Platnost nerovnosti na pravej strane pre vSetky n > 1 dosiahneme volbou ¢y > % Podobne
platnost nerovnosti na lavej strane pre vSetky n > 7 dosiahneme volbou ¢; < ﬁ. Volba ¢; =
ﬁ,CQ = % a ng = 7 teda dokazuje platnost faktu %nQ — 3n € O(n?). Zrejmé vieme zvolit tieto
konsStanty aj inym vhodnym spdsobom, podstatné vSak je, Ze nejakd vhodné volba existuje.
Vsimnite si, Ze tieto konstanty zévisia na funkcii %n2 — 3n, pretoze pre odlisni funkciu patriacu
do ©(n?) zvycajne potrebujeme pouzif iné konstanty.

Rovnako formélne vieme overit platnost faktu 6n® ¢ ©(n?). Predpokladajme sporom, 7e
existuju také konstanty ¢y a ng, pre ktoré je 6n® < ¢y - n? pre vsetky n > ng. Potom by ale, pre
fubovolne velké n, muselo platit n < . To zrejme nie je mozné, kedze c; je konstanta.

Na obrazku 1.2(a) je zobrazeny priklad funkcii f(n) a g(n), pre ktoré plati f(n) € ©(g(n)).
Pre vSetky hodnoty n vicsie nez ng plati, ze hodnota f(n) je vicsia alebo rovna ¢; - g(n) a
mensia alebo rovna ¢ - g(n). Inymi slovami, g(n) je asymptoticky tesné ohranicenie pre f(n).

1y omalsie rastice
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Intuitivne, ak chceme urcit asymptoticky tesné ohranidenie pre asymptoticky kladna funkciu,
mozeme zanedbat ¢leny nizsich stupitiov, pretoze pre velké n st nevyznamné. Uz aj maly kladny
néasobok ¢lena najvyssieho stupma staci na to, aby prevysil ostatné ¢leny. Ak teda poloZime ¢y
rovné hodnote, ktord je o trochu mensia, nez vedici koeficient pri ¢lene najvyssieho stupria a
co rovné hodnote, ktorad je o trochu vicsia, dosiahneme takto splnenie nerovnosti z definicie
O-oznadenia. Veduci koeficient pri ¢lene najvyssieho stupiia moézeme rovnako zanedbat, pretoze
nam len zmeni hodnotu konstant c; a co o nasobok rovny prave tomuto koeficientu.

Ako priklad uvazujme kvadraticka funkciu f(n) = an® + bn + ¢, kde a,b a c st konstanty
a a > 0. Zanedbanie ¢lenov nizsich stuptiov a konstanty a nam dava f(n) € ©(n?). Formélne,
aby sme ukazali to isté, polozme konStanty c; = ¢, c2 = % ang=2- max{%, v/ %} Citatel
uz Tahko overi platnost nerovnosti 0 < ¢; - n? < an® +bn + ¢ < ¢y - n? pre vSetky n > ng. Vo

d .
v8obecnosti potom pre fubovolny polyném p(n) = > a;n’, kde a; st konstanty a ag > 0, plati

i=0
p(n) € ©(n).

Kazda konstanta je vlastne polynémom stupna 0, preto kazda konstantna funkcia patri do
O(nY), alebo alternativne do ©(1). Pri tomto alternativnom zapise vSak nie je zrejmé, ktora
premennd ide do nekonecna. PouZivat ho budeme len v pripade, ak sa jedné o funkciu, ktora je
konstantné vzhladom k niektorej, z kontextu zrejmej premenne;j.

2-9(n) | cotn) |
f(n) f(n) f(n)
- g(n) c-g(n)
no " no " no "
f(n) € ©(g(n)) f(n) € O(g(n)) f(n) € Q(g(n))

(a) (b) ()

Obrazok 1.2: Priklady funkcii a ©,0 a Q2-oznaceni. V kazdej Casti je vyznacena najmensia mozna
hodnota ng (je mozné pouzit aj fubovolnt vi¢siu hodnotu). (a) ©-oznacenie: funkcia f(n) je z
oboch stran ohrani¢end konstantnymi nasobkami funkcie g(n). (b) O-oznadenie: funkcia f(n) je
zhora ohranifena konstantnym nésobkom funkcie g(n). (c) Q-oznacenie: funkcia f(n) je zdola
ohrani¢ena konstantnym nasobkom funkcie g(n).

O-oznacenie odpoveda asymptotickému ohraniceniu zdola aj zhora. Ak vSsak médme pre fun-
kciu g(n) k dispozicii len horné asymptotické ohranicenie, nastal ¢as pouzit dalsie oznacenie:
Pre dant funkciu g(n), budeme pod oznacenim O(g(n)) rozumiet mnozinu funkcii

O(g(n)) ={f(n) : existuja kladné konstanty ¢ a ng také, ze pre vSetky n > ng plati
0< f(n) <c-g(n)}

Priklad funkcii f(n) a g(n), pre ktoré plati f(n) € ©(g(n)), je zndzorneny na obrazku 1.2(b).
Pre vSetky hodnoty n vicsie nez ng plati, Ze hodnota f(n) je mensia alebo rovna c- g(n).
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Vsimnime si, ze f(n) € O(g(n)) implikuje f(n) € O(g(n)), pretoze O-oznadenie je silnejsie,
nez O-oznacenie. V mnozinovom zapise teda mame O(g(n)) C O(g(n)). Z nasho predchadzaji-
ceho dokazu, Ze kvadraticky polyném an? + bn + ¢ pre a > 0 patri do ©(n?), tiez vyplyva, Ze
kazd4 kvadraticka funkcia patri aj do O(n?). Mo#zno este prekvapujicejsim faktom je vsak to,
7e aj kazda linedrna funkcia v tvare an + b patri do O(n?), ¢o sa d4 Iahko overit, ak polozime
c=a+|blany=1.

Tak, ako sme zaviedli O-oznacenie pre asymptotické horné ohranicenie funkcie, zavedieme
()-ohranicenie pre asymptotické dolné ohranicenie funkcie.

Pre dant funkciu g(n), budeme pod oznacenim £2(g(n)) rozumiet mnoZinu funkcii

Q(g(n)) ={f(n) : existuju kladné konstanty c a ng také, ze pre vSetky n > ng plati
0<c-g(n) < fn)}

Priklad funkcii f(n) a g(n), pre ktoré plati f(n) € Q2(g(n)), je zndzorneny na obrazku 1.2(c).
Pre vSetky hodnoty n véésie nez ng plati, ze hodnota f(n) je vii¢sia alebo rovna c- g(n).

Na zéklade asymptotickych oznaceni ktoré sme si doposial zaviedli, nie je fazké dokazat
nasledujicu dolezita vetu:

Veta 1.1: Pre Iubovolné dve funkcie f(n) a g(n) plati f(n) € ©(g(n)) prave vtedy, ak f(n) €
O(g(n)) a f(n) € Q(g(n)).

Ak je f(n) € ©(g(n)), budeme hovorit, ze funkcia f(n) je asymptoticky rovnd funkcii g(n).
Ak je f(n) € O(g(n)) (resp. g(n) € Q2(f(n))), budeme hovorit, ze funkcia f(n) je asymptoticky
mensia alebo rovnd funkcii g(n) a ak vieme, zZe plati f(n) € O(g(n)) \ ©(g(n)) (resp. g(n) €
Q(f(n))\ O(f(n))), potom hovorime, ze funkcia f(n) je asymptoticky mensia nez funkcia g(n).
Vztah asymptoticky vicésia (alebo rovnd) definujeme analogicky.

1.5 Aky je nas ciel?

Pre informatikov st najdolezitejsie dve schopnosti: vediet ako o algoritmoch rozmyslat a vediet,
ako o nich rozprévat. Postupom ¢asu sa nau¢ime mnozstvo faktov o algoritmoch: mergesort be-
71 v ase O(nlogn), greedy (pazravé) algoritmy vicsinou nedavaju optimélne rieSenia, problém
obchodného cestujuceho je NP-tazky. Podobné fakty sa vSak daju rychlo najst v dobrej ucebnici
alebo na webe — staéi k tomu trocha dobrej intuicie a skiisenosti, ako a kde hladat. Aj preto
mé pri niektorych pisomkach zmysel dovolit pouZivanie tahédkov — nemé totiz zmysel stracat
privela ¢asu memorovanim tplne vSetkych faktov. Pri praci s tymto uéebnym textom si precvi-
¢ime aj mnozstvo praktickych sktsenosti, napr. hladanie (kontra)prikladov, vytvaranie dokazov
pomocou matematickej indukcie, rieSenie rekurentnych vztahov, pouzivanie pravdepodobnosti,
presni matematickt formalizaciu problémov, ... Tieto skiisenosti st uréite velmi uzito¢né, no
nie su klucové. Nase ciele st trochu iné.

Prvym hlavnym cielom je vyviniat si algoritmickt intuiciu a néajst odpovede na nasledujice
otazky: Ako skutoCne pracuju jednotlivé algoritmy? Ak sa s problémom stretnete po prvykrat,
z ktorého smeru sa do neho pustit? Ako rozhodnit, ktoré postupy maji nadej fungovat a ktoré,
naopak, pri rieSeni problému vobec nepomédzu? Ako posudit, ¢ je jeden algoritmus lepsi nez
druhy? Ako rozhodnuf, ¢i mame najlep$ie mozné rieSenie?

Nas$im druhym hlavnym cielom je vyvinut si algoritmicky jazyk. Nestaci len pochopit, ako
sa rie$i problém, musime byt schopni toto rieSenie vysvetlit niekomu inému. A nestaéi, ak vie-
me transformovat algoritms na funkény kéd v niektorom programovacom jazyku (aj ked si to
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niektori studenti zvyknt mysliet). Ten ,niekto iny* nemusi byt len pocita¢. Casto je omnoho
dolezitejsie niekomu v skratke vysvetlit, ako algoritmus vlastne funguje.

Ak neviete vysvetlit to co robite tak, aby to pochopila aj Vasa babka, potom tomu ani sami
nerozumiete. (Richard Feynman)

Nanestastie neexistuje systematicky navod, ako najst algoritmicky postup, ktory najefektiv-
nejsSie vyriesi zadany problém. Ani navod, ako dany algoritmus vysvetlif, analyzovat, optimali-
zovat alebo implementovat v niektorom programovacom jazyku. Rovnako ako v inych sférach
Tudskej ¢innosti (hudba, Sport, bojové umenia, varenie, programovanie, vyucovanie, herectvo a
pod.), ani odbornici sa nezhodni na tom, ktory postup, ktora technika je najvhodnejsia. Jediny
sposob, ako si tieto schopnnosti osvojit, je cwvicit, cvicit a cvidit. Tento ucebny text ponuka
rozne nastroje, ukazuje, ako ich pouzivat, a dava prilezitost si ich precvicit. To ostatné je uz na
Citatelovi.

Dobré algoritmy st extrémne uzito¢né, elegantné, prekvapujice, hlboké a dokonca krasne.
No ¢o je najddlezitejsie, s algoritmami je zabaval

Nuz, doprajme si teraz trocha zabavy!

1.6 Ulohy

1. Zoradte nasledujuce funkcie podla rychlosti rastu od asymptoticky najmensej po asymp-
toticky najvacsiu:

nlnn |lnn|! Inn n? logn lnn
Inon pinn pl/Inn NG pininn lgd n
logogg 1 (1+ ﬁ)n n Inn! 2" (Inn)nr
H, 2Hn Hon F, logFp, Flogn
pricom plati:
o lgn =logyn # Inn = log, n
o lg*n = (Ign)* #lglglglgn
e Harmonické ¢isla: H,, = i % ~Inn+0.577215...
e Fibonacciho ¢isla: Fy = le?l =1,F,=F,_1 +F,_o pre vetky n > 2
e Pri faktorialoch mozno pouzif ich odhad pomocu Stirlingovho vzorca'?:

n
n

n! ~ v 27m—n
e

120menovanom podla skétskeho matematika Jamesa Stirlinga



Kapitola 2

RieSenie rekurentnych vztahov

2.1 Zabava s Fibonacciho ¢islami

Pozrime sa na reprodukény cyklus véiel. Kazdy trad! ma matku, ale nema otca. Kazda robotnica
mé aj matku, aj otca. Ak sa pozrieme na niekolko generacii dozadu, dostdvame nasledujici
rodokmen:

Z rodokmena je Tahko vidiet, Ze pocet predkov v kazdej generécii je sic¢tom poctov pred-
kov v dvoch predchadzajucich generaciach. Napriklad nas trad ma troch praprarodic¢ov, dvoch
prarodicov a jedného rodica (v jeho pripade matku) a 3 = 2 + 1. Pocet predkov véely v n-tej
generacii je rovny n-tému ¢lenu Fibonacciho postupnosti.

Ako dalsi priklad uvazujme svetlo, ktoré vstupuje do dvoch dotykajicich sa sklenenych ploch
(vid obrazok 2.1 (i)).

Vzdy, ked svetlo prechddza rozhranim medzi dvoma povrchmi (medzi dvomi sklenenymi
platiiami alebo medzi sklom a vzduchom), moze sa odrazit, alebo pokracovat dalej nezmenenym

smerom. Priklad situécie, ked sa svetlo odrazi sedemkrét predtym, nez opusti sklo, je zobrazeny
na obrazku 2.1 (ii).

Polozme si teraz vSeobecnejSiu otdzku: kolkymi roznymi cestami moze ist svetlo, ak vieme,
ze sa odrazi n-krat predtym, nez opusti sklo?

Ltrad = veeli samec
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(i)

Obrazok 2.1: Prechod svetla rozhranim medzi dvoma povrchmi.

Odpoved na tuto otdzku (ak na 1iu Citatel este neprisiel sdm) suvisi s Fibonacciho postup-
nostou. Udalost E pozostavajicu zo vSetkych ciest prechadajucich sklom na n odrazov moZzeme
rozlozif na dve disjunktné udalosti F; a Fs tak, ako je to na nasledujicom obrazku:

S S >
>,,

Obréazok 2.2: Dva pripady, ako moéze prechadzat svetlo rozhranim medzi dvoma povrchmi. Uda-
lost E7 je zndzornena nalavo a udalost Ey napravo.

e Udalost Eq: Nech F; oznac¢uje udalost, ked prvy odraz nie je na rozhrani medzi dvomi
sklenenymi platnami. V tomto pripade sa svetlo musi prvykrat odrazit od dna spodného
skla, ina¢ by §lo o pripad s nula odrazmi (je len jediny spdsob, ako dosiahnit nula odrazov).
Avsak pocet zostavajucich ciest, ktoré moze svetlo prechadajice sklom na n odrazov prejst
po odrazeni sa od dna spodného skla, je rovnaky ako pocet ciest pre svetlo vchadzajuce
cez spodné sklo, ktoré sa odrazi este (n — 1)-krat. Vniknutie cez spodné sklo je rovnaké
ako vniknutie cez vrchné sklo (len preklopené), takze E; je pocet roznych ciest, ktorymi
moze ist svetlo, ak sa odrazi (n — 1)-krat.

e Udalost E3: Nech E5 oznac¢uje udalost, ked je prvy odraz na rozhrani medzi dvomi skle-
nenymi platiiami. RozliSujme v tomto pripade dve mozZnosti pre svetlo po prvom odraze:
bud opusti sklo (tu ide o pripad, ked mame len jeden odraz — a je len jedna moznost, ako
moze mat svetlo len jeden odraz), alebo sa odrazi znovu od vrchnej ¢asti horného skla a
v tomto pripade je situécia ekvivalentna pripadu, ak svetlo vchadza zhora a pocas svojej
cesty sklom sa odrazi (n — 2)-krat.

Na zéklade pravidla stétu? dostdvame nasledujici rekurentny vzfah pre podet ciest Fj,,
kolkymi méze ist svetlo, ak sa odrazi n-krat predtym, nez opusti sklo. Je len jediny sposob,
ako moze ist svetlo bez odrazov (priamo cez), a presne 2 sposoby, ako moze ist svetlo s jednym

*Udalost E sme rozlozili na dve disjunktné udalosti E a 2 a preto |E| = |E1| + | Ez|
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odrazom — od dna a od stredu. Pre lubovolné n > 1 existuje F,_1 ciest takych, kde je prvy
odraz svetla od dna spodného skla a Fj,_o ciest takych, kde sa svetlo najprv odrazi od stredu a
potom od vrchu horného skla.

Platia teda nasledovné vztahy:

Fo=1

=2

F,=F, 1+ F,
pricom vzfahy Fy = 1,F; = 2 popisujuce prvé dva ¢leny postupnosti nazyvame pociatocné
podmienky.

Ako vyzera rekurentny vzfah pre tri sklenené platne? Tato otdzka raz zaskocila nemenova-
ného profesora, ale ¢itatel by ju uz mal byt schopny (s trochou ndmahy) zodpovedat.

\
\ /\/\

Obrazok 2.3: Prechod svetla rozhranim medzi troma povrchmi.

2.2 Postupnosti, sekvenc¢né operatory a anihilatory

Ukézali sme, Ze mnohé rozdielné problémy mozu byt vyjadrené pomocou Fibonacciho postup-
nosti, no stéle este nevieme, ako explicitne pocitat n-té Fibonacciho ¢islo, ba ani (a ¢o je ddlezi-
tejsie) hruby odhad, aké je velké. Mohli by sme napisat jednoduchy program na vypocet n-tého
Fibonacciho ¢isla, no to by ndm velmi nepomohlo. To, ¢o potrebujeme, je explicitny algebraicky
vzorec pre Fibonacciho postupnost bez podmienok, cyklov a rekurzie.

Ak chceme riesit rekurentné vztahy podobné Fibonacciho postupnosti®, mali by sme najprv
pochopit operdcie na nekoneénych ¢iselnych postupnostiach. Hoci st tieto postupnosti formélne
definované ako funkcie v tvare A : N — R, my ich budeme pisat bud v tvare (ag, ai, az,as,...),
ked chceme polozif déraz na celdt postupnost?, alebo v tvare (ai);cn, ked nas zaujima prvok
v8eobecne. Napriklad Fibonacciho postupnost ma tvar (0,1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Prirodzenym spdsobom mézeme definovat niekolko sekvenénych operatorov:

3

e Operatormi ,+‘ a ,—‘ s¢itame resp. od¢itame dve postupnosti:

ao,al,ag,...) <bg,b1,b2,...> =

<ai>i€N + < >zeN <
= (ag + bo, a1 + by, az +ba,...) = {a; + b;);cy
(
=

ag al,ag,...> — <b0,b1,b2,...> =

ap — bp,a1 — by, a2 — b, .. > = <ai - bi>z‘eN

(i) ;en — (bi)ien =

3line4rne rekurentné vztahy

“Naozaj nezalezi, & zaéneme postupnost s prvkom ao, a1, as alebo dokonca a_17. Nula viak byva &asto
vhodnym pociatoénym bodom pre mnohé rekurzivne definované postupnosti, preto nou aj budeme zvycajne
zacinaf.
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e Operatorom ,-* vyndsobime postupnost konStantou:
c-(ai);eny = ¢ (a0, a1, az,...) = (c-ag,c-a1,c-ag,...) = (- a;);cy
e Operatorom ,E‘ posunieme postupnost dolava tak, Ze odstranime jej pociatoény prvok:
E (a¢>ieN = E(ao,a1,a2,a3,...) = (a1,a2,a3,a4,...) = <ai+1>ieN

Priklad: Pre lepsie pochopenie tychto operatorov sa pozrime na niekolko konkrétnych prikladov
s postupnostou T' obsahujicou mocniny dvojky.

T =(2°,2",22,2%,..) = (2",

(

ET = <21,22,23,24, . > = <2i+1>ieN
(
(

2.2.1 Vlastnosti sekven¢nych operatorov

Pomocou elementirnych operatorov z predchédzajicej ¢asti je mozné definovat komplexnejsie
operatory:

e Operatory ,(E + d)*, resp. ,(d + E)‘ pre d € R:
def
(E+d) {ai)ien = Ef{ai)ien +d-(@i)ieny = (@it +d - ai)jey =

def
=d (ai)ieny + E(ai)jey = (d+E)(ai);en

e Operatory ,(E — d)‘, resp. ,(d — E)‘ pre d € R:
def
(E —d) {ai)iey = Efai)iey = d-(@i)ieny = (@i1 — d - ai)iey

def
(d—E) <az’>ieN =d- <ai>i€N —E <ai>ieN =(d-a; - ai+1>ieN

Uvazujme opif postupnost T = <21>Z cn 2 predchadzajiceho prikladu. Kedze (E — 2)T =
(0,0,0,0,...), vysledkom pouzitia operatora (E — 2) na postupnost 7' je nulovd postupnost a
hovorime, Ze operator (E—2) anihiluje postupnost T'. Aj vo v8eobecnosti, pre kazda postupnost T
budeme nazyvat jej anihildtorom kazdy operator, ktorého pouZitim na postupnost T dostévame
nulovi postupnost. Zrejme kazdi postupnost je mozné trividlne anihilovat, ak ju vynasobime
nulou; technicky preto nebudeme povazovat nasobenie nulou za anihilator.

Co sa stane, ak na nasu postupnost T aplikujeme odlisny operator (E — 3)?

(E—-3)T =ET—3T = (2""),  —3(2"),cy = (21 =3-2"), = (-2"),.y =T
Operétor (E — 3) nasej postupnosti 7" prili§ neublizil — akurat zmenil znamienko kazdého jej
¢lena. Dokonca, ako za chvilu uvidime, spomedzi vSetkych jednoduchych operéatorov v tvare (E—
d), iba operéator (E —2) anihiluje postupnost 7', vSetky dalsie jednoduché operéatory ovplyvnia T’
len minimélne. Ak teda vieme, ako anihilovat nejaki postupnost, vieme aj, ako tato postupnost
musi vyzeraf.
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Vo vSeobecnosti (E — ¢) anihiluje kazdu geometricka postupnost A = <a0, aoc, apc?, apc®, . . >
= (a0c’) e’

i+1>

(E—c¢) <agci>i€N =E <aoci>i6N —c <aoci>i€N = <CL(]C ieN <c . aoci>i€N =
+1 Oci+1>

= (aoc"™! —a ien = (0)ien

Aby sme ukdazali, Ze toto je jediny operator takéhoto tvaru, ktory anihiluje A, pozrime sa,
ako dopadne pouzitie operatora (E — d) pre d # c:

(E —d) <aoci>i€N =E <aoci>i€N —d{aoci);en = <aoci+1 — daoCi>i€N =

= (e = dyaoc®), oy = (e~ d) (a0 oy

Na zaklade predoslého mozeme rozsirit nase tvrdenie: anihildtor anihiluje presne jeden typ
geometrickej postupnosti a kazda ini geometrickt postupnost nasobi konstantou.

Tito vlastnost anihildtorov teraz skiisme vyuzit pri rieSeni konkrétnych rekurentnych vzta-
hov. Uvazujme postupnost R = (rg,71,72,...) definovant nasledovnym rekurentnym vztahom:

7"():3

Tit1 = 57y

Lahko ukédZzeme, Ze operator (E — 5) anihiluje R:

(E =5) (ri)ien = E(ri)ien — 5 (ri)ien = (rit1)ien — (5ri)ien = (rit1 — 57i)ien = (0)en

Postupnost R mé anihildtor (E — 5), a preto musi mat explicitné vyjadrenie v tvare r; =
rob* = 3 - 5'. To modZzeme lahko overit indukciou:

ro=3-5"=3 [definicia]

T = i1 [definicia]
=5-(3-571) [indukény predpoklad]
=53 Vv

2.2.2 Viacnasobné operatory

Operétor je funkcia, ktord transformuje jednu postupnost na intt. Podobne ako je to u funkcii,
aj operdtory moézeme pouzit jeden po druhom na t0 istd postupnost. MéZeme, napriklad, vy-
nasobif postupnost (a;);c konstantou d a nasledne konstantou ¢, ¢im dostaneme postupnost
c(d{ai);en) = (¢ d - ai);ey = (cd) (a;);cn- Rovnako mozeme vynasobit postupnost konstantou
¢ a nasledne ju posunif dolava, ¢im dostavame E (¢ (a;);cy) = E(c- ai);eny = (€ @ig1)jen- Je
to to isté, ako ked pouzijeme tieto operdtory v obradtenom poradi: ¢ (E <ai>ieN) = c(it1)iey =
(¢ @it1);en- MoZme tiez dvakrat posuntt postupnost dolava: E (E (a;);cy) = E ((@it1)jen) =
(a;+2);cy- Skratene to budeme zapisovat ako E? (a;),.y. Nuz a vo vSeobecnosti potom operator
E* postiva postupnost k krokov dolava: E* (a;);cy = (@ik)ien-

Teraz uz mame k dispozicii prostriedky na rieSenie celej rady rekurentnych vztahov. Napri-

klad, ¢o anihiluje C = <2i + 3i>ieN? Takze: vieme uz, ze (E — 2) anihiluje <2i>ieN7 zatial ¢o
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<3i>i€N nechéva v podstate bezo zmeny. Podobne aj (E — 3) anihiluje <3i>i€N a <2i>i€N podstat-
ne nemeni. Ak teda pouzijeme oba operatory jeden po druhom, je vidiet, ze (E —2) o (E — 3)
anihiluje nasu postupnost C.

Vo v8eobecnosti, pre Tubovolné celé ¢isla a # b, operator (E — a) o (E — b) anihiluje kazda
postupnost v tvare <clai + czbi>i oy 1O ziadnu int. Casto budeme takéto operatory ,roznasobo-
vat' na skrateny tvar E? — (a + b)E + ab. Je jednoduchym cvicenim ukéazat, 7e tento skrateny
tvar naozaj ma zmysel — efekt operatorov (E —a) o (E —b) a E2 — (a + b)E + ab je rovnaky pre
kazdu postupnost.

Teraz uz koneéne mame dostatok znalosti na vyriesenie Fibonacciho rekurentného vztahu.
Najprv si uvedomme, ze postupnost uréend rekurentnym vztahom F; = F; 1 + F;_5 je anihilo-
vané operatorom E? — E — 1:

(B2 — B — 1) (F)ien = B* (F)ien — B (Fien — (Fi)ien
= (Fit2)ien — (Fit1)ieny — (Fidien
= (Fiyo — Fiy1 — Fi>ieN
= <0>ieN

Rozlozenim E? — E — 1 pouzitim zndmeho vzorca dostavame
E!-E-1=(E-¢)o(E—d

kde ¢ = (1 4+ +/5)/2 =~ 1.61803398875 (tzv. zlaty rez, ktory je najvicsim koretfiom polynému
r?—r—1)a¢=(1-+5)/2=1—¢ = —1/¢. Operator (E — ¢) o (E — ¢) anihiluje Fibonacciho
postupnost, takze F; musi maf tvar ‘ X

Fy= o'+ 6
pre vhodné konstanty ¢ a é. Tento tvar budeme nazjvat vieobecnym rieSenim rekurentného
vztahu, kedze vobec nezavisi od pociatoénych podmienok. Tie vyuzijeme na urcenie konstént
cac¢. Mame Fy = 0 a F} = 1 a odtial dostdvame jednoduchy systém dvoch linedrnych rovnic
s dvomi neznamymi:

Fp=0=c+¢
F1:1:C(l)+é¢§

Riesenim tohto systému st ¢ = 1(2¢ — 1) = % ac= \_/—%

Teraz uz méame explicitné vyjadrenie pre i-te Fibonacciho ¢islo:

Je celkom prekvapujuce, Ze aj napriek vSetkym tym odmocnindm v predchadzajicom vztahu
st Fibonacciho ¢isla celymi ¢islami. Ale ak korektne prevedieme vSetky vypocty pre konkrétne
i € N, ¢leny obsahujtce odmocniny sa navzajom zrusia (da sa to celkom lahko ukézat aj pouzitim
binomickej vety).

2.2.3 Degenerované pripady

Este stale nie sme celkom schopni riesit kaZdy rekurentny vztah. Vo vysSSie uvedenom tvare
operétora (E—a)o(E—b) sme predpokladali, ze a # b. Ako je to s operatorom (E—a)o(E—a) =

(E — a)?? Ukézme, Ze tento operator anihiluje postupnosti typu <ia’>i€N:
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(E—a) < >

(i +1)a't (a)iai>i€N

((
< i+ H—l i+1>
(
= (

€N
CLZ

>z€N
(E— a) < > E —a) < Z+1>¢€N = <O>ieN

Vo vieobecnosti plati, Ze operator (E — a)* anihiluje postupnosti v tvare <p(z) . ai>i . kde
p(i) je Iubovolny polyném premennej i stuptia k — 1. Napriklad operdtor (E — 1)® anihiluje
postupnost <i2 . 1l>i€N = <i2>z’eN = (1,4,9,16,25,...), kedze p(i) = i? je polyném stuptia k—1 =
2.

Na zéklade predoslych tivah by uz mal byt ¢itatel schopny vysvetlit nasledujtce tvrdenia:

X

1) anihiluje kazda konstantnti postupnost

&=
I

(@) jen-

&=
\

1)? anihiluje kazdd aritmetickd postupnost (o + (3i);cy-

&=
|

3) o (E —2) o (E — 1) anihiluje kazda postupnost v tvare <a + 320 + 73i>

(
(

e (E —1)? anihiluje kazdu kvadratickt postupnost (o + Bi + w’2>i€N
( ieN’
(

E —3)? 0 (E —2) o (E — 1) anihiluje kazdu postupnost v tvare (o + 52" + 73" + 5i3i>i€N

2.2.4 Zhrnutie

Pozname uz niekolko sekvenénych operatorov a niekolko sposobov, ako je mozné tieto operatory
vzdjomne kombinovat:

Operator | Definicia
Séitanie | (a;);cn + (bi)ieny = (@i + bi)en
Odcitanie (ai>i€N - <bi>i€N = <6Li — bi>i€N
Skalarne nasobenie | c(a;);cny = (€ai);en
Posun | E (ai);cy = (@it1)ien
k-nasobny posun | E* (a;);cny = (@ith) ey

Kompozicia operatorov | (X +Y) (ai);cny = X (@i);eny + Y (@i)jen
(X —Y) (ai)jeny = X (ai)jen — Y (@i);en
(XoY){ai);en = X(Y {ai)ien) = Y (X {ai)ien)

5

Komutativnost operatorov

Vsimnime si, Ze sme doposial nedefinovali operator pre nasobenie dvoch postupnosti. Tento
operator sa zvycajne definuje ako ich konvolicia:

(@i)jen * (bi)jen = <Z ajbi—j>
j=0

Nagtastie pri rieSeni rekurentnych vztahov uvedenych v tejto knihe konvoliciu potrebovat
nebudeme.

1€EN

"Vsetky operatory, s ktorymi pracujeme v tejto kapitole, sa daji previest na tvar O, (E — ¢;), kde ¢; € C.
Vyuzitim faktu (E —a) o (E —b) = (E — b) o (E — a) a pomocou matematickej indukcie je potom mozné ukazat
komutativnost skladania operatorov.
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Poznéame uz tiez zopar zdkladnych vlastnosti anihildtorov postupnosti, ktoré mézme zhrntf
do tabulky:

Postupnost | Anihilator

<>z€N E-1
<a > E—a

4 <aa + Ba’ >zeN (E—a)o (E—-b)
(oah + aral + -+ anal), | (BE—ag)o(E—ai)o---o(E—ay)
(i + Bliey | (E—1)2
(( on—i—ﬁ Z>’L€N (E —a)?
((cvi + B)a’ —l—vbz>Z€N (E—a)?0(E—b)

((a0 +ari+ -+ ap_1i" 1)a >zeN (E—a)”
’ Ak X anihiluje (a;),.y, potom X anihiluje aj c (a;);cy pre fubovolni konstantu c. ‘
| Ak X anihiluje (a;);c a Y anihiluje (b;),c, potom XoY anihiluje (a; + bi);cy |

2.3 RieSenie lineArnych rekurentnych vztfahov

2.3.1 Homogénne rekurentné vztahy

Vseobecné vztahy o anihildtoroch uvedené v predchédzajucej tabulke st skutocne tie najdo-
lezitejsie a je uzitoc¢né si ich zapamitat. S ich pomocou je mozné vyriesit kazdi postupnost
urc¢ent rekurentnym vztahom, pre ktora vieme napisat jej anihilator. VSeobecny postup rieSenia
je nasledovny:

1. Ur¢ime anihildtor pre postupnost odpovedajicu danému rekurentnému vztahu

2. Rozlozime anihilator

3. Uréime postupnost anihilovant kazdym jednotlivim ¢lenom

4. Scéitame tieto postupnosti a vytvorime takto vSeobecné riesenie

5. Pouzitim pociatoénych podmienok uré¢ime nezndme konstanty vo vSeobecnom rieSeni

Priklad: Ukéazme si jednotlivé kroky rieSenia nasledujiceho rekurentného vztahu:

7"():1
7"125
7'2:17

ri = 7TZ'_1 — 16?”1‘—2 + 12’/“1-_3

1. Uré¢ime anihilator. Kedze r;y3—7r;+2+167;11—12r; = 0, anihilatorom je E3—-7E’+16E—12
2. Rozlozime anihildtor. E* — 7E2 + 16E — 12 = (E — 2)% o (E — 3).

3. Uréime postupnost anihilovanti kazd§m jednotlivym ¢lenom. (E—2)? anihiluje <(ai + ﬁ)2i>i N

pre fubovolné « a 3, a (E — 3) anihiluje <73i>z‘eN pre lubovolné ~.

4. Séitame tieto postupnosti. (E —2)? o (E — 3) anihiluje ((ai + 3)2° + 'y3i>i€N pre lubovolné
a, (3,7



2.3 RieSenie linedrnych rekurentnych vzfahov 23

5. Uréime nezname konstanty. Z pociatoénych podmienok vyplyva ststava troch rovnic o
troch neznamych «, 3,7 :

ro=1=(a-0+08)2"+~-3" =3+~
ri=5=(a-1+p)2" +7-3' =2a+28+ 3y
ro =17 = (- 2+ )22 +~v-3% = 8a + 46 + 9y

VyrieSenim tejto sustavy dostavame o = 1,8 = 0, = 1. Nasim findlnym rieSenim je potom

r; = i2' + 3'|, ¢o sa lahko overi napriklad matematickou indukciou.

2.3.2 Nehomogénne rekurentné vztahy

Vyskovo vyvazZeny strom je bindrny strom, v ktorom sa vyska dvoch podstromov majicich spo-
lo¢ny koreti ligi najviac o 1 a oba podstromy su tiez vyskovo vyvazené. Aby bola tato rekurzivna
definicia uplnd, prazdnu mnozinu budeme povazovat za vyskovo vyvazeny strom s vyskou —1 a
samostatny vrchol budeme povazovat za vyskovo vyvéazeny strom s vyskou 0.

Nech T, je najmensi (¢o do poctu vrcholov) vyskovo vyvazeny strom s vyskou n. Kolko
vrcholov mé strom 7,7 Takze: jeden z podstromov stromu 7;, mé vysku n—1 (7,, mé totiz vysku
n) a druhy podstrom mé vysku bud n—1 alebo n—2 (T, je vyskovo vyvazeny a najmensi mozny).
KedZe oba podstromy su tiez vyskovo vyvazené, tieto dva podstromy musia byt vzhladom na
minimalitu prave T,,_1 a T;,_o.

Préve sme odvodili nasledujici rekurentny vztah pre pocet t,, vrcholov stromu Ty,:

t.1=0 [prazdna mnozinal
to=1 [samostatny vrchol]
tn =th—1 +th2+1

Pridanie ,+1‘ na konci je kvoli korenu T,.

Cleny rekurentného vzfahu obsahujice ¢; budeme nazyvat homogénne a zostavajtce cleny
budeme nazyvat nehomogénne. (Ak by vo vztahu boli len homogénne ¢leny, rekurentny vztah
samotny by bol tiez homogénny.) Vieme, 7e E>—E—1 anihiluje homogénnu ¢ast t,, = t,,_1+t,_2.
Skuisme teda pouzit tento anihildtor na cely vztah:

(B2 —E — 1) (ti)ien = B (ti) sy — B (t)ien — 1 (Bdien
= (tit2)ien — (tir1)ien — (ti)ien
= (tit2 — tit1 — li)jen
= <1>i€N

Zostavajicu postupnost (1,1, 1,...) nazyvame reziduum. Na to, aby sme ziskali anihilator celého
rekurentného vzfahu, zlozime anihilator pre jeho homogénnu ¢ast s anihildtorom jeho rezidua.
Kedze E — 1 anihiluje (1),.y, dostdvame, ze (E* — E — 1) o (E — 1) anihiluje (¢,);cy. Tento
anihilator rozlozime na

(E-¢)o(E—d)o(E~-1)

a podla nasich anihila¢nych pravidiel plati

tn = ag" + 30" +
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pre vhodné konstanty «, (3,~. Takto sme dostali vseobecné riesenie rekurentného vztahu ¢, =
tn_1+tn_o bez ohladu na pociatoéné ¢leny t_1 a ty. Rozne rekurentné vztahy mozu mat rovnaké
vSeobecné riesenia.

Na urcenie konstant «, 3,y potrebujeme systém troch linearnych rovnic s tromi nezndmymi.
Z pociatoénych podmienok méme prvé dve rovnice a tretiu moézme ziskat spocitanim prvého
netrivialneho pripadu t; = 2:

t-1=0=a¢—1+ﬂé—1+w=z+qg+v

to=1=ad’ + 8 +v=a+ B+~
t1=2=a¢' + 8" +v=ap+Bd+7y

Vyriesenim systému ziskame o = ‘/\5/%2,6 = ‘/\5/%2 a v = —1. RieSenim je teda

L Vst2 145\ Vo2 (1-vE\"
" VE 2 NG 2

Vseobecny postup riesenia nehomogénnych rekurentnych vztahov je nasledovny:

1. Uréime anihilator pre postupnost odpovedajicu homogénym ¢lenom daného rekurentného vztahu
1%. ,Vynéasobime‘ ho anihilatorom pre reziduum

2. Rozlozime anihilator

3. Uréime postupnost anihilovant kazdym jednotlivym ¢lenom

4. Sc¢itame tieto postupnosti a vytvorime takto vSeobecné rieSenie

5. Pouzitim pociato¢nych podmienok uré¢ime nezname konstanty vo vSeobecnom rieseni

2.3.3 Dalsie priklady

Vo vsetkych nasledujtcich prikladoch uvazujeme s pociatoénymi podmienkami ag =0 a a; = 1.

® 4p =0p—1+an—2+ 2

— Anihil4tor pre homogénne ¢leny je E> — E — 1.

Reziduom je konstantna postupnost (2,2,2,...), ktorej anihilatorom je E — 1.
— Anihilatorom je teda (E? —E — 1) o (E — 1)
— Rozkladom anihilatora je (E — ¢) o (E — ¢) o (E — 1).

Vseobecné rieSenie ma tvar a, = a¢™ + o™ + 7.

— Konstanty «, 3,y spliaja rovnice

CLOZO:a—I-ﬁ—f—’Y
a1 =1=a¢+ 66+
0y =3 = ad” + 30" +7

- RieSenie systému rovnic ndm déva o =
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- Finalnym rieSenim je napokon | ay,

/5 2 NG 2

(V zostéavajucich prikladoch uz nebudu jednotlivé kroky takto podrobne vyznacené.)

_ V542 <1+¢5)”+¢5—3 (1-@)”_2

® a4p=0p-1+an—2+3
Anihilator pre homogénne ¢leny (E? — E — 1) nechdva konstantné reziduum (3,3,3,...),
takze anihilator celej postupnosti je (E?> — E — 1) o (E — 1) a vSeobecnym riesenim je
an = ad™ + ﬂqgn + 7. RieSenie systému:

CLQZOZO[JrﬁﬁL’Y
a1 =1=a¢+ 6+
az =4=a¢® + 56"+~

:\/5+3<1+\£> +f—3<1—\/5) .

nadm déva finalne riesenie | a,,

NG 2 /5 2

¢ ap=0ap_1+ an_2+2"
Anihilator pre homogénne ¢leny (E? — E — 1) nechdva exponencidlne reziduum (4,8, 16,
32,...) = <2i+2>i N’ ktoré je anihilované operatorom E — 2. Takze anihilator celej postup-
nosti je (E? —E —1) o (E —2) a vieobecnym riesenim je a,, = g™ + Bé™ + ~2". Konstanty
«, 3,7 spliiaji nasledujiice rovnosti:
ag = O=a+ ﬁ + Yy
a1 =1=a¢+ B¢+ 2y
az = 5= a¢’ + 56 + 4y
® ap=0p-1+apn2+mn
Anihilator pre homogénne ¢leny (E? — E — 1) nechava linearne reziduum (2,3,4,5,...) =
(i + 2),c, ktoré je anihilované operatorom (E — 1)2. TakZe anihilétor celej postupnosti je
(E2 —E —1) o (E — 1)? a vieobecnym riesenim je a, = a¢™ + Bé™ + v + dn. Konstanty
o, 3,7, 0 spliaji nasledujice rovnosti:
a=0=a+p+y
a1 =1=a¢+p5é+7+0
az =3 = a¢® + B¢” + v+ 26
as = 7= a¢® + Bo® + v + 36
® ap =0np-1+an—2+ n?
Anihilator pre homogénne ¢leny (E? — E — 1) nechava kvadratické reziduum v tvare
(4,9,16,25,...) = <(z’—|—2)2>ieN, ktoré je anihilované operatorom (E — 1)3. TakZe ani-
hildtor celej postupnosti je (E>? —E — 1) o (E — 1)? a vSeobecnym rieSenim je a, =
ad™ + Bo" + v + dn + en?. Konstanty «, 3,7, 9, € spliiaji nasledujiice rovnosti:
a=0=a+ 0+ Y
m=l=ap+pPdo+y+0d+¢
as =5 =ad> + B>+~ + 20 + 4e
a3 =15 = ag® + B> + v + 36 + 9¢
as = 36 = ag? + Bt + v + 40 + 16¢
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® ap =0np-1+an—2+ n? — 2™

Anihilator pre homogénne ¢leny (E? — E — 1) nechava reziduum ((i +2)* — 2/2). N
Kvadraticka c¢ast rezidua je anihilovani operatorom (E — 1)? a exponencialna cast je
anihilovana operatorom (E — 2). TakZe anihilator celej postupnosti je (E? —E —1) o (E —
1)3 o (E — 2) a vSeobecnym rieSenim je a, = ag™ + 36" + v + 6n + en? + n2¢. Konstanty
a, 3,7, 9,,mn vyhovuju systému Siestich linedarnych rovnic o Siestich nezndmych urcenych
hodnotami ag, ay,...,as.

® Gy = Ap_1 + an—2 + @™, kde ¢ je zlaty rez R
Anihilatorom celej postupnosti je (E? — E — 1) o(E—-¢) = (E- $)? o (E — ¢), takze
vseobecné riesenie ma tvar a, = a¢” + Bno” + yo™.

T4to nasa metéda nefunguje pre rekurentné vztahy typu a, = an,l—i—% alebo a,, = a,_1+lgn,
pretoze funkcie % a lgn nemaju anihildtory. Nas néstroj, tak ako bol popisany, je obmedzeny
len na linedrne rekurentné vztahy, ktorych pripadné nehomogénne ¢leny pozostavaji z linedrnej
kombinécie polynémov a exponencidlnych funkcii.

2.4 Rekurentné vztahy ,rozdeluj a panuj‘ a Hlavna veta

Algoritmy typu ,rozdeluj a panuj* maja ¢asto vypoctova zlozitost vyjadrent v tvare linedrneho
rekurentného vztahu
T(n) = aT(n/b) + f(n), (2.1)

kde a a b st konstanty a f(n) je nejakd dalsia funkcia. VSeobecny navod na rieSenie takychto
rekurentnych vztahov, kde f(n) je jednoduchy polyném, nam poskytne takzvana Hlavna veta‘,
ktort uvedieme o chvilu.

Hlavna veta nefunguje pre vsetky funkcie f(n) a mnoho uzitoénych rekurentnych vztahov
nevyzera ako (2.1). Nastastie vSak existuje vSeobecny postup na rieSenie vi¢siny rekurentnych
vzfahov typu rozdeluj a panuj‘, dokonca aj ak nemaju takyto tvar. Tento postup je pouzity
aj v dokaze Hlavnej vety, takze ak si zapamitdme tento postup, moézeme uplne zabudnif na
Hlavnu vetu.

Uvazujme teda vSeobecny rekurentny vztah (2.1), no kvoli zjednoduseniu najprv predpo-
kladajme, Ze n je celo¢iselnou mocninou b, konkrétne n = b%, pre nejaké L € N. Zaneme
nakreslenim stromu rekurzie. Korefiom stromu je okienko obsahujice hodnotu f(n), ma a po-
tomkov, kazdy z nich je koreriom stromu rekurzie pre T'(n/b). Ina¢ povedané, strom rekurzie je
kompletny a-arny strom, v ktorom kazdy vrchol v hibke i obsahuje hodnotu a’f(n/b%) (vid ob-
razok 2.4). Rekurziu ukonc¢ime, ked dojdeme k pociatoénym podmienkam rekurentného vztahu.
N4és zaujima asymptoticky odhad, a preto prili§ nezélezi, aké si zvolime pociato¢né podmienky;
kvoli jednoduchosti v ukdzke predpokladajme, ze T'(1) = f(1).

Hodnota T'(n) je prave suc¢tom vSetkych hodnot nachadzajicich sa v strome. Za predpokladu,
7e kazdé troven stromu je plna, dostavame

T(n) = f(n) +af(n/b) +a*f(n/b*) + ... +a' f(n/b") + ... —i—aLf(n/bL), (2.2)

kde L je hibka stromu rekurzie. Lahko vidief, ze L = log,n, pretoze n/b" = 1. Kedze f(1) €
O(1), posledny nenulovy &len v stiéte patri do O(a’) = O(al%8 ") = O(n'8r2).

Teraz uz mozeme lahko sformulovat a dokazat Hlavnu vetu (v trochu odlisnej forme, nez sa
zvyCajne uvadza).
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f(n) > fn)

a

/)] [fm/w)] [ fo/m)] [fo/n)] —>  af(n/b)

“ IANV/ANVZA

F/v?) [re?) lrme?) [ nge?) > af(n/b?)
INVZANY/ANVZA

(n/b?) - a*f(n/V)

£(1) - b (1)

Obrazok 2.4: Strom rekurzie pre rekurentny vztah 7'(n) = aT'(n/b) + f(n)

Hlavna veta. Rekurentny vztah T'(n) = aT'(n/b) + f(n) ma nasledujice rieSenie:
1. Ak af(n/b) = kf(n) pre k < 1, tak T'(n) € O(f(n)).
2. Ak af(n/b) = Kf(n) pre K > 1, tak T((n) € ©(n'°8:2).

3. Ak af(n/b) = f(n), tak T'(n) € ©(f(n)logy n).

Dokaz. Rozoberme postupne jednotlivé pripady:

1. Po dosadeni af(n/b) = kf(n) do (2.2) dostdavame T(n) = f(n) + xf(n) + k2f(n) +
-« + kP f(n), ¢ze vyjadenie vo forme stétu klesajiicej geometrickej postupnosti. Stiéet
geometrickej postupnosti je rovny konstantnému nasobku jej najvicsieho ¢lena. V tomto
pripade je najvicsim prvy élen f(n) a preto T'(n) € O(f(n)).

2. Po dosadeni af(n/b) = K f(n) do (2.2) dostavame T'(n) = f(n) + rf(n) +r2f(n) +---+
k¥ f(n), ¢ze vyjadenie vo forme stétu rastiicej geometrickej postupnosti. Sticet geomet-
rickej postupnosti je rovny konstantnému nasobku jej najvicsieho ¢lena. V tomto pripade
je nim posledny ¢&len, ktorym je podla predchidzajicej argumentacie ©(n'°%?) a preto
T(n) € ©(n'ogra).

3. Napokon, ak af(b/n) = f(n), potom kazdy z L + 1 ¢lenov v stéte (2.2) je rovny f(n) a
teda T'(n) = (L +1)f(n) € ©(f(n)log,n).

O

Hlavna veta, tak ako sme ju sformulovali, plati aj v pripade, ak n nie je celo¢iselnou mocninou
parametra b. V takomto pripade vSak potrebujeme do uvazovaného rekurentného vztahu zaviest
horné resp. dolné celé ¢asti a pracovat s nim v tvare T'(n) = aT'(|n/b]) + f(n) resp. T'(n) =
aT([n/b]) + f(n). Dokaz Hlavnej vety pre tento vSeobecny pripad neuvadzame, jeho podstatou
su totiz predovSetkym technické tpravy nerovnosti s hornymi resp. dolnymi celymi castami.
Citatel si moze najst kompletny dokaz hlavnej vety napriklad v | ] alebo v |
kapitola 4.3 a 4.4].

Y
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2.4.1 Priklady pouzitia Hlavnej vety

Uvedieme niekolko zakladnych prikladov pouzitia Hlavnej vety:

e T'(n) =2T(n/2) +n
(Rekurentny vztah pre algoritmus Mergesort uvedeny v casti 3.1)
af(n/b) = f(n), takze ’T(n) € @(nlogn)‘

e T(n) =3T(n/2)+n
(Rekurentny vztah pre Karatsubov algoritmus uvedeny v ¢asti 3.4)
af(n/b) = 3n/2 je 3/2-krat vicsie nez f(n) = n, takze | T(n) € O(n'°823)

e T(n) =T(3n/4) +n
(Rekurentny vztah pre problém ndhodného vyberu uvedeny v casti 3.7)

af(n/b) = 3n/4 je 4/3-krat mensie nez f(n) = n, takze |T'(n) € O(n)

e T(n) =4T(n/2) + nlgn
V tomto pripade méme af(n/b) = 2nlgn—2n, ¢o nie je presne dvojnasobok f(n) = nlgn.
Avsak pre dostato¢ne velké n (pri asymptotickych odhadoch nés zaujima len také n) mame
2f(n) > af(n/b) > 1,9f(n). Kedze suéty jednotlivych trovni st ohrani¢ené zhora aj zdola

sti¢tom rastiicej geometrickej postupnosti, rieSenim je | T'(n) € ©(n'°924) = ©(n?) | (Tento

trik nebude fungovat v druhom alebo v tretom pripade Hlavnej vety!)

Pouzitim stromov rekurzie mozeme riesit aj rekurentné vztahy, na ktoré nie je mozné pouzit
Hlavnu vetu.

e T'(n) =2T(n/2)+n/lgn
V tomto pripade nie je mozné pouzit Hlavnu vetu, pretoze af(n/b) = n/(Ign — 1) nie je
rovné f(n) = n/lgn a ani sa neliSia o konstantny nasobok. Musime vypodéitat sucty pre
kazdu troven a celkovy stucet nejakym inym sposobom. Lahko vidief, Ze stcet vSetkych
vrcholov v i-tej trovni je n/(lgn — i). To zaroveii znamend, Ze hibka stromu je najviac

lgn — 1.
[1] .
Ak si oznacime ako H,, ¢iastocny sticet Harmonického radu H, = }_ <, potom mdzeme
i=1
pisat:
lgn—1 n lgn n
T(n)= = — =nHy,,
(n) Z,Z;lgn—i ;j an

a teda ’ T(n) € ©(nlglgn) ‘

e T(n) =T(Bn/4)+T(n/4)+n

(Rekurentny vztah pre randomizovany Quicksort uvedeny v ¢asti 5.1.4)

V tomto pripade maji vrcholy na rovnakej tirovni v strome rekurzie rézne hodnoty. Strom
je asymetricky, obsahuje rozne listy, ktoré st na odlisnych trovniach. Nie je vSak fazké
nahliadnut, ze vrcholy v kazdej dplnej trovni (myslia sa tym trovne leziace vyssie, nez
najvyssie polozené listy v strome) maju siucet n, ¢o je podobné poslednému pripadu Hlavnej
vety, a Ze hibka kazdého listu je medzi log, n a log, /3. Na urcenie horné¢ho odhadu T (n)
ignorujme pociato¢né podmienky a rozsirme strom nadol az po uroven najspodnejsieho
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listu. Podobne, na urcenie dolného odhadu T'(n) poé¢itajme len vrcholy stromu po troven
najvyssieho listu. To nam déva horny a dolny odhad v tvare nlog,n < T(n) <n logy 3 n.

Kedze sa tieto odhady lisia len o konstantny nasobok, dostavame ’T(n) € O(nlogn) ‘

e T'(n) =T(n/5)+T("Tn/10) + n
Opéaf mame asymetricky strom. Ak sa pozrieme len na Gplné Grovne stromu, zistujeme,
Ze sufty po urovniach tvoria klesajicu geometricki postupnost 7T'(n) = n + 9n/10 +
81n/100+.. ., ¢o sa podoba na prvy pripad Hlavnej vety. Horny odhad moézeme dostaf tak,
7e zanedbame pociatoéné podmienky, nechdme strom narast az do nekonecna a zratame
stuéty vrcholov po kompletnych trovniach. V oboch pripadoch je geometrickd postupnost

dominovana svojim najvi¢sim ¢lenom, takze |T'(n) € ©(n) |
e T(n) = VAT(v/) + n

V tomto pripade mame kompletny strom rekurzie, ale stuper vrcholov uz nie je konstantny,
takze musime byt trocha opatrnejsi. Lahko vidiet, ze stcéet vrcholov v kazdej trovni je n
a teda sa to podobé na treti pripad Hlavnej vety. Hibka L stromu rekurzie spliia rovnost
n? " =2 (pomocou odmocnin sa neda dostat az k jednotke, preto rekurziu ukonéime uz

pre n = 2), takze L =1glgn a’T(n) € O(nlglgn) ‘

e T(n) = 2V/AT(VR) +n
Aj tu méame najviac lglgn trovni, no tentokrat je sucet vrcholov v trovni i rovny 2'n.
Dostavame rastticu geometricki postupnost stic¢tov po trovniach podobne ako v druhom
pripade Hlavnej vety. T'(n) je teda dominovana stc¢tom v najhlbsej urovni:

T(n) € ©(2'88"n) = O(nlogn)

e T(n) =4y/nT(vyn)+n

Tu je stcet vrcholov v irovni i rovny 4'n. Op#f mame rastiicu geometrickti postupnost
ako v druhom pripade Hlavnej vety, takze nas zaujimaju len listy:

T(n) € ©(4'818"n) = O(nlog? n)
Uft!

2.5 Transformicie rekurentnych vztahov

2.5.1 Transformacia defini¢cného oboru

V predchédzajicej ¢asti sme uviedli rekurentny vztah pre algoritmus Mergesort v tvare T'(n) =
2T (n/2)+n, ktorému zodpoveda riesenie T'(n) € O(n log n) ziskané pouzitim Hlavnej vety. Reku-
rentny vztah, kym do neho vhodne nepridame celé ¢asti, nefunguje celkom spravne pre neparne
hodnoty n. Ak je n neparne, podla rekurentného vztahu by sme mali zotriedit necelo¢iselny
pocet prvkov! NavySe sa ani nikdy nedopracujeme k pociatoénej podmienke 7'(1) = 0.

Aby sme dostali rekurentny vztah, ktory pre vsetky celé ¢isla n odpoved4 tomu, ako sa sprava
algoritmus Mergesort, upravme ho nasledujicim spésobom:

T(n)=T([n/2])+T(|n/2])+ n.

Pre rekurentny vztah v takomto komplikovanom tvare je vSak prakticky nemozné sa dopracovat
k exaktnému rieseniu. Skusme preto ziskat aspon tesny asymptoticky horny odhad pre 7'(n)
technikou transformdcie definicného oboru. Transformécia definicného oboru nahradi funkciu
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T(n) odlisnym rekurentnym vzfahom, v ktorom bude vystupovat ¢len S(f(n)), kde f(n) je
jednoduchd funkcia a S je jednoduchsi rekurentny vztah, ktory uz vieme riesit.

Na zadiatok urobme horny odhad tak, ze podproblémy vystupujice v rekurentnom vztahu
pre algoritmus Mergesort nahradime inym podproblémom s velkostou nie mensou:

T(n) <2T([n/2])+n <2T(n/2+1)+n.

Definujme teraz funkciu S(n) = T(n + «), kde a je konStanta zvolend tak, aby S(n) spliiala
rekurentny vztah S(n) < 25(n/2) + 7(n),7(n) € O(n) pripraveny pre Hlavna vetu. Aby sme
urcili spravnu hodnotu «, porovname dve verzie rekurentného vztahu pre funkciu 7'(n + «):
S(n) <25(n/2)+7(n) = Tn+a)<2T(n/2+ a)+71(n)
Tn)<2I'n/2+1)+n = Th+a)<2T(n+a)/2+1)+n+a
Oba rekurentné vztahy nalavo maju platit sacasne, zvolme preto « tak, aby oba vztahy napravo

boli rovnaké. Musi teda platit n/2 + a = (n + «)/2 + 1, z ¢oho vyplyva a =2 a 7(n) = n + 2.
Na zdklade Hlavnej vety dostdvame S(n) € O(nlogn),5 ¢ize

T(n)=S(n—2) € O0((n—2)log(n—2)) = O(nlogn).

Podobnym postupom ziskame odpovedajici dolny odhad T'(n) € Q(nlogn). Dokopy teda

méme ’ T(n) € ©(nlogn) ‘, ¢o zodpovedd tomu, ako keby sme hned na zaciatku zabudli na celé

Casti!
Transformécie definiéného oboru st uzitocné, ak sa potrebujeme zbavit celych ¢asti, pripadne

¢lenov nizsieho radu z rekurentného vztahu, na ktory by sa inak dala pouzit Hlavna veta. Kedze
teraz uz vieme, Ze sa to da takto Sikovne zjednodusit, uSetri ndm to neskér dost namahy.

2.5.2 Menej trivialny priklad

Vo v§poctovej geometrii sa pouzivaji tzv. ham-sandwich stromy”, v ktorych naklady na vyko-
nanie uréitych operacii splitaji rekurentny vztah T'(n) = T(n/2) 4+ T(n/4) + 1. Na tento
vzfah nie je mozné pouzit Hlavnu vetu, pretoZe podproblémy maju roznu velkost a pouzitie
metédy stromov rekurzie ndm dava len dost siroky odhad /n < T'(n) < n.

Pomoct si vak mozeme transformaciou definiéného oboru. Ak zavedieme novi funkciu t(k) =
T(2%), dostaneme rekurentny vzfah

tk) =tk —1)+t(k—2) +1,

ktory sme uz riesili. Po troche Gprav pouzitim metédy anihildtorov dostdvame riesenie t(k) €
O(¢*), kde ¢ = (1 + v/5)/2 je zlaty rez. Odtial uz plynie

t(llgn)) < T(n) < t([lgn]), pricom ¢(|lgn]) € O(¢="), t([lgn]) € O($*"),

a preto aj

T(n) € ©(¢'") = O(nle?) |~ O(n"09424).

Riesenie bez transformacie definiéného oboru a bez pouzitia anihilatorov sice existuje, ale
bolo by omnoho tazsie a zdlhavejsie.

Riesenim S(n) = 25(n/2) +n + 2 je S(n) € O(nlogn). Ak ale nahradime rovnost nerovnostou, tak o rieseni
S(n) <25(n/2) + n + 2 moézeme tvrdit, ze je O(nlogn).
"ham-sandwich = sendvi¢ so unkou
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2.5.3 Sekundarne rekurentné vzfahy

Uvazujme rekurentny vztah T'(n) = 2T(3 — 1) + n s pociatoénou podmienkou 7'(1) = 1.
Uz vieme, ako pomocou transformécie definicného oboru ziskame tesny asymptoticky odhad
T(n) € ©(n). Ako vsak ziskat exakiné riesenie?

Najprv sa pozrime na to, ako sa meni parameter n, ked sa dostdvame hlbsie v rekurzivnych
vypoctoch. Definujme postupnost (n;),.y pomocou nasledujiiceho rekurentného vztahu

e
n;—1 = gz—l = n; =3n;_1+ 3.
Ak k tomu pridédme aj pociatoénit podmienku ng = 1, dostavame tzv. sekunddrny rekurentny
vztah, pretoze po dosadeni do povodného rekurentného vztahu méame

T(nz) = QT(TLZ‘,O + ny,

t. j. n; je argumentom 7', ak sme i iteracii rekurzie od pociato¢nej podmienky ng = 1.
Anihilatorom sekundéarneho rekurentného vztahu je (E—1)o (E —3) a vSeobecnym rieSenim
je n; = a3’ + 3. Po zohladneni poé¢iatoénych podmienok ng = 1 a n; = 6 dostavame exaktné
riesenie 5 3
ni=—--3 -2,
3 2
Na vyrieSenie povodného rekurentného vzfahu pouzijeme transformaciu definiéného oboru.
Ak polozime t; = T'(n;), dostavame rekurentny vztah t; = 2¢;,_1 + % -3t — %, ktory uz vieme riesit.
Anihildtorom je (E—2)o(E—3)o(E—1) a vieobecnym riesenim o/3" + 3'2' ++/. Z po¢iatoénjch
podmienok ty = 1, t; = 8 a t3 = 37 dostavame exaktné riesenie
15 _, .3
ti=—-3"—8-2"+—.
) 2
Riesenie povodného rekurentného vztahu chceme mat v tvare funkcie parametra n, preto si
vyjadrime ¢ ako funkciu n zn =n; = % -3 - % Po tapravach mame

1 2 Jr3
7 = 10 =N = .
g3 5 5

Dosadenim tohoto vyjadrenia do vztahu pre t; uz dostdvame hladané exaktné rieSenie:

15 .3
Tn)=— -3 —8-204+2
15 3

=5 3logs(3n+3) _g. glogs(3n+3) | 5

1502 3\ o (2 .3 ‘°g32+3
= — —n — — . —n — —
2 \5 "5 5 5 2

92 logs 2

Cleny —8 - (%n + %)logﬂ a 6 st dominované ¢lenom 3n, ¢o len potvrdzuje uz znamy fakt
T(n) € ©(n). Exaktné vyjadrenie T'(n) je vSak prili§ komplikované. Preto, ak nie je zvlastny
dovod s nim pracovat, budeme preferovat jednoduchsie, asymptotické vyjadrenie.
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Referencie

Cielom tejto kapitoly bolo ukazat citatelovi, ako je mozné riesit niektoré zékladné rekurentné
vztahy. Niektoré dalsie metddy rieSenia rekurentnych vztahov pomocou anihilatorov, transfor-
mécie defini¢ného oboru a sekundarnych rekurentnych vzfahov st popisané v | .

2.6 Ulohy

1. Dokéazte, ze kazdé kladné celé ¢islo sa dé zapisat ako stcet nesusednych Fibonacciho éisel.
T. j. ak sa v suéte nachadza F,, potom tam uz nemozu byt pouzité F,, 1 ani F, 1.
Napriklad: 24 = Fg+ F3 +F1, 50 =Fg + F7 + F4.

2. Dokazte, ze kazdé celé ¢islo sa da zapisaf v tvare ), 437, kde indexy i st navzajom rozne
nezaporné celé ¢isla. Napriklad: 19 = 3% — 32 4+ 3%, 51 = 3* — 33 — 31,

3. Rieste nasledujice rekurentné vztahy. Pre kazdé riesenie ndjdite tesny asymptoticky odhad
v tvare © (f(n)) pre vhodnt funkciu f(n).

A(n) =2A(n/4) + /n

(b) B( B(n/3)+n/lgn
(c) Cn) = T
(d) D

= 4F ([%55] + |55 ) +6(747) — 42n1g7n + V30— 6+ R
=2G(n—1)—Gn—2)+n

H(n)=2H(n/2) —2H(n/4) + 2"

I(n) I(n/2)+1(n/4)+1(n/6)+ I(n/12) +

J(n) = Vit J@ym) +n

(Pomécka: vyrieste najprv sekundarny rekurentny vztah j(n) =1+ j(2y/n).)

4. n-ty binarny Fibonacciho strom méa nasledujicu rekurentnt definiciu:

e [} ma jediny vrchol — koreri.

e Fibonacciho stromy F},,n > 2 ziskame z F},_; pridanim pravého potomka ku kazdému
listu a pridanim lavého potomka ku kazému vrcholu, ktory maé zatial len jedného
potomka (vid obrazok 2.5).

(a) Dokazte, ze pocet listov v strome F), je rovny n-tému Fibonacciho ¢islu.
(b) Kolko vrcholov ma strom F,,?

(c) Dokazte, ze Tavy podstrom F), je képiou stromu Fj,_s.

5. Popiste a analyzujte datova Struktaru, v ktorej je ulozend mnozina n zaznamov, kazdy
obsahuje ¢éiselny kli¢ a prioritu, pricom tato Struktira umoziuje rychlo vykondvat nasle-
dujtcu operaciu:

MAXIMUMROZSAHU(a, 2): vrati zdznam s najvyssou prioritou, ktorého klté¢ je medzi a a
2.
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Obréazok 2.5: Prvych 6 binarnych Fibonacciho stromov. Podstrom kazdého stromu F), tvoreny
Sedymi vrcholmi je rovny stromu Fj,_;.

Napriklad ak st dvojice (kIG¢, priorita) pre zdznamy nasledovné:

(3,1),(4,9),(9,2),(6,3), (5,8),(7,5), (1,4), (0, 7),

potom MAXIMUMROZSAHU(2, 8) vrati zaznam s klicom 4 a prioritou 9 (druhy v poradi v
zozname).

Mozete predpokladat, Ze ziadne dva zdznamy nemaja rovnaké kli¢e ani priority a ze ziaden
zdznam nemd kIG¢ rovny a alebo z. Analyzujte priestorovi aj ¢asovu zloZitost algoritmu
MAXIMUMROZSAHU, v ktorom je pouzitd datova Struktira najmensia a algoritmus naj-
rychlejsi mozny.

(Pomocka: Ako by sa spocital pocet klucov medzi a a z? Aké by bolo riesenie problému,
ak by sme predpokladali, Ze a je vZdy rovné —oco?)

6. Cuk a Huk hrajt nasledujtcu hru. Cuk zamiesa standardny bali¢ek bridzovych prostried-

kov® tak, aby kazda permutacia kariet v bali¢ku bola rovnako pravdepodobné. Potom si
zacne z balicka tahat Huk postupne po jednej karte, az kym si nepotiahne trefova trojku
(3%) — v tomto okamihu s vSetky nepouzité karty v balicku odstranené z hry.
Prvi kartu, ktord si Huk potiahne, okamzite odovzda Cukovi. Od tohto okamihu, az kym
hra neskon¢i, vzdy ked si Huk potiahne kartu, ktorej hodnota je mensia nez hodnota kar-
ty, ktortt dal Cukovi naposledy, odovzda tito novia kartu Cukovi. Kvoli jednoznacnosti
hodnot kariet sa pred hrou dohodli, Ze A =1,J =11,Q =12 a K = 13.

(a) Napiste rekurentny vztah pre strednt hodnotu poctu kariet, ktoré si Huk potiahne.

(b) Napiste rekurentny vztah pre strednit hodnotu mazimdinej hodnoty spomedzi kariet,
ktoré d4 pocas hry Huk Cukovi.

(c) Napiste rekurentny vztah pre stredni hodnotu minimdinej hodnoty spomedzi kariet,
ktoré d4 pocéas hry Huk Cukovi.

(d) Napiste rekurentny vztah pre strednti hodnotu poc¢tu kariet, ktoré da poc¢as hry Huk
Cukovi.

83tandardny baliek bridzovych prostriedkov obsahuje 52 bridzovych prostriedkov (pre laikov: kariet), kazd4
karta m4 priradent jednu farbu z mnoziny {&, ¢, O, #} a jednu hodnotu z mnoziny {A,2,3,4,5,6,7,8,9,10,J,Q,K}.
Kazd4 dvojica (farba,hodnota) sa v balicku vyskytuje prave raz.
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Vsetky $tyri rekurentné vztahy aj vyrieste.

(Pomocka: Vyrieste ulohu pre bali¢ek obsahujtci n kariet a potom polozte n = 52.)



Kapitola 3
Rozdeluj a panuj

Riadenie velkej armddy je rovnaké ako riadenie niekolkych muZov:
je to iba otdzka ich rozdelenia.

— Sun Zi, The Art of War (cca 600 p.n.l.), prelozil Lianel Giles
(1910)

Rozdeluj a panuj je oblibend metéda pri navrhovani algoritmov, ktord je zaloZend na roz-
deleni problému na mensie podproblémy duafajic, Ze riesenia tychto mensich podproblémov sa
néjdu lahsie a pomocou nich bude mozné poskladat riesenie pévodného problému.

Jednym z najjednoduchsich prikladov pouzitia metédy Rozdeluj a panuj je binérne prehla-
dévanie. Nech je dané utriedené pole n prvkov. Zakladnou myslienkou bindrneho vyhladdvania
je, ze pri hladani daného prvku a najprv ,otestujeme“ prostredny prvok pola (porovndme ho s
hladanym prvkom) a pokracujeme v hladani v hornej resp. v dolnej polovici pola podla vysledku
porovnania.

Pozrime sa teraz na niekolko dal$ich algoritmov, zaloZzenych na metéde Rozdeluj a panuj.

3.1 MergeSort

MergeSort (triedenie zlu¢ovanim) je jeden z najstarsich triediacich algoritmov. Navrhol ho John
von Neumann uz v roku 1945. Na vstupe algoritmu je pole n prvkov (neutriedené), ktoré si
v dalsom oznac¢ime ako A[l..n]. Ulohou algoritmu je dané pole A[l..n] utriedit. Myslienku
algoritmu MergeSort mozeme zhrntt do nasledujucich troch krokov (vid obrazok 3.1):

1. Rozdel pole A[l..n] na dve podpolia A[l..m| a Ajm + 1..n], kde m = [n/2].
2. Rekurzivne aplikuj algoritmus MergeSort na podpolia A[l..m] a Ajm + 1..n].

3. ZIG¢ obe utriedené podpolia A[1..m] a Ajm + 1..n] do jedného utriedeného zoznamu.

Prvy krok je trividlny. Potrebujeme len uréit index m medidnu. Aj dalsi krok je jednoduchy,
ide len o rekurzivne volanie. Podstatnd cast prace sa vykond v poslednom kroku. Dve utriedené
podpolia A[1..m] a Am + 1..n] sa spoja pomocou jednoduchého algoritmu v linedrnom case.
Na obrézku 3.2 je uz kompletny algoritmus, v ktorom, kvoli sprehladneniu, vy¢lenime zlu¢ovaci
krok ako samostatnt proceduru.

Dokaz korektnosti algoritmu urobime matematickou indukciou. Najprv ukdZeme spravnost
procedury ZLUC indukciou podla stctu velkosti poli Afi..m| a A[j..n|, ktoré je eSte potrebné
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Vstupp P R I K L A D T R I E D E N I A
Rozdelenie: P R I K L A D T|R I E D E N I A
Rekurziam A D I K L P R T|A D E E I I N R
Zlt¢enie: A A D D E E I 1 I K L N P R R T

Obrézok 3.1: Priklad triedenia zlucovanim.

ZLUC(A[l..n|,m) :
1— 15— m+1
for k< 1ton
ifj>n
Blk] < Ali];i —i+1
else if i > m
Blk) — Aljl;j — j+1
else if A[i] < A[j]
Blk] « Ali];i —i+1
else
Blk] — A[jl;j < j+1
fork<—1ton
Alk] < BIk]

MERGESORT(A[L..n]) :
if (n>1)
m «— [n/2]
MERGESORT (Al ..m])
MERGESORT (A[m +1..n))
ZLu¢ (All..n],m)

Obrazok 3.2: Algoritmus MergeSort

z1a¢it do B[k ..n]. Polia Afi..m] = A[l..m] a A[j..n| = Alm+1..n] st podpolia vstupného pola
A[l..n] uréené parametrom m. Pripad, ak aspon jedno z poli je prazdne, je fahky. Algoritmus
uz len skopiruje prazdne pole do pomocného pola B. V opa¢nom pripade je najmensim prvkom
z oboch poli bud A[i], alebo A[j], kedZe obe polia A[i..m] a A[j..n] s zotriedené. Takze aj
do B[k] sa priradi spravna hodnota. Zostavajuce polia (A[i + 1..m] a A[j..n], alebo Afi..m] a
A[j+1..n]) st v stéte o jeden prvok mensie, a teda, podla indukéného predpokladu, sa korektne
zli¢ia do pola B[k + 1..n]. Tym je korektnost ukdzana.

Spréavnost algoritmu MERGESORT ukéZeme znovu pomocou matematickej indukcie.! Pripad
n < 1 je trividlny. V ostatnych pripadoch si, podla indukéného predpokladu, polia A[l..m]
a Alm + 1..n] korektne utriedené a procedira ZLUC ich korektne zlt¢i do jedného utriedeného
vystupu.

Ak4 je vypoctova zlozitost? Kedze mame rekurentny algoritmus, mali by sme dostat nejaky
rekurentny vzfah. Procedtira ZLUC sa vykona v linedrnom case, kedZe je to len jednoduchy
cyklus s konstantne trvajicimi operaciami. Rekurentny vztah pre MERGESORT je nasledovny:

T(1)€O(1),  T(n)=T([n/2]) +T([n/2]) +g(n), g(n) € O(n).
Pouzitim vysledku z kapitoly 2.5.1 dostavame

T(n)=5(n—-2) € O0((n—2)log(n—2)) =0(nlogn).

!Tentokrat pomocou tplnej matematickej indukcie.
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3.2 QuickSort

QuickSort objavil Tony Hoare v roku 1962. NajdolezitejSou ¢astou algoritmu je rozdelenie pola
na dve podmnoziny tak, aby ich zltcenie bolo trivialne.

Na vstupe algoritmu je, podobne ako pri predchadzajicom agoritme, neutriedené pole A[1 .. n]
a ulohou algoritmu je dané pole utriedif. Myslienku algoritmu moézeme zhrnif do nasledujicich
troch krokov (vid obrazok 3.3):

1. Zvol prvok pola, ktory bude pivotom.

2. Rozdel pole na tri podpolia obsahujtce prvky mensie, nez pivot, prvky rovné pivotu a prv-
ky vicsie nez pivot.

3. Rekurzivne aplikuj QuickSort na prvé a na tretie podpole.

Vstupp P R I K L A D T R EDEN I A
Rozdelenie: P R 1 L ADTRTIETDENTI A
Rekurzia: I E I A D A D E I|K|T L R N P R
Zla¢enie. A A D D E E I 1 [|K|L N P R R T

Obrazok 3.3: Priklad triedenia algoritmom (QUICKSORT.

Ukézeme si formalny popis algoritmu QUICKSORT. Procedira ROZDEL méa ako vstupny
parameter poziciu pivota a vracia novi poziciu pivota po rozdeleni.

RoOzDEL(A[L..n],p):
if (p # n)
Zamen Alp] < A[n]
QUICKSORT(A[1 .. n]): i—0;j—n
if (n > 1) while (i < j)
Zvol pivot Al[p] repeat i < i + 1 until (i = j) or Ali] > A[n]
k — ROZDEL (A, p) repeat j < j — 1 until (i = j) or A[j] < A[n]
QUICKSORT(A[l.. k — 1]) if (i < )
QUICKSORT(A[k + 1..n]) Zamen A[i] < A[j]
if (i #n)
Zamen Ali] < A[n|
return %

Obrazok 3.4: Algoritmus Quicksort

Rovnako ako pri algoritme MERGESORT, aj korektnost algoritmu QUICKSORT je moZzné
ukézat pomocou dvoch aplikicii matematickej indukcie. Najprv sa ukaze o procedire ROZDEL,
ze korektne rozdeluje, a nasledne sa pouZije Gplnd matematické indukcia na dokaz korektnosti
algoritmu QUICKSORT, pri ktorom sa vyuzije korektnost procediry ROzDEL. Technické detaily
nechivame ako cvicenie pre ¢itatela.

Aj analyza vypoctovej zloZitosti je podobnd tej predchadzajicej. Procedira ROZDEL sa
vykond v ¢ase O(n): zafina s j —i = n, na konci je j —i = 0 a v kazdej iteracii, v ktorej
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inkrementujeme? 4, alebo dekrementujeme?® j, vykondvame konstantne dlho trvajice operacie.

Pre vypoctovu zlozitost algoritmu QUICKSORT dostavame rekurentny vztah, ktory zavisi na k,
pozicii pivota v utriedenom poli:

Tn)=T(k—-1)+T(n—k)+ g(n), g(n) € O(n)

Ak by sme vedeli zvolit pivot tak, aby bol medidnom pola A, mali by sme k = [n/2], velkosti
podproblémov by boli k sebe najblizsie, ako sa len d&, a rekurentny vzfah by nadobudol tvar

T(n) =2T([n/2] = 1)+ T(n/2]) + g(n) < 2T(n/2) + g(n), g(n) € O(n).

Pouzitim Hlavnej vety by sme potom dostali T'(n) € O(nlogn).

Nanestastie, aj ked teoreticky je mozné najst medidn neutriedeného pola v linedrnom case,
algoritmus na jeho najdenie je prilis komplikovany. V praxi sa preto pouziva nieco jednoduchsie,
napriklad sa ako pivot zvoli prvy alebo posledny prvok pola, pripadne sa pivot zvoli ndhodne.
Takto v8ak moze byt k Tubovolné celé ¢islo z intervalu [1,n|, ¢ize plati:

T(n) = max (T(k— 1))+ Tln— k) +9(n). g(n) € O(n)

V najhorsom pripade st oba podproblémy totilne nevyvazené — bud k = 1, alebo k =n — a
rekurentny vztah dostava tvar T'(n) < T'(n— 1) +g(n), ktorého rieenim je T'(n) € O(n?). Nie je
zatial zndma Ziadna jednoduchéd heuristika na volbu mediadnu, ktorej rekurentny vztah by mal
v najhorsom pripade rieSenie asymptoticky lepsie, nez T'(n) € O(n?).

Pri jednoduchej (pripadne ndhodnej) volbe pivota je nepravdepodobné, aby sa ako pivot
zvolil najvicsi, pripadne najmensi prvok pola. Pivot padne zvycajne niekde doprostred pola,
povedzme medzi n/10 a 9n/10. Za tohoto predpokladu by bola priemernd vypoétova zloZito-
st O(nlogn). Aj ked je tento predpoklad spravny, formalny dokaz o efektivnosti QuickSortu
v priemernom pripade uvedieme az neskor.

3.3 Spolo¢ny vzor

Algoritmy MERGESORT aj QUICKSORT pouzivaju tri kroky spolo¢né pre algoritmy typu ,roz-
deluj a panuj‘:

1. Rozdel problém na niekolko mensich a nezdvislych podproblémov.
2. Rekurziou vypoditaj rieSenie kazdého podproblému.

3. ZING¢ rieSenia podproblémov do celkového riesenia.

Akonahle je velkost podproblému konsStantne malé, rekurzia sa ukond¢i. Ak vSak ani pri malej
velkosti nie je podproblém riesitelny, musime pouzit na rieSenie inii metédu.

Dokaz spravnosti algoritmu typu ,rozdeluj a panuj‘ je ¢asto robeny tplnou matematickou
indukciou. Vypoétova zlozitost je zas rovna rieSeniu vhodného rekurentného vztahu, ktory je
Casto (aj ked nie vzdy) riesitelny pomocou Hlavnej vety, pripadne s transformaciou definiéného
oboru.

2zvysujeme o 1
3znizujeme o 1
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3.4 Nasobenie

Standardny $kolsky algoritmus na s¢itanie dvoch n-cifernych ¢isel vieme previest v ¢ase O(n)
— je to jednoduché itera¢nd metdda s prenosom zvySku vyzadujica poznat len jednociferné
sCitanie. Podobny je aj elementarny algoritmus na néasobenie n-ciferného ¢isla jednocifernym
¢islom, ktory tiez vieme previest v ¢ase O(n).

S nasobenim dvoch n-cifernych ¢isel je to uz tazsie. Kazdy stredoskolék vie (urcite?), ze tento
problém sa da redukovat na n jednocifernych nasobeni a rovnaky pocet séitani n-cifernych éisel:

31415962
x 27182818
251327696
31415962
251327696
62831924
251327696
31415962
219911734
62831924
853974377340916

Tento algoritmus je mozné formalne zapisat vo forme dvoch do seba vnorenych cyklov. V ¢ias-
to¢nych st¢inoch mame dokopy O(n?) cifier a praca s kazdou z nich ndm zaberie konstantny
¢as, ¢o dava celkovtl vypoctovi zlozitost O(n?).

Pozrime sa vSak na nasledujicu rovnost:
(10™a + b)(10™c + d) = 10" ac + 10™ (bc + ad) + bd

7Z tejto rovnosti mozeme odvodit algoritmus typu ,rozdeluj a panuj‘ ktory poéita stcin dvoch
n-cifernych ¢isel x a y.

NASOBENIE(z, y,n):

ifn=1
return x - y

else
m «— [n/2]
a <« |z/10™];b «— xz mod 10™
d«— |y/10™|;¢c «—y mod 10™
e « NASOBENIE(a, ¢, m)
f < NASOBENIE(b, d, m)
g < NASOBENIE(b, ¢, m)
h «— NASOBENIE(a,d, m)
return 10%"e + 10™(g + h) + f

Kazdy zo styroch podsucinov e, f, g, h je pocitany rekurzivne. V poslednom riadku uz nie
st ziadne nésobenia s vynimkou nésobenia mocninou 10 — avSak to sa da zrealizovat rychlo
posunutim cifier a dopisanim potrebného podtu nil. Indukciou sa dé Tahko ukézat spravnost
algoritmu. Vypocétovu zlozitost uréime z rekurentného vztahu
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T(1) =1,  T(n)=4T([n/2]) + g(n), g(n) € O(n),

ktorého riesenim podla Hlavnej vety je T'(n) € O(n?) (s vyuzitim jednoduchej transforméacie
definiéného oboru). Velmi ndm to vSak nepomohlo, zlozitost je rovnaka ako pri standardnom
algoritme pre nasobenie. Existuje vSak postup, ktory ako prvy navrhol Anatolii Karatsuba v roku
1962%. Prostredny ¢len be + ad je mozné vypoéitat len pomocou jediného nasobenia pouzitim
jednoduchého faktu:

ac+bd — (a—0b)(c—d) =bc+ad

To nédm dovoluje nahradit posledné tri riadky predchadzajticeho algoritmu nasledovne:

RYCHLENASOBENIE(z, y, n):

ifn=1
return x - y

else
m «— [n/2]
a«— [z/10™];b < x mod 10™
d«— |y/10™|;¢c «—y mod 10™
e < RYCHLENASOBENIE(a, ¢, m)
f < RYCHLENASOBENIE(b, d, m)
g «— RYCHLENASOBENIE(a — b, ¢ — d, m)
return 10?"e + 10" (e + f —g) + f

Vypoctova zlozitost Karatsubovho algoritmu RYCHLEN ASOBENIE je dané rekurentnym vzta-
hom

T(1) =1,  T(n) <3T([n/2]) +g(n), g(n) € O(n).

Po transformacii definiéného oboru a dosadeni do Hlavnej vety dostdvame riesenie T'(n) €
O(n"3) = O(n'%%), o je vyznamné zlepsenie oproti predchidzajicim kvadratickym algorit-
mom.? V praxi sa miesto nasobenia v desiatkovej stistave samozrejme pouziva dvojkova ststava.

Tato myslienku moéZeme rozvinit dalej, rozdelif ¢isla na viac ¢asti a kombinovat ich kompli-
kovanejsimi spésobmi. Dostavame tak este rychlejsie algoritmy pre nasobenie. Tato myslienka
konverguje k Ryjchlej Fourierovej transformdcii (FFT)®, komplikovanému algoritmu typu ,roz-
deluj a panuj‘, ktorym je mozné vynasobit dve n-ciferné ¢isla v ¢ase O(nlogn).

3.5 Umocnovanie

Je dané ¢islo a, kladné celé ¢islo n a predpokladajme, Ze chceme vypoéitat mocninu a”. Stan-
dardnd naivna metdéda znamené vykonaf v jednoduchom cykle n — 1 nasobeni ¢islom a:

4Ale uz okolo roku 1800 ho pouzil Gauss pri nasobeni komplexnych &isel pomocou troch néasobeni redlnych
Cisel.

SKaratsuba v skutoénosti navrhol algoritmus zaloZeny na vztahu (a + ¢)(b + d) — ac — bd = bc + ad. Tento
algoritmus tiez bezi v Case O(n1“3), ale a +b a ¢+ d moézu mat az m + 1 cifier. ZjednoduSent verziu, ktora tu
pouzivame, navrhol Donald Knuth.

Tento rychly algoritmus na nasobenie celych ¢isel pomocou FFT objavili Arnold Schénhage a Volker Strassen
v roku 1971.
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POMALEUMOCNOVANIE(a, n):
T <—a
fori—2ton
R )

return x

Tento iteracny algoritmus vyzaduje n nasobeni.

Cislo @ modze byt celé, racionalne alebo realne (aj ked sa s realnymi ¢islami v poéitacoch
pracuje len s uré¢itou kone¢nou presnostou, takze ich mézeme povazovat za racionalne). Hodnota
a dokonca nemusi byt ani ¢islom, pokial je to nie¢o, ¢o dokdzeme nasobit. Tento algoritmus
mozeme vyuzit napriklad na vypocet mocnin v tvare 2 mod n, kde a, b, n st prirodzené ¢isla
(operécia bezne pouzivana v kryptografii) alebo na vypocet mocnin matic (operacia pouzivana
pri rekurentnych vzfahoch a pri vypocéte najkratsich ciest v grafe). Vsetko, ¢o potrebujeme,
aby algoritmus fungoval, je, aby bolo a prvkom nejakej multiplikativnej grupy’ (napr. prvok
grupy Zs[z]/ (28 + 2° + 23 + x + 1))®. Kedze nevieme, ¢o budeme nasobit, nemdzeme ani vediet,
ako dlho ndm potrva jedno nasobenie. Sme preto niteni analyzovat vypoctovy ¢as podla poctu
vykonanych nasobeni.

Existuje omnoho rychlejsia metéda typu ,rozdeluj a panuj‘, ktord vyuziva jednoduchy vztah
= al"/2] . q["/2] Tento pristup je efektivny aj preto, lebo akonahle vypoéitame prvy ¢len
al™2 druhy ¢len a/™/?! je mozné vypocitat pouzitim najviac jedného nasobenia.

an

RYCHLEUMOCNOVANIE(a, n):

ifn=1
return a
else

x < RYCHLEUMOCNOVANIE(a, [1n/2])
if n je parne

return x - x
else

return r - x - a

Horny odhad celkovy pocet nasobeni je dany rekurentnym vztahom T'(n) = T'(|n/2]) + 2
a pociatoénou podmienkou 7T'(1) = 0. Po transformécii defini¢ného oboru dostdvame podla
Hlavnej vety rieSenie T'(n) € O(logn). Tento algoritmus je uz asymptoticky optimalny. Kazdy
algoritmus pre vypocet a™ musi totiz vykonat €2(logn) nasobeni.

3.6 Optimalne bindrne vyhladavacie stromy 1.

Dalsi priklad kombinuje stratégiu ,rozdeluj a panuj* s rekurzivnym backtrackom.

" grupa je dvojica (G, ®), kde G' je mnozina a funkcia ® : G x G — G spliia tieto tri axiémy:
1. Existuje jednotkovy prvok 1 € G taky, ze 1 ® g = g® 1 = g pre kazdé g € G.

Loy lgg=1

3. Funkcia je asociativna: pre lubovolné prvky f,g,h € G plati f® (9@ h) = (f R g) ® h.

2. Kazdy prvok g € G mé inverzng prvok ¢g=' € G taky, ze g ® g~

8pouzits, v sifrovacom algoritme AES; Joan Daemen, Vincent Rijmen. The Design of Rijndael. AES - The
Advanced Encryption Standard, Springer, 2002
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Vieme, Ze ¢as potrebny na uspesné hladanie v bindrnom strome je priamo timerny poc¢tu
predkov? hladaného vrchola, t. j. priamo tmerny od jeho hibky. Odtial plynie, Zze najhorsi ¢as
hladania je priamo timerny vyske celého stromu. Ak teda chceme minimalizovat tento najhorsi
¢as, mali by sme mat vysku stromu ¢o najmensiu. V idedlnom pripade by mal byt bindrny strom
perfektne vyvazeny.

Casto je pri pouzivani bindrnych vyhladavacich stromov dolezitejsie minimalizovat celkovt
cenu niekolkych hladani, nez minimalizovat najhorsi ¢as jedného hladania. Ak je napriklad
prvok z vyhladdvany omnoho castejsie nez prvok y, ¢as potrebny na hladanie by sa dal usetrit
umiestnenim prvkov tak, aby hibka z bola mensia nez hibka y. A to dokonca aj vtedy, ak by sa
tym mala zvySit celkova vyska stromu. Prefektne vyvazeny strom totiz nie je najlepsia volba,
ak vieme, Ze niektoré prvky su, pokial ide o ich hladanie, omnoho ,populdrnejsie“ nez iné.
Dokonca aj n-prvkovy totalne nevyvazeny strom s hibkou (n) moze byt za urcitjch okolnosti
tou najlepsou volbou.

Predchadzajuci problém teraz skisme formalizovat: Predpokladajme, Ze mame dané pole n
kla¢ov A[l..n] a pole zodpovedajicich frekvencii pristupov f[1..n]. Frekvencia pristupov f[i]
zodpovedd tomu, Ze pocas celého Zivotného cyklu vyhladavacieho stromu budeme hladat prvok
Ali] presne f[i]-krat. Nasou tlohou je vytvorit taky bindrny vyhladavaci strom, v ktorom bude
celkovy ¢as hladania minimélny.

Prv, nez za¢neme rozmyslat o rieSeni tohto problému, potrebujeme zostavit spravnu tcelovi
funkciu, ktorti sa budeme snazit optimalizovat. Predpokladajme, Ze uz méme skonstruovany
vyhladavaci strom 7' s n vrcholmi. Nech v; ozna¢uje vrchol stromu T, ktorému odpoved4, frek-
vencia pristupov A[i] a nech #pred(v;) oznacuje pocet predkov vrchola v;. Celkovy vyhladévaci
¢as (az na konstantny nasobok) je dany vztahom:'°

Cena(T, f[1..n]) Zf - #pred(v;) Zf Z vj je predkom v;]

7j=1

Kedze s¢itanie je komutativne, modzeme prehodit poradie sumécie:
b

Cena(T, fl1..n]) ZZ}” [vj je predkom w;]

7j=11=1

Hodnotu Cena(T, f[1..n]) mozeme prepisat, vyuzijic rekurzivnu struktiru stromu T, na
sucet cez Tavy podstrom T, cez pravy podstrom T a hodnotu v koreni. Predpokladajme, Ze
koretiom stromu je vrchol v,.. KedZe indexy vrcholov odpovedaji ich in—order!! poradiu v strome
T, mame

r—1 n

Cena(T, f[1..n]) ZZ fli] - [vj je predkom v;]

jlzl

+ Z f[é] - [vr je predkom v;]

+ Z Zf - [vj je predkom v;]

j=r+1:=1

% Predkom vrchola v je bud on samotny, alebo kazdy predok jeho rodi¢a. Viastngm predkom vrchola v je kazdy
jeho predok okrem neho samotného.

0 Ak je P vyrok, potom pomocou [P] budeme oznacovat indikdtor pre vyrok P. Jeho hodnota je 1, ak je P
pravdivy a 0, ak P neplati. Je to totozné s vyrazom jazykov C/C++/Java v tvare P 7 1: 0.

11 In—order poradie vrcholov v bindrnom strome je také, kde pred kazdym vnatornym vrcholom st vrcholy jeho
lavého podstromu a za nim sa vrcholy jeho pravého podstromu.
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Vsetky tri ¢iastocné sumy sa daji zjednodusit. Vrcholy v Tavom podstrome mozu byt pred-
kami tiez len vrcholov lavého podstromu. MéZzeme preto znizit hornt medzu vnitornej sumy
pre Tavy podstrom z n na r — 1. Podobne aj vo vnitornej sume pre pravy podstrom moZzeme
zvysit dolnti medzu vnutornej sumy z 1 na r+ 1. Napokon, koreini v, je predkom kazdého vrchola
stromu, indikator v prostrednom c¢lene teda nie je potrebny:

r—1r—1

Cena(T, f[1..n]) ZZf [vj je predkom v;]

+Zf[z’]

+ Z Z fli] - [vj je predkom v;]

j=r+li=r+1

Vyzeré to mozno komplikovane, ale len kjym si neuvedomime, ze prvy a treti ¢len st podobné
nasmu prvému vyjadreniu pre Cena(T, f[1..n]). Koneéne sme sa dopracovali k rekurzivnému
vyjadreniu pre Cena (T, f[1..n]):

n

Cena(T, f[1..n]) = Cena(lavy(T), f[1..r — 1]) + ; f[i] + Cena(pravy(T), flr +1..n])

pricom lavy(T) a pravy(T) oznacuji lavy, resp. pravy podstrom stromu T. Pociatocnou pod-
mienkou je pripad n = 0, t. j. pradzdny strom, pre ktory definujeme jeho cenu rovni nule.

Nasim cielom teraz je najst strom Topt, ktory minimalizuje ticelova funkciu Cena(T f[1..n]).
Predpokladajme, 7e koretiom stromu Ty je vrchol v,. Z rekurzivnej definicie Cena (T, f[1..71))
vyplyva, Ze aj lavy podstrom lavy(Topt) musi byt optimélnym vyhladdvacim stromom pre kltuce
A[l..r—1] a frekvencie pristupov f[1..7 —1]. Podobne aj pravy podstrom pmvgj(fopt) musi byt
optimélnym vyhladavacim stromom pre klace A[r 4+ 1..n| a frekvencie pristupov f[r + 1..n].
Akondhle teda zvolime spravny kIU¢ za koren stromu, zvysSok stromu budeme vediet poskladat
pomocou rekurzie.

Ozna¢me OptCena(f[1..n]) optimélnu cenu vyhladavacieho stromu pre zadané frekvencie
pristupov f[1..n]. Plati pre fiu rekurentny vztah

OptCena(f[l..n]) = min {OptCena(f[l ~r—=1]) + i fli] + OptCena(fr +1 n])}

1§r§n i=1

s pociato¢nou podmienkou OptCena(f[1..0]) = 0.

Tento rekurentny vztah moéze byt mechanicky transformovany na rekurzivny algoritmus,
ktorého vypoétova zlozitost T'(n) spliia:

=3 (T(k— 1)+ T(n k) +g(n), g(n) € O(n)

k=1

n
Clen g(n) € ©(n) odpoveda celkovému pocétu vyhladdvani > f[i]. Rekurentny vztah pre T(n)
k=1
nevyzera na prvy pohlad tak, ako niektory z tych, ktoré uz pozname. Musime ho transformovat
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do znadmeho tvaru:

Tn) = 25 T(k) + g(n)
k=0

T(h—1) = 25 T() +g(n—1)
k=0

T(n)—T(n—1) = 2T(n—1)+h, h € 6(1)
Tn) = 3T'(n—1)+h

Pouzitim metédy anihildtorov dostdvame |T'(n) € O(3") |

Na zaver eSte poznamenajme, Ze nas rekurzivny algoritmus nesktima wvsetky binarne vy-
hladavacie stromy. Pre pocet vSetkych binarnych stromov N(n) s n vrcholmi plati rekurentny

vztah:

n—1
N(n)=> N(k—1)-N(n—k), N(0)=1,
k=1

ktorého rieSenim je N(n) € ©(4"/y/n). Nas algoritmus teda uSetri vela casu tym, Ze hlada
nezévisle Tavé a pravé optimalne vyhladavacie stromy. V mnozine vSetkych bindrnych stromov,
ktorej kardinalita je N(n), sa totiz nachadzaju vsetky dvojice lavych a pravych podstromov.

3.7 Ulohy

1. Vybrand podpostupnost postupnosti A pozostava z mnoziny niektorych prvkov A (nie
nutne iducich po sebe), usporiadanych v tom poradi, v akom st zoradené v A. Ak je B
vybranou podpostupnostou A, potom je A vybranou nadpostupnostou B.

(a)

Popiste a analyzujte jednoduchy rekurzivny algoritmus, ktory pre dané dve postup-
nosti A a B uré dlzku ich najdlhsej spolo¢nej vybranej podpostupnosti. Napriklad
pre refazce ALGORITMUS a ALGEBRAICKY tento algoritmus vrati 5, ¢o je dlzka najdlhsej
spolo¢nej vybranej podpostupnosti ALGRI.

Popiste a analyzujte jednoduchy rekurzivny algoritmus, ktory pre dané dve postup-
nosti A a B uréi dlzku ich najkratSej spolo¢nej vybranej nadpostupnosti. Napriklad
pre retazce ALGORITMUS a ALGEBRAICKY tento algoritmus vrati 16, ¢o je dizka naj-
kratSej spolo¢nej vybranej nadpostupnosti ALGOEBRAITCKYMUS.

Pre Tubovolné dve postupnosti A a B ozna¢me |A| a |B| ich dlzky, les(A, B) dizku
ich najdlhej spolo¢nej vybranej podpostupnosti a scs(A, B) dizku ich najkratsej
spolo¢nej vybranej nadpostupnosti.

Dokéazte, ze |A| + |B| = les(A, B) + scs(A, B) pre vSetky postupnosti A a B.
(Pomocka: Existuje jednoduchy neinduktivny dokaz.)

Rekurzivne algoritmy nemusia byt najefektivnejsie, dolezitejsie je, aby mali jednoducht
a spravnu rekurzivnu Struktiru.

2. Ste jeden zo sutaziacich, ktori hraji nasledujticu hru: Pred vami je Stvorcova siet rozmerov
m X n a v kazdom Stvorci je uzavreta krabitka obsahujica jedineéné ¢islo!?. Cena za
otvorenie krabicky je 1€. Cielom hry je najst krabicku obsahujicu vyssie ¢islo, nez je ¢islo
v susednych krabickach v §tvorcovej sietil®. Vitazom hry sa stava ten stfaziaci, ktorj na
najdenie pozadovanej krabicky minie najmensiu sumu penazi.

12¢fsla vo vietkych krabickach st navzajom rézne
3p0d, nad, vlavo a vpravo — ak sa v tom smere nejaka krabicka nachadza
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(a) Predpokladajte, ze m = 1. Popiste algoritmus, ktory najde krabicku obsahujticu vys-
Sie ¢islo, nez je ¢islo v susednych krabickach. Kolko krabiciek otvori tento algoritmus
v najhorsom pripade?

(b) Predpokladajte, ze m = n. PopiSte algoritmus, ktory néjde krabicku obsahujtcu vys-
Sie ¢islo, nez je ¢islo v susednych krabickach. Kolko krabiciek otvori tento algoritmus
v najhorsom pripade?

(c) Dokéazte, ze rieSenie z Casti (b) je asymptoticky optimélne.

3. Ak& je asymptotickd vypoctova zlozitost najrychlejsieho algoritmu na rieSenie Sudoku?
Sudoku je $tvorcova mriezka zloZzend z 9 x 9 Stvorcov rozdelené na devit podmriezok roz-
meru 3 x 3. Niektoré z tychto Stvorcov obsahuju cifru (1 az 9), ostatné si prazdne. Cielom je
dopisat cifry do prazdnych §tvorcov tak, aby cifry vo vSetkych riadkoch, vSetkych stipcoch

a vSetkych vyznacenych 3 x 3 podmriezkach tvorili permutéciu mnoziny {1,2,...,9}.
9 4 7
7
8 9
4 5(8
3 2
9]7 6
4
315
2 6 8
Sudoku.
4. Nahodny vyber. Je dand mnozina A = {ay, ..., a,} obsahujica n prvkov (neutriedenych) a

¢islo k. Ulohou je najst k-ty najmensi prvok mnoziny A. Jednoduchym riesenim je utriedit
pole vzostupne a potom sa pozriet na k-ty prvok, no na to potrebujeme ¢as ©(nlogn).
Pravdepodobnostnym algoritmom uvedenym nizsie sa pokusime dosiahnuf lepsi ¢as (aspon
v priemere).

RYCHLYVYBER(mnozina A = {ay,...,an},n,k):
pivot «— NAHODNECISLO(1,n)
S —{X|z e Az < apivor }
s« |S|
L —{X|z e A x> apivot}
if (k=s4+1)
return apjyot
else if (k <'s)
return RYCHLYVYBER(S, s, k)
else
return RYCHLYVYBER(L,n — (s + 1),k — (s + 1))

Tun4 predpokladame, ze NAHODNECTSLO(a, b) je procedtira, ktora vrati celé &islo zvolené
rovnomerne ndhodne z intervalu [a,b] (vratane a a b). Pozicia pivota je teda zvolena
nahodne, S je mnozina prvkov mensich nez pivot a L je mnozina prvkov vic¢sich nez pivot.
Pole sa v kazdej iterédcii rozdeli na tieto dve Gasti a rekurzia pokracuje dalej nad prislu§nou
castou.
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(a) NapiSte rekurentny vztah pre priemerny vypocétovy ¢as algoritmu RYCHLYVYBER.

(b) Nech x,y € A st Iubovolné prvky pola. Aka je pravdepodobnost, Ze tieto dva prvky
budi pocas vypoctu algoritmu RYCHLYVYBER porovnané?

(c) Pomocou vysledku (a) alebo (b) odvodte priemerny vypoctovy ¢as algoritmu RYCH-
LY VYBER.



Kapitola 4

Dynamické programovanie

4.1 Fibonacciho éisla

7 rekurzivnej definicie Fibonacciho ¢isel Fp =0, Fy =1a F, = F,,_1 + F,,_o pre vSetky n > 2
priamo vyplyva rekurzivny algoritmus na ich vypocet:

REKFIBO(n) :
if (n <2)
return n
else
return REKF1BO(n — 1) + REKF1BO(n — 2)

Aké je vypoctova zlozitost tohoto algoritmu? Odhliadnuc od rekurzivnych volani, algorit-
mus obsahuje uz len jedno porovnanie a pripadne jedno sé¢itanie. Ak oznaéime ako 7'(n) pocet
rekurzivnych volani REKFIBO pri vypocte F,,, dostavame rekurentny vztah

T0)=1,7(1) =1,T(n) = T(n — 1) + T(n — 2) + 1.

Vyzeré to velmi podobne, ako rekurentny vztah pre Fibonacciho postupnost! Metédou anihilé-
torov dostavame asymptoticky odhad ©(¢"), kde ¢ = (1 + /5)/2. ! Indukciou je mozné Iahko

ukéazat, ze ’T(n) =2F,11—1 ‘ Inymi slovami, vypocet F,, pomocou tohoto algoritmu ma viac

nez dvakrat tolko krokov, nez je samotnd hodnota F,,

Moézeme sa na to pozriet aj inak: REKFIBO pocas svojho behu vytvéara velky binarny s¢itavaci
strom obsahujtci len nuly a jednotky. KedZze vystupom na konci je F;,, nas algoritmus musi volat
pociato¢nt podmienku REKFI1BO(1) (ktora vracia 1) presne F,-krat a REKFIBO(0) presne F,,_;-
krat. S¢itavaci strom mé potom F,, +F,, 1 = F,,.1 listov, a kedZe je iplnym bindrnym stromom,
musi mat 2F,, 1 — 1 vrcholov.

4.2 Memorizacia a Dynamické programovanie

Zrejmy dévod, preco je rekurzivny algoritmus tak pomaly, je, Ze pocita tie isté Fibonacciho ¢isla
znovu a znovu. Jedno volanie REKFIBO(n) mé za nasledok jedno rekurzivne volanie REKF1I-
BO(n — 1), dve rekurzivne volania REKFI1BO(n — 2), tri rekurzivne volania REKFI1BO(n — 3),

1¢o je, ako uz vieme, tzv. zlaty rez
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pit rekurzivnych volani REKFIBO(n — 4) a vo vSeobecnosti F_; rekurzivnych volani REKF1-
BO(n — k) pre kazdé 0 < k < n. Nuz a v kazdom volani poé¢itame nanovo to isté Fibonacciho
¢islo.

Jednoduchym zapamitanim si uz vypocitanych ¢isel v poli F[| a ich neskor$im pouziva-
nim namiesto opakovaného podéitania moézeme tento algoritmus vyrazne urychlit. Tento postup
volame memorizdcia.

MEMFI1BO(n) :
if (n < 2)
return n
else
if F[n] je nedefinované
F[n] <+ MEMF1BO(n — 1) + MEMF1BO(n — 2)
return F'[n]

Ak sa bliz§ie pozrieme na rekurzivne volania v algoritme MEMFIBO vidime, Ze pole F[| sa
naplia postupne zospodu: najprv F|[2], potom F[3] a tak dalej az po F[n]. Len ¢o si viak toto
uvedomime, mozeme nahradif rekurziu n — 1 iterdciami jednoduchého cyklu, ktory v rovnakom
poradi napliia nase pole miesto toho, aby sme sa spoliehali, Ze to za nas urobi komplikovana
rekurzia. Tymto sme vSak dostali nas prvy algoritmus dynamického programovania.

ITERFI1BO(n) :
F[0] <0
F[1] <1
fori —2ton
Fli] « F[i — 1] + F[i — 2|
return F[n]

ITERFIBO mé vypoctovi zlozitost O(n) a priestorovu tiez O(n), ¢o je exponencialne zrychle-
nie oproti pévodnému rekurzivnemu algoritmu. MéZeme dokonca zredukovat priestorové naroky
az na O(1), ak si v§imneme, Ze nikdy nepotrebujeme viac nez posledné dva prvky pola:

ITERF1BO2(n) :

predch «— 1

akt — 0O

fori —1ton
nasl < akt + predch
predch «— akt
akt <— nasl

return akt

Avsak ani toto esSte nemusi byt najrychlejsi algoritmus na vypodcet Fibonacciho ¢isel. Pozrime
sa na algoritmus zaloZeny na nasobeni matic, ktory vyuziva nasledujuci fakt:

ELL)

Inymi slovami, nasobenie dvojrozmerného vektora maticou [77] ma ten isty efekt ako jedna
iteracia vnutorného cyklu algoritmu ITERFIBO2. Odtial m6zeme odvodit, Zze vynésobenie touto
maticou n-krat je to isté ako iterovanie vnatorného cyklu n-krat:
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0 11"[1] [ Fu
11 0 | F, |’
Lahko je to mozné overit matematickou indukciou. Ak teda chceme vypocitat n-té Fibonac-

ciho ¢islo, staci, ak vypocitame n-tii mocninu matice [71].

V casti 3.5 sme si ukézali, Ze vypocet n-tej mocniny nie¢oho vyzaduje optimalne len O(logn)
nasobeni. V tomto pripade mame na mysli O(logn) nasobeni matic rozmeru 2 x 2. Vynasobit
takéto dve malé matice vSak vieme pomocou konstantného poctu séitani a ndsobeni celych ¢isel.
Pouzitim uvedeného algoritmu dynamického programovania na vypocet mocnin potom vieme
vypocitat F,, v ¢ase O(logn).

Dosiahneme tak opéf exponencidlne zrychlenie oproti standardnému iteraénému algoritmu,
ktory vsak sdm uz bol exponencialne rychlejsi oproti pévodnému rekurzivnemu algoritmu. Sta-
hlasi to?

4.3 Doblezité upresnenie

Nasa predchadzajiuca titvaha nebola celkom presna. Fibonacciho ¢isla rastii exponencialne rychlo.
n-té Fibonacciho ¢éislo ma priblizne nlog,;¢ ~ n/5 cifier v desiatkovom zépise, ¢o je priblizne
nlog, ¢ =~ 2n/3 bitov. Nie je teda mozné vypocitat F), v logaritmickom ¢ase, kedze len na zapis
vysledku potrebujeme ¢as Q(n)!

Bolo tak trochu zavadzanim predpokladat, Ze sme schopni previest aritmetické vypocty s Tu-
bovolnymi ¢islami v konStantnom ¢ase. Presnejsie je predpokladat, Ze na vynasobenie dvoch
n-cifernych ¢éisel potrebujeme ¢as O(nlogn) (vid sekcia 3.4). Skuto¢néd vypoctova zlozitost al-
goritmu ITERFIBO2 je teda dané rekurentnym vztahom

T(n) =T(In/2]) +9(n), g(n) € O(nlogn),

ktorého rieSenim podla Hlavnej vety je T'(n) € O(nlogn).

Je to pomalsie nez ,linedrny* itera¢ny algoritmus ITERFIBO? Nie! Ani séitanie nie je zadar-
mo. Séitanie dvoch n-cifernych éisel vieme vykonat v ¢ase O(n), z ¢oho odvodime vypoctovia
zlozitost iteracného algoritmu O(n?). (Je jasné preco?) Takze nas algoritmus pouzivajici néaso-
benie matic je naozaj rychlejsi, aj ked nie exponencialne rychlejsi.

Aby sme to uzavreli, opravme vypoctovu zlozitost aj pre rekurzivny algoritmus. Tu je, na-
stastie, ¢as O(n) potrebny na s¢itanie prevyseny vysokym po¢tom rekurzivnych volani. Spravny
tvar rekurentného vztahu je

T(n)=Tn—-1)+T(n—-2)+g(n), g(n) € O(n),

ktorého riesenim ostava T'(n) € O(¢™).

4.4 Spolo¢ny vzor

Dynamické programovanie je zalozené na rekurzii bez opakovania. Vytvorenie algoritmu dyna-
mického programovania pozostava vo vSeobecnosti z dvoch separatnych krokov:

1. Formulujeme problém rekuzivne. ZapiSeme vztah pre rieSenie problému ako jedno-
duchit kombinaciu rieSeni mensich podproblémov.
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2. Vytvarame rieSenia rekurentného vztahu odspodu nahor. NapiSeme algoritmus,
ktory za¢ne od podiatoénych podmienok rekurentného vztahu a postupuje vyssie az k fi-
nalnemu rieseniu tak, Ze prechadza podproblémy v spravnom poradi.

Oba tieto kroky musia byt preukazatelne spravne. Ak je zly rekurentny vztah alebo ak sa
pokusame prechadzat rieSenia podproblémov v nesprdvnom poradi, algoritmus nebude fungovat!

.....

pomocnych tabuliek. To vSak nie je ich podstatou. Dynamické programovanie nie je o napliiani
tabuliek, ale o $ikovnej rekurzii. Spravna rekurzia sa dé zrealizovat aj bez tabuliek, no ak je
rekurentny vztah nespravny, ani algoritmus nebude fungovat.

4.5 Edita¢na vzdialenost

Editacnd vzdialenost mezi dvomi slovami? je rovna minimalnemu poétu editovacich operaci
potrebnych na transforméciu jedného slova na druhé. Medzi editovacie operacie patri vloZenie
znaku, vymazanie znaku a zdmena jedného znaku za iny. Napriklad vzdialenost medzi slovami
OTEC a MATKA je najviac Styri:

O0TEC — MATEC — MATEC — MATKC — MATKA

Proces editacie mozeme lepSie zndzornit pomocou tzv. medzerovej reprezentdcie tak, zZe umiest-
nime slova jedno nad druhé, s medzerou v prvom slove pre kazdé vloZenie a medzerou v druhom
slove pre kazdé mazanie. Stipce obsahujtce dva rézne znaky odpovedajt zamenam. Pocet krokov
editécie je potom rovny poétu stipcov, ktoré neobsahuji dva rovnaké znaky.

0 TEC
MATKA

Je zrejmé, Ze zo slova MATKA sa nedd dostat k slovu OTEC na tri kroky, takze ich edita¢né
vzdialenost je presne $tyri. NaneStastie to vo vSeobecnosti nie je vzdy také zrejmé. Pozrime sa
preto na trochu dlhsi priklad a ukézme si, Ze editacnd vzdialenost medzi slovami ALGORITMUS
a ALGEBRAICKY je najviac sedem. Je to optimum?

ALGO R ITMUS
ALGEBRAICK ¥

Ak chceme vytvorit algoritmus dynamického programovania na vypocet editacnej vzdiale-
nosti medzi dvomi refazcami, potrebujeme najprv ziskat jeho rekurzivnu definiciu. Predpokla-
dajme, Ze mame m-znakovy retazec A a n-znakovy retazec B. Definujme E(i,j) ako edita¢ni
vzdialenost medzi prvymi i znakmi refazca A a prvymi j znakmi retazca B. Editacné vzdialenost
medzi celymi refazcami A a B je potom E(m,n).

Medzerova reprezenticia editacného procesu mé dolezitu vlastnost ,,optimality po ¢astiach*:
Predpokladajme, ze mdme medzerova reprezenticiu najkratsej editacnej postupnosti pre dva
retazce. Ak odstranime posledny stipec, zostavajice stipce zodpovedaji najkratsej editacnej
postupnosti zostavajicich podrefazcov. D4 sa to Tahko ukdzat sporom. Ak by mali zostavajtice
podretazce kratsiu edita¢nii postupnost, mohli by sme k nej jednoducho pripojit posledny stipec,
¢im by sme ziskali kratsiu edita¢ni postupnost pre povodné retazce.

Zniekedy nazgvand aj Levenshteinova vzdialenost
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Pozrime sa najprv na niektoré zrejmé pociatocné pripady. Jedind moznost, ako editdciou
najrychlejsie upravit prazdny retazec na retazec obsahujuci j znakov, je pouzit j vloZeni a jediny
sposob, ako upravit refazec obsahujici ¢ znakov na prazdny refazec, je pouZit ¢ vymazani:

E(0,j) =4, E(i,0) = 1.
Vo vieobecnosti mame pre posledny stipec v nakratsej edita¢nej postupnosti tri moznosti:

e Vymazanie: Posledna pozicia v spodnom riadku je prazdna. V tomto pripade E(i,j) =
E(i—1,5) + 1.

e Vkladanie: Poslednd pozicia v hornom riadku je prazdna. V tomto pripade E(i,j) =
E(i,j—1)+ 1.

e Zamena: Oba riadky maji v poslednom stipci znaky. Ak si tieto znaky rovnaké, nepo-
trebujeme vykonat Ziadnu editaéna operaciu, ¢ize E(i,j) = E(i — 1,7 —1). Ale ak su tieto

znaky rozne, potom musime vykonat jednu zamenu a preto E(i,j) = E(i — 1,7 — 1) + 1.

Ak to teda zhrnieme, edita¢na vzdialenost E(i,j) je rovnd minimu z troch moZnosti:

E(i—-1,5)+1
E(i,j) =min{ E@,j—1)+1
B(i ~ 1,5~ 1)+ |Alil # Bl

Ak by sme priamo podla tohto rekurentného vztahu vytvorili rekurzivny algoritmus, dostali
by sme pre jeho vypoctovu zlozitost nasledujtci prilis komplikovany dvojity rekurentny vztah:

T(m,n) = g(m +n), ak n =0 alebo m = 0,
’ Tm,n—1)4+Tm—-1,n)+T(n—-1,m—1)+g(m+n) inak

kde g(m +n) € O(1).

Horny odhad pre T'(m,n) mozeme odvodit pomocou novej funkcie:

9(N), ak N =0,

n+m=N 2T(N — 1)+ T(N —2)+ g(N) inak.

T'(N)= max T(n,m)= {
kde g(N) € O(1). Pouzitie metédy anihilatorov dava T'(N) € O((1++v/2)Y). Vypoétova zlozitost
nasho rekurzivneho algoritmu je teda najviac T'(m +n) € O((1 + v/2)™*™). D4 sa dokonca
ukézat, ze T'(n,n) € O((1 + v/2)"), z ¢oho je zrejmé, Ze exponencialny rekurzivny algoritmus
nie je zdaleka dobrou volbou.

Vypoctovi zlozitost tohto algoritmu je vSak mozné znizit az na polynomialnu nasledovne:
Vytvorime tabulku rozmerov m x n obsahujtcu vSetky mozné hodnoty E(i,j). Najprv do nej
vlozime pociatoéné podmienky, ¢ize prvky v nultom riadku a nultom stipci, kazda vieme vy-
poéitat v konstantnom case. Na urcenie fubovolného iného prvku tabulky potrebujeme vediet
hodnoty priamo nad, hned vlavo a vlavo hore. Ak budeme napliiaf nasu tabulku $tandardnym
sposobom — riadok po riadku zhora nadol, kazdy riadok zlava doprava, tak vzdy, ked pocitame
niektory prvok v tabulke, vSetky tri prvky, na ktorych zavisi, uz mame v tabulke vypocitané.
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EDITOVACIAVZDIALENOST(A[Ll .. m], B[1..n]):
Edit[0,0] < 0
fori < 1tom
Edit[i,0] — i
forj«—1ton
Edit[0, j] < j
fori < 1tom
for j—1ton

if Ali] = Bj
Edit[i, j] « min{Edit[i — 1,7] + 1, Edit[i,j — 1] + 1, Edit[i — 1,5 — 1]}
else

Bdit[i, j] < min {Edit[i — 1, 5] + 1, Edit[s,j — 1] + 1, Edit[i — 1,5 — 1] + 1}
return Edit[m, n]

Tabulka v algoritme EDITOVACIAVZDIALENOST obsahuje ©(n?) prvkov a na vypoéitanie
kazdého z nich nam staci ¢as ©(1). Celkova vypoctova zlozitost je potom tiez ©(n?).

Na obrazku 4.1 je vyslednd tabulka pre ALGORITMUS — ALGEBRAICKY. Zvyraznené ¢isla ozna-
¢ujt pozicie, kde sa znaky v oboch retazcoch rovnaji. Sipky smeruj od tch prvkov, pre ktoré
nastava rovnost v min{...} pri vypocte nasledujucich prvkov. Smer Sipky odpovedd opera-
cii: horizontalne vymazaniu, vertikdlne vkladaniu a diagonalne zadmene. Zvyraznené diagonalne
Sipky oznacuju zameny znaku za samého seba. Orientovand cesta z lavého horného rohu do pra-
vého spodného rohu v tejto tabulke odpovedd optimaélnej editovacej postupnosti medzi dvomi
retazcami. Takychto ciest moze byt viacero.

A L G O R I T M U S
%;L»%»&»&»&»&»F»&»%ﬂO
A 1 ?»L»}»}»&»&»&»F»&»Q
L f 1 $;L»}»&»+»&»&»%»8
Gl 3 2 1 0—~1—+2—+3—4—5—>6—
Pl N NN N NN
E[ 4 3 2 1 123456
o NN N NN
Bl 5 4 3 2 2 2-+3—~4—5—6—
Fobr ININONON NN N
R| 65 4 33 2—+3—4—5—+6—
ING 1IN NN N
Al 7 6 5 4 4 3 3—4—5—6—
oo N INONONONO N
I] 8 7 6 5 5 4 3—~4—5—6—
O N A T T
cl 9 8 7 6.6 5 4 4—5—6—7
I N e e Y TR
K[ 10 9 8 7.7 6 5 b 5—6—7
I O W e e N AN A
7/ 11 10 9 8 8 7 6 6 6 6—7

Obrazok 4.1: Tabulka zobrazujica priebeh algoritmu EDITOVACIAVZDIALENOST pre vstup
ALGORITMUS — ALGEBRAICKY
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Edita¢né vzdialenost medzi ALGORITMUS a ALGEBRAICKY je naozaj sedem. V tabulke existuje
paf roznych ciest z lavého horného do pravého spodného rohu, ktorym zodpovedd pif optimal-
nych edita¢nych postupnosti zobrazenjch na obrazku 4.2.

ALGO RITMUS
ALGEBRAICKY

ALGO R ITMUS
ALGEBRATI CK
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Obrézok 4.2: Optimaélne editaéné postupnosti pre ALGORITMUS — ALGEBRAICKY

4.6 Optimalne binarne vyhladavacie stromy II.

V ¢asti 3.6 sme odvodili rekurzivny algoritmus pre problém optimalnych bindrnych vyhladéva-
cich stromov. Je dané pole n kluc¢ov A[l..n] a pole odpovedajucich frekvencii pristupov f[1..n],
kde f[i] je pocet hladani prvku A[i] pocas zivotného cyklu vyhladévacieho stromu. Ulohou je
vytvorit bindrny vyhladdvaci strom, v ktorom bude celkovy ¢as hladania minimélny. Pre tcelova
funkciu tohoto problému sme odvodili rekurentny vztah:

OptCost(f[1..n]) = 1r§nri£n {OptCost(f[l L(r=1))) + Z fli] + OptCost(f[(r+1) .. n])}

i=1

Aby sme previedli predchddzajici rekurentny vztah do prijatelnejSieho tvaru, fixujme frek-
vencie pristupov f a ozna¢me ako S(i, j) celkovy ¢as vyhladavania v optimalnom vyhladédvacom
strome obsahujicom prvky Ali .. j]. Kvoli zjednoduSeniu zépisu oznac¢me F'(i, j) stucet frekvencii
pristupov pre kluce Afi .. j]:

J
F(i,j) = flK]
k=i

Mozeme pisat:

0, ak j <1,

S(i, j) = F(i,§) + min (S(i,r = 1)+ S(r+1,j)) inak
ISTrS)

Pociato¢né podmienka zodpovedéd tomu, Ze cena hladania préazdnej mnoziny klacov je nulova.
Clen F(i,7) je mimo minima preto, lebo nezévisi na indexe r koretia.
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Algoritmus z ¢asti 3.6 moéZzeme zjednodusit a zrychlif tak, ze predpoc¢itame hodnoty F'(i,7)
a ulozime ich do pomocného pola. Vypocet kazdej hodnoty F'(i, j) v samostatnom cykle vyzaduje
dokopy ¢as O(n?). Lepsie je poéitat rekurentny vztah

CoN f[l]a ak i = j,
Fli.3) = {F(i,j — 1)+ flj] inak

nasledujticim algoritmom dynamického programovania beziacom v ¢ase O(n?):

INICIALIZUJF (f[1 .. n)):
fori—1ton
Fli,i—1] <0
for j«—iton

Algoritmus INICIALIZUJF bude neskor pouZity ako inicializa¢na procedura nasho findlneho al-
goritmu.

Podme teraz vypocitat hodnotu S(1,n) pre optimélny vyhladévaci strom. Pripravime si
tabulku S[1..n,0..n], do ktorej budeme ukladat priebezné vysledky. Budu nas zaujimat len
hodnoty S[i, j] pre j > ¢ — 1. Z poc¢iatoénej podmienky mozeme hned polozit kazdé S[i, i — 1]
rovné 0. Vsetky ostatné hodnoty S|i, j| mdézeme pocitat nasledujicim fragmentom algoritmu:

VYPOCITAIS(1, j):
Sli, j] « o
forr —itoj
tmp «— S[i,r — 1]+ S[r + 1, j]
if S[i, j] > tmp
Sli, j] < tmp
Sli, 4] — 8] + Flij)

Ostéva nam eSte otazka: V akom poradi naplnif tabulku?

Hodnota S[i,j] zavisi od hodnot S[i,r — 1] a S[r + 1,j] pre ¢ < k < j. Inymi slovami,
kazdy prvok tabulky zavisi na vSetkych prvkoch nalavo a pod nim. Ak chceme tabulku vyplnit
efektivne, musime zvolif také poradie, ktoré tieto prvky vypocita skor nez prvok S[i, j]. Existuja
aspotl tri rézne poradia spliiajiice toto obmedzenie. Asi to najprirodzenejsie je vypliiaf tabulku
po diagonélach, po¢nic od trividlnej vypocitatelnej diagonaly S[i, i — 1]. Kompletny algoritmus
potom vyzera takto:

OPTIMALNY VYHLADAVACISTROM(f[1 .. n]):

INICIALIZUIF (f[1 .. n])
fori—1ton

Sliyi—1] <0
ford<—0Oton—1

fori—1ton—d

VYPOCITAIS(7, i + d)

return S[1,n|

Rovnako vSak mozeme prechddzat tabulku riadok po riadku zospodu nahor a kazdy riadok
prechadzat zlava doprava, pripadne stipec po stlpci zlava doprava a kazdy stipec zospodu nahor.
Tieto dve poradia nam davaja dalsie dva algoritmy:
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OPTIMALNY VYHLADAVACISTROM2(f[1 .. n]): OPTIMALNY VYHLADAVACISTROM3(f[1 .. n]):

INICIALIZUIF (f[1 .. n]) INICIALIZUIF (f[1 .. n])
for ¢ < n downto 1 for j«—0ton

S[i,i—1] <0 S[i+1,5] <0

for j«—iton for ¢ « j downto 1

VYPOCITAIS(Z, j) VYPOCITAIS(Z, j)
return S[1,n] return S[1,n]
4 4

Obréazok 4.3: Tri rézne poradia ako vypliat tabulku hodnotami S[i, j].

Nezavisle od toho, ktoré poradie zvolime, vysledny algoritmus bezi v ¢ase |©(n?)| a jeho

priestorova zlozitost je | ©(n?)|.

Rozumny odhad pre tento vysledok ndm mohol naznacit uz aj péovodny rekurentny vztah:

o ak g <t,
03V =Y FGi,5) + min (SG,r— 1)+ S(r+1,7)) inak

1<r<j

Funkcia S(i,j) méa dva argumenty a kazdy z nich méze nadobudat celoéiselné hodnoty z
intervalu [1,n], takze budeme pravdepodobne potrebovat tabulku velkosti O(n?). V rekurentnom
vztahu mame tri premenné (i, j a r), kazd4 z nich nadobuda celo¢iselné hodnoty z intervalu [1, n,
takze potrebujeme ¢as O(n?) na naplnenie tabulky.

Takyto odhad ¢asu a priestoru pre algoritmus dynamického programovania sa da urobif
aj vo vSeobecnosti, ak mame k dispozicii rekurentny vztah pre tento algoritmus. Vypoctova
zlozitost zavisi od toho, kolko premennych vystupuje v rekurentnom vztahu a kolko hodnot
mozu nadobudat. Priestorové zlozitost je zas urcend tym, kolko parametrov mé rekurentné
funkcia a kolko hodnot moézu nadobudat. Z nasledujiceho rekurentného vztahu

k—m

F(iajakalam) :021;210215% 1 F(l_pa] _Qaral_ 1,m—1")
r—=

mézeme napriklad hned odvodit rekurzivny algeritmus beziaci v ¢ase O(n®) s priestorovou zlo-
zitostou O(n®).

Uvedené pravidlo nam casto déava spravny odhad zlozZitosti. Nie vsak stale! Ani vySSie uvede-
ny algoritmus na najdenie optimalneho binédrneho vyhladévacieho stromu nie je najefektivnejsi.
Ozna¢me ako RJi, j] koren optimélneho vyhladévacieho stromu pre kluée Afi .. j]. Donald Knuth
ukézal, Ze pre optimalne podstromy plati nasledujica monoténnost: ak posunieme niektora
z krajnych hranic pola Afi..j], aj pozicia optimalneho korena sa posunie rovnakym smerom,
alebo sa nezmeni. T. j.
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| R[i,j — 1] < R[i,j] < R[i+1,j] pre vietky i a j |

Na zdklade tohto faktu mozeme napisat rychlejsi algoritmus:

RYCHLEJSIOPTIMALNY VYHLADAVACISTROM(f1 .. n]): VYPOCITAISAR(1, j):

INICIALIZUJF (f[1..n]) Sli, j] —

for i «+— n downto 1 for r «— R[i,j — 1] to j
Sliyi—1] <0 tmp — S[i,r — 1]+ S[r + 1, j]
Rli,i— 1]« if S[i, j] > tmp
forj«—iton [z,}<—tmp

VYPOGITAISAR(Y, j) Rli, j] «
return S[1,n| S[i, j] < S|t, ]] + Fli, j]

Hodnota premennej r sa zvysuje monoténne od i po n pocas kazdej iteracie prvého cyklu
Jfor i «— n downto 1‘. To ale znamend, Ze pocas nej vykona najvnutornejsi cyklus najviac n
iteracii. Celkovy ¢as behu algoritmu teda je O(n?).

4.7 Optimalne triangulacie konvexnych mnohouholnikov

Konverny mnohouholnik moézeme definovat ako mnohouholnik, ktory spolu s kazdymi svojimi
dvomi bodmi X a Y obsahuje aj cela tisecku XY. Jeho uhlopriecka je tisecka, ktora spaja jeho
dva nesusedné vrcholy, t. j. prechddza vnitrom mnohouholnika. Indukciou vieme lahko ukdzat,
ze kazdy konvexny n-uholnik vieme pomocou n — 3 uhlopriecok rozdelit na n — 2 trojuholni-
kov. Takéto rozdelenie konvexného mnohouholnika budeme nazyvat trianguldcia. Triangulacie
mnohouholnikov sa intenzivne vyuzivaju predovsetkym v pocitacovej grafike — viicsSina grafické-
ho hardvéru mé v sebe zabudovanii podporu na extrémne rychle vykreslovanie trojuholnikov,
ale na to, aby sme nakreslili nie¢o komplikovanejSie, musime to vic¢Sinou najprv rozlozit na
trojuholniky.

Obrézok 4.4: Konvexny mnohouholnik a dve z jeho triangulacii.

Je viacero spdsobov, ako triangulovat konvexny mnohouholnik (jedinou vynimkou je troj-
uholnik). Predpokladajme, Ze néas zaujima minimdlna triangulécia — triangulacia, ktora vieme
nakreslit najuspornejsie, t. j. taka, pri ktorej je stcet obvodov vSetkych trojuholnikov minima4l-
ny. KedZze pracujeme v dvojrozmernom euklidovskom priestore, na vypocet obvodu trojuholnika
spajajuceho tri vrcholy ¢, j, k pomocou ich z-ovych a y-ovych stradnic budeme potrebovat na-
sledujtice procedury:

A(d, j, k):
return VZDIALENOST (7, j)+VZDIALENOST(j, k)+ VZDIALENOST(k, 7)




4.7 Optimalne triangulacie konvexnych mnohouholnikov 57

VZDIALENOST(4, j):
return +/(z[i] — z[4])? + (y[i] — y[j])?

Prv nez zostavime algoritmus dynamického programovania, potrebujeme rekurzivny popis
minimélnej triangulécie. Ak v mnohouholniku fixujeme jednu hranu, plati, Ze v kazdej trian-
gulacii existuje prave jeden trojuholnik ktory ju obsahuje. Ak tento trojuholnik odstranime,
triangulacia mnohouholnika sa rozpadne na dve mensie triangulacie. Zakladny pripad tejto re-
kurzivnej definicie je degenerovany ,mnohouholnik‘ s dvomi vrcholmi. Navyse, v kazdom bode
rekurzie pracujeme s mnohouholnikom, ktory spaja suvisld podmnozinu vrcholov pociato¢ného
mnohouholnika.

Pozrime sa na to na konkrétnom priklade: ozna¢me vrcholy mnohouholnika z predchadza-
jaceho obrazku cislami 1 az n v smere hodinovych ruciciek.

4 . 5 4
3
6
2 6 —> 2
7
7
8
1 8 1 8

1

1. priklad rekurzivnej triangulécie.

4 5
4 3
3
5 6
5 6 —>
7
7
7 ./../.7
1
S
1 8 1 8

2. priklad rekurzivnej triangulacie.

Obréazok 4.5: Priklady rekurzivnych triangulécii.

Rekurzivny popis triangulacie uz méame, mozeme rekurzivne definovat minimélnu triangu-
laciu. Ak z minimdlnej trianguldcie odstranime jeden trojuholnik, to ¢o zostane musia byt zas
optimalne triangulacie, ale tentokrat uz mensich mnohouholnikov. Pre i < j ozna¢me ako M (i, )
velkost minimalnej triangulédcie mnohouholnika pozostavajuceho z vrcholov i, . .., j. Potom plati
rekurentny vztah:

N 07 ak ] =1 + 17
M((i,j) = min (A(i,j,k) + M(i. k) + M(k,j) inak
1<k<j

Riesenim, ktoré hladame, je hodnota M (1,n).
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Tento rekurentny vzfah je podobny rekurentnému vztahu pre S(i, j), icelova funkciu opti-
maélneho bindrneho prehladévacieho stromu z kapitoly 4.6. Preto aj tu budeme postupne vytva-
rat pomocnu tabulku M|[1..n,1..n] a ukladat do nej priebezné vysledky. Poc¢iatoéna podmienka
je M[i,i+1] = 0 a na vypocet dalsich prvkov M i, j] v tabulke pouzijeme nasledujiicu procedaru:

VYPOCITAIM(4, j):
Mi, j] «— +oo
forke—i+1toj—1
tmp «— A(i,j, k) + M[i, k] + Mk, j]
if M[i, j] > tmp
M]i, j] «— tmp

Rovnako ako v probléme optimélneho vyhladavacieho stromu, aj tu kazdy prvok MTi, j]
zévisi na v8etkych prvkoch nalavo a pod nim. MéZzeme teda pouzit vSetky tri uz spominané
poradia napliiania tabulky:

MINTRIANGULACIA:
fortc—1ton-—1
MJi,i+1] <0
ford«—2ton—1
fori«—1ton—d
VYPOCITAIM (7,4 + d)
return M1, n]

MINTRIANGULACIA2: MINTRIANGULACIA3:
for ¢ < n downto 1 for j«—2ton
Mli,i+1] 0 M[j—1,5] <0
forj—i+2ton for ¢ < j — ¢ downto 1
VyYrPOCITAIM(1, §) VYPOCITAIM(1, j)
return M[1,n) return M[1,n|

Vo vSetkych troch pripadoch, ako to uz naznacil rekurentny vztah, je vypoctova zlozitost
algoritmov ©(n3) a priestorova O(n?).

4.8 Retazové nasobenie matic

Predchéadzajice dva problémy sa Specidlnymi pripadmi jediného metaproblému: urceniu opti-
malnej katalanovskej struktiry?. Existuje izomorfizmus medzi mnozinou triangulacii konvex-
ného n-uholnika a mnozinou bindrnych stromov s n — 2 vrcholmi (vid obréazok 4.6). Tieto dva
problémy sa lisia len v tucelovej funkcii — ako je ohodnoteny jeden vrchol, resp. trojuholnik.

Tretim problémom, ktory mé rovnaku struktiru, je refazové ndsobenie matic. Dané st ma-

n
tice A1, Ag,..., A, a tlohou je vypodéitat stéin [] A;. Na vyndsobenie matice rozmeru p X g
i=1

3 Pocet ,spravne uzatvorkovangych® retazcov pozostévajicich z n lavych a n pravych zatvoriek oznadujeme
ako Katalanove ¢islo ¢[n] rddu n. Napriklad Katalanove ¢islo radu 3 je 5, t. j. ¢[3] = 5 a existuje 5 spravne uzét-
vorkovanych retazcov: ((())), OCQO), (OO, (OO), OOO. Katalanové ¢isla sa objavuju pri spoc¢itavani
mnohych typov Struktar, napriklad niektorych binarnych stromov, plandrnych stromov, rozkladov mnohouholni-
kov ... tieto struktiry potom nazyvame katalanovské.
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Obrazok 4.6: Triangulcia konvexného mnohouholnika a odpovedajici binarny strom. Stvorce
odpovedaji prazdnym (Null) smernikom.

maticou rozmeru ¢ X r pouzitim Standardného algoritmu nasobenia potrebujeme O(pgr) aritme-
tickych operécii. Vyslednd matica mé rozmer p x r. Ak v8ak potrebujeme vyndsobif tri matice,
pocet potrebnych aritmetickych operacii zavisi na tom, ktory par matic vynasobime ako prvy.
Predpokladajme napriklad, Ze matice A; a A3 st rozmeru 1000 x 2 a Ay ma rozmer 2 x 1000.
Sucin A; As A3 mdZzeme, vzhladom na asociativitu nasobenia matic, pocitat dvomi sposobmi:

e (A1 A2)As: Na vypocet Aj Az potrebujeme 1000-2-1000 = 2000000 operécii a vysledkom je
matica rozmeru 1000 x 1000. Jej vyndsobenie maticou Az vyzaduje dalsich 1000-1000-2 =

2000000 operacii.

Na vypocet (AjA3)As potrebujeme dokopy 4 000 000 operécii.

e A;(A2A3): Na vypocet Ay A3 potrebujeme 2-1000-2 = 4000 operacii a vysledkom je matica
rozmeru 2 x 2. Vynasobenie matice A touto maticou vyzaduje dalsich 1000 - 2 - 2 = 4000

operacii.

Takze pocet operacii potrebnych na vypocet A;(AzAs) je len 8 000.

Predpokladajme, Ze na vstupe je dané pole D[0..n], pricom kazda matica A; mé D[i — 1]
riadkov a D[i] stipcov. Pocet roznych uzatvorkovani, resp. pocet spdsobov, ako vypoéitaf stuéin
n

[] A; je exponenciédlny. Nasledujtci algoritmus dynamického programovania ur¢i najmensi moz-

=1

ny pocet aritmetickych operacii potrebnych na vypocet stcinu pri optimalnom uzatvorkovani:

RETAZOVENASOBENIEMATIC:

for ¢ «<— n downto 1
Mli,i+1] <0
forj—i+2ton

VYPOCITAIM(i, 7)

return M1, n]

VYPOCITAIM(4, j):

MTi, j] — oo
fork—i+1toj—1
tmp «— (DI[i] - D[j] - D[k]) + M[i, k] + M|k, j]
if M{i, j] > tmp
M{i, j] — tmp

4.9 Ulohy

1. Dokazte korektnost algoritmu RETAZOVENASOBENIEMATIC.

2. Je dand matica M rozmerov m X n obsahujica len prvky 0 alebo 1. Suvislym blokom
nazvime obdlZnikovii podmaticu matice M obsahujiicu samé jednotky. Popiste algoritmus
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na najdenie stvislého bloku matice M obsahujiceho maximéalny pocet prvkov.

11 011

, 01 1 1|0
Priklad: 1111 111
11 011

3. Ste vodi¢om autobusu plného Studentov v ktorom je dispenzor na sédu. Je hortco a tak

Studenti pocas cesty piji sédu?. Vasim cielom je vysadif studentov z autobusu ¢o mozno
najrychlejsie. Kazdy student totiz kazdd minatu, ktora stravi jazdou v autobuse, vypije
1dl sédy. No a ¢im skor vystipia studenti z autobusu, tym menej sédy dokopy vypiju.
Kvoli zjednoduseniu predpokladajme, Ze trasa autobusu vedie po dialnici, na ktorej je
niekolko zastédvok, no ziadna odbocka. Je zname, kolko Studentov vystupuje na ktorej
zastdvke. Na zaciatku sa autobus nachddza niekde na dialnici a cely ¢as sa pohybuje
konstantnou rychlostou. Autobus sa moéze pohybovat len po dialnici — avSak na kazdej za-
stavke moze (ale nemusi) zmenit smer jazdy a vydat sa opaénym smerom. NavySe mozeme
predpokladat, Ze zastavenie na zastavke a vyloZenie Studentov (pripadne otocenie sa do
opac¢ného smeru) sa deje okamzite, t. j. nenastava ziadne zdrzanie.
Zostrojte efektivny algoritmus, ktorého vystupom je poradie zastavok, v akom ich ma
autobus prechédzat tak, aby $tudenti vypili ¢o najmensie mnozstvo sédy. Vstupom algo-
ritmu je: trasa autobusu (zoznam zastévok, pozicia kazdej je dané kilometrom dialnice,
na ktorom sa nachadza), pocet Studentov, ktori vystipia na kazdej zastavke a pociato¢na
pozicia autobusu (moZete predpokladat, Ze to bude na jednej zo zastavok).

4. Na obrazovke pocita¢a potrebujeme zobrazit jeden odsek textu. Text pozostava z n slov,
pricom i-te slovo je p; bodov Siroké. Odsek chceme rozdelif na niekolko riadkov, kazdy
z nich méa Sirku presne P bodov. Podla toho, aké slova sa na ktorom riadku vyskytn1,
budeme musief medzi ne vlozit rozne velké medzery. Odsek méa byt zarovnany na obe
strany, t. j. prvé slovo kazdého riadku sa méa zac¢inat na najlavejSom bode riadku a posledné
slovo kazdého riadku, s vynimkou posledného riadku, sa mé kon¢if na poslednom bode
riadku. Medzi kazdymi dvomi susednymi slovami v tom istom riadku musi byt vynechané
medzera aspon 1 bod. Rozdiel medzi skuto¢nou sirkou medzery v bodoch a 1 bodom
je velkost priestoru, ktory je medzi slova vloZeny navySe. Ak teda riadok obsahuje slova
pocéntc i-tym aZ po j-te vratane, potom pocet bodov navyse v tomto riadku je rovny

J
P — ] + 1 — Z Pk-
k=i
Definujme slop zobrazenia odseku ako sti¢et druhjch mocnin poc¢tov bodov navyse v ka-
zdom riadku odseku okrem posledného. Popiste algoritmus dynamického programovania,
ktory ur¢i, ako zobrazit odsek tak, aby slop jeho zobrazenia bol minimélny.

4Vedenie univerzity z neznamych dévodov zakézalo Gapovanie piva pocas jazdy.



Kapitola 5

Stromohaldy, Skip-zoznamy
a Hasovacie tabulky

Aitch Ex
Are Eye
Ay Gee
Bee Jay
Cue Kay
Dee Oh
Double U Pea
Ee See
Ef Tee
El Vee
Em Wy
En Yu
Ess Zee

— Sidney Harris, Abeceda v abecednom poradi

5.1 Stromohaldy

V tejto kapitole sa pozrieme na bindrne stromy, v ktorych ma kazdy vntatorny vrchol vyhladavaci
klic a prioritu. Stromohalda' je bindrny strom, v ktorom je postupnost kIti¢ov vrcholov zoradené
podla ich in-order poradia rastiica a priorita kazdého vnitorneho vrchola je mensia nez priorita
jeho potomkov. Inymi slovami, stromohalda je sti¢asne bindrnym prehladdvacim stromom pre
vyhladavacie klu¢e a (min-)haldou pre priority (vid obrazok 5.1).

KTIaé vrchola v ozna¢me ako klié(v) a jeho prioritu ako priorita(v). V naSich prikladoch
budeme pouzivat pismend ako vyhladavacie kluce a &isla ako priority.

V dalsom budeme predpokladat, ze vSetky vyhladavacie kltce a priority si navzajom rozne.
Za tohoto predpokladu je lahké pouzitim matematickej indukcie podla poctu vrcholov dokazat,
ze Struktira stromohaldy je jednoznacne uréend vyhladévacimi kliémi a prioritami jej vrcholov.
KedZe stromohalda je haldou, vrchol v s najvysSou prioritou musi byt jej koreniom. No je zarover
aj bindrnym vyhladdvacim stromom, takze kazdy vrchol u, pre ktory plati kluc(u) < klic(v),
musi byt v lavom podstrome vrchola v a kazdy vrchol w, pre ktory plati klicé(w) > klié(v), musi
byt v jeho pravom podstrome. Napokon, kedZe podstromy st tiez stromohaldami, z indukéného
predpokladu uZ plynie jednoznacnost celej Struktiry.

1y angli¢tine treap=tree+heap
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5 o

Obrazok 5.1: Stromohalda. V hornej polovici kazdého vrchola je jeho vyhladéavaci kIGé a v dolnej

jeho priorita.
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Obrazok 5.2: Geometricka reprezentacia stromohaldy z predchadzajiceho prikladu.

Dalsi sposob, ako popisaf $truktiru stromohaldy, je zadat s prazdnym bindrnym stromom
a postupne do neho vkladat vrcholy v poradi ich rastticej priority pouzitim $tandardného algo-
ritmu na vkladanie prvkov podla hodnoty ich vyhladavacieho kluc¢a. Aj tu mozeme identitu so
stromohaldou Tahko ukézat indukciou.

Tretim sposobom, ako interpretovat vyhladdvacie klce a priority, je povazovat ich za strad-
nice bodov v rovine. Koren zodpovedd bodu M, ktorému zodpoveda priesecnik leziaci najvyssie.
Spojnice s tymto priese¢nikom rozdeluju rovinu na tri ¢asti. Horna ¢ast je (z definicie) prazdna.
Lavé a prava Cast st dalej rekurzivne rozdelené. Tato interpreticia mé niekolko zaujimavych
aplikécii vo vypoctovej geometrii, o ktorych tu vSak nie je priestor rozpravat podrobnejsie.

Stromohaldy objavil ako prvy J. Vuillemin v roku 1980, no nazval ich Kartezidnske stro-
my?. Slovo treap‘ (stromohalda) pouzil prvykrat E. McCreight okolo roku 1980 na popisanie
trochu odlisnej datovej struktiry, ktortt neskor premenoval na menej prozaické prioritné vy-
hladdvacie stromy>. Stromohaldy boli znovuobjavené v roku 1989 C. Aragon a R. Seidelom
a pouzité v stvislosti s randomizovanymi vyhladavacimi stromami*. Odli$n§ druh randomizo-
vanych vyhladévacich stromov, ktoré pouzivaji vyrovnavanie namiesto ndhodnych priorit, bol
neskor objaveny a analyzovany C. Martinezom a S. Rourom v roku 19965,

2Jean Vuillemin. A unifying look at data structures. Commun. ACM 23:229-239, 1980.

3Edward M. McCreight. Priority search trees. SIAM J. Comput. 14(2):257-276, 1985.

4Raimund Seidel a Cecilia R. Aragon. Randomized search trees. Algorithmica 16:464-497, 1996.

®Conrad Martinez a Salvador Roura. Randomized binary search trees. J. ACM 45(2):288-323, 1998. Vysledky
v tomto ¢lanku st totozné (vratane konstantnych faktorov) so zodpovedajicimi vysledkami pre stromohaldy, hoci
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5.1.1 Operacie na stromohaldach

NajcastejSou operdciou nad stromohaldami je hladanie — pouziva sa Standardny algoritmus
hladania v bindrnych vyhladavacich stromoch. Vypoctova zlozitost tispesného hladania zavisi
linearne od hibky hladaného vrchola vo vyhladavacom strome. Netispesné hladanie zas zavisi od
hibky jeho predchodcu alebo jeho nasledovnika.

Ak chceme do stromohaldy pridat novy vrchol z, za¢neme rovnako ako Standardny algoritmus
pre pridavanie do binarneho stromu, teda vlozime ho do spodnej ¢asti stromu tak, aby bol listom.
V tomto okamihu vyhladavacie kltuce stéle tvoria vyhladavaci strom, no priority (zoradené podla
in-order poradia vrcholov) uz nemusia tvorit haldu.

Ak chceme, aby po vloZeni vrcholu bol strom opét haldou, musime vykondvat s vrcholom
z rotacie, az kym nebude maft vicéSiu prioritu, nez jeho rodic, resp. sa stane korefiom stromu.
Rotécia je lokdlna zmena v strome, ktord znizi hibku z o jednu troveii a zvysi o jednu trovei
hibku jeho rodi¢a, priéom viak zachovéva vlastnost vyhladavacieho stromu (potomkovia ziad-
nych dalsich vrcholov bindrneho stromu sa nemenia, vid obrazok 5.3). Rotaciu vieme vykonaf
v konstantnom c¢ase, kedZe pri vhodnej implementécii odpoved4 len jednoduchej manipuldcii so

smernikmi.

doprava

>
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Obrazok 5.3: Lava rotacia vo vrchole z a prava rotéacia vo vrchole y st navzajom inverzné.

Celkovy ¢as, ktory potrebujeme na vloZenie z, je priamo timerny hibke vrchola z pred zaciat-
kom rotécii — prechadzame stromohaldou zhora nadol, aby sme z vlozili a nasledne prechadzame
stromohaldou smerom nahor, ked vykondvame rotécie. Inymi slovami, pocet operacii potrebny
na vloZzenie z je zhruba dvojnasobok poc¢tu operacii potrebnych na netdspesné hladanie klica
klié(z) (vid obrazok 5.4).

Odstranenie vrchola je velmi podobné jeho vloZeniu, akurat v obratenom poradi. Povedzme,
Ze chceme odstranit vrchol z. Pokial este z nie je listom, vykonévame rotécie v potomkovi vrchola
z s mensou prioritou. Tieto rotacie posivaju z o troven nizsie a jeho potomka s mensou prioritou
zas o uroven vyssie. Tato volba rotécie zarudi, Ze vlastnost haldy zostane zachovana vo vsetkych
vrcholoch stromu okrem vrchola z. Napokon, len ¢o sa vrchol z stane listom, odstranime ho.

Niekedy je potrebné rozdelit stromohaldu T na dve stromohaldy 7. a T~ podla nejakého
pivotovacieho kluca 7 tak, aby vSetky vrcholy v T« mali vyhladavacie kltce mensSie nez 7 a vSetky
vrcholy v 75 mali vyhladdvacie kluce viiésie nez w. D4 sa to dosiahnut velmi jednoducho:
vlozenim nového vrchola z s klié(z) = m a priorita(z) = —oo. Takyto vrchol sa po vloZeni
stane novym koreriom stromohaldy. Ak ho potom odstranime, jeho Tavy a pravy podstrom st
presne hladané stromohaldy 7. a T.. Cas potrebny na rozdelenie podla pivota 7 je zhruba

dvojnasobkom ¢asu potrebného na (netspesné) hladanie vrchola s kIacom 7.

Podobnym problémom je zlicenie dvoch stromohald T a T do jedinej, pricom predpokla-
déame, ze kazdy vrchol v T mé mensi vyhladavaci kIa¢ nez kazdy vrchol v T . Zltcenie je vlastne

na analyzu boli pouzité iné metddy.
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Obréazok 5.4: Zlava doprava: Po vlozeni (S, —1) sa rotuje smerom nahor, az kym priority netvoria
haldu. Sprava dolava: Pred odstranenim (.S, —1) sa rotuje smerom nadol, az kym nie je vrchol,
ktory chceme vymazat, listom.

rozdelenie v obratenom poradi — vytvorime falosny koreri, ktorého Tavym podstromom bude T
a pravym 75, vhodnymi rotaciami ho presunieme na poziciu listu a napokon odstranime.

5.1.2 Analyza

Cas potrebny na kazdi z tychto operacii je priamo tmerny hibke nejakého vrchola v v stromo-
halde.

e Hladanie: Na tspesné hladanie vrchola majiceho vyhladdvaci kIu¢ k& potrebujeme ¢as
O(hlbka(v)), kde v je vrchol s kliic(v) = k. Pre netispesné hladanie nech v~ je in-order
predchodca kIuca k (vrchol, ktorého vyhladavaci kIG¢ je najviacsi spomedzi kltic¢ov mensich
nez k) a nech v* je in-order nasledovnik kltu¢a k (vrchol, ktorého vyhladavaci klté je

.....

vrcholom prave jeden z dvojice v~ a v, preto je ¢as potrebny na netispesné hladanie rovny
bud O(hlbka(vT)), alebo O(hlbka(v™)).

e Vlozenie/Odstranenie: Na vloZenie nového vrchola s vyhladavacim kltic¢om k potrebuje-
me &as O(hlbka(v')), resp. O(hlbka(v™)), kde v+ a v~ st predchodcom resp. nasledovnikom
nového vrchola. Odstranenie, ako uz vieme, je vloZenie v obratenom poradi.

e Rozdelenie/Zltéenie: Rozdelenie stromohaldy podla pivotovacieho kluc¢a k ma zloZitost
O(hlbka(v™)), resp. O(hlbka(v™)), kedze vyzaduje rovnaky ¢as ako vlozenie nového falo-
$ného korenia s vyhladdvacim kla¢om k a prioritou —oo. Zlicenie, ako bolo uvedené, je
rozdelenie v obratenom poradi.

KedZe hibka vrchola v stromohalde je v najhor§om pripade ©(n), aj kazda z tychto operacii
m4 vypocétovi zlozitost v najhorSom pripade O(n).

5.1.3 Nahodné priority

Randomizovany binarny vyhladdvaci strom je také stromohalda, v ktorej st priority nezdvislé
a rovnomerne rozdelené spojité ndhodné premenné. T. j. kedykolvek do stromohaldy vkladame
novy vyhladéavaci kIaé¢, vygenerujeme nové ndhodné reédlne ¢islo z intervalu (povedzme) [0,1] a
toto ¢islo pouzijeme ako prioritu nového vrchola. Dévod na pouzitie redlnych cisel je len tech-
nicky, aby bola pravdepodobnost toho, Ze dva rézne vrcholy buda maft rovnaku prioritu, nulova,
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kedZe rovnaké priority by ndm skomplikovali ndslednti analyzu. Prakticky samozrejme staci, ak
budeme volit ndhodné celé ¢isla z velkého rozsahu, napriklad z intervalu [O, 232 _ 1]. 7 neza-
vislosti priorit navySe vyplyva, Ze kazdy vrchol mé rovnaka pravdepodobnost byt vrcholom s
najmensou prioritou.

Uz vieme, Ze Cas potrebny na kazdu z operacii hladanie, vloZenie, odstrdnenie, rozdelenie,
Zlicenie je priamo tmerny hibke nejakého vrchola v stromohalde. Teraz si ukdZzeme, Ze stred-
nd hodnota hibky lubovolného vrchola je O(logn), z ¢oho vyplyva, Ze stredna hodnota ¢asu
potrebného na kazdu z tychto operécii je tiez O(logn).

Nech zj oznacuje vrchol s k-tym najmensim vyhladédvacim kli¢om a nech Pr[B] oznacuje
pravdepodobnost vyroku B. Definujme si nasledujuci indikdtor

Al = [z; je vlastnym predkom xy].

KedZe hibka(v) je rovna poétu vlastnych predkov vrchola v, plati nasledujtca rovnost:
n
hibka(zy) = _ Aj.
i=1
Teraz mozeme vyjadrit stredni hodnotu hibky vrchola pomocou tychto indikatorov nasledovne:
n
E[hlbka(zy)] = > Pr[A}, = 1]
i=1

(Vyuzivame linearitu strednej hodnoty a fakt, ze E[X] “lpy [X =140 -Pr[X =0

Pr [X = 1] pre kazdy indikator X.) Na vypocet strednej hodnoty hibky vrcholov nam teda staci
vypodéitat pravdepodobnost toho, Ze nejaky vrchol je vlastnym predkom iného vrchola.

Nastastie to vieme vypocitat lahko, pouzitim jednoduchej Struktirnej lemy. Nech X (i, k)
oznacuje mnozinu vrcholov {z;, x;y1,...,2x} resp. {xg, Thi1,...,2;}, kde i < k, resp. i > k.
X (i,k) a X(k,i) vidy ozna¢uju tu ist mnozinu, ktord obsahuje |k — i| + 1 vrcholov. X (1,n) =
X (n,1) teda obsahuje vSetkych n vrcholov stromohaldy.

Lema 5.1: Pre vsetky i # k plati: x; je vlastnym predkom xj vtedy a len vtedy, ak ma x;
najmensiu prioritu spomedzi vSetkych vrcholov v mnozine X (i, k).

Dokaz. Ak je x; koretiom, potom je aj vlastnym predkom z; a podla definicie stromohaldy musi
maf najmensiu prioritu spomedzi vSetkych vrcholov, ¢ize aj najmensiu z mnoziny X (i, k).

Ak je koreniom stromohaldy zj, potom x; urcite nie je jeho predkom a ani nem4 najmensiu
prioritu spomedzi mnoziny X (7, k), kedze ju mé xy.

Do tretice predpokladajme, Ze korenom je nejaky iny vrchol x;. Ak st vrcholy x; a xy
v roznych podstromoch vrchola x;, potom bud ¢ < j < k, alebo i > j > k, takze z; € X (i, k).
V tomto pripade nie je x; vlastnym predkom zj a ani nemé najmensiu prioritu spomedzi X (i, k),
kedZe ju ma x;.

Napokon, ak sa vrcholy x; a z}, nachadzaju v rovnakom podstrome vrchola x;, platnost lemy
ukdzeme indukciou (resp. rekurzivne), kedze podstrom s vrcholmi z; a xj, je mensou stromohal-
dou. Pociatoénym pripadom tejto indukcie je prazdna stromohalda. ]

Kazdy vrchol z mnoziny X (i, k) ma rovnaka pravdepodobnost byt vrcholom s najmensou
prioritou, preto pre nasu pravdepodobnost plati:

1 .
peay q) - fi# K _JEE
S T S T R akz'_/;
ak 1> k.

i—k+1
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Na uréenie strednej hibky vrchola xj, uz len dosadime ttto pravdepodobnost do vyssie uve-
deného vzorca a vykondme zopar algebraickych dprav:

E[hlbka(xy)] = > Pr[A} = 1]
=1
k—1
1 1
:;k_HﬁiZ i—k+1
n—k+1

=k+1
k
-y iyl
= i—

:Hk_1+Hn—k+1_1
<lnk+Inn—k+1)—2
<2lnn-—2.

Stredné hodnota ¢asu potrebného na kazdé hladanie, vloZenie, odstranenie, rozdelenie ¢i zlticenie
v n-vrcholovom randomizovanom bindrnom vyhladdavacom strome je teda O(logn).

Stromohalda je bindrny strom, ktory vznikne, ak do neho vkladdme vyhladévacie kluce
v poradi ich rasticej priority. Randomizovany bindrny vyhladavaci strom potom vznikne, ak do
neho vkladdme vyhladavacie kltce v ndhodnom poradi. NasSa analyza ndm teda automaticky
déva asymptoticky odhad aj pre strednt hibku IubovoIného vrchola v bindrnom strome, ktory
vznikne pomocou ndhodnych vkladani (bez pouZivania priorit).

5.1.4 Randomizovany quicksort

Existuju dva rozdielne spdsoby, ako popisat randomizovany quicksort. Prvym je znédmejsi re-
kurzivny spdsob: zvolime ndhodného pivota, rozdelime prvky na 2 podmnoziny a nad kazdou z
nich prevedieme rekurzivne volanie randomizovaného quicksortu. Druhym je menej znama ite-
racnd verzia: opakovane volime ndhodného pivota, rozdelime prvky mnoziny, v ktorej sa pivot
nachadza, na 2 podmnoziny a pokracujeme, az kym nie st vSetky mnoziny jednoprvkové. Teraz
si ukdzeme aj treti sposob, akym sa dé& popisat randomizovany quicksort, tentokrat pomocou
binarnych vyhladdvacich stromov.

RANDOMIZOVANY (QUICKSORT:
T <+ prazdny bindrny vyhladdvaci strom
vkladaj vyhladavacie kltce do stromu T' v ndhodnom poradi
vypi$ in-order postupnost vyhladdvacich klacov stromu T

Z analyzy stromohaldy vieme, Ze tento algoritmus bude bezaf so strednou hodnotou ¢asu
O(nlogn), kedze kazdy vyhladavaci k¢ vieme vlozit so strednou hodnotou ¢asu O(logn).

Naozaj je tento algoritmus quicksortom? Vsetko, ¢o sme urobili, je len iné usporiadanie
poradia porovnavani. Binarny strom zodpoveda stromu rekurzie, ktory vytvara klasicka verzia
quicksortu. V rekurzivnej formulécii porovname pociatoény pivot so vSetkymi ostatnymi kItémi
a prevedieme rekurzivne volanie. Vo formulacii pomocou bindrneho stromu sa prvy pivot stane
koreriom okamzite, bez akychkolvek porovnani. Neskor vSak, ked sa ostatné kluce vkladajiu do
stromu, st s nim porovnévané. V oboch verziadch je teda prvy pivot porovnavany so vSetkymi
kIG¢mi. Tieto st v rekurzivnej verzii rozdelené na dve mnoziny zodpovedajtce lavému, resp. pra-
vému podstromu v bindrnom strome. KedZe oba algoritmy potom definuji rovnaké (presnejsie:
ekvivalentné) podproblémy, z indukcie plynie, Ze oba vykonaji rovnaké porovnéavania.
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5.2 Skip-zoznamy

V tejto Casti sa budeme zaoberat pravdepodobnostnou datovou Strukttrou nazjvanou skip-
zoznamy (skip lists), ktoré ako prvy popisal W. Pugh v 80-tych rokoch®. Skip-zoznamy maji
mnohé z dobrych vlastnosti vyvazenych binarnych stromov, no ich Struktira je Giplne odlisna.

5.2.1 Skratky

Na najvy$8ej trovni je skip-zoznam utriedenym jednoducho zrefazenym zoznamom. Ak chceme
v takomto zozname dizky n najst nejaky prvok, zrejme potrebujeme v najhorsom pripade pre-
zriet vSetkych n prvkov zoznamu. Aby sme to urychlili, moZzeme vytvorit pomocny utriedeny
zoznam vys$Sej urovne, ktory bude obsahovat zhruba polovicu prvkov z povodného zoznamu.
Zrealizovat to moZzeme napriklad tak, ze zduplikujeme s pravdepodobnostou 1/2 kazdy prvok
povodného zoznamu, prepojime vsetky utriedené duplikaty do druhého zoznamu a z kazdého
duplikatu pridame smernik na pévodny prvok. Kvoli zjednoduseniu manipulacie so zoznamami
este priddme na oba konce kazdého zoznamu vrcholy sltziace ako zardzky. Hodnotu pociato-
¢nej zaradzky - poloZzme rovni —oo a hodnotu koncovej zarazky F polozme rovnti +o0o. Tomuto
pomocnému zoznamu budeme hovorit skratky.

O[T 28 T~ {E T[S H{o[]

Obrézok 5.5: Zrefazeny zoznam s niekolkymi ndhodne zvolenymi skratkami.

V takto rozsirenej Struktire hladdme hodnotu x pomocou dvojfazového algoritmu. Najprv
hladédme x v zozname skratiek po¢niic na zardzke 4. Ak x ndjdeme, hladanie ukonc¢ime. V opac-
nom pripade skoné¢ime na prvej hodnote vicsej nez x, Cize x sa v zozname skratiek nenachadza.
Nech w je najvicsi prvok v zozname skratiek mensi nez . V druhej faze zacneme hladat x v po-

.....

sa x v zozname nenachiadza.
=-— ’-*
0]

Obrézok 5.6: Hladanie prvku 6 v zozname so skratkami.

@—*

Kedze sa kazdy vrchol objavi v zozname skratiek s pravdepodobnostou 1/2, stredna hodnota
poctu vrcholov testovanych v prvej faze je najviac n/2. Len jeden z vrcholov testovanych v druhej
faze méa duplikat medzi skratkami. Pravdepodobnost, Ze za danym vrcholom nasleduje k vrcholov
nemajucich duplikaty je 2%, takze stredna hodnota poétu vrcholov testovanych v druhej faze
je najviac 14+ >, 27% = 2. Pridanie nadhodngch skratiek nam teda redukovalo ¢as potrebny
na hladanie z n na n/2 + 2, ¢o je zhruba dvojnasobnd tspora.

SWilliam Pugh. Skip lists: A probabilistic alternative to balanced trees. Commun. ACM 33(6):668-676, 1990.
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5.2.2 Skip-zoznamy

Skusme v zlepSovani pokracovat prirodzenym sposobom dalej: pridajme skratky ku skratkam
a rekurzivne to opakujme dalej. Vysledkom bude vytvorenie skip-zoznamu. Forméalne méZzeme
konstrukciu popisat nasledovne: pre kazdy vrchol z povodneho zoznamu zacneme opakovane
hadzat mincou, az k§m nam nepadne lice”. Vzdy, ked padne hlava, vytvorime duplikat vrchola
a tieto duplikaty umiestiiujeme postupne do vyssich rovni. Duplikaty vrcholov v kazdej tirovni
su prepojené tak, aby tvorili utriedeny zoznam. V kazdom vrchole je uloZzeny vyhladévaci klIaé
(klic¢ (v)), smernik na vrchol s rovnakym klic¢om v predchadzajtcej Grovni (dole(v)) a smernik
na nasledujuci vrchol v tej istej trovni (vpravo(v)).

7]
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Obrézok 5.7: Skip-zoznam ako jednoduchy zretazeny zoznam s rekurzivne vytvorenymi nahod-
nymi skratkami.

Vyhladévanie v skip-zozname je jednoduché. Za¢iname v najlavejSom vrchole - v najvyssej
urovni (ozna¢me ho L) a prechddzame kazda troven, az kym nedosiahneme hladant hodnotu
x. Ak sa v aktudlnej Grovni hladana hodnota nenachddza, z vrchola s najvyssim kliéom niz$im
nez x zideme dole do nizsej Grovne. Koncime, len ¢o nijdeme z, alebo ak ho nendjdeme ani na
najnizsej trovni.

SKIPZOZNAMHLADAIJ(x, L):
v« L
while ((v # Null) a klic¢(v) # x))
if kluc (vpravo(v)) > x
v« dole(v)
else
v «— vpravo(v)
return v

KedZe pocet vrcholov na kazdej tirovni je priblizne poloviény oproti poétu vrcholov na pred-
chadzajucej urovni, celkovy pocet tirovni by mal byt priblizne O(logn). Rovnako kazdé pridanie
novej arovne s ndhodnymi skratkami zmensi ¢as potrebny na hladanie zhruba na polovicu (plus
nejaké konstantné operacie). Preto by sme sa po pridani O(logn) urovni mali dostat s ¢asom
potrebnym na hladanie k hodnote O(logn). Podme tieto pozorovania zdévodnit presnejsie.

"Predpokladajme idedlnu mincu s dvomi stranami hlava, lice, pricom Pr [padla hlava] = Pr [padlo lice] = %
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Obréazok 5.8: Hladanie prvku 6 v skip-zozname.

5.2.3 Pocéet tirovni

Analyza skip-zoznamov nezéavisi od konkrétnych hodnét vyhladévacich klacov. V dalSom preto
predpokladajme, ze vyhladavacimi kIi¢mi st celé ¢isla z intervalu [1,n]. Nech L(x) oznacuje po-
¢et urovni skip-zoznamu obsahujucich vyhladavaci k¢ z, nepodcitajic pocéiatoénu uroven. Kazda
nova képia z je vytvorend s pravdepodobnostou 1/2 z predchadzajicej tirovne (spominame si na
hadzanie mincou?). Strednt hodnotu L(x) méZeme vypocitat rekurzivne — s pravdepodobnostou
1/2 padne lice a L(xz) = 0 a s pravdepodobnostou 1/2 padne hlava a L(x) sa zvysi o jednotku:

E[L(z)] = % 0+ %(1 + E[L(2)])

Riesenim tohto vztahu je E[L(z)] = 1.

Ak chceme analyzovat stredntt hodnotu ¢asu potrebného na hladanie, potrebujeme horny
odhad po¢tu trovni L = max, L(x). NaneStastie stredntt hodnotu maxima nie je mozné pocitat
rovnako ako predosla strednt hodnotu. Odvodime namiesto toho este silnejsi vysledok, v ktorom
ukdZeme, Ze pocet tirovni je O(logn) s vysokou pravdepodobnostoul.

Ak sa ma kIu¢ x objavit na k-tej trovni, musi k-krat za sebou padnat hlava, teda Pr [L(x) > k]
27", Konkrétne

Pr[L(z) > 2logyn| = 3
Skip-zoznam ma aspon 2logyn trovni prave vtedy, ak je L(z) > 2Inn pre aspon jeden z n
vyhladéavacich kltucov.
Pr[L > 2logyn] = Pr[(L(1) > 2logyn) V (L(2) > 2logyn) V-V (L(n) > 2logy n)]
Kedze Pr [A V B] < Pr[A]+ Pr[B] pre lubovolné ndhodné udalosti A a B, predchadzajici vyraz
sa da zjednodusit:

n

n
1 1
Pr[L > 2logyn] < E:lPr [L(z) > 2logyn] = 2:1712 =
r= r=

A teda skip-zoznam ma s vysokou pravdepodobnostou O(logn) trovni.

8 Vysoké pravdepodobnost’ v tomto pripade znamens aspoii 1 — % pre nejaku (podla moznosti velkd) kon-
Stantu ¢ > 1.
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5.2.4 Logaritmicky ¢as hladania

LahsSie sa ndm bude analyzovat ¢as hladania, ak si predstavime algoritmus beziaci pospiatky. Al-
goritmus SKIPZOZNAMHTADAJSPAT vezme vystup z algoritmu SKIPZOZNAMHIADAJ ako vstup
a spitne prechadza datovou Strukttrou do Tavého horného rohu. Skip-zoznamy sice nemaju
smerniky nahor a vlavo, no pre nase ucely budeme chvilu predstierat, Ze ano.

SKIPZOZNAMHLADAJSPAT (v, L):
while (v # L)
if existuje nahor(v)
v « nahor(v)
else
v« vlavo(v)

Pre kazdy vrchol skip-zoznamu existuje nahor(v) s pravdepodobnostou 1/2. Pre tcely nasej
analyzy je SKIPZOZNAMHLADAJSPAT ekvivalentny nasledujicemu algoritmu:

HADZ-A-CHOD(v, L):
while (v # L)
if HobMINCoOU=hlava
v« nahor(v)
else
v« vlavo(v)

Stredna hodnota poctu, kolkokrat padne na minci hlava, je zrejme rovna strednej hodnote
poctu, kolkokréat padne lice. TakZe strednd hodnota ¢asu behu tohoto algoritmu je dvojnésobkom
strednej hodnoty poctu presunov smerom nahor. No a kedze uz vieme, ze pocet presunov nahor
je s vysokou pravdepodobnostou O(logn), méZzeme tvrdit, ze strednd hodnota ¢asu potrebného
na hladanie v skip-zozname je tiez O(logn).

5.3 HasSovacie tabulky

5.3.1 Uvod

Hasovacia tabulka je datova struktara, v ktorej je uloZend mnozina prvkov takym spdsobom,
aby bolo mozné rychlo rozhodnuf, ¢ obsahuje dany prvok alebo nie. Zékladnou myslienkou je
vybrat hasovaciu funkciu, ktora zobrazi kazdy pripustny prvok z do (relativne) malého celého
¢isla h(x). Nésledne sa prvok z ulozi na poziciu h(z) v poli. Toto pole je potom hasovacou
tabulkou.

Budme teraz trocha presnejsi. Pracujeme s n-prvkovou mnozinou, ktorej prvky si z nejakého
kone¢ného? priestoru U velkosti u = |U|. HaSovacia tabulka je pole T'[1..m], kde m oznacuje
velkost tabulky, ktora je typicky omnoho mensia, nez u. HaSovacia funkcia je funkcia

h:U—{0,1,...,m—1}

ktord zobrazuje kazdy prvok z U na nejaka poziciu v hasovacej tabulke. Hovorime, Ze haSuje
prvok z na poziciu T'[h(x)].

9Koneénost je dolezits kvoli technickym detailom, no v praxi ju mézeme ignorovat. Pri préaci s nekoneénym
priestorom (napr. celé ¢isla) sa totiz v praxi stdle obmedzujeme na nejakt jeho koneéni, no dostatoéne velka
podmnozinu (napr. celé &sla z intervalu [0, 2% — 1]).



5.3 HaSovacie tabulky 71

Ak by bolo u = m, t. j. U = {uz;x € [0,m — 1]} mohli by sme pouzit trividlnu hasovaciu
funkciu h(u;) = 2. Inymi slovami, pouzit prvok samotny ako index do tabulky. Vo vicsine
pripadov je vSak priestor moznych klucov radovo vicsi nez kapacita hasovacej tabulky. A aj
keby bolo mozné pridelit dostatok pamiite pre tabulku, zvycajne pracujeme s mnozinou klacov,
ktord je len malou castou celého priestoru klucov. Preto by malo byt m zhruba rovné poctu
kIucov, ktoré chceme v tabulke udrziavat.

Idedlne by bolo, ak by sa kazdy prvok haSoval na ind poziciu v poli. To je, nanesfastie,
vysoko nepravdepodobné, a preto sa potrebujeme vysporiadat s koliziami. Hovorime, Ze dva
prvky z a y koliduji, ak sa hasuju na rovnaku hodnotu, t.j. ak h(z) = h(y). KedZze je jasné, ze
dva prvky nemozu byt uloZené na tej istej pozicii v poli, potrebujeme mat k dispozicii nejaké
metddy na rieSenie kolizii. Dvomi najbeZnejsimi metédami st zretazenie a otvorend adresdcia.

5.3.2 Zretazenie

V zretazenej hasovacej tabulke nie je ziadny prvok 7'[i] iba jednoduchym prvkom, ale je (smer-
nikom na) zrefazeny zoznam vsetkych prvkov, ktoré sa hasujt na T[i]. Oznaéme ¢(z) dizku
zoznamu T'[h(x)]. Ak chceme zistit, ¢i sa prvok = nachddza v haSovacej tabulke, musime pre-
hladat cely zoznam T'[h(z)]. Na to potrebujeme v najhorsom pripade ¢as O(1) na vypocet h(x)
plus O(1) za kazdy prvok zoznamu T'[h(z)], ¢ize O(1 + E( )) dokopy. Vkladanie a odstranenie
prvku x tiez vyzaduje v najhorSom pripade ¢as O(1 + ¢(x

X[ o] || IAIGILI P]
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Obrazok 5.9: Hasovacia tabulka.

V najhorSom pripade ndm hasovacia funkcia zobrazi kazdy prvok do tej istej pozicie v poli,
¢im dostavame jeden dlhy zoznam s n prvkami. Dokonca pri kazdej deterministickej hasovacej
funkcii ndm moéze zakerny protivnik daf prave taki mnozinu prvkov, ktoré sa vSetky zobrazia do
jednej pozicie. Ak sa chceme branit vodi takymto titokom, potrebujeme pouzit hasovaciu funkciu,
ktoré je ¢o najviac ndhodnd. Prakticky nie je mozné zvolif tiplne ndhodnt hasovaciu funkciu, no
existuje niekolko heuristik na vytvorenie hasovacich funkcii, ktoré st takmer ndhodné. V dalsej
analyze preto predpokladame, Ze nasa hasovacia funkcia je iplne ndhodna. Formalnejsie:

Slaba uniformita haSovania:
’Ak x # vy, tak Pr[h(z) = h(y)] = 1/m.

Za predpokladu slabej uniformity hasovania uréme strednt hodnotu ¢(z), ktora nam zaroven
udéva horny odhad pre stredni hodnotu éasu potrebného na hladanie prvku z. Predpokladajme,
7e prvok x eSte nie je ulozeny v haSovacej tabulke. Definujme pre vSetky x a y nasledovné
indikatory:

Coy = [h(x) = h(y)).

Kedze dizka zoznamu T'[h(x)] je presne rovna pocétu prvkov, ktoré koliduji s x, dostavame

(x) = Z Cry.

yeT
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Predpoklad slabej uniformity haSovania moZeme prepisat do tvaru:

1
x#y = E[C;,] = e

No a priamo z definicii potom plynie

Ble(@)] = Y BlCh =Y ="

yeT yeT

Pomer n/m budeme nazyvat faktor zdtaZe hasovacej tabulky a oznacovat symbolom .

o =

n
m

Z na$ej analyzy plynie, Ze strednd hodnota ¢asu potrebného pre netispesné hladanie v zretazenej
hasovacej tabulke je ©(1 + «). Kym je teda pocéet prvkov n len o konstantny ndsobok vic¢si nez
velkost tabulky m, aj ¢as je konStantny. Podobne vieme dosiahnut rovnaky odhad pre strednt
hodnotu ¢asu potrebného na tispesné hladanie v hasovacej tabulke.

Zretazené zoznamy nie su jedinou Strukturou, v ktorej mozeme ukladaf zoznamy prvkov
s rovnakou haSovacou hodnotou. Pouzit vieme kazdt datova $trukttru schopni uloZenia mno-
ziny prvkov. Napriklad, ak mé priestor U totalne usporiadanie, kazdy zoznam prvkov moze byt
ulozeny vo forme vyvéazeného bindrneho stromu. Takto hned zredukujeme najhorsi ¢as potrebny
na hladanie na O(1 + log¢(x)) a za predpokladu slabej uniformity hasovania je potom stredna
hodnota ¢asu potrebného na hladanie rovna O(1 + log ).

Dalsou prirodzenou moznostou je postupovat rekurzivne. Pre kazdé T[i] budeme udrziavat
hasovaciu tabulku T; obsahujiicu vSetky prvky ktoré sa hasuja do i. Kolizie v tejto sekundarne;j
tabulke budu riesené rekurzivne, ulozenim sekundarnych zoznamov prvkov s rovnakou hasova-
cou hodnotou v tercidrnych hasovacich tabulkdch atd. Vyslednd datova Struktura je stromom
hasovacich tabuliek, ktorého listy zodpovedaju prvkom, ktoré sa uz (na niektorej z irovni stro-
mu) hasuju bez kolizii. Ak méa kazda tabulka v tomto strome velkost m, potom stredné hodnota
¢asu potrebného na hladanie je O(log,, n). Ak polozime m = y/n, strednd hodnota ¢asu je
konstantnd.

5.3.3 Univerzalne hasovanie

Ukazme si, ako generovat hagovacie funkcie, ktoré spliaji predpoklad slabej uniformity. Ho-
vorime, Ze mnozina H haSovacich funkcii je univerzdlna, ak splia nasledujicu vlastnost: Pre
Tubovolné dva prvky = # y, ak zvolime haSovaciu funkciu h rovnomerne ndhodne z mnoziny
H, tak Pr[h(z) = h(y)] = 1/m. VSimnite si, Ze tato rovnost plati pre lubovolné prvky = a y —
nédhodnost je ukrytd len vo volbe hasovacej funkcie z mnoziny H.

Kvoli zjednoduseniu predpokladajme, Ze priestor I/ obsahuje presne m? prvkov, kazdy re-
prezentovany dvojicou (x, ') celych ¢isel z intervalu [0, m — 1] a Ze m je prvoéislo.

Pre celé ¢isla 0 < a,b < m — 1 definujme funkciu hqp : U — {0,1,...,m — 1} nasledovne:

hap(z, ) = (ax + bz') mod m.

Potom mnozina
H = {hep|0 <a,b<m—1}
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vSetkych takychto funkcii je univerzalna. K dokazu tohoto faktu potrebujeme ukazat, Zze pre
kazdt dvojicu navzajom réznych prvkov (z,2') # (y,3), presne m z m? funkcii z mnoziny H
sposobuje koliziu.

Zvolme dva prvky (x,z') # (y,%') a bez ujmy na vSeobecnosti'? predpokladajme, Ze  # y.
Funkcia hqp € H sposobuje koliziu medzi (z,z’) a (y,y’) prave vtedy, ak

hap(x,2") = hap(y,y')
(ax + bx') mod m = (ay + by’) mod m
ar +bx' = ay + by’ (mod m)
a(z —y) = by —2') (mod m)

a=bly —2)(xz—y)"' (mod m).

Vyuzili sme predpoklad, ze m je prvocislo a x — y # 0, ¢ize  — y ma jednoznacne uréeny
inverzny prvok!! modulo m.

Pre kazdé b urCuje posledna rovnost jedin€é a, pre ktoré h,; sposobuje koliziu. Kedze mame
m moznych hodndt b, existuje prave m haSovacich funkcii h,; spoésobujucich koliziu, ¢o sme
chceli ukéazat.

Ak teda chceme dosiahnut uz spominani konstantnu strednii hodnotu pre ¢as potrebny na
hladanie v haSovacej tabulke, mali by sme ako haSovaciu funkciu zvolit ndhodny prvok z H tak,
ze vygenerujeme dve celé ¢isla a a b rovnomerne ndhodne z intervalu [0, m — 1]. Tato volba
presne zodpoveda rovnomerne ndhodnej volbe prvku z U.

Jedinou ,nevhodnou‘ vlastnostou tejto konstrukcie je, Ze s malou pravdepodobnostou niekedy
zvolime haSovaciu funkciu hgg, ktord vsetko zobrazuje do 0. V praxi preto, ak sa stane, zZe
vyberieme a = b = 0, nepouzijeme tieto ¢isla, ale zopakujeme ich volbu. Ak nebudeme uvazovat
o moznosti ho o, redukuje sa ndm pravdepodobnost kolizie z 1/m na (m—1)/(m?—1) = 1/(m+1).
Inymi slovami, mnozina H\ {hgo} je trochu lepsia nez univerzilna.

Predchadzajica konstrukcia sa da Tahko zovSeobecnif na vicSie priestory. Predpokladaj-
me, 7e u = m’” pre nejaké r, t. j. kazdy prvok x € U mdze byt reprezentovany vektorom
(xo,x1,...,xr—1) celych ¢isel z intervalu [0, m—1]. Potom pre kazdy vektor a = (ag, a1, ...,a,-1)
definujme zodpovedajicu hasovaciu funkciu h, nasledovne:

ha(z) = (apxo + a1y + -+ - + ap—12,—1) mod m.

Mnozina vSetkych m” takychto haSovacich funkcii je univerzalna.

5.3.4 Otvorena adresacia

Dalsou metédou pouzitelnou na oSetrenie kolizii je otvorend adresdcia. Pri nej, namiesto vy-
tvarania sekundarnych datovych Struktiar, oSetrime kolizie pomocou prezerania dal§ich miest
v tabulke. Presnejsie povedané, mame k dispozicii m-prvkovi postupnost hasovacich funkcii
(ho, hi,ha, ..., h;m—1), kde pre kazdy prvok z je postupnost pokusov (ho(z), hi(x),...,hm—_1(z))
permutaciou mnoziny (0,1,2,...,m — 1). Inak povedané, rézne hasovacie funkcie v postupnosti
zobrazuju x na rozne pozicie v hasovacej tabulke.

Prvok z budeme hladat pomocou nasledujticeho algoritmu, ktorého vystupom je index pola
i, pre ktory T'[i] = z, chyba‘, ak sa z v haSovacej tabulke nenachédza, no v tabulke este st volné
pozicie a ,plno, ak sa x v haSovacej tabulke nenachadza a v tabulke uZ nie s volné pozicie.

0Explicitne neuvazujeme, o sa stane v pripade z =y a 2’ # ¥/.
" Napriklad inverznym prvkom 9 modulo 13 je 3, kedze 9 - 3 = 27 = 1(mod 13).
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HLADANIEOTVORENOUADRESACIOU():
fori —0tom—1
if Tlhi(x)] ==z
return h;(z)
else if T'[h;(x)] =0
return ,chyba'
return ,plno’

Algoritmus na vkladanie nového prvku do tabulky je podobny, akurat predposledny riadok
zamenime za T'[h;(z)] < x. VSimnime si, Ze pre hasovaciu tabulku s otvorenou adresaciou nie

.....

Kvoli analyze budeme vyzadovat, aby bola postupnost pokusov ndhodné. Zariadime to pred-
pokladom silnej uniformity hasovania, z ktorého nam vyplynie konStantné stredné hodnota ¢asu
potrebného pre hladanie i vkladanie novych prvkov.

Silna uniformita hasSovania:

Pre kazdy prvok x je postupnost pokusov (ho(x), h1(x),. .., Am—1(x)) s rovna-
kou pravdepodobnostou rovné kazdej permutéacii mnoziny {0,1,2,...,m — 1}.

Vypocitajme za tohto silnejSieho predpokladu stredn hodnotu ¢asu potrebného na netispe-
$né hladanie. Predpokladajme, Ze sa v hasovacej tabulke nachadza n prvkov. Predpoklad silnej
uniformity ma dva doélezité dosledky:

e Pociatoénd hodnota hasovacej funkcie ho(z) je s rovnakou pravdepodobnostou rovna kaz-
dému celému ¢islu z intervalu [0, m — 1].

e Ak si odmyslime prvy pokus, zvySok postupnosti pokusov (hj(x),ho(x),..., hyn—1(z)) je
s rovnakou pravdepodobnostou rovny kazdej permutdcii mensej mnoziny obsahujtcej prv-
ky {0,1,2,...,m — 1} \ {ho(z)}.

Pravdepodobnost toho, ze T'[ho(x)] je obsadené, je podla prvého dosledku presne n/m. Z druhého
dosledku zas vyplyva, ze ak je T[ho(z)] obsadené, algoritmus HLADANIEOTVORENOUADRESA-
CI0U rekurzivne prehladdva zvySok haSovacej tabulky. No a kedZe algoritmus uz nikdy nebude
skusat T'[ho(x)], pre ucely analyzy moézeme rovno predpokladat, Ze tato pozicia uz v tabulke
neexistuje. Pre stredni hodnotu po¢tu pokusov potom dostavame nasledujtci rekurentny vztah,
ktory je funkciou m a n:

E[T(m,n)] =1+ %E[T(m “1,n—1)

Pociato¢nou podmienkou je T'(m,0) = 1, pretoze ak je hasovacia tabulka prazdna, prvym poku-
som sa musime trafit do prazdnej pozicie. Matematickou indukciou uz lahko ukéZzeme, Ze plati
[E[T(m,n)] <m/(m —n)|

E[T(m,n)] = 1 + %E[T(m 11

—1
<1+ nom [indukény predpoklad]
m m-—n
<14 [m—1<m]
m m-—n
m

=y

m—n
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Ak to prepiseme pomocou faktoru zataze a = n/m, dostavame ’E[T(m, n)] <1/(1—«) ‘ Inymi

slovami, stredné hodnota ¢asu potrebného na netspesné hladanie je O(1), pokial nie je haSovacia
tabulka takmer Uplne plna.

V praxi vSak nevieme generovat skuto¢ne ndhodné postupnosti pokusov, preto mozeme
pouzit jednu z nasledujucich heuristik:

e Linearne skaiSanie: Pouzijeme jedint hasovaciu funkciu h(x) a polozime h;(x) = (h(z)+
i) mod m. Vyzeré to pekne a jednoducho, ale kolizie maju tendenciu sa v tabulke nevhodne
zhlukovat. Nie je to prili§ vhodnd heuristika.

e Kvadratické skuSanie: Pouzijeme jedini hasovaciu funkciu h(x) a polozime h;(z) =
(h(x) + %) mod m. Nanestastie, pre niektoré hodnoty m neobsahuje postupnost hodnot
hasovacej funkcie (h;(x)) kazdi moZnt poziciu v tabulke. Tomuto problému sa moZme
vyhnut, ak zvolime za m prvocislo. Kvadratické skisanie m4 tiez problém so zhlukovanim,
aj ked v miernejsej forme: Ak maji dva prvky rovnaki podiatoéni hodnotu haSovacej
funkcie, obe ich postupnosti pokusov budu totozné.

e Dvojité hasovanie: Pouzijeme dve haSovacie funkcie h(x) a h/(x) a poloZime h; rovné:
hi(z) = (h(x) +i.h' (x)) mod m

Aby sme zaruéili, ze sa h;(z) trafi do kazdej pozicie v tabulke, musia byt h'(x) a velkost
tabulky m nestudelitelné. Zaru¢i ndm to aj prvociselnost m, no jednoduchs$im riesenim je
polozit m rovné mocnine 2 a zvolit h/(z) tak, aby jej hodnoty boli stéle neparne. Dvojité
hasovanie nema problém so zhlukovanim ako predchadzajtice dve heuristiky. Naopak, blizi
sa predpokladu silnej uniformity, asponi v pripade, ak je m velké a funkcie h a h' st

dostato¢ne ndhodné. Tato metdda je najvhodnejsial?.

5.3.5 Mazanie pri otvorenej adresacii

Tdto cast pouZiva niektoré pojmy z kapitoly 6 o amortizdcii.
Vymazanie prvku z z otvorene adresovanej hasovacej tabulky je trochu zloZitejsie, nez v zre-

tazenej haSovacej tabulke. NemoéZeme jednoducho vymazat poziciu obsahujicu prvok x, pretoze
informécia o tom, ze T'[h(x)] je obsadend, moze byt potrebna pri hladani niektorého iného prvku!

Vymazanie prvku preto zrealizujeme tak, Ze oznacime jeho poziciu ako odpad. Dostato¢ne
dlh4 postupnost vkladani a mazani prvkov vSak méze zaplnit podstatna ¢ast hasovacej tabulky
odpadom, ¢im zostane malo priestoru pre samotné prvky a v extrémnom pripade to moze vynutit
aZ linedrny ¢as potrebny na vyhlad4vanie.

Stale vSsak mozeme dostat dobrit amortizovani vykonnost pouzivanim dvoch pravidiel na
prebudovéavanie tabulky.

Prvé pravidlo: Ak prekro¢i pocet prvkov v hasovacej tabulke m/4, zdvojnasobime velkost tabu-
Iky (m < 2m) a nanovo vSetko ,prehasujeme’.

Druhé pravidlo: Ak prekroc¢i pocet pozicii obsahujicich odpad m/2, vymazeme vSetok odpad
a vSetko prehasujeme. Na prehaSovanie tabulky potrebujeme m krokov na vytvorenie novej
hagovacej tabulky a v priemere O(n) krokov na vlozenie kazdého z n prvkov do novej tabulky.

Ak zavedieme poplatok 4€ za kazdé vloZenie a 2€ za kazdé vymazanie, budeme mat dost
penazi na zaplatenie kazdého prebudovavania.

12 Aj ked v $pecialnom pripade velmi velkjch hasovacich tabuliek a malého faktoru zéfaze ma4 linedrne skiiganie
lepsie vlastnosti.
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Za predpokladu silnej uniformity hasovania je strednd hodnota amortizovanej ceny vloZenia,
resp. vymazania O(1). VSimnite si, ze v tomto pripade pouzivame dva rozne druhy priemerov
sucasne. Na jednej strane poéitame priemer moznych cien kazdého individudlneho hladania cez
v8etky mozné postupnosti pokusov (,strednd hodnota‘). Na druhej strane poé¢itame priemer celej
postupnosti operacii, aby sme rozlozili* cenu prebudovéavania (,amortizacie‘). Aj randomizacia,
aj amortizacia su teda pouzité na to, aby sme dostali konstantny odhad casu potrebného na
mazanie.



Kapitola 6

Amortizacia

6.1 Inkrementovanie binarneho pocitadla

Podme sa pozriet na jednoduchy algoritmus, pomocou ktorého vieme zvysit hodnotu n — 1
uloZent v bindrnom poéitadle o jednotku, na n. Vstupom algoritmu je (nekonecné) pole bitov
0 .
B, ktorého prvky B[i] ur¢uji hodnotu ) B[i]2’ uloZent v pocitadle.
=0

INKREMENTUJ(B) :
10
while B[i] =1
Bli] <0
t—1t+1
Bli] — 1

Algoritmus INKREMENTUJ vzdy skonéi (vid tloha 2), no ako rychlo? Pocet krokov algoritmu
zrejme zavisi na vstupnom poli bitov B. Ak je prvych k bitov rovnych 1 (a ostatné su nulové),
potom INKREMENTUJ vykona O(k) krokov. Preklopi postupne & jednotiek na 0 a potom eSte
jednu 0 na jednotku. Ak je teda v poli B ulozend hodnota z intervalu [0,n|, INKREMENTUJ
potrebuje v najhorsom pripade ¢as ©(logn), pretoze bindrny zapis ¢isla n ma dizku presne
|lgn] + 1 bitov.

6.2 Pocitanie od 0 po n

Povedzme, Ze by sme chceli pomocou algoritmu INKREMENTUJ napocitat postupne od 0 do
n. Za¢neme s nulovym polom B a n-krat spustime INKREMENTUJ. Ak pre kazdé spustenie
pouzijeme horny odhad ¢asu, dostaneme celkovy ¢as O(nlogn). Je to sice spravny, no nie najlepsi
odhad. Existuje niekolko metéd, pomocou ktorych sa da ukéazaf, Ze skutoény ¢as potrebny na
postupné pocitanie od 0 po n je v skutoc¢nosti len O(n). Aj ked st niektore z tychto metéd
vlastne ekvivalentné, pre rozlicné problémy sa prirodzenejsie rozlicné formulécie.

6.2.1 Agregacna metéda

Najlahsi spdsob, ako dostat tesnejsi horny odhad, je pozorovanie, Ze nie je potrebné v kaZdom
volani INKREMENTUJ preklopit az ©(logn) bitov. Najmenej vyznamny bit B[0] sa preklapa
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zakazdym, no B[l] sa prekldpa len pri kazdom druhom volani, B[2] pri kazdom $tvrtom a,
vo vSeobecnosti, B[i] sa prekldpa pri kazdom 2i-tom volani INKREMENTUJ. Ak teda za¢iname
s nulovym polom, potom postupnost n volani INKREMENTUJ preklopi bit B[] presne |[n/2|-
krat. Celkovy pocet preklopeni bitov v celom vypocte je

[log ] n o
> |z <Xs-m

i=0 i=0
V priemere teda kazdé z n volani INKREMENTUJ preklopi len dva bity, ¢ize bezi v konstantnom
case. Tento ,priemer je trochu iny ako v predoslej kapitole. Nepouzivame tu Ziadnu pravdepo-
dobnost, poéitame priemer cez postupnost operacii, nie cez stredné hodnoty ¢asov pre jednotlivé
operacie. Tauto mySlienku nazyvame amortizdacia. Amortizovand cena kazdého volania INKRE-
MENTUJ je O(1). Amortizacia je Sikovny‘ trik pouzivany tétovnikmi na rozloZenie velkych jed-
norazovych nakladov na dlhsie obdobie. Dobrym prikladom je vypocitanie rovnakych splatok
za uver, aj ked v skutoc¢nosti diznik plati tirok zo stale mensej dlZnej sumy.

Agregacna metdéda:

Uré¢ime ¢as T'(n), ako dlho bude v najhorsom pripade trvat vykonanie postup-
nosti n operacii. Amortizovana cena kazdej operacie je potom T'(n)/n.

6.2.2 Zdanovacia (i¢tovnicka) metdda

Druhtt metédu na odvodenie amortizovaného odhadu nazyvame zdanovacia, resp. uctovnicka.
Predpokladajme, ze preklopenie kazdého bitu stoji 1€. Tentokrat teda, namiesto pocitania casu,
prechadzame na podéitanie penazi. Cas su peniaze!

Uvazujme nasledovne: Namiesto platenia 1€ pri kazdom preklopeni zaplatime danovému
aradu zvysovaciu dari 2€ zakazdym, ked chceme preklopit ktorykolvek bit z nuly na jednotku.
Jedno z tychto eur pokryje naklady na samotné preklopenie a to druhé sa odlozi ako kredit pre
pripad, ked budeme neskor potrebovat preklopit tento bit spét na nulu. KIi¢ovou myslienkou
tohoto pristupu je, ze v kazdom okamihu méme dostatok kreditu, aby sme zaplatili za dalSie vo-
lanie INKREMENTUJ. Amortizované cena jedného volania INKREMENTUJ je rovnd celkovej dani,
ktortt musime kvoli nemu zaplatif, ¢o st presne 2€. Algoritmus INKREMENTUJ totiZz preklopi
prave jeden bit z 0 na 1 (vid uloha 3).

Casto je uzitoéné, ak priradime rdézne Casti dane k uréitym éastiam datovej Struktary. Mo-
zeme, napriklad, pri kazdom volani INKREMENTUJ ulozif jedno z 2€ zvySovacej dane na tom
konkrétnom bite, ktory sa preklapa z 0 na 1, aby si tento bit vedel neskor zaplatif za svoje
preklopenie spiit z 1 na 0.

Zdanovacia metoda 1:

Na urcité kroky algoritmu je vyrubena dan tak, aby celkova cena algoritmu
v ziadnom okamihu neprevysila celkovii sumu dani, ktoré boli do tohoto oka-
mihu zaplatené. Amortizované cena operécie je rovnd celkovej dani, ktora bola
pocas tejto operacie vyrubena.

Je mozna aj ina tvaha: Rozvrhneme dan tak, aby sa platila za kaZdy bit pri kaZdej operacii,
bez ohladu na to, ¢ sa dany bit meni, alebo nie. Konkrétne, pre kazdy bit B[i] sa vyrubi
dan vo vyske 1/2"€ v kazdom volani INKREMENTUJ. Celkova vyrubené dan pre jedno volanie
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INKREMENTUJ je Y 27%€ = 2€. V okamihu, ked potrebujeme preklopif bit Bli], mame uz pre
i>0

tento bit vyzbierant dan v celkovej vyske 1€, ¢ize presne tolko, aby sme za toto jeho preklopenie

vedeli zaplatit.

Zdanovacia metéda 2:

Na urcité casti datovej Struktary je vyrubend dari, ktort je treba zaplatit
pri kazdej operécii s nimi. Dan je navrhnuta tak, aby celkova cena potrebna
na udrziavanie datovej struktary nikdy neprevysila celkova dan, ktord bola
zaplatend. Amortizovand cena operacie je rovné celkovej dani, ktord bola pocas
tejto operacie vyrubena.

Pri oboch zdanovacich metddach je na navrhéarovi algoritmu, aby vymyslel vhodny ,datiovy
plan‘. Rozne plany mézu davat rdzne amortizované odhady ¢asu. Cim tesnejsie vSak zostiva
datiovy plan v &ernych ¢islach!, tym ndm dava tesnejsi (a lepsi) horny odhad casu.

6.2.3 Potencna metdda

Potenénd metdda je najsilnejSou (ale aj najtazsou) metédou, postavenou na fyzikdlnom prin-
cipe potencnej energie. Namiesto zavadzania dani pre konkrétne operacie, alebo casti datovej
struktary budeme reprezentovat predplatentt sumu ako potencial, ktory moéze byt pouzity pri
neskorsich operaciach. Potencial je funkciou celej datovej struktury.

Nech D; oznacuje nasu datova Struktaru po ¢ operaciach a nech ®; oznacuje jej potencial. Ako
¢; ozna¢me aktuédlnu cenu i-tej operécie (ktora transformuje D;_; na D;). Potom amortizovana
cena i-tej operacie, oznacena ako a;, je definovand ako aktualna cena plus celkovd zmena v
potenciali:

’aizci‘f‘q)i_q)i—l‘

Celkovd amortizovana cena n operacii je potom stucet ich aktualnych cien a celkovej zmeny

v potenciali:
n

n n

Zai = Z(Cz + & —®iq) = Zci + @ — Do
i=1 i=1 i=1

NaSou tlohou je definovat potenént funkciu tak, aby &g = 0 a ®; > 0 pre vsetky ¢. Ak sa

nam to podari, celkova aktualna cena Iubovolnej postupnosti operécii nebude viiésia nez celkové

amortizované cena:
n n

n
Zci:Zai—@n SZal
i=1

i=1 =1

Pre nas priklad s bindrnym pocitadlom definujeme potencial ®; po i-tom volani INKRE-
MENTUJ rovny poc¢tu bitov s hodnotou 1. Na zaciatku st vSetky bity nulové, preto &g = 0 a
zrejme ®; > 0 pre vSetky ¢ > 0, ¢ize mame korektne definovani potenéna funkciu. Aktualnu
cenu volania INKREMENTUJ, ako aj zmenu potencidlu mdZeme popisat pomocou poétu bitov
preklopenych na 1 a poc¢tu bitov preklopenych na 0.

¢; = pocet bitov preklopenych z 0 na 1 + pocet bitov preklopenych z 1 na 0
®; — ®;_1 = pocet bitov preklopenych z 0 na 1 — pocet bitov preklopenych z 1 na 0

! Ciernou farbou zvykni Gétovnici oznacovat zisk (kladné &isla) a Gervenou stratu (zaporné &isla)
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Amortizované cena i-teho volania INKREMENTUJ teda je
a; = ¢+ ®; — ;1 = 2 X pocet bitov preklopenych z 0 na 1

KedZe v jednom volani INKREMENTUJ sa zmeni len jeden bit z 0 na 1, amortizovana cena
INKREMENTUJ je 2.

Potenéna metdda:

Je dané potencné funkcia datovej Struktiry, ktora je na zaciatku nulova a v ce-
lom priebehu vypoctu nezdpornd. Amortizované cena operécie je jej aktualna
cena plus zmena v potenciale.

Pre tento konkrétny priklad je potencidl rovny celkovej sume neminutych dani zaplatenych
pri zdanovacej metdde, Cize nas neprekvapi, ze dostdvame rovnakit amortizovan cenu. Vo vse-
obecnosti vSak nemusi existovat vhodn4 interpreticia potencidlu pomocou ,dani‘. Rozne pote-
néné funkcie davaju rozne amortizované odhady casu. Ktora je t4 najlepsia? Dobra potencéna
fukcia by mala pocas rychlej/lacnej operacie len o malo narast a pocas pomalej/drahej opera-
cie o vela klesnit. Nanestastie neexistuje ziaden vSeobecny postup, ako sa dopracovat k dobrej
potencnej funkcii — ostdva ndm len sa s tym trochu pohrat a skiSat rozne moznosti.

6.3 Posun v oboch smeroch

Predstavme si, ze potrebujeme binarne podéitadlo, ktoré by sa dalo efektivne inkrementovat aj
dekrementovat. Standardné binarne podcitadlo sa pouzit neda, dokonca ani v amortizovanom
zmysle, pretoze zmena z hodnoty 2* na hodnotu 2¥ — 1 a spif nés stoji ¢as ©(k) na operaciu.

Sikovne to moZzeme vyriesit tak, ze budeme reprezentovat hodnotu poéitadla ako dvojicu
bindrnych refazcov (P, N), kde pre kazda poziciu i v refazcoch plati, Ze najviac jeden z bitov P]i]
a N[i] je rovny 1. Aktudlna hodnota pocitadla bude rovna rozdielu éisel, ktorych bindrne zapisy
st prave retfazce P a N, symbolicky P — N. Algoritmy na inkrementovanie a dekrementovanie
pocitadla potom vyzeraju takto:

INKREMENTUJD(P, N): DEKREMENTUJD(P, N):
10 10
while P[i] =1 while N[i] =1
P[i] <0 N[i] <0
t—1t+1 1—1+1
if N[i] =1 if Pli] =1
N[i] <0 P[i] <0
else else
Pli] — 1 Nli] « 1

Tu je priklad ¢innosti algoritmu. Vsimnite si, Ze kazdé kladné ¢islo moze byt reprezentované
viacerymi? spdsobmi.

Predpokladajme teraz, ze za¢neme od bodu (0,0) a vykondme postupnost n volani algorit-
mov INKREMENTUJD a DEKREMENTUJD. V najhorSom pripade trva jedna operacia ¢as ©(logn),
no aké je jej amortizovana cena? Nemozeme tu pouzit agregacnii metédu, pretoZe nevieme, ako

2dokonca nekoneéne vela
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P = 10001 P = 10010 P = 10011 P = 10000 P = 10000
N =01100 5% N =o01100 *5t N =01100 % N =01000 —= N =01001 ——
P—N=5 P—N=6 P-N=17 P—N=38 P-N=17

P = 10000 P = 10001

N =01010 X5 N =o01010

P—N=6 P-N=17

Obrazok 6.1: Inkrementovanie a dekrementovanie dvojitého binarneho pocitadla. Zvyraznené su
tie bity, ktoré sa v danom kroku menia.

presne vyzerd postupnost volani algoritmov. Mézeme to ale skisit so zdatiovanim. Nie je tazké
ukézaf (samozrejme, matematickou indukciou), Ze po tom, ¢o nastavime bit P[i], resp. N[i] na
hodnotu 1, musime vykonat aspon 2! operécii (volani algoritmov INKREMENTUJD a DEKRE-
MENTUJD) predtym, nez sa tento bit preklopi naspif na hodnotu 0. Ak teda kazdy bit P[i] aj
Ni] zaplati pri kazdej operacii dani vo vyske 27¢, stale budeme mat dostatok prostriedkov na
zaplatenie nakladov nasledujicej operacie. Amortizovand cena kazdej operacie je potom najviac

Y227 = 4.

i>0

Este lepsi horny odhad vieme dostat pouzitim potencnej metédy. Definujme potencial ®;
ako celkovy pocet jednotkovych bitov v oboch refazcoch P a N po i operaciach. Podobne ako
v predoslej casti mame

¢; = pocet bitov preklopenych z 0 na 1 + pocet bitov preklopenych z 1 na 0
®; — ®;_1 = pocet bitov preklopenjych z 0 na 1 — pocet bitov preklopenych z 1 na 0,

a preto
a; = 2 X pocet bitov preklopenych z 0 na 1.

Kedze kazda operécia preklopi najviac jeden bit na 1, amortizovanéd cena i-tej operacie je
473 § 2.

6.4 Ulohy

1. Dokézte, Ze kazdé nezaporné celé ¢islo sa da zapisat v tvare Y, 2%, kde indexy i st navzdjom
rozne nezaporné celé ¢isla. Napriklad: 14 = 23 + 22 + 21, 41 = 25 4 23 4 20,

2. Dokéazte kone¢nost algoritmu INKREMENTUJ, ak je jeho vstupom konecné pole B.
3. Dokéazte, ze algoritmus INKREMENTUJ preklopi zakazdym prave jeden bit z 0 na 1.

4. Upravte dvojité binarne pocitadlo tak, aby podporovalo novi operaciu ZNAMIENKO, ktord
rozhodne, ¢i ¢islo ulozené v pocitadle je kladné, zaporné alebo nulové. Amortizované cena
inkrementovania a dekrementovania pocitadla musi zostat konstantna.

(Pomécka: Ak P pozostava z p vyznamnych bitov a N z n vyznamnych bitov, tak ma
rozdiel p —n vzdy rovnaké znamienko ako P — N. Napriklad ak P = 17 = 100012 a N = 0,
tak p =5 an = 0. Ako si vSak pamitat p a n?)

5. Kazdé celé ¢islo budeme namiesto mocnin dvojky reprezentovat ako stucet Fibonacciho
éisel. Inymi slovami, namiesto pola bitov budeme pracovat s polom fitov, kde i-ty fit
zodpovedd tomu, ¢ do suétu zahrnieme i-te Fibonacciho éislo F;. Napriklad retfazec fitov
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101110 odpoveda ¢islu Fg+ F4+F3+Fo = 8+ 3+ 241 = 14. Popiste algoritmus, ktorym
bude moZné inkrementovat a dekrementovat refazec fitov v konStantnom amortizovanom
case.

.....

6. V Chicagu je vela vysokych budov, no len niektoré z nich maji dobry vyhlad na Michi-
ganské jazero. Predpokladajme, Ze mame dané pole A[l..n]|, v ktorom st ulozené vysky
n budov jednej ulice v poradi zo zdpadu na vychod. Budova ¢ mé dobry vyhlad na jazero
len vtedy, ak vSetky budovy na vychod od budovy 7 st nizsie ako ona. Nizsie je uvedeny
algoritmus, pomocou ktorého je mozné rozhodnut, ktoré budovy maji dobry vyhlad na
jazero. Pouzitim zdanovacej metody amortizovanej analyzy ohrani¢te amortizovany cas
potrebny na vykonanie jedného cyklu. Aky je celkovy ¢as vypoctu algoritmu?

DOBRYVYHLAD(pole A[l..n]):
S « prazdny zasobnik
fori —1ton
while (S nie je prazdny a A[i] > A[S.top])
Pop(95)
PusH(S, )
return S




Kapitola 7

Najkratsie cesty v grafe

7.1 Najkratsie cesty z daného vrchola

7.1.1 Uvod

V tejto casti budeme pracovat s nasledujicim problémom:

Problém najkratSej cesty v grafe:

Pre dany orientovany graf G = (V,FE) s vahami w(e),e € E na hranach
a dvomi vyznacenymi vrcholmi s, € V' néajdite najkratsiu orientovaniu cestu
z vrchola s do vrchola ¢.

Nasou tlohou teda je najst v grafe G orientovani cestu P za¢inajicu vo vrchole s (zdroji)
a konciacu v t (cieli), ktord minimalizuje funkciu

ecP

Prikladom moze byt jednoduchy ,dopravny* problém: Préve skoncila ve¢erné prednaska, zvy-
Sok partie uz ¢aké v centre mesta a my sa k nim chceme dostat autom ¢o najrychlejsie. MéZeme
si predstavit graf, ktorého vrcholy st krizovatky nasho mesta, hrany zodpovedaji uliciam medzi
nimi a vdhy ¢asom, za aky sme schopni prejst tieto ulice. Hrany grafu st orientované, kedze v
meste mame aj jednosmerné ulice, pripadne prejdenie ulice v jednom smere moze trvat iny cas,
nez jej prejdenie v opa¢nom smere.

V zjednoduSenom pripade ako dlzku cesty P uvazujeme pocet hran na nej. Tomu vsak
zodpovedd vazena verzia, kde polozime vSetky vahy w(e) = 1. Naopak, vo vSeobecnom pripade
mozeme uvazovat dokonca aj so zapornymi vahami na hranach. Tie ndm ale trochu skomplikuju
situaciu: ak v grafe existuje zaporny cyklus!, tak tam nemusi vZdy existovat najkratsia cesta
(vid obrazok 7.1). Presnejsie, najkratsia orientovana cesta z s do t existuje prave vtedy, ak v
grafe existuje aspon jedna orientovana cesta z s do t a zaroven sa ziadna takato cesta nedotyka
zaporného cyklu (vid obrazok 7.2). Ak by sme totiz mali zdporny cyklus majici neprézdny
prienik z nejakou cestou z s do ¢, prejdenim po ceste P plus opakovanym prechiddzanim tohoto
cyklu vieme vytvorit stale kratSie a kratsie cesty z s do t.

Kazdy zndmy algoritmus riesiaci problém najkratsej cesty zaroven (z vii¢Sej Casti) riesi aj
nasledujici vSeobecnejsi problém najdenia najkratsich ciest z jedného zdroja:

1Cyklus C volame zdporng, ak je zaporny stcet vah jeho hran, t. j. Y eec w(e) <0.
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Obréazok 7.1: Najkratsia cesta z s do t.
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Obrazok 7.2: Kvoli zapornému cyklu 1 — 4 — 2 — —9 neexistuje najkratsia cesta z s do t.

Problém najkratSich ciest z jedného zdroja (vrchola) v grafe (problém NCJV):

Pre dany orientovany graf G = (V,E) s vdhami w(e),e € E na hranach
a vyznacenym vrcholom s € V najdite najkratsie orientované cesty z vrchola
s do vSetkych ostatnych vrcholov grafu G.

.....

vrchole s, ktory obsahuje vSetky hladané orientované cesty (vid obrazok 7.4). Lahko vidiet, ze
ak st najkratsie cesty jednoznac¢né, musia tvorit strom. Na overenie tohto faktu si staci uvedo-
mif, ze kazda podcesta najkratsej cesty je tieZ najkratsia cesta? Ak existuje z s do niektorého
vrchola viacero najkratsich ciest, vzdy vieme zvolit jednu cestu do kazdého vrchola tak, aby ich
zjednotenie tvorilo strom (vid obrazok 7.3). Ak existuji najkratsie cesty z s do dvoch vrcholov
u a v, ktoré sa rozdelia, potom spoja a zas rozdelia, vzdy vieme jednu z nich modifikovat tak,
aby sa tieto dve cesty rozdelovali len raz.

Stromy najkratsich ciest st zvycajne odlisné od kostry minimélnej vahy. Hlavnym dévodom
je, Zze graf ma zvycéajne jedinti miniméalnu kostru®, no stromy najkratsich ciest st zvyéajne rézne
pre iné vrcholy.

Vsetky algoritmy popisané v tejto kapitole je mozné po malych tpraviach pouzit aj na jed-
noduché grafy. Najdolezitejsie je oSetrit (explicitne zakazat) opakované prechody tam a spif po
tej istej hrane zapornej vahy.

V dalsom budme oznacdovat orientovand hranu z v do v symbolom u — v a orientovani cestu
z u do v symbolom u ~ v.

2Problém najkratsej cesty, rovnako ako mnoho dalsich optimalizaéngch problémov, spliia princip suboptimality.
3Jednoznac¢nost minimalnej kostry nam zarucia napriklad navzajom rézne vdhy hran.
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Obréazok 7.3: Ak s -t —-u—>v—oc—was—t—a— b— c— dsidve najkratsie cesty,
tak je najkratSou cestouaj s -t —u—v —c—d.

Obrazok 7.4: Kostra minimélnej vdhy a strom najkratsich ciest (s korefiom v najlavejSom vr-
chole) rovnakého grafu.

7.1.2 Algoritmus pre problém NCJV

Existuje viacero roznych algoritmov pre problém NCJV, no vSetky st viac ¢i menej len modi-
fikdciami jedného vSeobecného algoritmu, ktory ako prvy navrhol Ford v roku 1956 a nezavisle
od neho aj Dantzig v roku 1957%. V kazdom vrchole grafu st ulozené dve hodnoty, ktoré induk-
tivnym spdsobom popisuji najkratsiu predbezni cestu z vrchola s do vrchola v:

e dist(v) je dlzka najkratej predbeznej s ~ v cesty (ak takito cesta neexistuje, polozime
hodnotu dist(v) rovni oo).

e pred(v) je predchodcom vrchola v v najkratSej predbeznej s ~ v ceste (ak takito cesta
neexistuje, polozime hodnotu pred(v) rovnt Null).

Smerniky na predchodcov automaticky urcuja tzv. strom najkratsich predbeznych ciest. Pre
vrchol s mame dist(s) = 0 a pred(s) = Null. Pre vSetky ostatné vrcholy v # s nastavime
pociato¢né hodnoty dist(v) = 1 a pred(v) = Null, pretoZe eSte nepozname ziadnu (predbezni)
§ ~ v cestu.

Hranu u — v nazyvame volnd, ak dist(u) + w(u — v) < dist(v). Ak je hrana v — v volna,
potom je najkratsia predbeznd cesta s ~ v nespravna, kedze cesta s ~ u — v je od nej kratsia.
Vseobecny algoritmus postupuje tak, ze opakovane hlada volné hrany v grafe a napina ich:

4Dantzig ukazal, ako sa d4 problém najkratsej cesty formulovat ako tloha linedrneho programovania, a nasledne
popisal, ako interpretovat jednotlivé kroky simplexovej metédy v péovodnom grafe. Jeho interpretacia bola de—
facto totozna s Fordovym relaxa¢nym pristupom.



7.1 Najkratsie cesty z daného vrchola 86

NAPNI(u — v) :
dist(v) « dist(u) + w(u — v)
pred(v) «— u

Akonéhle uz v grafe nemame volné hrany, algoritmus kon¢i a dostavame strom najkratsich (teraz
uz nie predbeznych) ciest.

Spravnost algoritmu vyplyva z nasledujtcich jednoduchych faktov:

1. Ak dist(v) # oo, tak je dist(v) rovné celkovej vahe refaze predchodcov konciacej sa vo
vrchole v:
s — -+ — pred(pred(v)) — pred(v) — v.

Da sa to Tahko ukazat matematickou indukciou podla poc¢tu uvolnenych hrén.

2. Ak algoritmus skon¢i, potom dist(v) < w(s ~ v) pre kazda cestu s ~ v. Toto sa da tiez
lahko ukézat matematickou indukciou, tentokrat podla podtu hran v ceste s ~ v.

3. Algoritmus skonéi prave vtedy, ak v grafe neexistuje ziaden zaporny cyklus dosiahnutelny
z vrchola s. V jednom smere je to lahké: ak by existoval dosiahnutelny zdporny cyklus,
tak po napnuti prvej hrany cyklu bude cyklus stéle obsahovat asponi jednu volni hranu.
Opacnd implikécia vyplyva z faktu, Ze kazdé napnutie hrany bud zmensi pocet vrcholov
s dist(v) = oo o 1, alebo znizi stcet dizok najkratsich ciest o rozdiel medzi vdhami dvoch
hran.

Este sme si nepovedali ni¢ o tom, ako urcit, ktoré hrany je potrebné uvolnit a v akom poradi
ich uvoltiovat. Aby sme si to trochu zjednodusili, spresnime jemne nas vSeobecny uvolnovaci
algoritmus. Pocas vypoctu algoritmu budeme udrziavat batoh s vrcholmi, do ktorého na zaciatku
vlozime len vrchol s. Vzdy, ked vyberieme nejaky vrchol z batoha, prehladdme vSetky z neho
vychadzajice hrany, ¢ niektord z nich nie je volna. NuZ a ked speSne napneme nejak(i hranu
u — v, vlozime jej koncovy vrchol v do batoha. Pritom ten isty vrchol moze byt vyberany
z batoha aj niekolkokrat.

VSEOBECNYNCJV (s) :
INICIALIZUINCJV (s) : INICIALIZUJNCJVV(S)
. B — B U {s} (vloz s do batoha)
dist(s) <0 .
while B # ()
pred(s) «— Null ol u e B

B « ) (za¢neme s prazdnym batohom)
for all v # s

dist(v) < oo

pred(v) < Null

B «— B\ {u} (vyber u z batoha)
for all u — v
if hrana u — v je volné
NAPNI(u — v)
B — B U {v} (vloz v do batoha)

Batoh B v algoritme VSEOBECNYNCJV mézeme implementovat pomocou niekolkych déa-
tovych struktiar. Skusif mozeme napriklad haldu, zdsobnik ¢ rad. Ind datova Strukttra potom
zodpovedd algoritmu s inymi charakteristikami. Ak by sme pouzili zdsobnik, v najhorSom pri-
pade by sme boli niiteni vykonat az ©(2!V1) uvomeni hran (vid tloha 1). Ostatné dve moznosti
st omnoho efektivnejsie.
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7.1.3 Dijkstrov algoritmus

Ak implementujeme batoh B v algoritme VSEOBECNYNCJV pomocou haldy®, v ktorej bude
kIt¢om vrchola hodnota dist(v), ziskame algoritmus, ktory ako prvi publikovali Leyzorek, Gray,
Johnson, Ladew, Meaker, Petry a Seitz v roku 1957 a neskoér ho nezavisle objavil Edsger Dijkstra
v roku 1959. Velmi podobny algoritmus popisal aj Dantzig v roku 1958.

Dijkstrov algoritmus funguje len za predpokladu, ze graf neobsahuje hrany zapornej vahy.
Vrcholy z batoha B st vyberané podla ich kItéa — stéle sa zvoli vrchol s maximélnou hodnotou
dist(v).

DuKSTRANCIV(s) :
INICIALIZUINCJV (s)
B — B U {s} (vloz s do batoha)
while B # ()

zvol u € B, pre ktoré dist(u) = Hliél dist(v)
ve

B — B\ {u} (vyber u z batoha)
for all u — v
if hrana u — v je volna
NAPNI(u — v)
B — B U {v} (vloz v do batoha)

Nie je tazké ukazat (indukciou, vid tloha 2), ze algoritmus DIJKSTRANCJV prechadza vr-
choly w v poradi rasticej dlzky najkratsej s ~ w cesty. Z tohto vypljva, Ze kazdy vrchol je
prehladdvany najviac raz, a teda aj kazda hrana je uvolfiovand v priebehu algoritmu najviac
raz. KIt¢om kazdého vrchola w v halde je jeho predbezné vzdialenost od s, takZe pri kazdom
uvolneni hrany je treba nad haldou B vykonat operdciu ZMENSIKLUCG(w). Tychto operacii sa
vykona najviac |E|. Kazdy vrchol sa do haldy vklada aj vyberd z nej najviac raz, preto potre-
bujeme najviac |V| operéacii VLOZ(w) a VYBERMIN(w)®. Existuje viacero implementacii haldy,
ktoré minimalizuji vypoétovi zlozitost tychto operécii (AVL stromy, red-black stromy, vyskovo-
vyvazené stromy, vahovo-vyvazené stromy, B-stromy, stromohaldy, ndhodné binarne vyhlada-
vacie stromy, skip-zoznamy, Fibonacciho haldy a mnohé dalsie). Ak teda pouZijeme napriklad

Fibonacciho haldu, vypoétova zlozitost Dijkstrovho algoritmu bude ’ O(|E| + |V]log |V]) ‘

Pri predchédzajicej analyze vypoctovej zlozitosti sme predpokladali, ze Zziadna z hran nema
zapornu vahu. Dijkstrov algoritmus v tej forme, v akej sme ho uviedli, funguje spravne aj v
orientovanych grafoch obsahujicich hrany zapornej vahy a najde najkratsie cesty z daného
zdroja. AvSak jeho vypoctova zlozitost moéze byt v najhorsom pripade az exponencidlna (vid
uloha 3).

7.1.4 Bellmanov-Fordov algoritmus

Ak nahradime v Dijkstrovom algoritme haldu pomocou radu, dostaneme algoritmus, ktory ako
prvy publikoval Shimbel v roku 1955, neskér ho nezavisle objavil Moore v roku 1957, Wood-
bury a Dantzig v roku 1957 a Bellman v roku 1958. KedZe jeho posledny objavitel Bellman
pouzil myslienku napinania hran, ktort navrhol Ford v roku 1956, zvykneme tento algoritmus

SDefiniciu haldy, ako aj operécii VLOZ, VYBERMIN a ZMENSIKL.UC nad haldou, je mozné najst v N. Dale, D.T.
Joyce, Ch. Weems. Object Oriented Data Structures Using Java. Jones and Bartlett Publishers, Massachusetts,
2002, alebo v [ ]

6Vystacime si aj s menej veobecnou operaciou VYBERMIN(w), pretoze vieme, Ze algoritmus DIJKSTRANCJV
vybera z batoha B prvok s najmensim klic¢om.
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Obrazok 7.5: Priebeh vypoctu Dijkstrovho algoritmu na grafe bez hran zapornej vahy. Fareb-
ne su zvyraznené vrcholy, ktoré sa prave nachadzaji v batohu, tuénou kruznicou je oznaceny
prave presktimavany vrchol. Zvyraznené hrany zodpovedaji postupne sa vytvarajicemu stromu
najkratsich ciest.

oznacovat ako ,Bellmanov-Fordov‘ algoritmus. Bellmanov-Fordov algoritmus funguje korektne
aj v pripade, ak graf obsahuje hrany so zapornou vahou a pomocou neho mézme ryjchlo rozhod-
nat o existencii zdpornych cyklov. No ak v grafe zdporné hrany nie si1, Dijkstrov algoritmus je
rychlejsi.

Najlahsim sposobom, ako analyzovat algoritmus, je rozdelif jeho vykondvanie do niekolkych
faz. Na zaciatku vlozime do radu zdroj s a za neho pomocni znacku. Kazda faza postupne
prechddza vrcholy v rade a konéi sa v okamihu, ked narazi na znac¢ku (medzitym moze pridavat
dalsie vrcholy na koniec radu). Po ukonéeni fazy sa na koniec radu opét vlozi pomocné znacka.
Algoritmus sa konéi v okamihu, ked v rade nie st Ziadne vrcholy, len pomocné znacka (vid
obrazok 7.6). Matematickou indukciou je mozné ukazat platnost nasledujiceho invariantu (vid
uloha 4):

Po vykonani i-tej fazy Bellmanovho-Fordovho algoritmu pre kazdy vrchol v €
V plati: dist(v) je mens$ia alebo rovna dlzke najkratsej s ~ v cesty obsahujticej

nie viac ako 7 hran.

Ziadna najkratsia cesta neprechadza viac nez vSetkymi vrcholmi. Preto nas algoritmus bud
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Obrazok 7.6: Priebeh vypoc¢tu Bellmanovho-Fordovho algoritmu. Vrcholy a pomocné znacka ©
st ukladané do radu v poradi s @ a fe © bd f © ced © d e © ©. Farebne st zvyraznené
vrcholy nachadzajuce sa v rade na konci kazdej fazy. Zvyraznené hrany zodpovedaji postupne
sa vytvarajucemu stromu najkratsich ciest.
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skon¢i najneskor vo |V|.-tej faze, alebo v opa¢nom pripade musi v grafe existovat zaporny cyklus.
V kazdej faze prechadzame kazdy vrchol najviac raz, preto jednu fazu vieme vykonat v ¢ase
O(|E]|). Celkova vypoctova zlozitost algoritmu je potom |O(|V] - |E|) |

Ked uz vieme, ako pracuju jednotlivé fazy Bellmanovho-Fordovho algoritmu, mézme si ho
vyrazne cely zjednodusit. Namiesto pouzivania radu, ktorym nepriamo prehladavame graf do
Sirky, mozeme prezerat zoznamy okoli vrcholov a pokusat sa uvolfiovat kazdd hranu v grafe.

BELLMANFORDNCJV (s) :
INICIALIZUINCJV (s)
repeat |V |-krat

for all u — v
if hrana u — v je volné
NAPNI(u — v)
for all u — v
if hrana u — v je volna
return Zaporny cyklus!

V takomto tvare je Bellmanov-Fordov algoritmus uvadzany vo vicsine ucebnic. Vypoctova
zlozitost O(|V| - |E|) by mala byt uz zrejma, no ¢o korektnost? Aj tu si vSak lahko pomozeme,
ak pomocou matematickej indukcie ukazeme platnost uz spominaného invariantu (vid tloha 4).

7.2 Najkratsie cesty medzi vSetkymi dvojicami vrcholov

7.2.1 Definicia problému

V predchéadzajicej casti sme si ukézali algoritmus na najdenie najkratsej cesty zo zdroja s do
ciela t v orientovanom grafe. Uk4zalo sa, Ze najlepsi algoritmus pre tento problém v skutoc¢nosti
najde najkratsie cesty zo zdroja s do vsetkych ostatnych vrcholov grafu a zostroji tzv. strom
najkratsich ciest. V strome najkratsich ciest s v kazdom vrchole ulozené dve informacie:

e dist(v) je dizka najkratsej s ~ v cesty (ak takéato cesta existuje).

e pred(v) je predposledny vrchol na najkratsej s ~ v ceste (ak takyto vrchol a cesta exis-
tuja).

V tejto casti bude nasim ciefom vyriesit zovSeobecneny problém najkratSej cesty:

Problém najkratsich ciest medzi vSetkymi dvojicami vrcholov v grafe:

Pre dany orientovany graf G = (V, E') s vahami w(e), e € E na hranach najdite
najkratsiu orientovani cestu z kazdého mozného zdroja s do kazdého mozného
ciela t.

Pre kazda dvojicu vrcholov u a v teda chceme vypocitat hodnoty dist(u,v) a pred(u,v),
kde:

e dist(u,v) je dizka najkratsej u ~» v cesty (ak takato cesta existuje).

e pred(u,v) je predposledny vrchol na najkratSej u ~ v ceste (ak takyto vrchol a cesta
existuju).
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Pre kazdy vrchol v zrejme plati dist(v,v) = 0 a pred(v,v) = Null. Ak najkratsia cesta z u do
v pozostava len z jedinej hrany, tak dist(u,v) = w(u — v) a pred(u,v) = u. Ak medzi vrcholmi
u a v neexistuje najkratsia cesta (bud neexistuje ziadna cesta, alebo mame zaporny cyklus), tak
dist(u,v) = oo a pred(u,v) = Null.

Vystupom z nasho algoritmu pre najkratsie cesty bude dvojica tabuliek rozmeru |V| x |V|
obsahujiica vietkych |V|? vzdialenosti a |V|? predchodcov. Nie¢o podobné je mozné nijst na
automapach — ak chceme zistit vzdialenost medzi dvoma mestami, sta¢i najst riadok zodpo-
vedajici prvému mestu, stipec zodpovedajici druhému mestu a v ich prieseéniku sa nachadza
hladand vzdialenost. V dalSom si ukéZeme, ako ndjdeme tabulku vzdialenosti, pretoze tabulku
predchodcov, podla ktorej vieme urcit samotné najkratSie cesty, vieme nédjst pomocou malej
modifikicie algoritmu pre tabulku vzdialenosti.

7.2.2 Vsetky cesty z kazdého zdroja

Jednoduchym a priamociarym rieSenim, ktoré nevyzaduje hlbsiu tivahu, je najst vSetky najkrat-
Sie cesty spustenim algoritmu na najdenie najkratsich ciest z daného vrchola postupne pre kazdy
vrchol s € V. DIzky najkratsich ciest budeme postupne ukladat do tabulky dist[1..|V|][1..|V]],
pri¢om jedno spustenie naplni jeden riadok dist[s|[] tabulky a mézeme ho realizovat Dijkstrovym
alebo Bellmanovym-Fordovym algoritmom so zdrojom s.

JEDNODUCHYNCVV (s) :
pre kazdy vrchol s
dist[s]]] < <ALGORITMUS>NCJV (s)

Vypoctova zlozitost algoritmu JEDNODUCHYNCV'V zavisi od toho, ktory algoritmus na néj-
denie najkratsich ciest z daného vrchola pouzijeme na mieste volania <ALGORITMUS>NCJV(s).
Ak pouzijeme BELLMANFORDNCJV (s), celkova zlozitost bude O(|V[2|E|) € O(|]V|*). Ak ale
vieme, Ze vahy hran si nezdporné, modzeme pouzit Dijkstrov algoritmus, ktory ndm znizi vypo-

¢tovi zlozitost na O(|V| - |E| + [V [*log|V]) C O(|V[?).

7.2.3 Prepocitanie vah

Vidime, Ze s nezdpornymi hranami si vieme poradif rychlejsie. Co ak ale mame v grafe aj
hrany so zédpornou vdhou? Mnohych okamzite napadne nasledujici postup: skiisme navysit vahu
vSetkych hran o rovnakt velkost tak, aby vSetky boli nezdporné a potom pouZijme algoritmus
JEDNODUCHYNCVV v kombinécii s Dijkstrovym algoritmom. Nanestastie vSak tato jednoduché
myslienka nefunguje. DIzky ciest s réznym po¢tom hran sa tymto postupom zvicsia o rozne
hodnoty, ¢o spdsobi, Zze najkratSia cesta v zmenenom grafe uz nemusi zodpovedat najkratsej
ceste v povodnom grafe (vid obrazok 7.7).

Nastastie existuje fungujica (aj ked komplikovanejsia) metéda, ako sa zbavit zapornych vah
na hranach. Priradme ku kazdému vrcholu v jeho cenu ¢(v), ktord méze byt kladna, zadporna ba
i nulova a definujme novi funkciu vah w’ takto:

w'(u — v) = c(u) + wlu — v) — c(v). (7.1)

Aby sme si to trocha priblizili, predstavme si, ze vzdy, ked cesta opusta vrchol u, musime zaplatit
vystupny poplatok c(u), a vidy, ked cesta vstupuje do vrchola v, dostaneme vstupny bonus c(v)
(alebo wvstupni dani —c(v)). Teraz uz nie je tazké ukazaft, ze najkratsie cesty v grafe s funkciou
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Obrézok 7.7: Ak navysime vahu vSetkych hran o 2, zmeni sa najkratsia s ~ t cesta.

vah w' st presne tie isté, ako najkratsie cesty v grafe s povodnou funkciou vah w. Pre kaZdu
u ~ v cestu totiz mame
w'(u~v) = c(u) + wlu~ v) — c(v).

(Zaplatime vystupny poplatok c(u) plus povodni vdhu cesty minus vstupny bonus c(v). V
kazdom vnatornom vrchole x cesty u ~ v dostaneme vstupny bonus c¢(z) ktory ale obratom
zaplatime vo forme vystupného poplatku!)

7.2.4 Johnsonov algoritmus

Johnsonov algoritmus pre najdenie najkratsich ciest medzi vSetkymi dvojicami vrcholov hladé
také ceny c(v) vrcholov, aby po zmene védh podla 7.1 mali vSetky hrany nezdporné vahy.

Predpokladajme, ze v grafe existuje vrchol s, z ktorého sa da dostat po orientovanej ceste do
kazdého dalsieho vrchola. Johnsonov algoritmus néjde najkratsie cesty z vrchola s do vsetkych
ostatnych vrcholov pouzijuc algoritmus BELLMANFORDNCJV (ktorému neprekaza, ak sa vahy
niektorych hrén zaporné) a nasledne polozi

c(v) = dist(s,v),
¢ize nové vahy pre jednotlivé hrany budua
w'(u — v) = dist(s,u) + w(u — v) — dist(s,v).

Preco su vSetky tieto nové vahy nezdporné? Pretoze ak by neboli, algoritmus BELLMAN-
FORDNCJV by neskonéil! Spomenme si, ze hrana u — v je volna, ak dist(s,u) + w(u — v) <
dist(s,v), a ze algoritmy pre problém vSetkych najkratsich ciest z jedného vrchola eliminuju
vSetky volné hrany. Jedinou vynimkou je pripad, ak v grafe existuje zaporny cyklus, no v takom
pripade najkratsie cesty nie su definované a Johnsonov algoritmus sa vtedy jednoducho skondi.

Co vsak v pripade, ak v grafe neeristuje vrchol s, z ktorého sa da dostat po orientovanej
ceste do kazdého dalsieho vrchola? Nezavisle od toho, v ktorom vrchole by sme zacali algoritmus
BELLMANFORDNCJV, niektoré z cien vrcholov by boli nekonecné. Johnsonov algoritmus sa
tomuto problému elegantne vyhne tak, Ze Zze do grafu pridd novy vrchol s spolu s hranami
nulovej vahy z vrchola s do vSetkych ostatnych vrcholov grafu (ale ziadne hrany iduce do vrchola
s). Tato modifikacia grafu nezmeni ziadnu z najkrat$ich ciest medzi povodnymi parmi vrcholov,
pretoze v modifikovanom grafe neexistuje Ziadna cesta veduca do vrchola s.

Johnsonov algoritmus je v plnej paradde uvedeny na obrazku 7.8.

Pridanie pomocného vrcholu s na zaciatku algoritmu vyzaduje ¢as O(|V|), jedno spustenie
algoritmu BELLMANFORDNCJV vyzaduje ©(|V| - | E|), prepocet vah w na w’ vyzaduje O(|E|)
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JOHNSONNCVV(G = (V, E),w) :
G — G+ {s}
foralveV
w(s = v) <0
w(v — 8) «— +o0
dist[s][] < BELLMANFORDNCJV (s)
if najdeny cyklus zapornej vahy
STOP
foralu v e FE
w'(u — v) = dist[s][]] + w(u — v) — dist[s][v]
foralu e V
dist[s][] < DIIKSTRANCJIV (s)
forallveV
distlu][v] « dist[u][v] — dist[s][u] + dist]s][v]

Obrazok 7.8: Johnsonov algoritmus pre najdenie najkratsich ciest medzi vSetkymi dvojicami vrcholov.

a vykonanie |V| vypoctov algoritmu DIJKSTRANCJIV vyzaduje éas O(|V| - |E| + |[V]?1log |V]).
Celkova vypoctova zlozitost je potom |O(|V |- |E| + [V|?log |V]) |

7.2.5 Dynamické programovanie

Ak sa do problému néajdenia najkratSich ciest medzi vSetkymi dvojicami vcholov pustime na-
strojmi dynamického programovania, dostaneme sa k tiplne odlisnému rieseniu, ako sme uviedli
v predchadzajucej ¢asti. RieSenie metédou dynamického programovania sice pre husté grafy s
|E| € O(]V]?) vedie k rieseniu s asymptotickym vypoctovym ¢asom O(|V|?), rovnakym ako pri
Johnsonovom algoritme, avsak dynamicky algoritmus bude omnoho jednoduchsi. Novy algorit-
mus nevyuziva Dijkstrov algoritmus, ktorého efektivnost je zaloZzend na Fibonacciho haldéch,
a tie st samé osebe dost komplikované na implementaciu.

V dalsom budeme predpokladat, ze vstupny graf neobsahuje cykly zapornej vahy
(hrany zépornej vahy priptustame; detekcia zapornych cyklov sa da realizovat mensou tpravou
dynamického algoritmu).

Uz vieme, ze pri algoritmoch dynamického programovania je nevyhnutna rekurzivna formu-
lacia problému. Jeden z , prirodzenych® rekurentnych vztahov pre dist(u,v) je nasledovny:

4 0, ak u = v,
.St = . . .
ist(u, v) min (dist(u, z) + w(zx — v)) inak,
eV
Inymi slovami, ak chceme najst najkratsiu cestu z u do v, potrebujeme prejst vSetkych moznych
predchodcov z na moznej u ~ v ceste, ur¢it dizku najkratsej cesty z u do = a potom k nej
pridat poslednt hranu x — v. Takyto rekurentny vztah vSak nemdze fungovat! Ak by sme chceli
vypocitat hodnotu dist(u,v), museli by sme najprv urcit hodnoty dist(u,x) pre vietky ostatné
vrcholy © € V. Na vypocet dist(u,x) vSak najprv potrebujeme vypocéitat dist(u,v), ¢im sa
dostavame do nekonec¢ného cyklu!

Aby sme sa tomuto nekoneénému zacykleniu vyhli, potrebujeme zaviest dalsi parameter,
ktory by sa postupne v kazdej iteracii rekurzie znizoval, az by sme dosli k jeho nulovej hodnote
(ktord by bola popisana vhodnou poc¢iatoénou podmienkou). Jednou z moznosti je polozit tento
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treti parameter rovny poc¢tu hran na najkratsej ceste. Definujme teda dist(u,v,k) ako dlzku
najkratsej cesty z vrchola u do vrchola v, ktord pouziva najviac k hran. Zrejme kazdé najkratsia
cesta medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi pouziva najviac |V|—1 hran, a teda to, ¢o potrebujeme
vypocitat, je hodnota dist(u,v,|V] —1).

Po mensej tivahe Tahko odvodime nasledujici rekurentny vztah:

0, ak u = v,
dist(u,v, k) = ¢ +09, akk=0au#uv,

mixr/l (dist(u,z,k — 1) + w(z — v)) inak.

xe

Rovnako ako predchadzajici rekurentny vztah, aj tento prechddza vsetkych moznych pred-
chodcov vrchola v na najkratsej ceste, no tentokrat sa rekurzia kondi, len ¢o je k = 0.

Teraz je uz jednoduché transformovat tento rekurentny vzfah na algoritmus dynamické-
ho programovania. Uz s predstihom vSak mozeme povedat, Ze jeho vypoctova zlozitost bude
O(|V[*) z jednoduchého ddévodu: pouziva Styri premenné (u, v, k a z), z ktorych kazdd moze
nadobudat |V| rozdielnych hodnot. S vynimkou poéiatoénych podmienok pozostava algoritmus
len zo Styroch vnorenych cyklov. Aby sme zjednodusili zapis algoritmu, predpokladajme, Ze pre
kazdy vrchol v plati w(v — v) = 0.

DYNAMICKEPROGRAMOVANIENCVV (G = (V, E), w) :
foralu e V
forallveV
ifu=w
dist[u][v][0] < O
else
distu][v][0] < 400
for k—1to|V]—1
for all u e V
forallveV
dist[u][v][k] « 400
forallz € V
if distu][v][k] > distu][z][k — 1] + w(z — v)
dist[u][v][k] « dist[u][z][k — 1] + w(z — v)

Samotny vypocet rekurentného vztahu je realizovany v poslednych styroch riadkoch algorit-
mu.

Fakticky je tento algoritms takmer totozny s Bellmanovym-Fordovym algoritmom pre kaz-
dy pociatoény vrchol. Jedinym rozdielom je najvnitornejsi cyklus, v ktorom by v pripade
Bellmanovho-Fordovho algoritmu bolo uvedené ,for all x+ — v € E“. Toto jednoduché itero-
vanie Bellmanovho-Fordovho algoritmu ndm zlepsi vypoctova zlozitost na ©(|V|- (V|- |E])) =

O(|V|? - |E|) | za predpokladu, Ze graf je ulozeny ako zoznam susedov kazdého vrchola.

7.2.6 Rozdeluj a panuj

Stale eSte mozeme dosiahnuf vyrazné zlepsenie. Rekurentny vzfah, ktory sme pred chvilou vy-
uzili, rozdeli najkratsiu cestu na trosku kratsiu cestu a jednu hranu tak, Ze postupne prejde
vsetkych predchodcov koncového vrchola cesty. Skiisme teraz odlisny pristup: Rozdelme cestu
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na dve Casti v prostrednom vrchole cesty. Tomuto pristupu zodpoved4 odlisny rekurentny vztah
pre dist(u,v, k). Opéit, kvoli zjednoduseniu, predpokladajme, ze w(u — u) = 0.

p " w(u — v), ak k=1,
St = . . . .
ist(u, v, k) min (dist(u,z,k/2) + dist(xz,v,k/2)) inak.

BAS

Technickym problémom tohoto rekurentného vztahu je, Ze funguje korektne, len ak je & mocni-
nou dvojky. V opac¢nom pripade by sme sa mohli pokusat najst najkratsiu cestu s necelo¢iselnym
po¢tom hran! To vsak nie je problém, staci, ak vypocitame hodnotu dist(u,v, 2“g|VH), ktora
tiez udava dizku najkratsej cesty z vrchola u do vrchola v. Poéiatoénym pripadom bude k = 1
(cesty dlzky 1 uz nemé zmysel dalej delif).

Odvodit z rekurentného vztahu algoritmus je uz jednoduché. Jeho vypoctova zlozitost bude

O(|V|2log|V]) | - poéitame s |V| réznymi hodnotami pre u, v a x, no len s [lg |V'|[] hodnotami

pre k.

RYCHLEDYNAMICKEPROGRAMOVANIENCVV (G = (V, E), w) :
for all u e V
forallveV
dist[u][v][0] < w(u —v)
for i — 1 to [lg|V]] ((k =2%)
forallu e V
forallveV
dist[u][v][i] « 400
forall z e V
if dist[u][v][i] > dist[u][z][i — 1] + dist[z][v][i — 1]
dist[u][v][i] « dist[u][z][i — 1] 4+ dist[z][v][i — 1]

7.2.7 Floydov-Warshallov algoritmus

Aj nas zrychleny algoritmus RYCHLEDYNAMICKEPROGRAMOVANIENCVYV je stale o nasobok
O(log |V'|) pomalsi, nez Johnsonov algoritmus. Ale sta¢i pouzit trochu ina formulaciu rekurent-
ného vztahu, ktort navrhli Floyd a Warshall, aby sme sa tohoto logaritmického nésobku zbavili.
Podstatou zmeny je pouzit odlisny treti parameter v rekurentnom vztahu.

Ocislujme si vrcholy grafu ¢islami od 1 po |V| (Tubovolne). Pre kazda dvojicu vrcholov u a v
a kazdé celé ¢islo r definujme cestu 7(u, v, r) nasledovne:

m(u,v,r) je najkratsia cesta z vrchola u do vrchola v, ktorej kazdy vnatorny
vrchol je ocislovany ¢islami < r.

Ak je r = 0, cesta nemdze obsahovat ziadne vnutorné vrcholy, ¢ize 7(u,v,0) je totozna
s hranou v — v (ak této existuje). Ak je r > 0, tak cesta m(u,v,r) bud prechadza cez vrchol s
¢islom r, alebo nie. Ak vrchol w s ¢islom r lezZi na ceste 7(u,v,r), rozdeluje ju na dve mensie
(kratsie) cesty u~ w a w ~> v, priCom kazdy vnatorny vrchol na tychto dvoch kratsich cestach
mé ¢islo najviac 7 — 1. Obe tieto cesty st navySe najkratsie mozné spomedzi vSetkych u ~ w
resp. w ~ v ciest obsahujacich vnttorné vrcholy s ¢islom rovnym najviac r — 1, takze to musia
byt prave cesty m(u,w,r —1) resp. w(w,v,r—1). Na druhej strane, ak cesta m(u, v, ) neobsahuje
vrchol s ¢islom 7, tak kazdy jej vnatorny vrchol mé ¢islo najviac r — 1. Z optimality m(u, v, )
potom pre kazdé r > 0 plynie 7(u,v,r) = w(u,v,r — 1).
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vnutorné vrcholy <r —1

vnatorné vrcholy < r
@’V\N\N\N\A/\A/\A/\/@ —

Obrazok 7.9: Rekurzivna struktara ciest 7(u, v, 7).

7 tejto rekurzivnej $truktiry vyplyva pre dizku ciest 7(u, v, r), ktort si oznacime dist(u,v, )
nasledujuci rekurentny vztah:

w(u—)v), akTZO,

7.2
min {dist(u,v,r — 1), dist(u,r,r — 1) + dist(r,v,r — 1)} inak. (7.2)

dist(u,v,r) = {

To, ¢o potrebujeme vypocitat, je dlzka najkratsej cesty z vrchola u do vrchola v bez obmedzenia
na ¢isla vnutornych vrcholov, ¢ize hodnota dist(u,v, V).

PodTa rekurentného vztahu 7.2 vytvoreny algoritmus bude mat vypoéctovi zlozitost | O(|V[3) |

tri premenné u, v a r nadobudaju kazda celoc¢iselné hodnoty z intervalu [1,|V]]. Oznac¢me si eSte
w; vrchol, ktorému je priradené ¢islo r. Algoritmus vyzera nasledovne:

FLOYDWARSHALLNCVV (G = (V, E),w) :
forall u e V
forallveV
distu][v][0] — w(u — v)
for r — 1 to |V|
foralu e V
forallveV
if distlu][v][r — 1] < dist[u][w,][r — 1] + dist[w,][v][r — 1]
1 dist[u][v][r] < dist[u][v][r — 1]
dist[u][v][r] « dist[u][w,][r — 1] + dist[w,][v][r — 1]

7.3 Ulohy

1. Ukéazte, ze pouzitie zasobnika na implementéciu batoha B v algoritme VSEOBECNYNCJV
moze v najhorsom pripade vynutit az @(2"/‘) napnuti hran.

2. Ukézte, ze algoritmus DIJKSTRANCJV prechadza vrcholy w v poradi rasticej dizky naj-
kratsej s ~ w cesty.

3. Ukézte, Ze vypoctova zlozitost algoritmu DIJKSTRANCJV moZe byt na orientovanom
grafe obsahujicom aj hrany zapornej vahy v najhorSsom pripade az exponencialna.

4. Ukéazte, Ze po vykonani i-tej fazy Bellmanovho-Fordovho algoritmu (v oboch uvedenych
verziach) pre kazdy vrchol v € V plati: dist(v) je mensia alebo rovna dizke najkratsej
s ~ v cesty obsahujiicej nie viac ako ¢ hran.
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5. Popiste, ako modifikovat algoritmy JOHNSONNCVV, DYNAMICKEPROGRAMOVANIENCV'V,
RYCHLEDYNAMICKEPROGRAMOVANIENCVV a FLOYDWARSHALLNCVYV tak, aby podi-
tali korektné dizky najkratsich ciest aj v pripade, ak graf obsahuje zaporné cykly. Pres-
nejsie, ak v grafe existuje cesta z vrchola u do zadporného cyklu a odtial dalej do vrchola
v, algoritmus ma vratit dist[u][v] = —oco. Ak neexistuje ziadna orientovana u ~ v cesta,
algoritmus ma vratit dist]u|[v] = +00. V opa¢nom pripade m4 algoritmus poloZit dist[u][v]
rovné dizke najkratSej orientovanej u ~» v cesty.

6. Vahou kostry nazyvame stcet vah vSetkych jej hran. Popiste efektivny algoritmus (naj-
rychlejsi, aky ste schopni zostrojit) ktory pre zadany jednoduchy graf s vdhami na hranach
najde k najlahsich kostier (t. j. kostier s najmensou védhou).

Analyzujte vypoctovi zlozitost vasho algoritmu a dokazte jeho spravnost.

7. Dijkstrov algoritmus moézeme pouzit na hladanie najkrat$ich ciest aj v grafoch, ktoré
obsahuji nejaké hrany so zdpornymi vahami (nesmu tam vSak byt cykly zapornej vahy).
V najhorSom pripade vSak moze Dijkstra so zdpornymi vahami potrebovat na vypodcet
hran nezaporné. Skonstruujte nekoneénu triedu grafov (majacich hrany aj zdpornej vahy),
pre ktoré je asymptoticks vypoctova zlozitost Dijkstrovho algoritmu rovna Q(2/V1).

8. Je chladny a dazdivy vecer a vy sa potrebujete dostat domov z univerzity. Auto nemate
k dispozicii a vonku fika prili§ silny vietor na to, aby ste sli peSo — ¢o znamena, Ze ste
nuteni ist autobusom. A aby toho zlého nebolo mélo, ziaden autobus nejde priamo od
univerzity k vdm domov, takze je potrebné pocas cesty niekolkokrat prestupovat. Kedze
je v8ak vonku riadna zima, chcete stravit pri ceste domov éakanim vonku na zastavkach
¢o najmenej casu.

Na univerzitnom pocitaci si mozete pozriet on-line képiu cestovného poriadku autobusov,
v ktorom st uvedené jednotlivé autobusové linky a ¢as prichodu kazdého autobusu na ka-
zdu zastévku na jeho trase. Popiste algoritmus, ktory podla daného cestovného poriadku
najde cestu od univerzity k vam domov, ktord minimalizuje celkovy cas straveny na au-
tobusovych zastavkach ¢akanim na autobus (na ¢ase stravenom cestovanim v autobusoch
nezalezi). KedZze vnitri univerzity je prijemne teplo a najblizsia autobusové zastévka je
priamo pred univerzitou, na ¢ase stravenom c¢akanim na prvy autobus tiez nezalezi.

Analyzujte vypoctovi zlozitost vasho algoritmu a dokaZte jeho spravnost.



Kapitola 8

Toky v sietach

8.1 Definicia problému

Nasou tlohou je dopravit ¢o najviac ,tovaru® z jedného miesta na iné. Ako priklad si moéZzeme
predstavit bezdrdtova siet, v ktorej sa nachddzaju dva pocitade s a t a my potrebujeme poslat
jeden velky stubor z poéitaca s pocitacu t. Spojenia medzi jednotlivymi uzlami siete maji rozne
kapacity a naSim cielom je dopravit data do ciela ¢o najrychlejsie.

Forméalne mozeme povazovat sief N za orientovany graf G = (V, E), ktory ma ku kazdej
svojej hrane (v — v) € E priradent nezapornu kapacitu c(u — v). Kvoli aplnosti polozime
clu —v) =0, ak (u — v) ¢ E. Zaroven su v grafe uréené dva vyznacné vrcholy s (zdroj) a ¢
(ciel). Tato siet budeme oznacovat N' = (G, ¢, s,t). Priklad jednej takejto siete pozostavajice;j
zo Siestich vrcholov je na obrazku 8.1.

Obréazok 8.1: Siet s vyznacenymi kapacitami ¢(u — v) na hranéch.

Chceme néjst ,tok‘ maximaélnej velkosti zo zdroja s do ciela t — vSetok tok ,vychddza' z
s a wvteka do t, priGom samozrejme nesmie prekroc¢it kapacitu ziadnej hrany. Jeden z moznych
tokov je zobrazeny na nasledujicom obrazku 8.2, kde ¢isla a/b na hranéch oznacuji a jednotiek
toku na hrane s kapacitou b.

Formalne definujeme tok (alebo, ak chceme byt presnejsi, (s,t)-tok) v sieti ako funkciu
fE— Rg‘ , ktord mé nasledujtce vlastnosti:

1. Ohranicenie kapacitami: f(u — v) < ¢(u — v) — velkost toku medzi vrcholmi u a v (po
hrane v — v) nesmie prekro¢it kapacitu hrany
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Obréazok 8.2: Tok v sieti.

2. Pravidlo zachovania toku: Pre kazdy vrchol v € E '\ {s, ¢} plati

2, flu=w)= > flv—w)|

ueV weV

(velkost toku vtekajiceho do vrchola je rovnaka ako velkost toku, ktory z neho vychadza)

Velkost toku | f| je rozdiel medzi tym, ¢o z vrchola s vychadza, a tym, ¢o do vrchola s vtekd,
. j.

weV weV

fl= X fs—w) - X flw—s)

Pre ciel ¢ plati podobny vztah, akurat s opaénym znamienkom. Najprv si vS§imnime, Ze plati

z(zﬂwm—zﬂwv))=zzf<ww>—zzf<uw>:o,

veV \weV ueV veV weV veV ueV

pretoze v oboch suméch séitame velkosti toku po vSetkych hrandch. Na druhej strane, zo zdkona
zachovania toku mame

z(zﬂwm—zﬂuw))

veV \weV ueV
= (Z f(s—>w)—2f(u—>s)> + (Z f(t—>w)—Zf(u—>t)>
weV ueV weV ueV
= If1+ (Z f(t—>w)—Zf(u—>t)>
weV ueV

Odtial uz plynie

If] = (Z flu—t) =Y f(t—>w)>

ueV weV

Problém toku maximalnej velkosti v sieti:
Pre siet N = (G,¢,s,t), kde G = (V,E) je orientovany graf, ¢ : E «— RJ
su kapacity, s,v € V st zdroj, resp. ciel, najdite v sieti N tok f maximélnej
velkosti.
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8.2 Rezy

S tokmi suvisi jeden dolezity pojem: rez. Ako za chvilu uvidime, kazdému toku maximalne;j
velkosti v sieti zodpoveda prislusny ,minimélny‘ rez a naopak. Rezom (resp. (s,t)-rezom) v sieti
N = (G, ¢, s,t) nazyvame particiu vrcholov grafu G na dve disjunktné podmnoziny S a 7', kde
s € S ateT. Vyuzijuc kapacity ¢ definujeme cenu rezu ako sucet kapacit vSetkych hran, ktoré
sa zacinaju vo vrchole z S a koncia sa vo vrchole z T*:

(S, T)= > > clv—w).

veS weT

Téato definicia je asymetricka, neberie do avahy hrany idice z T do S. Priklad rezu v sieti z
obrazka 8.1 je uvedeny na obrazku 8.3.

Problém rezu minimalnej ceny:
Pre siet N = (G, ¢, 5,t), kde G = (V, E) je orientovany graf, ¢ : E « R{ st
kapacity, s,v € V st zdroj, resp. ciel, najdite v sieti N rez (S,T) miniméalne;

ceny.

Obrazok 8.3: s, t-rez s cenou 26.

Ukazme teraz, ze velkost kazdého (s,t)-toku je nanajvys rovna cene fubovolného (s, t)-rezu.
Nech f je tok a nech (S,T) je rez. Postupne mézeme odvodif nasledujiice nerovnosti:

lfl = Zejvf(s — W) — %:Vf(u —8) [definicial
= > < o flo—w) = flu— v)) [pravidlo zachovania toku]
veV \weV ueV
:Z(Zf(v—wu)—Zf(u—w;)) [tok z S do T
veS \weT ueT
< % %Tf(v — w) [pretoze f(u — v) > 0]
< %:S ZG:T c(v — w) [pretoze f(v — w) < ¢(v — w)]

=c(S,T) [definicial
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7 toho, ako sme odvadzali predchadzajice nerovnosti, plynie jedno silnejsie pozorovanie:
|f| = ¢(S,T) moze nastat prave vtedy, ak velkost toku f po kazdej hrane z vrchola S do
vrchola T je rovna jej kapacite a velkost toku po kaZdej hrane z vrchola T' do vrchola S je
nulova. Navyse, ak takyto tok f a rez (S,T) ndjdeme, automaticky mame zarucené, ze f je tok
maximalnej velkosti a (S,7") rez miniméalnej ceny.

8.3 Maximalny tok a minimalny rez

Mozno nés trochu prekvapi fakt, ze v kazdej sieti vieme najst tok f a rez (S5,7") také, pre ktoré
plati |f| = ¢(S,T). Dokazeme si to v nasledujucej vete, z ktorej sa poktsime hned odvodit aj
algoritmus na najdenie maximélneho toku:

Veta 8.1: (o maximalnom toku a minimalnom reze) Velkost maximalneho toku v sieti
N = (G, s,t,c) je rovna cene minimalneho rezu v grafe G s vahami hran c.

Dékaz. Nech je dand siet N = (G, s,t,c). Najprv si trochu zjednodusme situdciu s kapacitami
hran. Predpokladajme, ze funkcia kapacit je redukovand: pre kazda dvojicu vrcholov u a v, bud
c(u — v) =0, alebo ¢(v — u) = 0. Inymi slovami, ak hrana v — v patri grafu G, potom opac¢na
hrana v — u grafu G nepatri. Zarucit redukované kapacity v Tubovolnej sieti mozeme jednoducho
tak, ze v kazdej dvojici hran u — v a v — u patriacich stcasne grafu G nahradime hranu u — v
cestou u — = — v dlzky dva, kde = je novy vrchol a kapacita c(u — ) = c¢(x — v) = c¢(u — v)
(vid obrazok 8.4). Modifikovany graf s redukovanymi kapacitami ma zrejme ten isty maximélny
tok a minimalny rez ako pévodny graf.

O 0 —

Obrazok 8.4: Redukovanie funkcie kapacit.

Nech f je tok v sieti V. Definujme funkciu ¢y : V x V — R, nazyvant funkciou rezidudlnych
kapacit, nasledovne:

c(u—v)— flu—wv), aku—veE,
cr(u—v) =1 flv—u), akv—u€ekE,.
0 inak.

Kedze pre kazda hranu e € E je f(e) > 0 a f(e) < c(e), rezidualne kapacity st vzdy nezaporné.
Hodnota c¢f(u — v) moze byt kladna dokonca aj vtedy, ak hrana v — v nepatri do pévodného
grafu G. Definujme preto rezidudlny graf Gy = (V, Ey) pre tok f, kde Ef je mnozina tych
hran e € E, ktorych rezidudlna kapacita cy(e) > 0. Rezidudlne kapacity vSak uz nemusia byt
nevyhnutne redukované. Moze nastat aj taky pripad, ked buda obe hodnoty cf(u — v) aj
cf(v — u) kladné (vid obrazok 8.5).

Predpokladajme, Ze v rezidudlnom grafe neexistuje cesta zo zdroja s do ciela t. Nech S je
mnozina vrcholov rezidualneho grafu Gy dosiahnutelnych z vrchola s a nech 7= V' \ S. Potom
(S, T) musi byt (s,t)-rezom. Pre kazdy vrchol u € S a v € T mame

cf(u—wv) = (c(u—v) = flu—v)+ flv—u) =0,
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Obrézok 8.5: Tok v sieti s redukovanymi kapacitami (a) a zodpovedajuci rezidualny graf G (b).

z ¢oho vyplyva, ze c(u — v) — f(u = v) =0 a f(v — u) = 0. Inymi slovami, velkost toku f po
hranéch z S do T je presne rovnd ich kapacite a velkost toku f po hranach z T do S je nulova.
Z toho uz nam plynie rovnost |f| = ¢(S,7T). NavySe f musi byt maximalnym tokom a (S, 7)
minimalnym rezom.

V opac¢nom pripade méme v grafe Gy cestu s = vg — vy — --- — v, = t. Takiato cestu

budeme nazyvat zvicsujica cesta (vid obrazok 8.6). Nech F' = min cf(v; — v;11) oznacuje
i€[l,r—1]

maximalne mnozZstvo toku, ktoré mozme pustif cez zvicSujicu cestu vg — v1 — -+ — ..

Skitisme teraz povodny tok f zvacsit pozdlz hran tejto zviicsujicej cesty prave o hodnotu F > 0.
Definujme novy tok f’': E — R, ktory vznikne po zviiéseni, takto:

f(u—v)+ F, ak hrana u — v lezi na zvicésujtcej ceste
f'lu = v) =13 f(u—v)—F, ak hrana v — u lezi na zviéSujticej ceste

fu— ) inak.

Priklad takto zvic¢seného toku je na obrazku 8.7.

Ak chceme ukéazat, Ze f’ je korektny tok vzhladom k povodnym kapacitdm hran c, musime
pre kazda hranu e € F overit, ze f'(e) > 0 a f'(e) < ¢(e). Uvazujme hranu « — v patriacu
grafu G. Ak hrana u — v lezi na zvii¢Sujucej ceste, tak f'(u — v) > f(u — v) > 0 a méme

fllu—v)=flu—v)+F [definicia f’]
< flu = v) +cp(u — v) [definicia F]
= f(u = v)+c(u —v) — f(u—wv) [definicia cy]
=c(u —v) v

Na druhej strane, ak na zviéSujicej ceste lezi opacna hrana v — u, tak f'(u — v) < f(u —
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Obrazok 8.6: Zvicsujuca cesta v grafe Gy, pre ktort F' = 4.

12/12

11/14

Obréazok 8.7: Zvicseny tok f’ v sieti s redukovanymi kapacitami.

v) < ¢(u — v) a mame

=flu—v)—F [definicia f']

> f(u = v) —cp(v — u) [definicia F]

= f(u—v)— f(u—wv) [definicia cf]
0 v

No a nakoniec si este uvedomme, Ze (bez ujmy na vSeobecnosti) jedine prva hrana zvic¢sujicej
cesty vychadza zo zdroja s, a preto |f’| = |f| + F > 0. Inymi slovami, f nie je maximélny tok,
ak sme k nemu nasli zviacsujicu cestu.

Tym je dokaz dokonceny. O
8.4 Fordov-Fulkersonov algoritmus

Na zéklade predchadzajiceho dékazu uz nie je fazké napisat algoritmus na néjdenie maximal-
neho toku, ktory ako prvi navrhli Ford a Fulkerson okolo roku 19501

L. R. Ford, D. R. Fulkerson. Maximal flow through a network. Canadian Journal of Mathematics, 8, 399-404,
1956.
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FORDFULKERSON(N = (G, s,t,¢)) :
f <« nulovy tok
repeat
Gy «+ rezidudlny graf pre tok f
if (v grafe Gy existuje zvicsujica s ~ t cesta P)

.....

else
break
return f

Ak st kapacity vSetkych hran prirodzené ¢isla, tak kazdé zvicSenie toku pozdlz zvicsujicej
cesty zvysi velkost f o nejaké kladné celé ¢islo. Znamena to, Ze algoritmus skon¢i najneskér
po |fOP!| iteraciach, kde foP! je konkrétny maximdlny tok v sieti N. KaZda iteracia vyzaduje
¢as O(|E|) na vytvorenie rezidualneho grafu Gy a rovnaky Cas na najdenie nejakej zvicsujicej
s~ t cesty. V najhorSom pripade teda algoritmus FORDFULKERSON vyZaduje na svoj beh cCas

O(|E| - |f°P!|) | Z pohladu tedrie vipoctovej zloZitosti toto nie je velmi povzbudivy vysledok,

algoritmus FORDFULKERSON je takzvanym pseudopolynomidlnym algoritmom. Velkost toku
foPt moze byt rovna alebo aj vicsia, nez je maximalna kapacita hrany v grafe. Nuz a pri velmi
velkych kapacitach moéze aj pocet iteracii algoritmu velmi narast. (Nie je tazké skonstruovat
takyto priklad, vid uloha 1.)

Ak vynéasobime vsetky kapacity rovnakou (kladnou) konstantou ¢, aj maximalny tok po
vSetkych hrandch vzrastie c-krat. Vyplyva z toho, Ze ak st kapacity vSetkych hran nezaporné
raciondlne éisla, algoritmus FORDFULKERSON bezi v konecnom case. Ked vSak pripustime aj
Co je horsie, velkost tokov f postupne vytvaranych algoritmom ani len nemusi konvergovat k
velkosti maximélneho toku foP!!

Preco venujeme tolko priestoru iracionalnym kapacitdm, ked vieme, Ze v poc¢itacoch je moz-
né pracovat len s racionalnymi ¢islami (dokonca len s nejakou ich kone¢nou, aj ked velkou,
podmnozinou)? Méme na to hned niekolko dobrych doévodov:

1. Nemoznost prace s iraciondlnymi ¢islami vyplyva z realizacie vypoc¢tov v pocitaci, zavisi
od vypoctového hardvéru. Nie je to obmedzenie, ktoré by vyplyvalo zo samotnej podstaty
matematického problému.

2. Analyza spravania sa algoritmu poc¢itajiceho a iraciondlnymi ¢islami ndm moze poskytnit
velmi dobry odhad pre najhorsi pripad jeho spravania sa v praxi (ked bezi na pocitaci a
pocita s raciondlnymi ¢islami).

3. Tato analjyza ndm moZe pomdct odhalif niektoré neprijemné zacyklenia vyplyvajice z
koneénej presnosti a zo zaokruhlovacich chyb, ktoré mozu vzniknat pocas vypodctu.

Tu je priklad zacyklenia algoritmu FORDFULKERSON, ktory navrhol Uri Zwick?:

Priklad: Uvazujme graf na obrazku so Siestimi vrcholmi a deviatimi hranami. Sest hran mé vel-
ki celo¢iselntt kapacitu X, dve maji kapacitu 1 a jedna ma kapacitu ¢ = (v/5—1)/2 ~ 0.618034,
zvolent tak, aby platilo 1 — ¢ = ¢?. Aby sme ukézali nekone¢nost algoritmu FORDFULKERSON,
pozrime sa ako sa menia rezidualne kapacity troch horizontalnych hran pocas behu algoritmu.

2Velkosti tokov pozdl? zvicsujtcich ciest budi postupne v limite klesat k nule.
3Uri Zwick. The smallest networks on which the Ford-Fulkerson maximum flow procedure may fail to terminate.
Theoretical Computer Science 148, 165-170, 1995.
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A B C

Obrazok 8.8: Priklad siete, kde sa algoritmus FORDFULKERSON neskondi.

Algoritmus FORDFULKERSON zacne tak, Ze si na uvod zvoli strednt zvic¢Sujicu cestu zo-
brazent na hornom obrazku. Po zviicSeni toku pozdlZ prvej zvicsujicej cesty sa kapacity troch
horizontalnych hran rovné, v poradi zlava doprava, hodnotam 1, 0 a ¢. PouZijme teraz mate-
maticki indukciu a ako indukény predpoklad nech st reziduélne kapacity rovné ¢*~1,0, ¢* pre
nejaké prirodzené ¢islo k. Postupujme v algoritme nasledovne:

1. Zvicsime tok pozdlz cesty B, jeho velkost sa zvysi o ¢; rezidudlne kapacity buda ¢**1, ¢, 0.
2. Zvicsime tok pozdlz cesty C, jeho velkost sa zvysi o ¢¥; rezidualne kapacity buda ¢F+1, 0, ¢,

3. Zvicsime tok pozdlz cesty B, jeho velkost sa zvysi o ¢*t'; rezidudlne kapacity buda
0, d)k+1a ¢k+2'

4. Zvicsime tok pozdlz cesty A, jeho velkost sa zvysi o ¢*t1; rezidualne kapacity buda
PR+ 0, 2,

Po 4n + 1 zvicSeniach budi rezidualne kapacity tychto troch hran rovné ¢2"~2,0, ¢!, Ak
iterujeme algoritmus do nekonecna, hodnota toku konverguje k hodnote

o
. 2
1+22¢’:1+ﬂ:4+\/5<7
=1

napriek tomu, Ze velkost maximélneho toku foP! je zrejme 2X +1. (Rezidualne kapacity ostatnych
Siestich hran budi pocas celého (nekoneéného) vypoctu algoritmu zrejme vécsie nez X — 3.)

8.5 Edmondsov-Karpov algoritmus

Zasadnym nedostatkom Fordovho-Fulkersonovho algoritmu, z ktorého vyplynuli vSetky problé-
my popisané v predchadzajicej ¢asti, bolo, ze neSpecifikuje, ktort zvicsujicu cestu zvolit, ak sa
ich v rezidudlnom grafe Gy nachadza viacero. V roku 1972 Jack Edmonds a Richard Karp ana-
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lyzovali dve prirodzené heuristiky pre volbu tejto zvidsujicej cesty?. Prvou z nich je jednoduchy
pristup podobny pazravym algoritmom:

’Zvol’te najsirsiu zvicésujucu cestu‘

Sirkou cesty pritom nazyvame minimalnu kapacitu hran patriacich tejto ceste.

Je lahkym cvicenim ukazaft, ze néjdenie najsirsej (s ~ t) cesty v orientovanom grafe vieme
vykonat v ¢ase O(|E|log|V|) pouzitim variantu Jarnikovho algoritmu® na hladanie miniméalne;
kostry v grafe, alebo Dijkstrovho algoritmu na hladanie najkratsej cesty. Sta¢i nechat postupne
v grafe , vyrast“ orientovany strom T s korefiom vo vrchole s — zacat s prazdym stromom T,
opakovane hladat hranu s najvic¢Sou kapacitou, ktord sa zac¢ina v T' a kond¢i sa vo vrchole mimo
T a pridat ju do T. Tento postup opakujeme dovtedy, kym nebude T obsahovat orientovant
cestu z vrchola s do vrchola t.

Analyzujme teraz tento algoritmus vzhladom na velkost maximalneho toku f°!. Nech f je
Tubovolny tok v sieti A a nech f’ je maximélny tok v aktudlnom rezidudlnom grafe Gy. (Na
zaiatku algoritmu mame Gy = G a f' = f°'.) Nech g je hrana majica najmensiu kapacitu v
najsirsej zvicsujtcej ceste v grafe Gy, nech S je mnozina vrcholov dosiahnutelnych zo zdroja
s po hranédch s kapacitou vécSou, nez ¢(g) a nech ' = V' \ S. Z konstrukcie vyplyva, ze T je
neprazdna mnozina a kazda hrana z S do T' ma kapacitu najviac ¢(g). Cena rezu (S,T) je teda
najviac c¢(g) - |E|. Vieme uz, ze ¢(S,T) > |f'|, z ¢oho dostavame, ze c(e) > |f'|/|E|.

Zvicsenie toku f pozdlZ najsirsej zvicsujtcej cesty v grafe G # nam teda vynasobi velkost
maximalneho toku v grafe Gy konstantou nie vécSou nez 1 — 1/|E|. Inymi slovami, velkost
maximalneho toku v rezidudlnom grafe sa zmensSuje exponencidlne s rasticim poc¢tom iteracii
algoritmu. Po |E| - In|f°P"| iteraciach bude velkost maximalneho toku v grafe Gy najviac

|FPE| - (1= 1/|E) IR < port| . o= ImIf P = 1,

V pripade, %e vSetky kapacity st prirodzené ¢isla, to znamend, %e po |E| - In|fP!| iterdcidch
bude velkost maximéalneho toku v rezidudlnom grafe nulovd, t. j. nebude obsahovat zvic¢sujiucu
cestu, a f bude tokom maximalnej velkosti.

Na zéver uz len vyratajme vypoctovu zlozitost Edmondsovho-Karpovho algoritmu. Téa je
rovné | O (|E|?(log |E|)(log | fF'[)) |, pretoZe potrebujeme vykonat |E| - In|foP| iteracii, kazda v
case O(|E|log |V|) = O(|E|log |E|).

8.6 Dinicov/Edmondsov-Karpov algoritmus

Dalsiu Edmondsovu a Karpovu heuristiku v skuto¢nosti navrhli Ford a Fulkerson v ich pévod-
nom ¢lanku o maximalnom toku a ako prvy ju analyzoval rusky matematik Dinic v roku 19706.
Aj ked bola Edmondsova a Karpova analyza o niec¢o slab§ia a publikovana o dva roky neskor,
aj tak sa tento algoritmus vo viéSine literatiry nazjva Edmondsov-Karpov’. Jeho zédkladnou
myslienkou je:

Zvolte zvidsujicu cestu s najmensim poétom hran

*J. Edmonds, R. M. Karp. Theoretical improvements in algorithmic efficiency for network flow problems.
Journal of the ACM 19 (2), 248-264, 1972.

5@G. Chartrand, O. Oellermann. Applied and Algorithmic Graph Theory. McGraw-Hill, 1993

E. A. Dinic. Algorithm for solution of a problem of maximum flow in a network with power estimation. Soviet
Math. Doklady Vol 11, 1277-1280, 1970.

"Dinicov ¢lanok obsahoval aj zlepsenie algoritmu prezentovaného v tejto asti beziace v ¢ase O(|[V|?|E|) (¢o je
zlepsenim oproti O(|V| - |E|?), ako za chvilu ukadZeme), takZe skor toto zlepenie by sme mali nazjvat Dinicovym
algoritmom.
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Zvicsujucu cestu s najmensim poétom hran v rezidualnom grafe vieme najst v case O(|E|)
napriklad pomocou prehladdvania do Sirky. Ddlezitejsim faktom vSak je, Ze pri pouziti tejto
druhej heuristiky potrebujeme na najdenie maximalneho toku len polynomialny pocet iteracii,
ktory navySe nezavisi od aktualnych kapacit hran grafu!

Doékaz tohoto faktu zavisi na dvoch pozorovaniach spravania sa rezidualneho grafu v priebehu
algoritmu. Nech f; je aktualny tok po 7 iteraciach zvic¢sovania toku a nech G; je zodpovedajici
rezidudlny graf. Specidlne je teda fy nulovy tok a Gy = G. Pre kazdy vrchol v nech level;(v)
oznacCuje pocet hran najkratsej s ~ v cesty v rezidudlnom grafe (G;, inymi slovami troven
vrchola v v strome prehladdvania do Sirky v grafe G; s koretiom v zdroji s.

Prvym pozorovanim je fakt, ze tieto Grovne pocas celého behu algoritmu neklesaju.

Lema 8.2: level;y1(v) > level;(v) pre vSetky vrcholy v a iteracie i.

Dokaz. (Matematickou idukciou podla iteracie i.) Tvrdenie plati trividlne pre v = s, pretoze
level;(s) = 0 pre vSetky i. Zvolme Iubovolny vrchol v # s a nech s — -+ — u — v je najkratsia
s ~ v cesta v grafe G;;1. (Ak takito cesta neexistuje, tak level;11(v) = oo a algoritmus
sa koné¢i.) KedZe je to najkratSia cesta, mame level;i1(v) = leveliyi(u) + 1 a z indukéného
predpokladu dostavame level; 1 (u) > level;(u).

Uvazujme dva pripady:

e Ak hrana u — v patri grafu G;, tak level;(v) < level;(u) + 1, pretoze trovne s definované
pomocou stromu prehladévania do $irky.

e Ak u — wv nepatri grafu G;, tak na i-tej zvicésujlucej ceste lezi hrana v — wu. Hrana
v — u teda musi lezat na najkratsej ceste z s do t v grafe G;, z ¢oho plynie level;(v) =
level;(u) — 1 < level;(u) + 1.

V oboch pripadoch je levelj1(v) = level;r1(u) + 1 > level;(u) + 1 > level;(v). O
Vzdy, ked zviicsime tok, hrana zvidsujicej cesty s najmensou rezidualnou kapacitou ,zmizne‘®
z rezidudlneho grafu a nejaka ind hrana sa v nom moze (opétovne) objavit. Druhym pozorovanim
je fakt, Ze hrana nemoze miznit a opétovne sa objavit v rezidudlnom grafe prilis velakrat.

Lema 8.3: Pocas vypoc¢tu Dinicovho/Edmondsovho-Karpovho algoritmu pre kazda hranu v —
v existuje najviac |V'|/2 takych jeho iteracii, v ktorych tato hrana patri rezidualnemu grafu Gy,
no v bezprostredne nasledujtcej iteracii uz hrana v — v grafu Gy nepatri.

Dokaz. Predpokladajme, Ze hrana v — v patri do dvoch rezidudlnych grafov G; a G,i1 pre
nejaké ¢ < j, no nepatri do ziadneho z rezidualnych grafov G;y1,...,G;. Potom musi hrana
u — v patrit do i-tej zvicsujicej cesty, takze level;(v) = level;(u) + 1 a hrana v — u zas musi
patrif do j-tej zvicsujucej cesty, takze level;(v) = levelj(u) — 1. Z predchadzajicej lemy potom
dostavame

levelj(u) = level;(v) + 1 > level;(v) + 1 = level;(u) + 2.

Inymi slovami, vzdialenost z s do u” sa od zmiznutia po objavenie sa hrany u — v zvysila aspoi
o 2. Uroven kazdého vrchola je mensia ako |V| alebo je nekonecna!®, preto je podet zmiznuti
najviac |V|/2. O

8v dalsej iteracii nebude patrif rezidudlnemu grafu
Ydroven u
10nekoneéns trovedi viak znamens koniec v§poétu
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Teraz uz moézeme odvodit horny odhad poétu iteracii algoritmu. Kazd4 hrana zmizne najviac
|V'|/2 krét, dokopy teda mame najviac |E| - |V|/2 zmiznuti. No a kedZe jedna iteracia vyzaduje
¢as O(E), Dinicov/Edmondsov-Karpov algoritmus ma celkovii vypoétovi zlozitost O(|V|-|E|?).

8.7 Stuvisiace problémy

8.7.1 Maximalne sparenia v bipartitnych grafoch

Jednou z najjednoduchsich aplikécii maximéalnych tokov je hfadanie maximalneho spéarenia v bi-
partitnych grafoch.

Definicia 8.4: Nech G = (V, E) je jednoduchy graf. Spdrenie v grafe G je mnozina hran M C E
taka, ze vsetky vrcholy v € V inciduja najviac s jednou hranou z M. Mazimdlne spdrenie je
také sparenie M, ze pre lubovolné sparenie M’ plati |[M| > |M’|.

(i)

(iii)

Obrazok 8.9: (i) Bipartitny graf. (ii) Maximélne sparenie v tomto grafe. (iii) Perfektné sparenie
(v odlisnom grafe).

Sparenie je perfektné, ak je kazdy vrchol grafu incidentny s nejakou hranou zo spérenia.
Priklady tychto definicii st na obrazku 8.9.

Problém maximalneho sparenia v bipartitnych grafoch:

Pre jednoduchy bipartitny graf G = (V, E') ndjdite maximéalne sparenie v grafe
G.

Tento problém vieme riesit nasledujicou redukciou na problém maximélneho toku: Nech G
je dany bipartitny graf s particiou vrcholov V = U U W. Vytvorme novy orientovany graf G’
tak, ze

1. kazda hranu grafu G orientujeme v smere z U do W,
2. priddme dva nové vrcholy s a ¢,

3. pridame hrany z vrchola s do kazdého vrchola v € U,
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4. pridame hrany z kazdého vrchola w € W do t.

Nakoniec priradime kazdej hrane grafu e € E(G’) kapacitu c(e) = 1.

Kazdé sparenie M v grafe G mozeme previest na tok fy; v sieti (G, s,t,¢) takto: Pre kazda
hranu (u,w) € M posleme tok velkosti 1 pozdlz cesty s — u — w — t. Vietky tieto cesty st
disjunktné s vynimkou vrcholov s a ¢, ¢ize vysledny tok vyhovuje kapacitnym obmedzeniam (vid
obrazok 8.10). Velkost vysledného toku je pritom rovna po¢tu hran sparenia M.

V opa¢nom smere uvazujme o Iubovolnom (s,t)-toku f v sieti (G, s,t, ¢) ndjdenom pomo-
cou Fordovho-Fulkersonovho algoritmu. Kedze kapacity vSetkych hran st celoc¢iselné, Fordov-
Fulkersonov algoritmus musi kazdej hrane priraditf celo¢iselni hodnotu toku (vid tloha 2). Ak
vezmeme do uvahy, ze kazda hrana méa jednotkovil kapacitu, potom najdeny tok kazda hranu
e € E(G') bud saturuje (t. j. f(e) = 1), alebo po nej vobec netecie (t. j. f(e) = 0). Napokon,
kedZe do kazdého vrchola u € U moze vtekat najviac tok velkosti 1 a rovnako z kazdého vrchola
w € W moze vytekat najviac tok velkosti 1, saturované hrany z U do W tvoria sparenie v grafe
G. Velkost tohoto sparenia je presne |f|.

Velkost maximalneho sparenia v grafe G je teda rovné velkosti maximalneho toku v sieti
(G', s,t,¢), a ak ndjdeme pomocou zvicsujucich ciest maximélny tok, vieme ho rychlo transfor-
movat na hladané maximéalne spéarenie. Velkost maximéalneho toku je najviac min {|U|,|W|} €
O(V), ¢ize Fordov-Fulkersonov algoritmus a aj celé hladanie maximélneho sparenia bezi v ¢ase

o([VI-E] |

Obrézok 8.10: Maximalny tok (po ¢iarkovanych hranach) odpovedajici maximalnemu spareniu
na obrazku 8.9 (ii).

8.7.2 Hranovo disjunktné cesty

Problém hranovo disjunktnych ciest:

Je dany graf G (orientovany alebo neorientovany), dva jeho vrcholy s a t a
prirodzené ¢islo k. Najdite k ciest v grafe G z vrchola s do vrchola ¢, z ktorych
ziadne dve nemaja spolo¢nu ani jednu hranu.

Aby sme tento problém vyriesili, transformujme graf G (pre ttato chvilu predpokladajme, Ze
G je orientovany graf) na sief A/ majicu kapacitu vetkych hran rovna 1. Nech f je maximalny
tok v tejto sieti (ndjdeny napriklad Fordovym-Fulkersonovym algoritmom). Potom mozeme
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tvrdit, Ze velkost toku f je rovna poctu hranovo disjunktnych ciest v grafe G. Podme si toto
tvrdenie teraz postupne ukdzat:

Lema 8.5: Ak v grafe GG existuje k& hranovo disjunktnych ciest medzi vrcholmi s a ¢, tak je
velkost maximalneho toku v sieti A/ aspoii k.

Dokaz. Stadi si uvedomit, Ze po kazdej z k disjunktnych ciest méZzeme pustit tok velkosti 1. [J

Definicia 8.6 (0/1-tok): Tok f je 0/1-tokom, ak po kazdej hrane tecie tok velkosti 1, alebo po
nej ziaden tok netecie.

Lema 8.7: Nech f je 0/1-tok v sieti N s velkostou p. Potom v sieti NV medzi vrcholmi s a ¢
existuje p hranovo disjunktnych ciest.

Dokaz. (Matematickou indukciou podla poétu hrén siete N, po ktorych tecie tok f velkosti 1.)

Ak p = 0, lema trividlne plati. V opa¢nom pripade za¢nime prechadzat siet A/ pocéniic vo
vrchole s po hranach, po ktorych tecie tok f velkosti 1. Tieto hrany oznac¢ime ako pouzité
a nedovolime po nich viac prechadzat. Mozu nastat dve moznosti:

i. Dosiahli sme ciel ¢. V tomto pripade sme prave skonstruovali s ~ ¢ cestu 7. Priddme
ju do zoznamu s ~» t ciest a zmensime tok po vsetkych hranich cesty 7 na 0. Nech A/’
je vyslednd siet a f’ vysledny tok. |f'| = p — 1, N/ ma menej hrdn a podla indukéného
predpokladu teda musi existovat p — 1 hranovo disjunktnych s~ ¢ ciest v sieti A/’. Spolu
s cestou m potom méame u takychto ciest.

ii. Navstivili sme druhykrat nejaky vrchol v. V tomto pripade sme prave nasli cyklus v sieti
N pozostévajici z hran, po ktorych tecie tok velkosti 1. Nastavime velkost toku na tjchto
hranach na 0 a pouzijeme indukény predpoklad na takto upravent siet (t4 ma totiz menej
hran, po ktorych tecie tok velkosti 1). Hodnota aktudlneho toku f sa odstranenim cyklu C
nezmeni a preto z indukéného predpokladu dostavame, ze existuje p hranovo disjunktnych
s~ t ciest v sieti V.

O]

Kedze G je jednoduchym grafom, existuje najviac n = |V (G)| hran vychadzajucich z s. Pre-
to je velkost maximéalneho toku v sieti N najviac n a jeho ndjdenie Fordovym-Fulkersonovym
algoritmom ma vypoctovu zlozitost O(mn). Extrahovanie jednotlivych ciest vieme vykonat v li-
nearnom case, pouzijuc rovnaky postup ako v dokaze lemy 8.6. Plati teda:

Veta 8.8: Nech je dany orientovany graf G s n vrcholmi a m hranami a dva vrcholy s a t.
Maximélny pocet hranovo disjunktnych s~ t ciest v grafe G je mozné urcit v ¢ase O(mn).

Priamym désledkom je tvrdenie:

Lema 8.9: V orientovanom grafe G's danymi vrcholmi s a ¢ plati, Ze maximalny pocet hranovo
disjunktnych s ~ t ciest je rovny minimalnemu poétu hran, ktorjch odstranenie separuje!! s
od t.

N Uvazované dva vrcholy budi po odstraneni hran patrit dvom réznym komponentom stvislosti modifikovaného
grafu.
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Dokaz. Nech U je mnozina hranovo disjunktnych s ~ ¢ ciest v grafe G. Ak z grafu G odstranime
mnozinu hran F', a tym separujeme s od t, tak zrejme kazda cesta z U pouziva aspon jednu
hranu z F'. Preto je pocet hranovo disjunktnjch ciest ohranic¢eny zhora po¢tom hran, ktorych
odobratie je potrebné na separaciu s od ¢. Formélne |U| < |F.

Co sa tyka opacnej nerovnosti, nech F' je mnoZina hran, ktorjch odstranenie separuje s od
t. Tvrdime, ze mnozina F' definuje rez v grafe G medzi s a t. Naozaj, nech S je mnozinou
vSetkych vrcholov, ktoré st dosiahnutelné po orientovanych cestach z vrchola s bez toho, aby
sa pouzila akdkolvek hrana z F'. Zrejme ak je F' minimélna, tak v nej musia byt prave vsetky
hrany rezu (S,T) (ak by F obsahovala nejaku hranu, ktora nie je v reze (S,T"), moézeme ju z F'
odstrénit, a dostdvame mensiu separujicu mnozinu hran). Konkrétne potom musi byt najmensia
takadto mnoZina F' rovnd minimdlnemu rezu medzi s a t v grafe G, ktory je podla vety 8.1 o
maximalnom toku a minimalnom reze rovnako velky ako maximélny tok v grafe G (kde kazda
hrana ma kapacitu 1).

Potom vsak, pouzijic vetu 8.8, existuje |F'| hranovo disjunktnych ciest v G (pretoze |F| je
velkostou maximalneho toku). O

8.7.3 Cirkulacie s poziadavkami

Obrazok 8.11: Instancia cirkulacie s poziadavkami.

V tejto Casti rozsirime a modifikujeme problém toku v sieti. Nech G = (V, F) je orientovany
graf s kapacitami na hranich. Kazdému vrcholu v je priradené poziadavka d,:

e Ak d, > 0, vrchol v (ciel’?) vyzaduje, aby do neho vtekal tok velkosti d,.
e Ak d, <0, z vrchola v (zdroja) vytekd —d, jednotiek toku.
e Ak d, =0, vrchol v je oby¢ajny (neutrélny) vrchol.

Ozna¢me S mnozinu vSetkych zdrojov a T mmnozinu vSetkych cielov. Konkrétny priklad
cirkulécie s poziadavkami je na obrazku 8.11.

Definicia 8.10: Cirkuldcia s poZiadavkami {d,} je funkcia f, ktora priraduje hrandm grafu

G nezéporné realne ¢isla, a spliiajica:

veV

e ohranicenie kapacitami: pre kazda hranu e € E plati f(e) < c(e),
e pravidlo zachovania cirkuldcie: pre kazdy vrchol v € V plati f™(v) — fo%(v) = d,,

pri¢om pre vrchol v oznacuje f(v) tok vtekajuci do vrchola v a f°%(v) tok, ktory z vrchola v
vyteka.

12Na rozdiel od toku v sieti, pri cirkul4cii pripustame viacero cielov resp. zdrojov.
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Problém cirkulacie s pozZiadavkami:

Existuje v danom orientovanom grafe GG s kapacitami ¢ na hranich a pozia-
davkami {d,},y vo vrcholoch pripustné cirkuldcia s poziadavkami?

Obrazok 8.12: Pripustné cirkulacia pre inStanciu z obrazka 8.11.

Lema 8.11: Ak v grafe G s kapacitami ¢ na hranich a poziadavkami {d,},c}, vo vrcholoch
existuje cirkulacia f s poziadavkami {d,},cy, tak >, d, = 0.

Dékaz. Kedze je f cirkuldciou, plati d, = f"(v) — f°“*(v). Po séitani cez vietky vrcholy mame:
S de =, f(v) = X, fo(v). Tok po kazdej hrane je s¢itany dvakrét, raz s kladnym a raz
so zapornym znamienkom. Preto

Zdv —me )= ) =0

z ¢oho vyplyva tvrdenie. O

7 predchadzajucej lemy vyplyva, ze pripustné rieSenie problému cirkulacie s poziadavkami

existuje, len ak plati
S 4= Y
v, dyp>0 v, dy<0

Korektnost algoritmu vyplyva z nasledujtcej vety:

Veta 8.12: V grafe G s kapacitami hrdn ¢ a poziadavkami {d,} . existuje cirkulacia s po-
ziadavkami prave vtedy, ak je velkost maximalneho toku v sieti N' = (G, s,t,¢) (definovane;
v predchadzajicom algoritme) rovna D. Navyse, ak st vSetky kapacity c a poziadavky {dy},cy/
celociselné a existuje pripustna cirkulécia s poziadavkami, tak st aj vsetky hodnoty tejto cirku-
lacie celociselné.

8.7.4 Cirkulacie s poziadavkami a dolnymi ohrani¢eniami

Uvazujme o situécii, ked okrem kapacit a poziadaviek v sieti G' navySe $pecifikujeme pre kazdu
hranu aj dolné ohranicenie pre velkost toku, ktory ma tiect po tejto hrane. Konkrétne, pre kazda
hranu e € E(G) zadame hodnotu £(e) < c(e), ktora pre tok f(e) po hrane e spliia nerovnost
¢(e) < f(e). Rovnako ako pri cirkuldciach bez dolnych ohraniceni predpokladame, ze vsetky
zadané ¢isla su celé.
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CIRKULACIASPOZIADAVKAMI(G = (V, E), ¢, {dy} cy)

D=3 4,500
it D 7é ZU, dy<0 _dU
return ) (neexistuje hladana cirkulacia)
Pridaj do G novy vrchol s  (globalny zdroj)
for each v € V
ifd, <0
Pridaj do G hranu s — v s kapacitou —d,
Pridaj do G novy vrchol t  (globalny ciel)
for each v € V
ifd, >0
Pridaj do G hranu v — t s kapacitou —d,,
f < FORDFULKERSON(N = (G, s,t,¢))
if | £ £ D
return ) (neexistuje hladana cirkulacia)
return f obmedzeny na pévodny graf G

Obrézok 8.13: Algoritmus pre hladanie cirkuldcie s poziadavkami

Problém cirkulacie s poziadavkami a dolnymi ohrani¢eniami:

Existuje v danom orientovanom grafe G s kapacitami ¢ a dolnymi ohranicenia-
mi £ na hranich a poziadavkami {d, }, . vo vrcholoch cirkulécia f, ktora spliia
poziadavky vSetkych vrcholov a pre kazda hranu e plati £(e) < f(e) < c(e)?

Otézkou je, ako najst takyto tok?

Za¢nime s uplne jednoduchym tokom, v ktorom velkost toku po kaZzdej hrane e je rovné
presne jej dolnému ohranic¢eniu ¢(e). Tento tok vyhovuje kapacitnym a dolnym ohrani¢eniam,
ale, samozrejme, moze porusit poziadavky niektorych vrcholov. Formalne nech fy(e) = £(e) pre
vietky e € E(G). Vsimnime si, Ze fo nemusi spliiat ani pravidlo zachovania cirkulacie

L= '@ - f ) = 3 - 3 o).

. ecE . ecE
e iduce do v e iduce z v

Ak je L, = d,,, tak mame $tastie, pretoze tok spliia poziadavku vrchola v. V opa¢nom pripade
nastéva vo vrchole v nerovnovidha a my ju potrebujeme vhodne napravit.

Polozme novt poziadavku pre kazdy vrchol v rovnt d, = d, — L, a novi kapacitu kazdej
hrany e rovni ¢(e) = c(e) — £(e). Nech G’ je novy graf s tymito novymi poziadavkami a
kapacitami (vSimnime si, Ze v novom grafe ,zmizli“ dolné ohranicenia). Ak sa nam v grafe G’
podari najst cirkulaciu f’ spliiajicu tieto nové poziadaky, potom zrejme tok f = fo + f' je
pripustnou cirkulaciou s poziadavkami v pé6vodnom grafe a vyhovuje aj dolnym ohranic¢eniam.

No my uz vieme, ako najst takuto cirkuldciu f’ — pouzitim algoritmu CIRKULACIASPOZIA-
DAVKAMI. Ak to skombinujeme s predchadzajicou tivahou, budeme schopni najst aj cirkuliciu
s poziadavkami a dolnymi ohrani¢eniami.

Lema 8.13: V grafe G existuje pripustné cirkulacia (s poziadavkami) prave vtedy, ak existuje
pripustné cirkulacia (s poziadavkami a dolnymi ohrani¢eniami) v grafe G'.
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Ak su vsetky poziadavky, kapacity a dolné ohranicenia celo¢iselné a existuje pripustna cir-
kuldcia (s poziadavkami a dolnymi ohraniceniami), tak st aj vSetky hodnoty tejto cirkulacie
celociselné.

Dokaz. Nech f’ je cirkulacia v G’. Nech f(e) = fo(e) + f'(e). Zrejme f splita kapacitné obme-
dzenia v G a aj dolné ohranicenia. Navyse

fro) =)= Y, U+ @)= Y () + () = Lo+ (dy — Lu) = du.
e idl’i(feEdo v e idi’lecg zZv

A teda f splita poziadavky vrcholov v grafe G.
Podobne, nech f je pripustnd cirkulacia v grafe G. Potom je lahké overit, ze f'(e) = f(e)—£(e)
je pripustnd cirkulacia v grafe G. O

8.8 Rozvrhovanie leteckej premavky

Maéme k dispozicii detailné informaécie o letoch, ktoré musi letecky prepravca realizovat. Ozna¢me
si tito mnozinu letov F. Chceme zistit, aky je najmensi mozny podet lietadiel, pomocou ktorych
vieme realizovat vSetky lety. Priklad mozného zadania je na obrazku 8.14 (i).

To isté lietadlo mozeme pouzit na dva lety ¢ a j len vtedy, ak ciel letu i ciel(i) je rovny
podiatku letu j pociatok(j) a medzi letmi je dostatok ¢asu na vykonanie pozadovanej udrzby.
Dalsou moznostou je presunit ,prazdne’ lietadlo z cielli) do pociatok(j) (ak sa dodrzia Gasové
obmedzenia).

1. Bratislava (6°°) — Kogice (7%°)
2. Brno (7%°) — Praha (8%)

3. Kosice (8°°) — Vargava (11%)
4. Brno (119°) — Dublin (14%)

5. Dublin (14'%) — Londyn (15')

6. Pariz (17°) — Londyn (18%)
(i) (ii)

Obrazok 8.14: (i) Mnozina JF letov, ktoré sa maju realizovat, (ii) graf G zodpovedajuci tymto
letom. Za predpokladu hodinovej prestavky pre pozadovana drzbu je mozné jednym lietadlom
priamo po sebe zrealizovat iba lety 1 a 3. Ciarkované hrany odpovedaji presunom préazdneho
lietadla.

Priklad: Ako konkrétny priklad uvazujme lety
1. Bratislava (6°Y) — Kogice (7°)
3. Kogice (8"0) — Varsava (11°0)
6. Pariz (17°) — Londyn (18%)

Tento letovy plan je mozné realizovat jedinym lietadlom, ak napriklad presunieme prazdne
lietadlo z Varsavy do pariza letom , Varsava (12°0) — Pariz (16%°).
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Modelovanie problému

Zakladnou myslienkou je modelovat pripustné nadviznosti letov pomocou grafu. Nech G je
orientovany graf s vrcholmi zodpovedajicimi letom z mnoziny F. Pre lety ¢ a j patri hrana
(1 — j) grafu G prave vtedy, ak je mozné jednym lietadlom vykonat oba lety i aj j. Presnejsie,
to isté ietadlo vykona let i a vzapiti (az na prdzdny presun) vykona let j.

Ak sa obmedzime na lety pocas jedného dna, graf G bude zrejme acyklicky — hrana (i — j)
je v grafe iba ak sa let j uskutoc¢ni v neskorSom c¢ase, ako let 7, ¢o vylucuje akékolvek cykly.

Problém rozvrhovania leteckej premavky:

Rozhodnite, ¢i je mozné vykonat vSetky lety z mnoziny F pomocou najviac k
lietadiel.

Tento problém sa da previest na problém hladania cirkuldcie. Skonstruujme nasledovnu siet
H = (V(H), E(H), 5,1):

e Pre kazdy let i zavedieme dva vrcholy u;,v; € V(H). Do H tiez priddme zdrojovy vrchol
s a a cielovy vrchol t. Poziadavku ciela ¢ poloZime rovnu k a poziadavku zdroja s rovnu
—k (t. j. z s vytekd k jednotiek toku, ktory potrebuje pritiect do ).

e Kazdy let musi byt realizovany. To vynitime pridanim hrany e; = (u; — v;) pre kazdy let
i. Tejto hrane e; nastavime dolné ohrani¢enie na hodnotu 1 a jej kapacitu tiez na 1 (t. j.
le;)=1ac(e)=1).

e Ak je mozné jednym lietadlom vykonat oba lety i a j (t. j. (i — j) € E(Q)), tak do siete
H pridame hranu (v; — u;) s kapacitou 1 (bez dolného ohranicenia).

e Ked7e kazdé lietadlo moze zacat svoj den letom ¢, priddme pre vSetky lety 7 do siete H
hranu (s — u;) s kapacitou 1.

e Podobne kazdé lietadlo moze skoncit svoj deii letom j. Preto pridame pre vSetky lety 5 do
siete H hranu (v; — t) s kapacitou 1.

e Ak mame nejaké lietadla navySe, nemusime ich pouzif. Preto zavedime ,prebytkovi‘ hranu
(s — t) s kapacitou k, ktora prenesie tok odpovedajtci vSetkym nepotrebnym lietadlam
zo zdroja s priamo do ciela ¢.

Lema 8.14: Vseky lety z mnoziny F je mozné realizovat pouzitim najviac k lietadiel prave
vtedy, ak existuje pripustna cirkulacia v sieti H.

Dokaz. Predpokladajme, Ze je mozné realizovat lety pomocou &’ < k lietadiel. Uvazujme jeden
takyto pripustny letovy plan. Cast planu zodpovedajica jednému lietadlu definuje cestu 7 v sieti
H, ktora zac¢ina v s a kondi v t. Pozdlz kazdej takejto cesty posleme jednotkovy tok. Zarovei
posleme k — k' jednotiek toku po hrane (s — t¢). VSimnime si, Ze z pripustnosti rozvrhu musia
byt vSetky lety realizované nejakym lietadlom. A teda dolné ohranicenia vSetkych ,prostrednych
hran typu (u; — v;) st splnené. Vysledna funkcia teda definuje pripustnt cirkulaciu v sieti H
spliiajicu vsetky zadané obmedzenia.

Pre dokaz opac¢nej implikdcie uvazujme pripustna cirkulciu v sieti H. Ak takato cirkula-
cia existuje, vieme ju ndjst algoritmom CIRKULACIASPOZIADAVKAMI. Z vlastnosti algoritmu
CIRKULACIASPOZIADAVKAMI a hlavne algoritmu FORDFULKERSON, ktory sa v lom pouziva
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Obrazok 8.15: Vysledna siet H pre inStanciu rozvrhovania leteckej preméavky z obrazku 8.14.

ako procedura, vyplyva, ze najdeme cirkulaciu s celo¢iselnymi hodnotami. Predpokladajme, Ze
medzi s a t tedie k' jednotiek toku (ignorujic tok po hrane (s — t)). Vsetky hrany siete H
(okrem (s — t)) maju kapacity 1, a teda velkost cirkuldcie na vsetkych ostatnych hranach je
bud 0, alebo 1 (kvoli celoéiselnosti cirkulacie). Tento tok skonvertujeme na &’ ciest opakovanym
prechadzanim siete z vrchola s do vrchola ¢, odstranujic priebezne hrany na kazdej najdenej ces-
te (podobne ako pri probléme k hranovo disjunktnych ciest). KedZe ziadnu hranu nepouzijeme
dvakrat a sief H je acyklické, podari sa nam takto extrahovat k' ciest. Kazda z nich zodpoveda
letovému planu pre jedno lietadlo. Cely letecky plan je korektny, pretoze dolné ohranicenia na
hranach typu (u; — v;) ndm zarucia, ze kazdy jeden let bude vykonany. O

Rozsirenia a obmedzenia. Pri analyze prechadzajiceho problému sme sa nevyhli mnohym
zjednoduseniam a niektoré praktické fakty sme nebrali do tvahy:

e lietadla potrebuju z ¢asu na ¢as dlhodobejsiu drzbu,
e spolu s lietadlami potrebujeme rozvrhnat aj posadku,
e letové plany su v jednotlivych diioch iné, a napokon

e Castejsie ako minimalny pocet lietadiel nas zaujimaji minimalne naklady resp. maximalny
zisk (a ten sa mnohokrat len tazko vyjadruje pomocou explicitného vzorca).

Zdaleka nie vSetky praktické fakty vieme riesit maximalnymi tokmi. Ale to neznamend, Ze
toky nie st uzito¢né — prave naopak! Hovori to skér o znacnej zlozitosti problémov realneho
sveta.
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8.9 Ulohy

1.

Skonstruujte siet N' = (G, s,t, ¢) s celo¢iselnymi kapacitami na hranach, nad ktorou moze
algoritmus FORDFULKERSON podas vypo¢tu vykonat asponi X zvicseni toku, kde X je
rovné maximaéalnej kapacite hran v grafe G.

Nech N' = (G, s,t,c) je sief s kladnymi celoéiselnymi kapacitami na hrandch a nech d
je najvicsi spoloény delitel kapacit c(e) vSetkych hran. Ukéazte, Ze pre maximélny tok f
velkosti | f| ndjdeny Fordovym-Fulkersonovym algoritmom plati d | | f|.

Predpokladajme, Ze je dand rozsirend siet obsahujtca niekolko zdrojov a niekolko cielov.
Navrhnite, ako vypoéitat maximéalny tok v takejto sieti.

Ukazte, ako je mozné previest problém néjdenia maximalneho poétu hranovo disjunktnych
ciest v neorientovanom grafe previest na problém nédjdenia maximélneho poctu hranovo
disjunktnych ciest v orientovanom grafe.



Kapitola 9

Randomizovany minimalny rez

9.1 Definicia problému

V tejto Casti sa budeme zaoberaf zndmym problémom minimalneho rezu v multigrafe'. Predpo-
kladajme, Ze je dany suvisly multigraf G, ktory reprezentuje nejaki komunika¢nu sief (mobilny
operator, Internet). My sme v tlohe nepriatelského agenta a nasim cielom je narusit komuni-
kéciu v sieti (rusenim mobilnej komunikacie, prestrihnutim optickych kablov a pod.). Prerusit
kazdt komunika¢na linku by asi bolo prilis ndkladné, preto sa uspokojime s mensim cielom:
prerusenim ¢o najmensieho poétu liniek (t. j. odstranenim hrén grafu) dosiahnut, aby aspon
medzi jednou dvojicou uzlov v sieti nebolo mozné spojenie (t. j. aby sa multigraf G rozpadol na
aspont dva komponenty suvislosti; vid obrazok 9.1).

2

VA VAV AV, VAV

Obrazok 9.1: Priklad grafu, ktorého minimalny rez obsahuje tri hrany.

Problém minimalneho rezu:

Je dany suvisly multigraf G = (V,E). Rezom v grafe G nazyvame ka-
zdu particiu (V7,V2) mnoziny vrcholov grafu G, pre ktort je graf G' =
(V, E\{{z,y} |z € V1,y € Va} nestvisly. Ulohou je najst rez (V1, V2), pre ktory
ma mnozina E(Vi,V2) = EN{{z,y} |z € Vi,y € V2} minimalnu mohutnost.
Mohutnost tejto mnoziny, t. j. pocet hran v nej, nam udéva velkost rezu.

O probléme minimalneho rezu je znédme, ze patri do triedy P problémov riesitelnych v po-
lynomidlnom ¢ase — minimélny rez je mozné najst napriklad pomocou |V|? volani algoritmu na

!Definicia multigrafu pripusta viacero hran medzi tou istou dvojicou vrcholov. Na analyzu problému minim4l-
neho rezu sice nie je pouzitie multigrafov nevyhnutné, ale ak by sme ich obisli napriklad zavedenim celociselnych
vah na hranach jednoduchého grafu, nasa analyza by sa tym len skomplikovala.
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najdenie maximalneho toku v sieti. Najrychlejsi deterministicky algoritmus na najdenie maxi-
mélneho toku v sieti s |V| vrcholmi a |E| hranami bezi v éase O(|V| - |E| - log(|[V|?/|E|)). Ak
tato zlozitost vynasobime |V|? iteraciami, dostdvame sa pre husté grafy? k vipoctovej zlozitosti
O([VP).

Nasim cielom v tejto ¢asti preto bude zoznamit sa s jednym relativne jednoduchym pravde-
podobnostnym algoritmom, ktory navrhol D. Karger®:4.

Tento algoritmus je zalozeny na grafovej operacii, ktort nazyvame kontrakcia hrany. Pre
dany multigraf G a hranu e = {z,y} € E(G), kontrakcia hrany e nahradi vrcholy = a y novym
vrcholom vrchol(z,y) a kazda hranu {r, s}, pre ktort r € {z,y} a s ¢ {x,y} nahradi hranou
{vrchol(z,y), s}. Kontrakcia odstrani aj hranu {z,y} (nepovolime slucky), no zvysok grafu uz
ostava bezo zmeny. Vysledny multigraf oznacime . Priklad postupnosti kontrakcii v
multigrafe je na nasledujicom obrazku:

x w vrchol(x, z) w

vrchol(vrchol(x, z), vrchol (v, w))
vrchol(x, z) vrchol (v, w)

(c) (d
(a) multigraf G
(b) multigraf G/ {{x, z}}
(c) multigraf G/ {{z,z},{v,w}}
(d) multigraf G/ {{z, z},{v,w}, {vrchol(x, z),vrchol(v,w)}}

~—

Obrézok 9.2: Priklad ndhodnych kontrakcii v grafe

Ak postupne kontrahujeme hrany z mnoziny F' C E, bez ohladu na poradie, v akom urobime
tieto kontrakcie, vzdy dostavame rovnaky multigraf (vid tloha 1). Preto si tento vysledny mul-
tigraf ozna¢ime G/F. Lahko sa dovtipime, ze kazdy vrchol G/F zodpoveda mnozine vrcholov
povodného multigrafu G a hrany G/F zodpovedaju presne tym hranam z E, ktorych koncové
vrcholy neboli zlucené do toho istého vrchola v G/F.

2Grafy, pre ktoré |E| € O(|V[?).

®David R. Karger. Global min-cuts in RNC, and other ramifications of a simple min-cut algorithm. Proc. 4th
ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, 21-0, 1993

“David R. Karger. Random sampling in cut, flow, and network design problems. Proc. 25th STOC, 648657,
1994.
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9.2 Nahodné kontrakcie

Myslienka prvého pravdepodobnostného algoritmu je velmi jednoduchd. S danym multigrafom
G vykoname nahodnt postupnost kontrakcii, az kym nedostaneme multigraf G/F s dvomi vr-
cholmi. MnozZiny vrcholov povodného multigrafu G zodpovedajice jednotlivym vrcholom G/F
nam uréuja rez v multigrafe G. Korektnost tejto myslienky je zaloZend na nasledujicom dole-
zitom pozorovani: kontrakcia lubovolnej hrany nezmensi velkost minimdlneho rezu v multigrafe
G. Vyplyva to priamo z faktu, ze kazdy rez v G/F zodpovedé rezu rovnakej velkosti v G. Ve-
Tkost minimalneho rezu v G/F moze aj narast oproti G — ak by sme v grafe (c) na obrazku
9.2 skontrahovali hranu {y,vrchol(z,z)}, dostali by sme nasledujuci graf, v ktorom je velkost
minimalneho rezu rovna 5.

vrchol(y, vrchol(x, z)) @D vrchol (v, w)

Dalsim dosledkom tohoto faktu je, ze kontrakcia hrany zvysi velkost minimalneho rezu prave
vtedy, ak je tato hrana obsiahnuta vo vsetkych minimalnych rezoch (vid tdloha 2).

Moézeme napisat prvy algoritmus:

NAHODNEKONTRAKCIE(G):

for eachv e V
znacka(v) — {v}

while G ma viac nez 2 vrcholy
zvol rovnomerne ndhodne hranu e = {z,y} € E(G)
G—GJe
znacka(vrchol(z,y)) < znacka(x) U znacka(y)

if G = ({u,v},E")
return (znacka(u), znacka(v))

Na obrazku 9.2 je priklad jedného z moznych priebehov algoritmu NAHODNEKONTRAKCIE
na multigrafe s piatimi vrcholmi. Vysledkom algoritmu je, pri takto zvolenej realizacii, rez
pozostévajuci z troch hran — (ndhodou) to je optimalny pocet.

Veta 9.1: Algoritmus NAHODNEKONTRAKCIE je pravdepodobnostny optimalizaény algoritmus

beziaci v polynomialnom case, ktory ndjde minimalny rez multigrafu G s n vrcholmi s pravde-
2
n(n—1)"

podobnostou asporn

Dokaz. Viypoctovd zloZitost: V celom priebehu algoritmu moézeme nahradif multigraf jedno-
duchym grafom, kde miesto viacndsobnych hran medzi dvomi vrcholmi multigrafu si budeme
v jednoduchom grafe pamitat vahu hrany odpovedajicu ich poc¢tu. Odtial je uz lahké ukazat,
7e NAHODNEKONTRAKCIE vieme implementovat v ase O(n?).

Pravdepodobnost tispechu: Ako uz bolo spomenuté vyssie, vystupom algoritmu NAHODNE-
KONTRAKCIE je rez v danom multigrafe G. Potrebujeme este ukazat, Ze pravdepodobnost toho,
ze tento rez bude minimalnym rezom, je aspon n(%_l)

Nech G = (V, E) je multigraf a nech C),;,, = (V1, V2) je minimalny rez v G. Pocet hran rezu
si ozna¢me k = |E(Cypin)|.’

5k > 1 prave vtedy, ak je G stvisly. Pre nesuvislé multigrafy sa algoritmus NAHODNEKONTRAKCIE skonéi, len
¢o nastane E(G) = () a v takom pripade n4jde optimalny rez nulovej velkosti.
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V dalsom ukdZeme, Ze pravdepodobnost toho, Ze algoritmus NAHODNEKONTRAKCIE najde
tento konkrétny rez Chn je aspon ﬁ Najprv si uvedomme, Ze

k
celkovy pocet hrin multigrafu G je aspon n - 5 (9.1)

pretoze z |E(Cpin)| = k vieme, ze kazdy vrchol G méa stupen asponn k. Rez C,;, modze byt
vystupom algoritmu zrejme jedine vtedy, ak ziadna z hran F(C,;,) nebola skontrahovana pocas
vypoctu. Vyjadrime si teraz pravdepodobnost tejto udalosti.
Nech Udalost; pre i € {1,...,n — 2} oznacuje udalost, Ze ziadna z hran E(C,y) nebola
skontrahovand v i-tej kontrakcii pocas vypoc¢tu. Pravdepodobnost, ze Ziadna z hran E(Ch,in)
e
nebola skontrahovana pocas celého vypoctu, je potom rovna Pr { N Udalost’i]. Pouzitim zné-

i=1
mych vztahov pre podmienent pravdepodobnost dostdvame vyjadrenie

n—1
ﬂ Udalost’i] =Pr [Udalost;| - Pr [Udalosty| Udalost) |
i=1

Pr [Udalosts| Udalost; N Udalost;]

Pr [Udalosty| Udalost; N Udalosty N Udalosts] - (9-2)
n—3

-Pr Udalost’n_Q‘ ﬂ Udalost;
j=1

Aby sme mohli vyuzit (9.2) pri dalSom dokazovani, potrebujeme nejaky rozumny dolny

odhad pre
i—1

Pr
j=1
~ 12 - o 3 . v 4 N k
pre kazdé i € {1,...,n — 2}. KedZe podla (9.1) je pocet hran G aspoi n - 3,
.1 _ |E|l = [E(Crmin)| k k 2
Pr|Udalost —1——>1—7:1——. 9.3
r[Udalost] = | E] ¢ k- n/2 n (9.3)

Vo vseobecnosti, po i — 1 kontrakcidch méa zodpovedajici graf G/ F; presne n—i+ 1 vrcholov.
Ak F;N E(Cpin) = 05, potom je Cpnjp, minimalnym rezom aj v grafe G/F;. Ale z tohto vyplyva
(zase vid (9.1)!), ze kazdy vrchol G/F; musi mat stupeil tiez asponi k = |E(Cpn)|, ¢ize G/F;
musi mat asponi k- (n —i+ 1)/2 hran. Pre i € {2,...,n — 1} potom plati

i1
E }% E min
o s (G —1E(Co)
=1 ’ (9.4)
k 2
>l-——=1-—
- k(n—i+1)/2 n—i+1
Dosadenim (9.3) a (9.4) do (9.2) dostavame
n—2 n—2 3
-2 1 2
T Udalost; <1 ) <> ==
Qo] =TT (- 5=5) () = gy =
O

V6T. j. ak ziadna z hran rezu C,,;, nebola skontrahovand pocas prvych i kontrakcii, t. j. nastala udalost
ﬂ;;ll Udalost;.
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Z vety 9.1 vyplyva, ze pravdepodobnost najdenia konkrétneho (lubovolne zvoleného) mini-

malneho rezu je aspon
2 2

n(n—1) Z

Na prvy pohlad nevyzerd predchadzajtci vysledok pouzitelne. Dolny odhad pravdepodob-
nosti uspesného najdenia minimalneho rezu sa rychlo blizi k nule s rasticim n. Situaciu vsak
vieme vyrazne zlepsit, ak vykondme nad zadanym multigrafom viacero vypoctov algoritmu NA-
HODNEKONTRAKCIE. Priebeh vypoctu totiz zavisi od ndhodnych volieb kontrahovanych hran,
a ak budeme predpokladat, Ze volby tychto hran v réznych vypoctoch algoritmu st navzajom ne-
zavislé, potom aj udalosti k-ty vypocet algoritmu NAHODNEKONTRAKCIE ndjde minimdlny rez
sl navzajom nezavislé. Predpokladajme teda, ze vykoname n?/2 nezavislych vypoctov algorit-
mu NAHODNEKONTRAKCIE a ako celkovy vysledok zoberieme najmensi zo vietkych n?/2 takto
ziskanych rezov. Potom pravdepodobnost, Ze takto nidjdeme naozaj minimélny rez multigrafu

G, je aspon
2
2 \"/? 1
1—(1—2> >1—-.
n e

(Je to pravdepodobnost udalosti opac¢nej k tomu, Ze v ziadnom z n?/2 nezavislych vypoctov
nendjdeme minimélny rez.)

9.3 Efektivnejsie opakovanie nahodnych kontrakcii

Problémom vsak je, ze vypoctova zlozitost n?/2 opakovanych vypoctov algoritmu NAHODNE-
KONTRAKCIE je O(n?), ¢o nie je lepsie ako O(n?), vypoctova zlozitost najlepsieho znadmeho
deterministického algoritmu. Potrebujeme preto nas algoritmus dalej vylepsit. Z dokazu vety
9.1 Tahko vidime, Ze pravdepodobnosti toho, Ze prvé z kontrakcii pouziju hrany z E(Cpnn), st
malé: %, %, nEQ’ .... Tieto pravdepodobnosti vSak postupne narastaju az k hodnote 2/3 pri
poslednej kontrakcii. Prirodzenou myslienkou, ako doterajsi vysledok vylepsit, je pouzit algo-
ritmus NAHODNEKONTRAKCIE na redukciu multigrafu G na multigraf G/F na [ vrcholoch a
nasledne urc¢if minimalny rez v G/F pomocou najlepsieho deterministického algoritmu. V da-
lsom ukéZeme, Ze tdto mysSlienka je spravna, a Ze pri vhodnej volbe [ sa vieme s vypoctovou
zlozitostou dostat pod zlozitost O(n?) najlepsiecho deterministického algoritmu.

Najprv ale zapisme tato myslienku forméalne. Nech [ : N — N je neklesajuca funkcia, pre
ktort plati 1 < I(n) < n pre vSetky n € N. Budeme potrebovat jednu pomocni proceduru:

KONTRAHUJ(G, m):
while G méa viac nez m vrcholov
zvol rovnomerne ndhodne hranu e = {z,y} € E(G)
G—GJe
znacka(vrchol(z,y)) < znacka(x) U znacka(y)
return G

A teraz uz samotny algoritmus:
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[-NAHODNEKONTRAKCIE(G):
for eachv e V
znacka(v) — {v}
G — KONTRAHUJ(G,[(n))
pouzi deterministicky algoritmus na najdenie miniméalneho rezu (Vi, V) v G

return( U znacka(v), U znaéka(v))
veVy veVs

Veta 9.2: Pre kazda neklesajucu funkciu [ : N — N/ 1 < [(n) < n ma pravdepodobnostny
algoritmus I-NAHODNEKONTRAKCIE vipoctovii zlozitost O(n2 + (I(n))?) a najde minimalny rez

s pravdepodobnostou aspori
I(n) n
()/6)

Dokaz. V prvej Casti algoritmu sa vykona n — [(n) kontrakeii, takze ho vieme zrealizovat v case
(n—1(n))-O(n) = O(n?). Deterministicky algoritmus hlad4 minimélny rez v grafe s [(n) vrcholmi,
¢o sa d4 pouzitim najlepsieho zndmeho deterministického algoritmu zrealizovat v éase O((1(n))?).

Rovnako ako v dokaze vety 9.1, nech Ci;, je jeden fixny minimalny rez multigrafu G.
Zrejme ak multigraf G po n — [(n) kontrakcidch stéle obsahuje rez Ci,,, tak algoritmus [-
NAHODNEKONTRAKCIE néjde minimalny rez (bud rovno Ci.n, alebo nejaky iny, ale urcite
tiez minimalny). Stac¢i ndm preto najst dolny odhad pravdepodobnosti toho, ze G po n — I(n)
kontrakcidch obsahuje tento konkrétny rez C,,;,. Podla dokazu vety 9.1 vieme, Ze je to presne
n—l(n)

(\ Udalost;
i=1

Pr . Pouzitim (9.2), (9.3) a (9.4) dostavame

n—l(n) n—l(n)

Pr ﬂ Udalost; | > H (1—n§+1

i=1 =1

/1 ()
- (’;)/ oy ()

Dosledok 9.3: Pre kazda neklesajicu funkciu I : N — N;1 < [(n) < n plati, ze ak vykondme

ﬁ nezavislych vypocétov algoritmu I-NAHODNEKONTRAKCIE a ako celkovy vysledok zoberie-
2
n

me najmensi zo vSetkych T2 takto ziskanych rezov, tak pravdepodobnost, Ze takto ndjdeme

miniméalny rez multigrafu G je asponn 1 — é

O]

Kedze vykonanie ﬁ vypoctov algoritmu [-NAHODNEKONTRAKCIE mé zloZitost

o) <(n2 + (I(n))?) - (l(:f))2> =0 ((Z(TTL;;))Q +n?. l(n)> :

najlepsou volbou pre funkciu [ je [(n) = |n*?]. Pri takejto volbe funkcie [ je vypoctové zlo-
zitost algoritmu |n?/3|-NAHODNEKONTRAKCIE rovnad O(n®/3) a pravdepodobnost, Ze uspeje,
t. j. ndjde minimdlny rez, je véi¢sia, nez 1/2. Ak sa chceme s pravdepodobnostou uspechu dostat
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stakmer* k 0, vykonajme log, n vipoctov algoritmu |n%/3|-NAHODNEKONTRAKCIE. Takto vieme
dostat optimélne rieSenie v ¢ase O(ns/ 3logy n) s pravdepodobnostou tispechu p pre ktort plati
1—p e Q(1/logyn). Méme teda (kone¢ne) pre problém minimdalneho rezu k dispozicii rychlejsi
algoritmus, nez je doteraz najlepsi zndmy deterministicky — je to sice pravdepodobnostny algo-
ritmus, a teda nemusi dat stale optimélne riesenie, no pravdepodobnost jeho netspechu je pri
velkom n prakticky nulova.

9.4 Rekurzivne nahodné kontrakcie

Nakoniec si ukdzeme eSte jednu moznost, ako zlep$it algoritmus NAHODNEKONTRAKCIE, ktora
vedie k pravdepodobnostnému algoritmu beziacemu v case O ((n logy n)Q) Hlavna myslienka
je podobnd ako pri algoritme [-NAHODNEKONTRAKCIE. Pravdepodobnost, Ze pre kontrakciu
zvolime hranu patriacu rezu Ci;y,, rastie s po¢tom uz zrealizovanych kontrakcii. V algoritme
[-NAHODNEKONTRAKCIE sme tto neprijemnt vlastnost obisli tak, Ze sme po uréitom pocte na-
hodnych kontrakcii presli na deterministicky algoritmus na najdenie miniméalneho rezu. V nasom
novom algoritme RRC (rekurzivne NAHODNEKONTRAKCIE) budeme zvySovat pocet nezavislych
vypoctov algoritmu /-NAHODNEKONTRAKCIE tym viac, ¢im mensi bude multigraf, s ktorym ak-
tualne pracujeme.

Uz vieme, ze ak chceme dostat rozumnu pravdepodobnost tspechu, potrebujeme vykonat
n? nezéavislych vypocétov algoritmu NAHODNEKONTRAKCIE. To nam vsak zvicsi celkovi vypo-
¢tovi zlozitost n-nasobne. Nie je viak rozumné zacat O(n?) nezavislych vetiev vypoctu hned
na zaciatku, lebo pravdepodobnost ndhodnej kontrakcie hrany z C,,;, je dost mald. Zaéneme
preto len s dvomi képiami vstupného multigrafu G a obe ich ndhodnymi kontrakciami zredu-
kujeme na dva multigrafy G/F| a G/F, majice priblizne n/v/2 vrcholov. Néasledne vytvorime
dve képie grafov G/F) aj G/F» a nad kazdym zo Styroch aktudlnych multigrafov spustime NA-
HODNEKONTRAKCIE, az kym ich nezredukujeme na multigrafy majtice n/2 vrcholov. Po tomto
vytvorime dve képie z kazdého zo styroch multigrafov a vyslednych osem multigrafov zreduku-
jeme ndhodnymi kontrakciami tak, aby mali zhruba n/(2 - v/2) vrcholov, atd. V kazdom kroku
redukujeme pocet vrcholov o nasobok 1/+/2, preto potrebujeme priblizne 2 - logy 7 krokov, aby
sme dostali multigrafy s dvomi vrcholmi. Lahko nahliadneme, Ze v poslednom kroku pracujeme
s minimalnymi rezmi v O(n?) jednoduchych multigrafoch, z ktorych si vyberieme najlepsi (t. j.
tigrafov, no len so zopar velkymi, celkova vypocétova zlozitost tohoto pristupu je asymptoticky
porovnatelna s O(logy n) nezavislymi vypocétami algoritmu NAHODNEKONTRAKCIE.

Algoritmus RRC je rekurzivny a formalne ho mozeme zapisat nasledovne:

RRC(G):
for each v € V
znacka(v) «— {v}
n — |V(G)|
ifn<6
pouzi deterministicky algoritmus na najdenie minimélneho rezu (V4,V2) v G
else
G/F; «— KONTRAHUJ(G, [1 + Z=1)
G/Fy «— KONTRAHUJ(G, [1 + &)
(V1,V2) < RRC(G/F1)
(W1, Ws) «— RRC(G/F3)
return mensi z rezov (Vi,V2) a (W7, Wa)

SkES
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Veta 9.4: Pravdepodobnostny algoritmus RRC mé vypoétovi zlozitost O(n?logyn) a najde
miniméalny rez s pravdepodobnostou aspoii p(n), pricom

p(n) € Q (10g12n> |

Dokaz. Oznacme si vypoctovi zlozitost algoritmu RRC ako Timerrc. Kedze v kazdom rekur-
zivnom volani redukujeme velkost multigrafu o nasobok 1/1/2, pocet tychto volani je ohrani¢eny
log, 51 € O(logy n). Cely vypocet algoritmu NAHODNEKONTRAKCIE vieme na [ubovolnom mul-

tigrafe s n vrcholmi previest v ¢ase O(n?), preto aj zlozitost vypoétu KONTRAHUJ(G, [1+ %])

na multigrafe G' s m vrcholmi vieme ohranié¢it zhora hodnotou O(m?). Pre Timerrc potom
dostdvame nasledujuci rekurentny vztah:

memmmw—2JMmqmc(ﬁ+-”})+gmxgm»eom%-

V2

Lahko sa d4 overit, ze Timerrc(n) € O(n?logy n).

Odvodme teraz dolny odhad pre pravdepodobnost tspechu algoritmu RRC. Predpokladaj-
me, ze Cpin je minimalny rez v multigrafe G a |E(Cpin)| = k.

Predpokladajme, ze mame multigraf G/ F velkosti [, ktory obsahuje vietky hrany rezu Cy;,” .
Rekurzivne volanie algoritmu RRC nezavisle skontrahuje G/F na dva multigrafy G/F a G/F;
velkosti [1 + 1/+/2]. Ak4 je pravdepodobnost p;, Ze multigraf G/F; stéle obsahuje minimalny
rez Cpn? Rovnakymi avahami ako v dékaze vety 9.1 dostavame

[141/v/2] . . _
) L R Y (LR B N

0 1i=T)

Nech prrc(n) oznacuje pravdepodobnost, ze algoritmus RRC najde minimélny rez v da-
nom multigrafe s n vrcholmi. Potom p; - prre([1 + v/2]) je dolngym odhadom pre podmienenti
pravdepodobnost, ze RRC najde rez Cy,;, postupne najprv redukciou G/F na G/F; a potom
rekurzivnym volanim RRC(G/F}) za podmienky, ze G /F obsahuje rez Cp,. Hornym odhadom
pravdepodobnosti, ze algoritmus RRC nenajde minimalny rez C,,;, za predpokladu, Ze tento
rez obsahoval multigraf G/F, teda je

(1 — Pl * PRRC ([1 +l/x/ﬂ>)2.

Pre funkciu prrc sme takto odvodili nasledujtci rekurentny vztah:
2
prRrC(l) > 1 — (1 — Pl * PRRC ([1 + l/\/ﬂ))
1 2 (9.5)
>1- <1 ~ 5 "PRRC ([1+l/\f2-‘)> )

Lahko sa overi, ze kazd4 funkcia spliiajtica rekurentny vztah (9.5) musi byt z 9(@). O

Aj pravdepodobnost tspechu z predchadajicej vety vieme vyrazne zlepsit, ak vykondme
nad zadanym multigrafom O(log, n) nezavislych vypoétov algoritmu RRC. Pre multigraf G s n
vrcholmi dostavame

"T. j. ziadna hrana rezu Ci» eSte nebola skontrahovana.
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A. vypoctovi zlozitost O(n? - (logy n)?),
B. pravdepodobnost ndjdenia mimélneho rezu vicésiu nez %
Iterovany algoritmus RRC je teda rychlejsi nez najlepsi zndmy deterministicky algoritmus
a mé celkom dobrt pravdepodobnost tispechu. Nuz a O((logy n)?) nezévislych vypoctov algo-
ritmu RRC nam dava pravdepodobnost tspechu ndjdenia minimélneho rezu vic¢siu nez 1 —1/n
(hoci sa musime zmierit s miernym narastom vypoctovej zlozitosti na O(n? - (logy n)?).

9.5 Ulohy

1. Nech je dany multigraf G = (V, E) anech F' = {ej, e, ...,ex} C E. Ukézte, ze pre lubovol-
né dve permUté‘Cie ilv i27 s 7ik aj17j27 s 7jk IIlIlOiiIly [17 k]? st ((G/ {621})/ {612})/ e / {e’ik}
a ((G/{e;})/{ej})/ -/ {ej. } navzajom identické.

2. Ukazte, Ze kontrakcia hrany e € E v multigrafe G = (V, E) zvysi velkost minimalneho
rezu prave vtedy, ak je tato hrana obsiahnuté vo vSetkych minimalnych rezoch multigrafu

G.

3. Modifikujme algoritmus NAHODNEKONTRAKCIE nasledujicim spésobom: namiesto néa-
hodného vyberu hrany urcenej na kontrakciu sa rovnomerne nahodne zvolia dva vrcholy
x a y a identifikuji sa do jedného vrchola (bez ohladu na to, ¢i st spojené hranou, alebo
nie). Ukazte, Ze pre niektoré multigrafy je pravdepodobnost toho, ze takto modifikovany
algoritmus najde miniméalny rez, exponencidlne malé v n.

4. Urobte podrobnt analyzu rekurentného vztahu NAHODNEKONTRAKCIE a ukdZte, Ze

1 1

< prre(n) <

c1 -logyn co - logymn

pre vhodné konstanty c; a co.

5. Analyzujte vypoctovu zlozitost a prdepodobnost tspechu algoritmu RRC, ak zamenime
redukény pomer [ — [1+n/v/2] za

(a) 1 —[1/2],
(b) 1 — V1],
(c) I = 1—+1.
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