UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky

Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky

SAMOPODOBNE RIESENIE PROBLEMU
TUHNUTIA BINARNEJ ZMESI

Studentska vedecka konferencia 2009

Juraj Kyselica
(4. rocnik)

9.1.9 Aplikovana matematika
Ekonomicka a finan¢éna matematika

Skolitel: Doc. Mgr. Peter Guba, PhD.

BRATISLAVA 2009



Touto cestou by som sa chcel podakovat moéjmu skolitelovi
Doc. Mgr. Petrovi Gubovi, PhD.

za ochotu, pomoc pri zaobstarani potrebnej literattry a za vSetok svoj ¢as a ndmahu,
ktoré vynalozil, aby ma viedol pri pisani tejto prace.

Dakujem.



Prehlasujem, Ze som tito pracu vypracoval samostatne s vyuzitim svojich poz-
natkov a s pouzitim uvedene]j literattury.

V Bratislave, 22. aprila 2009
Juraj Kyselica



Déatum kompilacie: 17. aprila 2009
Typeset in KTEX

Abstrakt

Praca sa venuje odvodeniu explicitného rieSenia pre systém parabolickych par-
cidlnych diferencidlnych rovnic (2 rovnice vedenia tepla a 1 rovnica diftzie hmoty)
modelujucich jav tuhnutia binarnej zmesi s podmienkami zachovania predpisanymi na
volnej hranici. Ukézeme, ako mozno najst rieSenie tohto systému a rovnako aj poziciu
volnej hranice v ¢ase pomocou samopodobnej transformécie nezavislych premennych
z a t. Odvodime nelinearnu algebraicki rovnicu, ktorej rieSenim je konstanta A jed-
nozna¢ne charakterizujuca poziciu volnej hranice v Tubovolnom ¢ase ¢t > 0. Na zéaver
sa zameriame na skiimanie zavislosti rieSenia od niektorych parametrov vystupujiacich
v modeli.

Klacové slova: Fazovy diagram, tuhnutie binadrnej zmesi, systém parabolickych
PDR s voInou hranicou, samopodobné transformécia.
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Kapitola 1

Uvod

Cielom tejto prace je odvodit rieSenie systému parabolickych parcidlnych diferen-
cidlnych rovnic popisujicich tuhnutie binarnej zmesi dvoch chemicky odlisnych latok.
Matematickou komplikidciou v tomto probléme je pritomnost rovinného rozhrania
medzi tuhou a kvapalnou fazou, ktoré je funkciou ¢asu. Ide teda o problém s vol-
nou hranicou — okrem Standardnych hrani¢nych podmienok mame aj podmienky na
¢asovo premennej hranici. Popri nezndmych funkciach vystupujtcich v samotnych
parcidlnych diferencidlnych rovniciach je sticastou rieSenia aj funkcia reprezentujica
poziciu volnej hranice v ¢ase t > 0.

Najjednoduchsim modelom tuhnutia kvapalnej latky je tzv. Stefanov problém
(Huppert 1990), kedy uvazujeme len jednozlozkovy systém (t.j. v modeli nie je pri-
tomna koncentracia C'(z,t)) ochladzovany zdola. Nami uvazovany model je prevzaty s
prace (Worster 1986), prislusné rovnice boli odvodené na zéklade zakonov zachovania
tepla a hmoty. Ide o jednoduchy model, ktory je vychodiskom pre komplikovanejsi
model tzv. dendritickyjch vrstiev t.j. vrstiev obsahujucich tuha aj kvapalni fazu
(pozri piata kapitola). Tento model je tieZ uvedeny v praci (Worster 1986). Dalsie
prace v tejto oblasti sa zaoberali rozsirenim tohto modelu o tzv. konvekciu. Ide o jav,
kedy v dendritickej vrstve vznika tok v dosledku vylucovania zlozky z menSou husto-
tou (tzv. vztlakova konvekcia). V praci (Guba & Worster 2006 [5]) bola Studovana
nelinearna stabilita oscila¢nej konvekcie v dvojrozmernych dendritickych vrstvach po-
mocou met6d slabo nelinearnej analyzy. Dalsia cast prac (Guba 2001, Guba & Boda
1998) sa zaoberala problematikou konvekcie v rotujucich dendritickych vrstvéach, pra-
ca (Guba & Worster 2006 [4]) sa zasa venovala problému konvekcie v dendriticke;
vrstve v pripade, ze ochladena hranica je vertikalna.

Clenenie prace je nasledovné. V druhej kapitole sa zameriame na vysvetlenie zé-
kladnych pojmov tykajicich sa problematiky tuhnutia binarnych zmesi. Pdjde hlavne
o popis linearnej aproximéacie fazového diagramu, ktora hra v celom modeli doleziti
ulohu. Okrem toho tu sformulujeme fyzikdlny a nasledne aj matematicky problém
tuhnutia bindrnej zmesi. Tretia kapitola je zamerana na samotné rieSenie prislusného
systému parcidlnych diferencidlnych rovnic pomocou samopodobnej transformécie
nezavislych premennych. Nasledne sa v $tvrtej kapitole budeme zaoberat grafickou
reprezentaciou zavislosti rieSenia od niektorych parametrov vystupujtcich v modeli.
Piata, zaverecné kapitola sa tyka zhrnutia vysledkov a uvedenia motivicie pre nase
dalgie studium. Na zaver v prilohe prikladame zdrojové kody v systéme MATLAB.



Kapitola 2

Formulacia problému

2.1 Fazovy diagram pre bindrnu zmes

Cielom tejto ivodnej podkapitoly je uviest zakladné pojmy tykajice sa fazového
diagramu, ktory charakterizuje binarnu zmes (t.j. zmes skladajticu sa z dvoch chemicky
odlisnych komponent) a jeho fyzikdlnu interpretéciu.

Uvazujme systém pozostavajici z dvoch chemicky odlisnych latok A a B, pricom
koncentraciu (v hmotnostnom %) latky A ozna¢me C € (0,1). Budeme navyse
predpokladat, ze systém sa nachadza v termodynamickej rovnovahe, a teda teplota
T tuhej a kvapalnej fazy je v danom bode systému rovnaki. Potom pre Tubovolnu
dvojicu (C,T)T fazovy diagram jednoznac¢ne ur¢uje fazu, v ktorej sa dany systém
nachéidza.

V tejto praci budeme pouzivat idealizovany fazovy diagram (obréazok 2.1). Jeho
dolezitym prvkom je tzv. krivka liquidus dana rovnicou

T,(C) = —-IC. (2.1)

Tato krivka oddeluje oblast, v ktorej je binarna zmes v kvapalnej faze od oblasti,
kedy v systéme stuCasne existuju kvapalna aj tuhéa faza (kvapalna faza + latka B v
tuhej faze). Liquidus teda predstavuje minimélnu teplotu tuhnutia binarnej zme-
si ako funkciu koncentracie C' latky A. Pri dosiahnuti liquidus krivky (postupnym
znizovanim teploty) sa z kvapalnej zmesi zacne vylucovat latka B (tuha faza), nasled-
kom ¢oho sa v zvy$nej kvapalnej faze zvysi koncentracia latky A. Dalsim vyznacnym
prvkom nami uvazovaného fazového diagramu je priamka 7' = Tgr — tzv. eutektickd
teplota— pod ktorou je v systéme pritomna uz iba tuhd faza, t.j. predstavuje teplotu
topenia. Priamka 7" = Ty pretina krivku liquidus pri koncentracii C' = Cg, ktora
predstavuje tzv. eutekticku koncentraciu latky A.

2.2 Matematicka formulicia problému

Uvazujme polonekone¢nii oblast

{(z,2)";2 > 0}, (2.2)

2
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T
T,(0)=T,, Kvapalna faza
7
N
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Obr. 2.1: Linearna aproximaécia fazového diagramu pouzita v nasej praci.

vyplnentu kvapalnou binarnou zmesou, pricom pociato¢na koncentracia latky A je
C = Cy < Cg' a pociatotna teplota T = T, > T1(Cy). V ase t = 0 teplotu na
hranici z = 0 nahle zniZime (a nasledne udrzujeme) na teplotu T < T = T <
T1.(Cph), nasledkom ¢oho dochadza k tuhnutiu nami uvazovanej binarnej zmesi — v
Tubovolnom ¢ase t > 0 sa v systéme nachadza tuhé faza ohrani¢ené zospodu hranicou
z = 0 a zhora kvapalnou fazou (obrazok 2.2).

Nagim ciefom bude néjst rieSenie systému parcialnych diferencialnych rovnic popisu-
jucich tento problém, pricom predpokladame, Ze rozhranie medzi tuhou a kvapalnou
fazou je dokonale hladké a rovnobezné z hranicou z = 0. Neznamymi st

T(z,t) teplota,
C(z,t) koncentracia kvapalnej fazy zlozky A,

h(t) poloha rozhrania medzi tuhou fazou a kvapalinou,

pricom v tuhej faze (t.j. pre z < h(t)) kladieme C(z,t) = 0.

Okrem procesu vedenia tepla uvazujeme prenos rozpustenej latky prostrednictvom
molekularnej diftzie. V tuhej faze (index s) uvazujeme len prenos tepla, ktory sa riadi
rovnicou

oT o*T
PeCo gy Mg
V kvapalnej faze (index ) uvazujeme nielen prenos tepla, a teda

2 < h(t), (2.3)

oT 0*T
pC

"oy T kl@’ z > h(t), (2.4)

ale aj difuziu rozpustenej latky riadiacu sa podla diftznou rovnicou

oc_pre
ot 0227

'Pre Cy < Cg sa pri dosiahnuti liquidus krivky zacne z kvapalnej zmesi vylucovaf latka B v
tuhej faze. V pripade Cy > Cg je idealizovana liquidus krivka rastiicou priamkou zadinajacou v
bode (Cg,Tg)T a pri jej dosiahnuti sa z bindrnej zmesi zaéne vylucovat latka A v tuhej faze. V
nasom modeli v8ak bez ujmy na vSeobecnosti uvazujeme Cy < Cp a teda vylucovanie latky B.

z > h(t). (2.5)
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Obr. 2.2: Tuhnutie binarnej zmesi s rovinnym rozhranim medzi tuhou a kvalpalnou
fazou.

Vyznam jednotlivych konstant? je nasledovny:
p hustota,
C, tepelna kapacita,
k  tepelna vodivost,

D koeficient difizie rozpustenej latky.

Uvazujeme nasledovné hrani¢né podmienky

T(0,t)=Tp, Vt>0, (2.6)
C(Z, t) — O()
T(ot) — T, ak z—o00 alebo t—0. (2.7)

Na volnom rozhrani z = h(t) budeme navyse pozadovat splnenie nasledovnych troch
podmienok. Prva podmienka

T
or| _or

oL = ky——
P 0z Lh 0z

z=h*t
kde L je konStanta predstavujica latentné teplo, vyjadruje zakon zachovania tepla
na rozhrani (tzv. Stefanova podmienka). Druhé podmienka,
: oC
C(h*,t)h = —D— , (2.9)

82 z=h*t

vyjadruje zdkon zachovania hmoty na rozhrani. Napokon tretia podmienka,
T(h,t) = —-I'C(h",t) (2.10)

zase vyjadruje predpoklad, Ze volné rozhranie sa v kazdom c¢ase nachadza blizko
rovnovazneho stavu, a teda teplotu 7'(h,t) na rozhrani mozno aproximovat pomocou
(2.10).

2Ak definujeme koeficient tepelnej difizie vztahom r := k/(pC,), tak mozno rovnice (2.3), (2.4)

napisat v tvare

or 9°T or 9°T
Z<h(t), EZK]Zﬁ’

=l @ > ht)



Kapitola 3

Samopodobné rieSenie problému

3.1 Transforméacia systému PDR na systém ODR

Systém rovnic (2.3)—(2.10) budeme riesit nasledujiucou samopodobnou transfor-
méaciou nezavislych premennych

z

n(z,t) == W, (3.1)

pri¢om poziciu voIného rozhrania budeme hladat v tvare
h(t) = 2X\(Dt)Y/?, (3.2)
kde A je neznama konstanta, ktora treba ur¢it. Z (3.1) vyplyva

< <
zZ h(t) & n A

Funkcie C'(z,t) a T'(z,t) budeme hladat v tvare

F(n), (3.3)
G(n). (3.4)

Pomocou (3.1) a (3.3) mozno derivacie podla premennych z a t vyjadrit nasle-
dovne:

T(z,t):
C(z,t):

8T o / 877 o z / _ 77 /
oT 1 32_T 1

92~ @ppiet W G = apt ™)

Dosadenim do (2.3) a postupnymi algebraickymi tpravami dostavame
F'+22nF =0, 1<), (3.5)
kde konstanta €, > 0 je definovana vztahom

9 DpsCs B D

o )
S
ks K

5
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Dostali sme tak obycajni diferencialnu rovnicu pre neznamu funkciu F'(n) na oblasti
n < A. Rovnicu (2.4) mozno analogicky transformovat na obyc¢ajni diferencidlnu
rovnicu pre F(n) v oblasti n > A:

F'+2enF =0, n> )\, (3.6)
kde D
el = —.
Ry

Derivacie funkcie C'(z,t) mozno na zaklade (3.1) a (3.4) napisat v tvare
oC n 0*C 1
- = _2D_G/ _— " .
ot ¢ E = ap e

Dosadenim tychto vztahov do rovnice (2.5) a naslednymi tpravami dostavame oby-
¢ajnu diferencialnu rovnicu pre funkciu G(n) v oblasti n > A

G"+ G =0, 0>\ (3.7)
Rie$me teraz rovnicu (3.5). Ozna¢me
f=F.
Potom (3.5) prejde na rovnicu
f+2enf =0.
Postupnymi upravami dostavame

/
f? = _25§na

Inf=-e2*+K, KEeER,
fn) =K, e =", p<\ K €R'.

Integrovanim a aplikaciou podmienky F'(0) = T(0,¢) = T dostavame

n
F(n) - Tp = K, / e dg, <
0

Odvodili sme teda vztah

n
T(z,t) = Tg + K, / A, 2 < h. (3.8)
0

Pre funkciu f v oblasti n > A dostaneme z rovnice (3.6) podobnym spdsobom
vztah -
f=Kye ", n>\ Ky,ecRT,

z ¢oho integrovanim a vyuzitim podmienky F(oco) = T(oo,t) = T(z,0) = Ty
dostaneme

Too—F(n)ZfQ/ e dE, >
n
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a teda -
T(z,t) = To — K> / e de, 2> h (3.9)
n

Anologickym rieSenim rovnice (3.7) dostaneme
G(p) =Kze™, 0>\ K3eR',

z ¢oho integrovanim a vyuzitim podmienky G(oo) = C(oo,t) = C(z,0) = Cy
dostaneme

C’O—G(n):Kg/ e €d¢, z>h
n

a teda

C(Z,t) =Cy— Kg/ 6_62 dé, z>h. (310)
n

Zostéava uz len urcit konstanty K, Ky a K3. Kedze n[h(t),t] = A, z (3.8) a (3.9)
vyplyva

A
T(h™,t) =Tp + K, / e = e, (3.11)
0

T(h*,t) = Ty — K, / e 1€ de. (3.12)
A

Zo spojitosti funkcie T'(z,t) na hranici z = h(t) vyplyva
T(h™,t)=T(h",t) =T, = Tp(N\), (3.13)

a teda hodnota teploty T} na hranici je konstantna v ¢ase. Z rovnic (3.11), (3.12) a
(3.13) mozno vyjadrit konstanty K; a Ko
T, —1Tg % T — 1}

K =], = Too 2 -
e T et g

9 =

f)alej plati
C(ht,t)=C, = Cy — Kg/ e € de,
A
a teda
Co—Ch
f;o e~ d¢

Definujme funkcie erf(z), erfc(x) predpismi

erf(x) := % /m e € dg,
0
erfe(z) : =1 —erf(z) = % /:o e ¢ de.

Ky =
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Potom plati

n 2.2 =€ f 1 est ) ﬁ
856 — y S ’ . Yy —
/0 e d¢ ‘ dy = =, d¢ - /0 e ¥ dy o erf(e4n),

& —e2¢2 _ y:Elf ‘: l & _y? _ ﬁ
/77 e it d¢ ‘dyzeldf 5 ) e ¥ dy o, erfe(gm),

m

na zaklade ¢oho mozno konstanty K, K, a K3 zapisat v tvare

K . 2€S<Th — TB) . 25l(Too — Th)
T o Umert(e)) T 0T merfe(g))
K — 2(Co — Ch)
T rerfe(\)

a funkcie T'(z,t) a C(z,t) v tvare

(Ty, — Tg) erf(e4n)

T =T .
(z,1) B+ ot () ;oM< A, (3.14)
B (T), — Tw) erfe(gm)
T(z,t) = Too + e A, (3.15)
B (Ch — Cy) erfe(n)
C(z,t) = Cy + exfe(\) . N> A (3.16)

Konstanty A, T}, a Cj ur¢ime na zaklade podmienok (2.8)—(2.10) definovanych na
rozhrani.

3.2 Urcenie konstant A\, 17}, a C},

Plati
aa—Z:Kle_E§"2 m, z < h,
aa_z = Kye " m, z> h,
a teda
g_z = Ky ems (4D15)_1/2’ z<h,
Z_Z = Kye i —(4D1t)1/2’ 2> h.

Navyse, z (3.2) pre rychlost h, s ktorou propaguje volné rozhranie, plati

h(t) = A (?)1/2.
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Po dosadeni tychto vztahov do rovnice (2.8) dostavame

20s LD\ = kK, e <N — Ky e Y,
ksa’fg(Th — TB) —a§A2 B kl512(Too — Th) e_a?v

sLD = )
P Vresherf(e ) ¢ Ve derfe(g\)
respektive
kSEZ(Th — TB> kZEIQ(TOO — Th)
sLD = . — 1
P P(eN) R(zN) (3:17)
kde
P()) = vareN erf()),
R(\) = vareN erfc()).
Plati
8_0 — Co — G o’
0z (Dt)V/2/merfc(\)
a teda
oc B Co— Cy, .
0z | _pv  (DB)Y2\/mwerfc())
Dosadenim do podmienky (2.9) dostaneme
Cp e Coe™
CpA = -
Vmerfe(A)  y/merfe(N)
z ¢oho mozno konstantu Cj, vyjadrit jednoznacne ako funkciu A v tvare
Co
Ch=——.
"T1-R(N)
balej, ak oznac¢ime
CoR(N)
Cp=Ch—Cop=—-, 3.18
f h 0T 1 R(\) ( )
tak dosadenim (3.18) do (2.10) dostavame
Th = —ICo+ Cp(N)] =TL(Co) — I'Cri(N). (3.19)

Vztah (3.17) mozno pomocou (3.19) napisat v tvare

k(T (Co) = TCr(N) = Ty)  kigd(Too — To(Co) + T'CH(N)

sLD = ’
P P(es)) R(g\)

z ¢oho zdruzenim ¢lenov pri I'Cy;(\) a definovanim konstant

TO = Too — TL<C()),
T1 = TL(C()) — TB
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dostaneme

kye? kie? ]_ k2T, B kg2 T LD
PN RN PN REN PR

Dosadenim za ¢, €5 a naslednym zjednoduSenim dostaneme

e

pscps +
P(esA)  R(gN)

— — psL.

plel ] _ pstsTl plelTO
P(esA)  R(g\)

rey, [

Ak predelime obe strany vzniknutej rovnosti vyrazom p;C,s dostaneme

reg| L, F

P(es)) R(alA)}_P(gs)\) R(g\) Gy’

kde bezrozmerna konstanta ( je definovana vztahom

Plel
0= —.
psts

3.3 Zhrnutie vysledkov odvodenia
Podarilo sa ndm najst riesenie systému (2.3)—(2.10) v tvare samopodobnijch funkcii

(Ty, — Tg) erf(e4n)

T(z,t) =T+ orf(=.0) ;<A
T(z,t) = T + (T —eﬂo;();if;(am)’ n> A
Clot) = 0y + ;ffé)();)rfc(">, n> A\
kde samopodobnd premennd mé tvar
n(z,t) == m

éasovy vyvoj volného rozhrania je dany vztahom
h(t) = 2\(Dt)Y/?,
kde konstanta A je dand ako koren nelinearnej algebraickej rovnice

1 B T BTy L
rcy, _ _ =
Cri PN RN T PEN)  REN) G

Konsgtanty C, T}, st potom dané vztahmi
1-R(\)’
Ty, =T1(Co) — I'(Ch — Cp).

Ch,
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Na obrézku 3.1 je znazorneny teplotny profil pre rozne casy — t.j. grafy funkcie
T(z,t) pre fixné hodnoty ¢, pricom sme zvolili T, = 2, T = —5, Cy = 0.02. Plati

n—0 pre t— oo, Vz >0,

erf(e;n) — 00 pre n—0

a teda
T(z,t) —Tp pre t— o0, Vz>0. (3.20)

Teplota teda v Tubovolnom bode z > 0 bodovo konverguje k teplote ochladenej
hranice z = 0. Na obrazku 3.2 je znazorneny profil koncentracie C' pre tie isté
¢asy ako v pripade teplotného profilu. Pozicia voIného rozhrania v danom case ¢ je
dana tou hodnotou z, v ktorej sa graf funkcie C(z,t) lame z hodnoty 0 na hodnotu
C, # 0. Dalej vidno, ze maximalna hodnota C' sa dosahuje pre z = h(t) a potom
klesa k hodnote T,,. ZvySenie koncentracie latky A smerom k z = h(t) je sposobené
vylu¢ovanim latky B na hranici a teda podiel A sa v kvapalnej zmesi zvysi.

0.8

0.6

z [m]

0.4 1 rastt

0.2r-

-2
T[°C]

Obr. 3.1: Vyvoj teplotného profilu pre t = 1,30, 60,90, 120, 150 a 180 [s].
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0.2
0.16 B
0.12 B
z[m|
0.08 4
T rastt
0.04 b
0 I I I I I I
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Obr. 3.2: Vyvoj profilu koncetracie C pre ¢t = 1, 30,60, 90, 120, 150 a 180 [s].



Kapitola 4

Parametricka zavislost rieSenia:
Graficka reprezentacia

4.1 Fyzikalna interpretacia parametrov A\, 7y a 13

V tejto kapitole sa zameriame na skiimanie zavislosti bezrozmernej hribky tuhej
fazy A od hodnot parametrov Cy, Ty a T kedZe su to prave tieto hodnoty, ktoré
mozno pri experimentoch menit a tym ovplyvnit vyvoj systému. Fyzikalny zmysel
konStanty A a parametrov Tj, T je nasledovny:

A charakterizuje bezrozmernu hribku vrstvy tuhej fazy, presnejSie je to okamzita
hriibka tejto vrstvy preskalovana vyrazom (Dt)'/2,

To je rozdiel medzi pociato¢nou teplotu binarnej zmesi T, a teplotou tuhnutia 77, (Cy),
t.j. charakterizuje o kolko je podiato¢na teplota vys$Sia ako teplota tuhnutia,

T; je rozdiel medzi teplotou tuhnutia 77 (Cy) a teplotou T, na ktort bola hranica
z = 0 ochladen4, t.j. charakterizuje o kol'ko je teplota ochladenej hranice nizsia
ako teplota tuhnutia danej zmesi.

Pri numerickych vypoctoch sme zvolili nasledovné hodnoty jednotlivych fyzikalnych
konstéant

ks =53x103Jem s °C™Y, kK =13%x103Jem st oC,

Cps =048 J g7t °C™ 1, Cp=10JgteC
ps = 0.916 g cm =3, pr=1.0gcm™3,
D=1.0x10"° cm? s}, L=2801J¢g!

[' =40 °C,

ktoré zodpovedaji binarnej zmesi voda-NaNOQOs.

4.2 Parametricka zavislost rieSenia

Zavislost )\ od poéiatoénej koncentracie C

Na obrazku 4.1 je graficky znézornena zavislost A od pociato¢nej koncentracie
Cp pre rozne hodnoty parametra Tg. Vidime, Ze ide o klesajucu zavislost, t.j. pre

13



4.2. PARAMETRICKA ZAVISLOST RIESENIA 14

Tg=-14[°C]

0.1

4 0.06
C, [hm. %]

Obr. 4.1: Zavislost bezrozmernej hrubky tuhej fazy A od pocdiatocnej koncentracie Cy
pre rozne hodnoty Tp.

vacsiu pociatocnu koncentraciu Cy latky A bude hrabka tuhej vrstvy v Tubovolnom
¢ase t > 0 mensia (kedZe tuhd vrstva sa tvori vylu¢ovanim latky B). Dalej vidno, Ze
pre vi¢siu hodnotu teploty Tz st krivky znazoriiujice zavislost A = A\(Cp) posunuté
smerom nadol — pre fixné Cj hribka tuhej vrstvy klesa s rasticou teplotou na hranici
z=0.

Zavislot \ od parametra T}

Na obrazku 4.2 je graficky znazornena zavislost A od rozdielu medzi teplotou
tuhnutia 77 (Cy) a teplotou na ochladenej hranici z = 0 pre dant hodnotu Cy. Vidime,
ze ¢im je tento rozdiel vacsi (t.j. ¢im je teplota spodnej hranice z = 0 niZia v porovnani
s teplotou tuhnutia), tym je hrubka tuhej vrstvy v Tubovolnom ¢ase ¢ > 0 vidsia.
Navyse pre vicsie hodnoty pociatocnej koncentracie Cy st krivky A = A(77) posunuté
smerom nadol.

Zavislost \ od parametra Tj

Na obrazku 4.3 je graficky znézornena zavislost A od rozdielu medzi pociato¢nou
teplotou T, a teplotou tuhnutia 77, (Cp) pre rozne hodnoty parametra Tg, pricom sme
zvolili Cy = 0.04. Vidno, Ze tato zavislost je pre fixné hodnoty ostatnych parametrov
klesajica, avSsak hodnota A klesa s rastiicou hodnotou Tj len velmi pomaly. Z toho
vyplyva, ze na hrubku tuhej vrstvy v zvolenom case ¢ > 0 ma hodnota 77 vac¢si vplyv
ako hodnota Tj.

A ako funkcia parametrov T a ()

Na obrazku 4.4 st znazornené izo¢iary funkcie A = A\(Tz,Cp), t.j. body leZiace na
jednej izoc¢iare zodpovedaju tej istej hrubke h(t) tuhej vrstvy v danom ¢ase ¢ > 0.
Pri vypocte sme zvolili hodnotu 7, = 15 °C.
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Obr. 4.2: Zavislost bezrozmernej hrubky tuhej fazy A od parametra T} pre rozne
hodnoty Cy. Pri volbe intervalu na Tj-osi treba brat do tvahy interval pripustnych

Ty, kedze musi platit T = T,(Co) —T1 > 0
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Obr. 4.3: Zavislost bezrozmernej hrubky tuhej fazy A od parametra T pre rozne

hodnoty parametra 77.
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Obr. 4.4: Tzociary funkcie A = A\(T'z, Cy).



Kapitola 5
Zaver a motivacia pre dalSie Stadium

Podarilo sa ndm odvodit samopodobné rieSenie problému tuhnutia binarnej zmesi
a numerickym rieSenim konkrétneho pripadu ukizat jednotlivé parametrické zavislosti
rieSenia od konstant Tq, T a Cj.

Ako sme uz spomenuli v tivode, ide o jednoduchy model predpokladajici dokonale
hladké rovinné rozhranie medzi tuhou a kvapalnou fazou. NavysSe sme predpokladali,
Ze teplota na tomto volnom rozhrani je dana krivkou liquidus. Tato podmienka
vSak nehovori ni¢ o teplote nad rozhranim. Za ur¢itych predpokladov moze nastat
situdcia, kedy teplota kvapaliny nad volnym rozhranim klesne pod teplotu danu
krivkou liquidus, t.j. pod teplotu T7,(C), kde C' je koncentracia v danom bode. Tento
jav sa nazyva koncentracné podchladenie. V préaci (Worster 1986) je ako podmienka
pre nastatie koncentra¢ného podchladenia uvedena nasledovnéa nerovnost

oT
0z

< —F@

. 5 , (5.1)
z=h

z=ht

ktord mozno v pripade nami najdeného samopodobného rieSenia napisat v tvare

(To/I)ef R(A)

1> RN - 2R

(5.2)

V pripade, 7e v kvapaline nad volnym rozhranim dochadza ku koncentra¢nému
podchladeniu, je toto rozhranie nestabilné voc¢i malym perturbaciam — t.j. dochadza
k rastu perturbécie v ¢ase. To vedie k vzniku dendritickej vrstvy spominanej v ivode
tejto prace. V budicnosti bude cielom nasej dalsej prace skumat globalnu stabilitu
rovinnych rozhrani tuhé faza/dendritickd vrstva a dendritickd vrstva/kvapalna faza
pomocou varia¢nych metod.

17
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Priloha

Tato priloha obsahuje vypis zdrojového kodu v systéme MATLAB na vypocet
samopodobného riesenia problému tuhnutia binarnej zmesi.

Funkcie P(X), R(\) a TL,(C):

function p=P(x)
p = sqrt(pi)*x*xexp(x~2)*erf (x);

function r=R(x)
r = sqrt(pi)*xxexp(x~2)*erfc(x);

function T=TL(CO,GAMMA)
T=-GAMMA*CO;

Vypocet konstant Cj, Tj, a C;:

function Ch = C_h(CO,lambda)
Ch = CO/(1-sqrt(pi)+*lambda*exp(lambda~2)*erfc(lambda));

function Th = T_h(CO,lambda,GAMMA)
Th = TL(CO) - GAMMA*(C_h(CO,lambda)-CO) ;

function cfi = Cfi(lambda,CO)
cfi = (CO*R(lambda))/(1-R(lambda));

Numericky vypocet konStanty A:

function lambda=GetLambda(TB,CO0)
x0=0.5;
lambda=fzero(@lambda_Fn,x0) ;
function 1Fn = lambda_Fn(lambda,GAMMA,beta,eps_1,eps_s,Tinf,Cp_s,L)

1Fn=GAMMA*Cfi(lambda,CO)* (beta/F(eps_l*lambda)+1/G(eps_s*lambda))-. ..

((TL(CO)-TB) /G(eps_s*lambda)-. ..
beta* (Tinf-TL(CO)) /F(eps_l*lambda)-L/Cp_s);
end
end

19
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Vypocet riesenia T'(z,t), C(z,t) a h(t):

function so0l=T(z,t,lambda,TB,Th,Tinf,eps_s,eps_1,D)
eta=z./sqrt (4*Dxt) ;
if eta<lambda
s01=TB+(Th-TB) *erf (eps_s*eta) /erf (eps_s*lambda) ;
else
s01=Tinf+(Th-Tinf) *erfc(eps_lxeta)/erfc(eps_lxlambda);
end

function sol=C(z,t,lambda,Ch,C0,D)
eta=z/sqrt (4*D*t) ;
if eta>lambda
801=C0+(Ch-CO0) *erfc(eta) /erfc(lambda) ;
else
s0l1=0;
end

function h=Interface(lambda,t,D)
h=2*lambda*sqrt (D*t) ;



