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Typeset in LATEX

Abstrakt
Práca sa venuje odvodeniu explicitného rie²enia pre systém parabolických par-

ciálnych diferenciálnych rovníc (2 rovnice vedenia tepla a 1 rovnica difúzie hmoty)
modelujúcich jav tuhnutia binárnej zmesi s podmienkami zachovania predpísanými na
vo©nej hranici. Ukáºeme, ako moºno nájs´ rie²enie tohto systému a rovnako aj pozíciu
vo©nej hranice v £ase pomocou samopodobnej transformácie nezávislých premenných
z a t. Odvodíme nelineárnu algebraickú rovnicu, ktorej rie²ením je kon²tanta λ jed-
nozna£ne charakterizujúca pozíciu vo©nej hranice v ©ubovo©nom £ase t > 0. Na záver
sa zameriame na skúmanie závislosti rie²enia od niektorých parametrov vystupujúcich
v modeli.

K©ú£ové slová: Fázový diagram, tuhnutie binárnej zmesi, systém parabolických
PDR s vo©nou hranicou, samopodobná transformácia.
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Kapitola 1

Úvod

Cie©om tejto práce je odvodi´ rie²enie systému parabolických parciálnych diferen-
ciálnych rovníc popisujúcich tuhnutie binárnej zmesi dvoch chemicky odli²ných látok.
Matematickou komplikáciou v tomto probléme je prítomnos´ rovinného rozhrania
medzi tuhou a kvapalnou fázou, ktoré je funkciou £asu. Ide teda o problém s vo©-
nou hranicou � okrem ²tandardných hrani£ných podmienok máme aj podmienky na
£asovo premennej hranici. Popri neznámych funkciách vystupujúcich v samotných
parciálnych diferenciálnych rovniciach je sú£as´ou rie²enia aj funkcia reprezentujúca
pozíciu vo©nej hranice v £ase t > 0.

Najjednoduch²ím modelom tuhnutia kvapalnej látky je tzv. Stefanov problém
(Huppert 1990), kedy uvaºujeme len jednozloºkový systém (t.j. v modeli nie je prí-
tomná koncentrácia C(z, t)) ochladzovaný zdola. Nami uvaºovaný model je prevzatý s
práce (Worster 1986), príslu²né rovnice boli odvodené na základe zákonov zachovania
tepla a hmoty. Ide o jednoduchý model, ktorý je východiskom pre komplikovanej²í
model tzv. dendritických vrstiev t.j. vrstiev obsahujúcich tuhú aj kvapalnú fázu
(pozri piata kapitola). Tento model je tieº uvedený v práci (Worster 1986). �al²ie
práce v tejto oblasti sa zaoberali roz²írením tohto modelu o tzv. konvekciu. Ide o jav,
kedy v dendritickej vrstve vzniká tok v dôsledku vylu£ovania zloºky z men²ou husto-
tou (tzv. vztlaková konvekcia). V práci (Guba & Worster 2006 [5]) bola ²tudovaná
nelineárna stabilita oscila£nej konvekcie v dvojrozmerných dendritických vrstvách po-
mocou metód slabo nelineárnej analýzy. �al²ia £as´ prác (Guba 2001, Guba & Bo¤a
1998) sa zaoberala problematikou konvekcie v rotujúcich dendritických vrstvách, prá-
ca (Guba & Worster 2006 [4]) sa zasa venovala problému konvekcie v dendritickej
vrstve v prípade, ºe ochladená hranica je vertikálna.

�lenenie práce je nasledovné. V druhej kapitole sa zameriame na vysvetlenie zá-
kladných pojmov týkajúcich sa problematiky tuhnutia binárnych zmesí. Pôjde hlavne
o popis lineárnej aproximácie fázového diagramu, ktorá hrá v celom modeli dôleºitú
úlohu. Okrem toho tu sformulujeme fyzikálny a následne aj matematický problém
tuhnutia binárnej zmesi. Tretia kapitola je zameraná na samotné rie²enie príslu²ného
systému parciálnych diferenciálnych rovníc pomocou samopodobnej transformácie
nezávislých premenných. Následne sa v ²tvrtej kapitole budeme zaobera´ gra�ckou
reprezentáciou závislosti rie²enia od niektorých parametrov vystupujúcich v modeli.
Piata, závere£né kapitola sa týka zhrnutia výsledkov a uvedenia motivácie pre na²e
¤al²ie ²túdium. Na záver v prílohe prikladáme zdrojové kódy v systéme MATLAB.
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Kapitola 2

Formulácia problému

2.1 Fázový diagram pre binárnu zmes
Cie©om tejto úvodnej podkapitoly je uvies´ základné pojmy týkajúce sa fázového

diagramu, ktorý charakterizuje binárnu zmes (t.j. zmes skladajúcu sa z dvoch chemicky
odli²ných komponent) a jeho fyzikálnu interpretáciu.

Uvaºujme systém pozostávajúci z dvoch chemicky odli²ných látok A a B, pri£om
koncentráciu (v hmotnostnom %) látky A ozna£me C ∈ 〈0, 1〉. Budeme navy²e
predpoklada´, ºe systém sa nachádza v termodynamickej rovnováhe, a teda teplota
T tuhej a kvapalnej fázy je v danom bode systému rovnaká. Potom pre ©ubovo©nú
dvojicu (C, T )T fázový diagram jednozna£ne ur£uje fázu, v ktorej sa daný systém
nachádza.

V tejto práci budeme pouºíva´ idealizovaný fázový diagram (obrázok 2.1). Jeho
dôleºitým prvkom je tzv. krivka liquidus daná rovnicou

TL(C) = −ΓC. (2.1)

Táto krivka odde©uje oblas´, v ktorej je binárna zmes v kvapalnej fáze od oblasti,
kedy v systéme sú£asne existujú kvapalná aj tuhá fáza (kvapalná fáza + látka B v
tuhej fáze). Liquidus teda predstavuje minimálnu teplotu tuhnutia binárnej zme-
si ako funkciu koncentrácie C látky A. Pri dosiahnutí liquidus krivky (postupným
zniºovaním teploty) sa z kvapalnej zmesi za£ne vylu£ova´ látka B (tuhá fáza), násled-
kom £oho sa v zvy²nej kvapalnej fáze zvý²i koncentrácia látky A. �al²ím význa£ným
prvkom nami uvaºovaného fázového diagramu je priamka T = TE � tzv. eutektická
teplota� pod ktorou je v systéme prítomná uº iba tuhá fáza, t.j. predstavuje teplotu
topenia. Priamka T = TE pretína krivku liquidus pri koncentrácii C = CE, ktorá
predstavuje tzv. eutektickú koncentráciu látky A.

2.2 Matematická formulácia problému
Uvaºujme polonekone£nú oblas´

{(x, z)T ; z > 0}, (2.2)

2



2.2. MATEMATICKÁ FORMULÁCIA PROBLÉMU 3

Obr. 2.1: Lineárna aproximácia fázového diagramu pouºitá v na²ej práci.

vyplnenú kvapalnou binárnou zmesou, pri£om po£iato£ná koncentrácia látky A je
C = C0 < CE

1 a po£iato£ná teplota T = T∞ > TL(C0). V £ase t = 0 teplotu na
hranici z = 0 náhle zníºime (a následne udrºujeme) na teplotu TE < T = TB <
TL(C0), následkom £oho dochádza k tuhnutiu nami uvaºovanej binárnej zmesi � v
©ubovo©nom £ase t > 0 sa v systéme nachádza tuhá fáza ohrani£ená zospodu hranicou
z = 0 a zhora kvapalnou fázou (obrázok 2.2).

Na²ím cie©om bude nájs´ rie²enie systému parciálnych diferenciálnych rovníc popisu-
júcich tento problém, pri£om predpokladáme, ºe rozhranie medzi tuhou a kvapalnou
fázou je dokonale hladké a rovnobeºné z hranicou z = 0. Neznámymi sú

T (z, t) teplota,
C(z, t) koncentrácia kvapalnej fázy zloºky A,
h(t) poloha rozhrania medzi tuhou fázou a kvapalinou,

pri£om v tuhej fáze (t.j. pre z < h(t)) kladieme C(z, t) = 0.
Okrem procesu vedenia tepla uvaºujeme prenos rozpustenej látky prostredníctvom

molekulárnej difúzie. V tuhej fáze (index s) uvaºujeme len prenos tepla, ktorý sa riadi
rovnicou

ρsCps
∂T

∂t
= ks

∂2T

∂z2
, z < h(t), (2.3)

V kvapalnej fáze (index l) uvaºujeme nielen prenos tepla, a teda

ρlCpl
∂T

∂t
= kl

∂2T

∂z2
, z > h(t), (2.4)

ale aj difúziu rozpustenej látky riadiacu sa pod©a difúznou rovnicou

∂C

∂t
= D

∂2C

∂z2
, z > h(t). (2.5)

1Pre C0 < CE sa pri dosiahnutí liquidus krivky za£ne z kvapalnej zmesi vylu£ova´ látka B v
tuhej fáze. V prípade C0 > CE je idealizovaná liquidus krivka rastúcou priamkou za£ínajúcou v
bode (CE , TE)T a pri jej dosiahnutí sa z binárnej zmesi za£ne vylu£ova´ látka A v tuhej fáze. V
na²om modeli v²ak bez ujmy na v²eobecnosti uvaºujeme C0 < CE a teda vylu£ovanie látky B.



2.2. MATEMATICKÁ FORMULÁCIA PROBLÉMU 4

Obr. 2.2: Tuhnutie binárnej zmesi s rovinným rozhraním medzi tuhou a kvalpalnou
fázou.

Význam jednotlivých kon²tánt2 je nasledovný:

ρ hustota,
Cp tepelná kapacita,
k tepelná vodivos´,
D koe�cient difúzie rozpustenej látky.

Uvaºujeme nasledovné hrani£né podmienky

T (0, t) = TB, ∀t > 0, (2.6)
C(z, t)→ C0

T (z, t)→ T∞
ak z →∞ alebo t→ 0. (2.7)

Na vo©nom rozhraní z = h(t) budeme navy²e poºadova´ splnenie nasledovných troch
podmienok. Prvá podmienka

ρsLḣ = ks
∂T

∂z

∣∣∣∣
z=h−
−kl∂T

∂z

∣∣∣∣
z=h+

, (2.8)

kde L je kon²tanta predstavujúca latentné teplo, vyjadruje zákon zachovania tepla
na rozhraní (tzv. Stefanova podmienka). Druhá podmienka,

C(h+, t)ḣ = −D∂C
∂z

∣∣∣∣
z=h+

, (2.9)

vyjadruje zákon zachovania hmoty na rozhraní. Napokon tretia podmienka,

T (h, t) = −ΓC(h+, t) (2.10)

zase vyjadruje predpoklad, ºe vo©né rozhranie sa v kaºdom £ase nachádza blízko
rovnováºneho stavu, a teda teplotu T (h, t) na rozhraní moºno aproximova´ pomocou
(2.10).

2Ak de�nujeme koe�cient tepelnej difúzie vz´ahom κ := k/(ρCp), tak moºno rovnice (2.3), (2.4)
napísa´ v tvare

∂T

∂t
= κs

∂2T

∂z2
, z < h(t),

∂T

∂t
= κl

∂2T

∂z2
, z > h(t).



Kapitola 3

Samopodobné rie²enie problému

3.1 Transformácia systému PDR na systém ODR
Systém rovníc (2.3)�(2.10) budeme rie²i´ nasledujúcou samopodobnou transfor-

máciou nezávislých premenných

η(z, t) :=
z

(4Dt)1/2
, (3.1)

pri£om pozíciu vo©ného rozhrania budeme h©ada´ v tvare

h(t) = 2λ(Dt)1/2, (3.2)

kde λ je neznáma kon²tanta, ktorú treba ur£i´. Z (3.1) vyplýva

z Q h(t)⇔ η Q λ.

Funkcie C(z, t) a T (z, t) budeme h©ada´ v tvare

T (z, t) := F (η), (3.3)
C(z, t) := G(η). (3.4)

Pomocou (3.1) a (3.3) moºno derivácie pod©a premenných z a t vyjadri´ nasle-
dovne:

∂T

∂t
= F ′(η)

∂η

∂t
= −2D

z

(4Dt)3/2
F ′(η) = −2D

η

4Dt
F ′(η),

∂T

∂z
=

1

(4Dt)1/2
F ′(η),

∂2T

∂z2
=

1

4Dt
F ′′(η).

Dosadením do (2.3) a postupnými algebraickými úpravami dostávame

F ′′ + 2ε2
sηF

′ = 0, η < λ, (3.5)

kde kon²tanta εs > 0 je de�novaná vz´ahom

ε2
s :=

DρsCps
ks

=
D

κs
.

5



3.1. TRANSFORMÁCIA SYSTÉMU PDR NA SYSTÉM ODR 6

Dostali sme tak oby£ajnú diferenciálnu rovnicu pre neznámu funkciu F (η) na oblasti
η < λ. Rovnicu (2.4) moºno analogicky transformova´ na oby£ajnú diferenciálnu
rovnicu pre F (η) v oblasti η > λ:

F ′′ + 2ε2
l ηF

′ = 0, η > λ, (3.6)

kde
ε2
l :=

D

κl
.

Derivácie funkcie C(z, t) moºno na základe (3.1) a (3.4) napísa´ v tvare

∂C

∂t
= −2D

η

4Dt
G′(η),

∂2C

∂z2
=

1

4Dt
G′′(η).

Dosadením týchto vz´ahov do rovnice (2.5) a následnými úpravami dostávame oby-
£ajnú diferenciálnu rovnicu pre funkciu G(η) v oblasti η > λ

G′′ + 2ηG′ = 0, η > λ. (3.7)

Rie²me teraz rovnicu (3.5). Ozna£me

f := F ′.

Potom (3.5) prejde na rovnicu

f ′ + 2ε2
sηf = 0.

Postupnými úpravami dostávame

f ′

f
= −2ε2

sη,

ln f = −ε2
sη

2 +K, K ∈ R,
f(η) = K1 e−ε

2
sη

2

, η < λ, K1 ∈ R+.

Integrovaním a aplikáciou podmienky F (0) = T (0, t) = TB dostávame

F (η)− TB = K1

∫ η

0

e−ε
2
sξ

2

dξ, η < λ.

Odvodili sme teda vz´ah

T (z, t) = TB +K1

∫ η

0

e−ε
2
sξ

2

dξ, z < h. (3.8)

Pre funkciu f v oblasti η > λ dostaneme z rovnice (3.6) podobným spôsobom
vz´ah

f = K2 e−ε
2
l η

2

, η > λ, K2 ∈ R+,

z £oho integrovaním a vyuºitím podmienky F (∞) = T (∞, t) = T (z, 0) = T∞
dostaneme

T∞ − F (η) = K2

∫ ∞
η

e−ε
2
l ξ

2

dξ, η > λ,
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a teda
T (z, t) = T∞ −K2

∫ ∞
η

e−ε
2
l ξ

2

dξ, z > h. (3.9)

Anologickým rie²ením rovnice (3.7) dostaneme

G(η) = K3 e−η
2

, η > λ, K3 ∈ R+,

z £oho integrovaním a vyuºitím podmienky G(∞) = C(∞, t) = C(z, 0) = C0

dostaneme
C0 −G(η) = K3

∫ ∞
η

e−ξ
2

dξ, z > h

a teda
C(z, t) = C0 −K3

∫ ∞
η

e−ξ
2

dξ, z > h. (3.10)

Zostáva uº len ur£i´ kon²tanty K1, K2 a K3. Kedºe η[h(t), t] = λ, z (3.8) a (3.9)
vyplýva

T (h−, t) = TB +K1

∫ λ

0

e−ε
2
sξ

2

dξ, (3.11)

T (h+, t) = T∞ −K2

∫ ∞
λ

e−ε
2
l ξ

2

dξ. (3.12)

Zo spojitosti funkcie T (z, t) na hranici z = h(t) vyplýva

T (h−, t) = T (h+, t) =: Th = Th(λ), (3.13)

a teda hodnota teploty Th na hranici je kon²tantná v £ase. Z rovníc (3.11), (3.12) a
(3.13) moºno vyjadri´ kon²tanty K1 a K2

K1 =
Th − TB∫ λ

0
e−ε2sξ2 dξ

, K2 =
T∞ − Th∫∞
λ

e−ε
2
l ξ

2
dξ
.

�alej platí
C(h+, t) = Ch = C0 −K3

∫ ∞
λ

e−ξ
2

dξ,

a teda
K3 =

C0 − Ch∫∞
λ

e−ξ2 dξ
.

De�nujme funkcie erf(x), erfc(x) predpismi

erf(x) :=
2√
π

∫ x

0

e−ξ
2

dξ,

erfc(x) := 1− erf(x) =
2√
π

∫ ∞
x

e−ξ
2

dξ.
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Potom platí
∫ η

0

e−ε
2
sξ

2

dξ =
∣∣∣ y = εsξ

dy = εs dξ

∣∣∣ =
1

εs

∫ εsη

0

e−y
2

dy =

√
π

2εs
erf(εsη),

∫ ∞
η

e−ε
2
l ξ

2

dξ =
∣∣∣ y = εlξ

dy = εl dξ

∣∣∣ =
1

εl

∫ ∞
εlη

e−y
2

dy =

√
π

2εl
erfc(εlη),

na základe £oho moºno kon²tanty K1, K2 a K3 zapísa´ v tvare

K1 =
2εs(Th − TB)√
π erf(εsλ)

, K2 =
2εl(T∞ − Th)√
π erfc(εlλ)

,

K3 =
2(C0 − Ch)√
π erfc(λ)

.

a funkcie T (z, t) a C(z, t) v tvare

T (z, t) = TB +
(Th − TB) erf(εsη)

erf(εsλ)
, η < λ, (3.14)

T (z, t) = T∞ +
(Th − T∞) erfc(εlη)

erfc(εlλ)
, η > λ, (3.15)

C(z, t) = C0 +
(Ch − C0) erfc(η)

erfc(λ)
, η > λ. (3.16)

Kon²tanty λ, Th a Ch ur£íme na základe podmienok (2.8)�(2.10) de�novaných na
rozhraní.

3.2 Ur£enie kon²tánt λ, Th a Ch
Platí

∂T

∂z
= K1 e−ε

2
sη

2 1

(4Dt)1/2
, z < h,

∂T

∂z
= K2 e−ε

2
l η

2 1

(4Dt)1/2
, z > h,

a teda

∂T

∂z

∣∣∣∣
z=h−

= K1 e−ε
2
sλ

2 1

(4Dt)1/2
, z < h,

∂T

∂z

∣∣∣∣
z=h+

= K2 e−ε
2
l λ

2 1

(4Dt)1/2
, z > h.

Navy²e, z (3.2) pre rýchlos´ ḣ, s ktorou propaguje vo©né rozhranie, platí

ḣ(t) = λ

(
D

t

)1/2

.
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Po dosadení týchto vz´ahov do rovnice (2.8) dostávame

2ρsLDλ = ksK1 e−ε
2
sλ

2 −klK2 e−ε
2
l λ

2

,

ρsLD =
ksε

2
s(Th − TB)√

πεsλ erf(εsλ)
e−ε

2
sλ

2 − klε
2
l (T∞ − Th)√

πεlλ erfc(εlλ)
e−ε

2
l λ

2

,

respektíve
ρsLD =

ksε
2
s(Th − TB)

P (εsλ)
− klε

2
l (T∞ − Th)
R(εlλ)

, (3.17)

kde

P (λ) :=
√
πλ eλ

2

erf(λ),

R(λ) :=
√
πλ eλ

2

erfc(λ).

Platí
∂C

∂z
=

C0 − Ch
(Dt)1/2

√
π erfc(λ)

e−η
2

a teda
∂C

∂z

∣∣∣∣
z=h+

=
C0 − Ch

(Dt)1/2
√
π erfc(λ)

e−λ
2

Dosadením do podmienky (2.9) dostaneme

Chλ =
Ch e−λ

2

√
π erfc(λ)

− C0 e−λ
2

√
π erfc(λ)

z £oho moºno kon²tantu Ch vyjadri´ jednozna£ne ako funkciu λ v tvare

Ch =
C0

1−R(λ)
.

�alej, ak ozna£íme
Cfi := Ch − C0 =

C0R(λ)

1−R(λ)
, (3.18)

tak dosadením (3.18) do (2.10) dostávame

Th = −Γ [C0 + Cfi(λ)] = TL(C0)− ΓCfi(λ). (3.19)

Vz´ah (3.17) moºno pomocou (3.19) napísa´ v tvare

ρsLD =
ksε

2
s(TL(C0)− ΓCfi(λ)− TB)

P (εsλ)
− klε

2
l (T∞ − TL(C0) + ΓCfi(λ))

R(εlλ)
,

z £oho zdruºením £lenov pri ΓCfi(λ) a de�novaním kon²tánt

T0 := T∞ − TL(C0),

T1 := TL(C0)− TB
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dostaneme
ΓCfi

[ ksε
2
s

P (εsλ)
+

klε
2
l

R(εlλ)

]
=
ksε

2
sT1

P (εsλ)
− klε

2
l T0

R(εlλ)
− ρsLD.

Dosadením za εl, εs a následným zjednodu²ením dostaneme

ΓCfi

[ ρsCps
P (εsλ)

+
ρlCpl
R(εlλ)

]
=
ρsCpsT1

P (εsλ)
− ρlCplT0

R(εlλ)
− ρsL.

Ak predelíme obe strany vzniknutej rovnosti výrazom ρsCps dostaneme

ΓCfi

[ 1

P (εsλ)
+

β

R(εlλ)

]
=

T1

P (εsλ)
− βT0

R(εlλ)
− L

Cps
,

kde bezrozmerná kon²tanta β je de�novaná vz´ahom

β :=
ρlCpl
ρsCps

.

3.3 Zhrnutie výsledkov odvodenia
Podarilo sa nám nájs´ rie²enie systému (2.3)�(2.10) v tvare samopodobných funkcií

T (z, t) = TB +
(Th − TB) erf(εsη)

erf(εsλ)
, η < λ,

T (z, t) = T∞ +
(Th − T∞) erfc(εlη)

erfc(εlλ)
, η > λ,

C(z, t) = C0 +
(Ch − C0) erfc(η)

erfc(λ)
, η > λ,

kde samopodobná premenná má tvar

η(z, t) :=
z

(4Dt)1/2
.

�asový vývoj vo©ného rozhrania je daný vz´ahom

h(t) = 2λ(Dt)1/2,

kde kon²tanta λ je daná ako kore¬ nelineárnej algebraickej rovnice

ΓCfi

[
1

P (εsλ)
+

β

R(εlλ)

]
=

T1

P (εsλ)
− βT0

R(εlλ)
− L

Cps
.

Kon²tanty Ch, Th sú potom dané vz´ahmi

Ch =
C0

1−R(λ)
,

Th = TL(C0)− Γ (Ch − C0).
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Na obrázku 3.1 je znázornený teplotný pro�l pre rôzne £asy � t.j. grafy funkcie
T (z, t) pre �xné hodnoty t, pri£om sme zvolili T∞ = 2, TB = −5, C0 = 0.02. Platí

η → 0 pre t→∞, ∀z > 0,

erf(εsη)→∞ pre η → 0

a teda
T (z, t)→ TB pre t→∞, ∀z > 0. (3.20)

Teplota teda v ©ubovo©nom bode z > 0 bodovo konverguje k teplote ochladenej
hranice z = 0. Na obrázku 3.2 je znázornený pro�l koncentrácie C pre tie isté
£asy ako v prípade teplotného pro�lu. Pozícia vo©ného rozhrania v danom £ase t je
daná tou hodnotou z, v ktorej sa graf funkcie C(z, t) láme z hodnoty 0 na hodnotu
Ch 6= 0. �alej vidno, ºe maximálna hodnota C sa dosahuje pre z = h(t) a potom
klesá k hodnote T∞. Zvý²enie koncentrácie látky A smerom k z = h(t) je spôsobené
vylu£ovaním látky B na hranici a teda podiel A sa v kvapalnej zmesi zvý²i.

−6 −4 −2 0 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

T [°C]

z [m]

↑  rast t

Obr. 3.1: Vývoj teplotného pro�lu pre t = 1, 30, 60, 90, 120, 150 a 180 [s].
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0
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↑  rast t

Obr. 3.2: Vývoj pro�lu koncetrácie C pre t = 1, 30, 60, 90, 120, 150 a 180 [s].



Kapitola 4

Parametrická závislos´ rie²enia:
Gra�cká reprezentácia

4.1 Fyzikálna interpretácia parametrov λ, T0 a T1

V tejto kapitole sa zameriame na skúmanie závislosti bezrozmernej hrúbky tuhej
fázy λ od hodnôt parametrov C0, T0 a T1 ke¤ºe sú to práve tieto hodnoty, ktoré
moºno pri experimentoch meni´ a tým ovplyvni´ vývoj systému. Fyzikálny zmysel
kon²tanty λ a parametrov T0, T1 je nasledovný:
λ charakterizuje bezrozmernú hrúbku vrstvy tuhej fázy, presnej²ie je to okamºitá

hrúbka tejto vrstvy pre²kálovaná výrazom (Dt)1/2,

T0 je rozdiel medzi po£iato£nou teplotu binárnej zmesi T∞ a teplotou tuhnutia TL(C0),
t.j. charakterizuje o ko©ko je po£iato£ná teplota vy²²ia ako teplota tuhnutia,

T1 je rozdiel medzi teplotou tuhnutia TL(C0) a teplotou TB, na ktorú bola hranica
z = 0 ochladená, t.j. charakterizuje o ko©ko je teplota ochladenej hranice niº²ia
ako teplota tuhnutia danej zmesi.

Pri numerických výpo£toch sme zvolili nasledovné hodnoty jednotlivých fyzikálnych
kon²tánt

ks = 5.3× 10−3 J cm−1 s−1 ◦C−1, kl = 1.3× 10−3 J cm−1 s−1 ◦C−1,
Cps = 0.48 J g−1 ◦C−1, Cpl = 1.0 J g−1 ◦C−1,
ρs = 0.916 g cm−3, ρl = 1.0 g cm−3,
D = 1.0× 10−5 cm2 s−1, L = 80 J g−1,
Γ = 40 ◦C,

ktoré zodpovedajú binárnej zmesi voda�NaNO3.

4.2 Parametrická závislos´ rie²enia
Závislos´ λ od po£iato£nej koncentrácie C0

Na obrázku 4.1 je gra�cky znázornená závislos´ λ od po£iato£nej koncentrácie
C0 pre rôzne hodnoty parametra TB. Vidíme, ºe ide o klesajúcu závislos´, t.j. pre

13
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Obr. 4.1: Závislos´ bezrozmernej hrúbky tuhej fázy λ od po£iato£nej koncentrácie C0

pre rôzne hodnoty TB.

vä£²iu po£iato£nú koncentráciu C0 látky A bude hrúbka tuhej vrstvy v ©ubovo©nom
£ase t > 0 men²ia (ke¤ºe tuhá vrstva sa tvorí vylu£ovaním látky B). �alej vidno, ºe
pre vä£²iu hodnotu teploty TB sú krivky znázor¬ujúce závislos´ λ = λ(C0) posunuté
smerom nadol � pre �xné C0 hrúbka tuhej vrstvy klesá s rastúcou teplotou na hranici
z = 0.

Závislo´ λ od parametra T1

Na obrázku 4.2 je gra�cky znázornená závislos´ λ od rozdielu medzi teplotou
tuhnutia TL(C0) a teplotou na ochladenej hranici z = 0 pre danú hodnotu C0. Vidíme,
ºe £ím je tento rozdiel vä£²í (t.j. £ím je teplota spodnej hranice z = 0 niºia v porovnaní
s teplotou tuhnutia), tým je hrúbka tuhej vrstvy v ©ubovo©nom £ase t > 0 vä£²ia.
Navy²e pre vä£²ie hodnoty po£iato£nej koncentrácie C0 sú krivky λ = λ(T1) posunuté
smerom nadol.

Závislos´ λ od parametra T0

Na obrázku 4.3 je gra�cky znázornená závislos´ λ od rozdielu medzi po£iato£nou
teplotou T∞ a teplotou tuhnutia TL(C0) pre rôzne hodnoty parametra TB, pri£om sme
zvolili C0 = 0.04. Vidno, ºe táto závislos´ je pre �xné hodnoty ostatných parametrov
klesajúca, av²ak hodnota λ klesá s rastúcou hodnotou T0 len ve©mi pomaly. Z toho
vyplýva, ºe na hrúbku tuhej vrstvy v zvolenom £ase t > 0 má hodnota T1 vä£²í vplyv
ako hodnota T0.

λ ako funkcia parametrov TB a C0

Na obrázku 4.4 sú znázornené izo£iary funkcie λ = λ(TB, C0), t.j. body leºiace na
jednej izo£iare zodpovedajú tej istej hrúbke h(t) tuhej vrstvy v danom £ase t > 0.
Pri výpo£te sme zvolili hodnotu T∞ = 15 ◦C.
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Obr. 4.2: Závislos´ bezrozmernej hrúbky tuhej fázy λ od parametra T1 pre rôzne
hodnoty C0. Pri vo©be intervalu na T1�osi treba bra´ do úvahy interval prípustných
T1, ke¤ºe musí plati´ TB = TL(C0)− T1 > 0
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Obr. 4.3: Závislos´ bezrozmernej hrúbky tuhej fázy λ od parametra T0 pre rôzne
hodnoty parametra T1.
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Obr. 4.4: Izo£iary funkcie λ = λ(TB, C0).



Kapitola 5

Záver a motivácia pre ¤al²ie ²túdium

Podarilo sa nám odvodi´ samopodobné rie²enie problému tuhnutia binárnej zmesi
a numerickým rie²ením konkrétneho prípadu ukáza´ jednotlivé parametrické závislosti
rie²enia od kon²tánt T0, T1 a C0.

Ako sme uº spomenuli v úvode, ide o jednoduchý model predpokladajúci dokonale
hladké rovinné rozhranie medzi tuhou a kvapalnou fázou. Navy²e sme predpokladali,
ºe teplota na tomto vo©nom rozhraní je daná krivkou liquidus. Táto podmienka
v²ak nehovorí ni£ o teplote nad rozhraním. Za ur£itých predpokladov môºe nasta´
situácia, kedy teplota kvapaliny nad vo©ným rozhraním klesne pod teplotu danú
krivkou liquidus, t.j. pod teplotu TL(C), kde C je koncentrácia v danom bode. Tento
jav sa nazýva koncentra£né podchladenie. V práci (Worster 1986) je ako podmienka
pre nastatie koncentra£ného podchladenia uvedená nasledovná nerovnos´

∂T

∂z

∣∣∣∣
z=h+

< −Γ ∂C
∂z

∣∣∣∣
z=h+

, (5.1)

ktorú moºno v prípade nami nájdeného samopodobného rie²enia napísa´ v tvare

Cfi >
(T0/Γ )ε2

lR(λ)

R(εlλ)− ε2
lR(λ)

. (5.2)

V prípade, ºe v kvapaline nad vo©ným rozhraním dochádza ku koncentra£nému
podchladeniu, je toto rozhranie nestabilné vo£i malým perturbáciám � t.j. dochádza
k rastu perturbácie v £ase. To vedie k vzniku dendritickej vrstvy spomínanej v úvode
tejto práce. V budúcnosti bude cie©om na²ej ¤al²ej práce skúma´ globálnu stabilitu
rovinných rozhraní tuhá fáza/dendritická vrstva a dendritická vrstva/kvapalná fáza
pomocou varia£ných metód.

17
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Príloha

Táto príloha obsahuje výpis zdrojového kódu v systéme MATLAB na výpo£et
samopodobného rie²enia problému tuhnutia binárnej zmesi.

Funkcie P (λ), R(λ) a TL(C):

function p=P(x)
p = sqrt(pi)*x*exp(x^2)*erf(x);

function r=R(x)
r = sqrt(pi)*x*exp(x^2)*erfc(x);

function T=TL(C0,GAMMA)
T=-GAMMA*C0;

Výpo£et kon²tánt Ch, Th a Cfi:

function Ch = C_h(C0,lambda)
Ch = C0/(1-sqrt(pi)*lambda*exp(lambda^2)*erfc(lambda));

function Th = T_h(C0,lambda,GAMMA)
Th = TL(C0) - GAMMA*(C_h(C0,lambda)-C0);

function cfi = Cfi(lambda,C0)
cfi = (C0*R(lambda))/(1-R(lambda));

Numerický výpo£et kon²tanty λ:

function lambda=GetLambda(TB,C0)
x0=0.5;
lambda=fzero(@lambda_Fn,x0);
function lFn = lambda_Fn(lambda,GAMMA,beta,eps_l,eps_s,Tinf,Cp_s,L)

lFn=GAMMA*Cfi(lambda,C0)*(beta/F(eps_l*lambda)+1/G(eps_s*lambda))-...
((TL(C0)-TB)/G(eps_s*lambda)-...
beta*(Tinf-TL(C0))/F(eps_l*lambda)-L/Cp_s);

end
end
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Výpo£et rie²enia T (z, t), C(z, t) a h(t):

function sol=T(z,t,lambda,TB,Th,Tinf,eps_s,eps_l,D)
eta=z./sqrt(4*D*t);
if eta<lambda

sol=TB+(Th-TB)*erf(eps_s*eta)/erf(eps_s*lambda);
else

sol=Tinf+(Th-Tinf)*erfc(eps_l*eta)/erfc(eps_l*lambda);
end

function sol=C(z,t,lambda,Ch,C0,D)
eta=z/sqrt(4*D*t);
if eta>lambda

sol=C0+(Ch-C0)*erfc(eta)/erfc(lambda);
else

sol=0;
end

function h=Interface(lambda,t,D)
h=2*lambda*sqrt(D*t);


