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Abstrakt

V roku 1965 V.G. Vizing dokazal, ze planarne grafy maximalneho stu-
pia aspon 8 maji hranovy chromaticky index rovny svojmu maximalnemu
stupniu. Obsahom tejto prace je ddokaz analogického tvrdenia pre pripad
zovSeobecneného hranového ofarbenia grafu.
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1 Uvod

Nech V je nekoneénd mnozina. Pod pojmom graf budeme rozumiet usporiadant
dvojicu koneéngch mnozin (V, E), kde V C V a E C [V]°. V dalom kvoli zjed-
noduseniu oznacovania a vyjadrovania sa bude doélezité, ze vrcholy grafov, ktoré
budeme uvazovat budd prvkami jednej nosnej mnoziny V. Ziaden iny dévod
pre zavedenie mnoziny V nemame.

2 Zovseobecnenie hranového ofarbenia grafu

Pre Tubovolny graf G zavedme takéto oznacenie. Ak v je vrchol grafu G, tak
polozme

Mg(v) ={e:e€ E(G) Av € e}.

Prvkami mnoziny Mg (v) st prave hrany grafu G incidentné s vrcholom v.

Definicia 2.1. Nech je dany graf G, zobrazenie f : V — N\ {0} a mnozina C.
Zobrazenie ¢ : E(G) — C nazyvame f-ofarbenie grafu G, ak pre kazdy vrchol
v € V(G), a pre kazda farbu ¢ € Rng(y) plati

[ Me(v) o™ (o)] < f(v).

Pozndmka. V dalsom budeme pod oznacenim f vzdy rozumiet zobrazenie vy-
stupujuce v predchédzajicej definicii.

Na rozdiel od klasického hranového farbenia, kde pri jednom vrchole pri-
pustame nanajvys ak jeden vyskyt Iubovolnej farby, tak pri f-ofarbeni je toto
obmedzenie dané zobrazenim f. Lahko si mozme vSimnut, ze predosla definicia
pokryva aj klasické hranové farbenie, stac¢i za f zobraf zobrazenie konStantne
rovné 1.

Vsimnime si vSak, Ze v definicii uvazujeme zobrazenie f definované na celej
mnozine V, pricom skuto¢nost, ¢i nejaké zobrazenie ¢ je f-ofarbenim grafu G
nezavisi od toho, ako je zobrazenie f definované mimo mnoZiny V(G). Zato
sme sa vSak vyhli zavislosti medzi zobrazenim f a grafom G. Toto sa prejavi
ako dolezité neskor.

Na druhej strane, medzi nevyhody takéhoto pristupu mozno zaradit situéciu,
kedy mame dva izomorfné grafy G a H pri jednom zobrazeni f, avsak z dévodu
roznosti mnozin V(G) a V(H) existuje f-ofarbenie grafu G, ktoré vsak nie je
f-ofarbenim grafu H.

Ak interpretujeme stupen vrchola v ako pocet farieb potrebnych na ofarbenie
hran incidentnych s vrcholom v v grafe GG, tak podobne mézeme pri danom

grafe G a zobrazeni f chapat ¢islo [de?(cv ()v)_‘. V sulade s tymto polozme

216 = s {55607 |

Minimélny pocet farieb potrebny na ofarbenie grafu G pri klasickom hrano-
vom farbeni nazgvame chromaticky index grafu G a oznacujeme x’(G). Analo-
gicky pri danom zobrazeni f definujeme f-chromaticky index grafu G.




Definicia 2.2. Ak je dany graf G a zobrazenie f : V — N\O0, tak f-chromaticky
index grafu G nazyvame c¢islo

X7(G) =min{n :n € NA (3p) (¢ je f-ofarbenie grafu G A | Rng(p) |=n)}.

ViziNG [1] ukdzal, Ze pre kazdy graf G plati A(G) < X'(G) < A(G) + 1.
Zovseobecnenu verziu tohoto tvrdenia pre pripad f-ofarbeni dokazali HAKIMI
a KARIV [2].

Veta 2.1. Ak je dany graf G a zobrazenie f :V — N\ {0}, tak
Ap(G) = x5(G) < Ap(G) + L.

Vdaka predoslej vete mozeme pri danom pevnom zobrazeni f rozlozif triedu
vSetkych grafov na dve disjunktné podtriedy.

Crl ={G: G je graf Ax}(G) = Af(G)},
Cr2 ={G: G je graf AX}(G)=Af(G)+1}.

Toto by nebolo mozné, keby zobrazenie f nebolo predom definované pre vsetky
nami uvazované grafy. Jednym zo sposobov, ako to je moZné dosiahnut, je nasa
formulécia definicie 2.1.

V ¢lanku [3] ZHANG a Liu ukézali, Ze pre kompletny graf K, plati, ak k an
st neparne prirodzené éisla, k|(n — 1) a f(v) = k, pre kazdy vrchol v € V(K,,),
tak K, € Cy2. Inak K,, € Cyl. Takze triedy Cy1 a C;2 st neprazdne. Spomedzi
grafov z C'r2 hraja vyznacna tlohu takzvané f-kritické grafy.

2.1 f-kritické grafy

V tejto Casti predstavime f-kritické grafy a niektoré ich vlastnosti, ktoré budeme
potrebovat neskor. Pristipme teda k ivodnej definicii.

Definicia 2.3. Suvisly graf G nazgvame f-kriticky, ak G € C;2 a pre lubovolni
hranu e € E(G) plati x}(G —e) < X}(G), kde G — e je graf, ktory vznikne
z grafu G odobratim hrany e.

Pozndmka. V f-kritickom grafe nie je vrchol, ktorého stupen by bol 1. Lebo keby
tam taky bol, tak odobratim prislusnej hrany ziskame graf z C'y1, ktory uz lahko
dofarbime bez pridania dalSej farby. To by bol vSak spor.

Z definicie vidime, ze f-kritické grafy pri danom pevnom Ay st minimalne
v triede
{G :G e Cf2 /\Af(G) = Af}

vzhladom na usporiadanie dané relaciu byt podgrafom. Toto pozorovanie mozno
sformulovat ako vSeobecnejsie tvrdenie.

Veta 2.2. [4] Ak G je graf z C2, tak pre kazdé k € {2,...,A(G)} existuje
podgraf H grafu G, ktory je f-kriticky s Ay(H) = k.

Vdaka tejto skutocnosti sa v mnohych pripadoch pri dokazovani tvrdeni
o grafoch z C;2 moézeme obmedzit na f-kritické grafy.

Vymnimocénost f-kritickych grafov stvisi okrem iného so spdsobom, ako mozno
takéto grafy skiimat. PretoZe po odobrati hrany e z f-kritického grafu G mozeme



zvySok ofarbit pomocou A¢(G) farieb. AvSak cely graf G pomocou A (G) farieb
ofarbit nemozno, ¢o si vynucuje pomerne striktné podmienky pre okolie hrany e,
pricom tato procediru moézeme vykonat s Tubovolnou hranou grafu G. Tato
myslienka sa vyuziva pri dokaze nasledujicej vety.

Veta 2.3. [}] Ak G je f-kriticky graf, tak pre lubovolné dva susedné vrcholy
u,v € V(G) plati

(f(u) + f(v) = 1)As(G) + 2 < degg(u) + degg(v).

Daosledok 2.3.1. [4] Ak G je f-kriticky graf, tak pre lubovolny vrchol v € V(G)
plati
Af(G)(f(v) — 1) +2 < degg(v).

V f-kritickom grafe G s pocetne zastiupené také vrcholy v € V(G), pre kto-
ré plati deg(v) = Af(G)f(v). Takéto vrcholy budeme nazyvat f-mazimdine
vrcholy. Ze je to naozaj tak, vypljva z nasledujicej lemy.

Lema 2.4. Nech G je f-kriticky graf a nech u,v € V(G) st susedné vrcholy
v grafe G. Potom

(1) ak degg(v) < Ap(G)f(v), tak u md aspori f(u)(Af(G)f(v) —degg(v)+1)
f-mazimdlnych susedov,

(2) ak degg(v) = Af(G)f(v), tak w md aspori f(u)+ 1 f-mazimdlnych suse-
dov.

3 Planarne a rovinné grafy

Definicia 3.1. Mnozinu A C [E; nazyvame oblik, ak existuje homeomorfiz-
mus h intervalu (0, 1) na mnozinu A. Body h(0) a h(1) nazyvame koncové body

obliika A. Mnozinu A = A \ {h(0), h(1)} nazyvame vnitro oblika A.

Na tomto mieste by sa patrilo ukazat, ze koncové body tak ako boli defino-
vané, boli definované korektne. A teda, Ze nezavisia od volby homeomorfizmu h.

Predpokladajme teraz, ze h a g st dva homeomorfizmy intervalu (0, 1)
na mnozinu A, pre ktoré je {h(0),h(1)} # {g(0),g(1)}. Bez ujmy na vSeobec-
nosti moézme predpokladat, ze h(0) & {g(0),g(1)}.

Kedze zobrazenia h a ¢ st homeomorfizmy, tak aj zobrazenie h o g~! je
homeomorfizmus intervalu (0, 1) samého na seba. NavySe plati

y=(hog™)(0)=g"" (n(0)) € (0,1),
lebo zobrazenie g je bijekcia a h(0) & {g(0),g(1)}. Zoberme teraz dva prvky
z € (0,y) a z € (y,1). Pre ne existuju a,b € (0,1) také, ze
(hog™)(a) =,
(hog™)(®)
Opit BUNV predpokladajme, Ze a < b. Zobrazenie h o g~ je spojité na inter-

vale (a,b) a ¢ < y < z, preto existuje ¢ € (a,b), pre ktoré je (hog’l) () =y.
Avsak 0 < a < ¢ a to je v spore s prostotou zobrazenie h o g~ 1.

zZ.



Definicia 3.2. Usporiadnt dvojicu koneénych mnozin (V| E) nazyvame rovinnyg
graf, ak plati

a) V C Eo,

b) kazda hrana je oblik, ktorého koncové body su vrcholy,

c¢) ak dve hrany maju tie isté koncové body, tak st rovnaké,

d) vnuatro hrany neobsahuje ziadny vrchol ani bod patriaci inej hrane.

Definicia 3.3. Graf G nazyvame plandrny graf, ak existuje rovinny graf H,
ktory je izomorfny s grafom G.

Ak G je rovinny graf, tak mnozina Ey\ (V U |J E) je otvorena. Jej maximéalne
oblasti nazgvame steny grafu G. MnoZinu stien grafu G oznacujeme ako F(QG).
Budeme tiez hovorit, ze hrana e € E(G) je incidentnd so stenou s € F(G),
ak e C Cl(s), kde Cl(s) je uzaver steny s.

Lema 3.1. /5] Nech G je rovinng graf a e nech je hrana grafu G.
(i) ak s je stena grafu G, tak bud e C Cl(s) alebo e Cl(s) =0,

(i) ak hrana e leZ na kruZnici v grafe G, tak existuji prave dve steny inci-
dentné s hranou e,

(i4i) ak hrana e neleZ na Ziadnej kruznici v grafe G, tak existuje prdve jedna
stena incidentnd s hranou e.

Rozlozme mnozinu hran grafu G na takéto dve disjunktné podmnoziny. Po-
lozme

Ei(G) ={e:ec E(G)A(Tls € F(G))e C Cl(s)},
E2(G) = B(G)\ E1(G).

Ak s je stena v rovinnom grafe GG, tak ozna¢me mnozinu hran grafu G
incidentnych so stenou s ako Mg(s). Polozme

degn(s) =2 | E1(G) N Mg(s) | + | E2(G) N Ma(s) | .
Cislo deg;(s) nazyvame stuperi steny s v grafe G.

Lema 3.2. Ak G je rovinng graf, tak

S degals) = 2| B(G) |

SEF(G)

Dokaz. Tvrdenie dokdZeme matematickou indukciou vzhladom k poc¢tu hran
grafu G.

1. Ak | E(G) |=0, tak F(G) = {s} a degg(s) = 0. Preto

S deggls) =0=2| B(G) .

seF(G)



2. Predpokladajme, Ze 0 <| E(G) | a pre vSetky rovinné grafy H, pre ktoré je
| E(H) |<| E(G) | lema plati.

Nech e € E(G), je lubovolnd pevnd hrana grafu G. Ak e € E(G), tak
nech § € F(G) je jedin stena v grafe G, pre ktort je e C CI(3). Potom

F(G —e) = (F(G)\{3}) U {int (Cl(5Ue))}',
deg(3) =2+ degg_, (int (Cl(5Ue))).

Preto aj
~ P
Z degg(s) = degq(5) + Z degg(s) =2+ Z degg_.(s)=
sEF(G) sEF(G)\{5} sEF(G—e)

L2412 E(G-¢) =201+ | E(G—¢)|)=2]| E(G) |.

V pripade, ked e € E5(G) oznacme 31,52 € F(G) jediné dve rozne steny,
pre ktoré je e C Cl(51) N Cl(52). Potom

F(G — 6) = (F(G) \ {51, 52}) U {int(§1 UeuU 52)},
deg(31) + deg(52) = deg_ (int(51 Ue U 3a)) + 2.

Preto

> degg(s) = degg(51) + dege (52) + > deggls) =
SEF(G) SEF(G)\{51,52}

=2+ Y degy ()F2+2| E(G—e) |= 201+ | E(G —¢) ) =2 | E(G) | .
seF(G—e)

O
Nakoniec tejto Casti vyslovime vetu zndmu ako Eulerova formula.
Veta 3.3. Ak G je suvisly rovinng graf, tak
[ V(G) | = EG) |+ | F(G) |=2.

V tomto momente méame k dispozicii vSetky poznatky potrebné na vysvetle-
nie metédy presuvania ndboja, ktord bude nasim hlavnym nastrojom pri dokaze
vety ohlasenej v abstrakte.

4 Metoda presuvania naboja

Metoda, ktorta si v tejto Casti predstavime, je priamym désledkom Eulerovej
formuly. Jej pouzitie sa preto vyhradne tyka dokazov tvrdeni o rovinnych a pla-
narnych grafoch. Majme teda rovinny graf G. Podla Vety 3.3 preii plati

[ V(G) [ = EG) |+ | F(G) [=2
Postupnym odvodzovanim, dostaneme z Eulerovej formuly pozadovany tvar.

6[V(G)| =6[ E(G) | +6[ F(G) = 12,

Lint(A) je najvicsia otvorend mnozina, ktora je podmnozinou mnoziny A.



6 1V(G) [ 2| EG) ) +2@ | F(G) | =2 B(G) ) =12.

Po dosadeni dostavame

Z 6 — Z dega(v) | +2 Z 3— Z dega(s) | =12,

VeV (G) VeV (G) SEF(G) SEF(G)

> (6—degg(v) +2- Y (3 degg(s)) = 12. (1)

veEV(Q) s€F(Q)
Definujeme zobrazenie ch : V(G) U F(G) — Z takto

chiz) =407 deg(z), pre x € V(G),
3 — degg(x), pre z € F(G).

Zobrazenie ch udava pociato¢ny naboj vrcholov a stien v rovinnom grafe G.
Po dosadeni do vyrazu (1) dostaneme

> ch(v)+2-> ch(s) =12. (2)
veV(Q) SEF(Q)

Ak teraz chceme ukézat o nejakom grafe, Ze nie je rovinny, tak mozeme postu-
povat sporom. Budeme predpokladat, Ze doty¢ny graf je rovinny a teda mozeme
pre jeho vrcholy a steny definovaf zobrazenie ch, pricom plati rovnost (2).

Vsimnime si, Ze vrcholy velkého stupiia(> 6) maji naboj zdporny, vrcho-
ly malého stupiia(< 5) maji ndboj kladny a ndboj kazdej steny je neklad-
ny(az na jednu vynimku, K5). Cielom je lokdlne poprestvat ¢ast ndboja medzi
vrcholmi a stenami tak, aby vysledny naboj kazdého vrchola a kazdej steny bol
nekladny. To bude spor s rovnostou (2).

5 Vysledoky
V dalSom predpokladajme, ze G je f-kriticky graf s Ay(G) =8 = A.

Lema 5.1. Ak uwv € E(G) a dege(x) = A(f(x) — 1) + gz, pre x € {u,v},
tak A+4+2 < qy+ qyp-

Doékaz. Podla Vety 2.3 pre susedné vrcholy v f-kritickom grafe plati
A(f(u) + f(v) = 1) +2 < degg(u) + degg (v).
Odtial

A +2 < degg(u) — A(f(u) — 1) +degg(v) = A(f(v) — 1) = qu + qu-

qu qv

O

Pozndmka. Oznadenie ¢, zavedené v predoslej leme budeme pouzivat aj dalej.



Definujme zobrazenie 7 : V(G) — Z nasledovne:

{0, 6 < degq(v),

nv) = 6 — degq(v), dege(v) <6.

Vsimnime si, Ze zobrazenie 7 sa pre vrcholy stupnia nanajvys ak 6 zhoduje s na-

.....

je potrebné presuntt na vrchol v, aby hodnota novej ndbojovej funkcie vo vr-
chole v bola nekladna.
Pre kazdy vrchol u € V(G) tiez oznac¢me

m,, = min{degq(v) : v € Ng(u)},

ING(u) = {v:v € Ng(u) ANdegg(v) = A(f(v) — 1)+ ¢}, preg=2,...,A.

Pozndmka. Stupen kazdého vrchola v f-kritickom grafe je asponl 2, preto aj
2 < my,, pre lubovolny vrchol u v f-kritickom grafe.

Lema 5.2. Ak u je vrchol v grafe G, pre ktory existuje vrchol v € Ng(u)
$qy <7, tak
F)(A =gy +1) < [*Na(u)|.

Doékaz. Ak si uvedomime, Ze mnozina ® Ng(u) obsahuje prave f-maximalnych
susedov vrchola u, tak tvrdenie vyplyva priamo z Lemy 2.4.

AN ()] = fu) [ Af(v) = (A(f(v) =1) +q0) +1 | = f(u)(A — gy +1)

deg (v)

Dosledok 5.2.1. Ak u je vrchol v grafe G, pre ktory je m, < 5, tak
F)(A =my +1) < |[*Ng(u)].-

Nakoniec definujme zobrazenie g(u) : V(G) — Q takto

%, ak 6 < degg(u) Am, <5,
g(u) = { e
0, ak degqa(u) <6V 5 < my.

Zobrazenie g priradi hodnotu 0 tym vrcholom, ktoré bud nemaji suseda stupina
mensieho ako 6, a teda nie je potrebné aby svojim susedom posielali nejaky
zdporny naboj, alebo s sami stuptia prili§ nizkeho(< 6), aby mali vobec ¢o
posielat.

Naopak zobrazenie g priradi vrcholu u, ktory ma pdvodny naboj zadporny
a sucasne ma suseda, ktory potrebuje nejaka nabojovii dotéaciu, hodnotu

6 — degg(u)
> ()
tENG(u)
Vyraz vyjadruje akisi jednotku ndboja, ktora je k dispozicii pri vrchole u. Kolko

tychto jednotiek presunieme na susedny vrchol v bude zavisiet od hodnoty n(v).
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Lema 5.3. Aku € V(G), m, <5 adega(u) =A(f(u) —1)+gq, kde 7 < q, tak
6—q

(6 —mu)(qg— (A —my+1))

Doékaz. Vzhladom na predpoklady Lemy plati:

> o) = > < > (6—my) =

tENG(u) teENg(u)\ANg(u) teNG(u)\2Ng(u)

g(u) <

= (6 —mu) [Ne(u) \ ANG(u)| = (6 — my) (dega(u) — [*No(u)]) <

< (6 = mu)(degg(u) — f(u)(A —my +1)).

Preto
) = 6 — degq(u) 6 — degq(u)
9(w) IR < 6= ) [Ne(w) \3 Ng(w)] =

< 6 — degg(u)
= (6 — my)(degg(u) — f(u)(A —my +1))

(6 —mu)(g — (A =my + 1)) + (6 = ma)(my — 1)(f(u) —1)°

Kedze predpokladame m,, < 5, tak
0<6—my,
0 < [Ng(u) \* Na(u)| < (degg(u) — f(u)(A = my + 1)),

preto menovatel vo vyraze (3) je nenulovy a vyraz (3) definovany.

Uvazme teraz funkciu ‘jig”;, pre a,b, c,d € Z definovant na intervale (0, c0).

<a+bz>1_b(c+do:)(a+bx)d bc — ad

c+dx (c+ dx)? - (c+ dx)?

Funkcia Zisi je nerastuca préave vtedy, ked be — ad < 0. Viimnime si vyraz (3).

Ak oznadime
a=6-— q,
b= —A,
c= (6 —mu)(qg— (A —my+1)),
d= (6—my)(m, —1),
potom postupnost s f(u) — 1 ¢élenom (3) je nerasttca prave vtedy, ked
—A(6 —mu)(q— (A =my +1)) = (6 = ¢)(6 —my)(mu —1) <0

0

—A(g = (A=my +1)) = (6 —¢q)(my, — 1) <0.

11



Ak g = 7, tak
“Alg = (A=my+1)) = (6 —q)(my — 1) =
— —A(my, —2)+ (my —1) = (1 = A)my, +15 < —7.3+15 < 0.
Ak g = 8, tak
—Alg—(A=my+1)) = (6 —q)(mu — 1) =

—A(my, — 1) +2(my, — 1) = —6(m,, — 1) < 0.
Ukézali sme, ze postupnost s f(u) — 1 ¢lenom (3) je nerastica, takze plati

6—q
(6 —my)(qg — (A —my +1))

g(u) <

O

Désledok 5.3.1. Aku € V(G), my, <5 adega(u) = A(f(u)—1)+q, kde 7 < g,
tak

1. ak m, = 2, tak
ak g =8, tak g(u) < —%,

2. ak m, = 3, tak

ak q =17, tak g(u) < —1,

ak g =8, tak g(u) < f%,
3. ak 4 < my, tak

ak q =17, tak g(u) < —i,

ak q=23, tak g(u) < *%7

V dalsom budeme skimat zobrazenie A : V(G) — Q definované nasledujicim
vztahom:

M) =n@) |1+ > g
uENg(v)

Zobrazenie \ bude prave modifikaciou nabojovej funkcie ch. V pripade vrcholov
stupna asponi 6, bude jeho hodnota rovna 0. Pre vrcholy v stupna nanajvys
ak 5 hodnota zobrazenia n(v) charakterizuje povodny naboj vrchola v a hodnota

vyrazu
nw)- Y gu)
uENg (’U)
udava mnozstvo naboja, ktoré presunieme zo susednych vrcholov na vrchol v.
Lema 5.4.

max A(v) <0.
veV(G)

12



Dokaz. V pripade, ked 6 < degq(v) je n(v) = 0. Teda aj A(v) = 0. Preto
predpokladajme, ze deg(v) < 5. NavySe zobrazenie 1 nadobuda iba nezaporné
hodnoty, takZe sa mézme obmedzit iba sktimanie hodnot vyrazu

1+ Z g(u).
ueENgG(v)

RozliSme zvy$né styri pripady. Pri odhadoch budeme vyuzivat dosledok 5.3.1
a skutocnost, Ze zobrazenie g nadobuda iba nekladné hodnoty. Rozklady mno-
Ziny Ng(v) budeme robit v stilade s Lemou 5.1. Poznamenajme este, Ze kazdy
vrchol v f-kritickom grafe ma aspon dvoch f-maximalnych susedov.

1. Ak degq(v) = 2, tak

> oa= ¥ sws ¥ (-3)--p2--t

u€Ng(v) u€A Ng(v) u€?Ng(v)

2. Ak degq(v) = 3, tak

Yoogw= > gw+ > gu)<

u€Ng(v) u€”Ng (v) u€EANg(v)

1 1 1 1
< —= )= ——)=—Z-3=-1.
<> (5)+ 2 (3)- Z (5)-3
u€”Ng(v) u€ANg(v) u€Ng(v)

3. Ak degq(v) = 4, tak

Yoogw= Y gw+ D g+ Y glu)

u€Ng(v) u€SNg (v) u€”Ng(v) uEA NG (v)

Ak SNg(v) # 0, tak podla Lemy 5.2 plati 3 < ‘ANg(’U) , preto

Yoogw < Y g

u€Ng(v) u€ANg(v) u€ANg(v)

IN
/?
Wl =
~—_

\

|
Wl =

Il

|

_

Ak viak ®Ng(v) = 0, tak

Yoogwy= > gw+ > g <

u€Ng(v) u€”Ng (v) u€EANg(v)
1 1 1 1
< —= -2 < — ) =—=-4=-1.
< > (9 2 (3)= T (-5)--5am
u€”Ng(v) u€ANg(v) u€Ng(v)

4. Ak degn(v) = 5, tak

Yoo = D g+ D gw+ D> gw+ D gu).

u€Ng(v) u€3Ng (v) u€S N (v) u€”Ng (v) uEANgG(v)
Ak SNg(v) # 0, tak podla Lemy 5.2 plati 4 < ‘ANg(’U) , preto
Y osws Y gws Y (-5)s-5a<-L
- - 3/~ 3

13



Ak SNg(v) =0 a *Ng(v) # 0, tak plati 3 < |*Ng(v)|, preto

Yoogw< Y glws Y <;>§;3_1.

u€Ng(v) uEANG(v) u€EANg(v)

Ak vsak 5N(;(’U) =0a 6Ng(v) = @, tak

Soogwy= > gw+ > gw<

uENg(v) u€”Ng (v) u€A Ng(v)

1 1 1 1
< —= -2 )< —— ) == —1.
<Y (9 Z (5)= T (1)1
uE”Ng (v) u€EA Ng(v) uENg(v)

Ukézali sme teda, ze pre vrchol v so stuptiom degq(v) < 5 plati

preto
Aw)=n) [1+ > g | <o0.
uENg (v)
O

V predoslej Leme sme ukazali, Ze nova nabojova funkcia A\ nadobuda iba
nekladné hodnoty. Ostava nam eSte ukézat, Ze sme nezmensili celkovy néboj
vrcholov grafu G.

Lema 5.5.

Y. (6-degg(v) < D A

veV(G) veV(G)

Dokaz. Polozme V; = {v:v € V(G) Adegqn(v) =i}, pre i € N\ {0,1}.

YooM= Y o) |1+ Y glu) | =

veEV(G) veEV(G) u€Ng(v)
S o+ Y (a3 e =
veV(G) veV(G) u€Ng(v)
= > o+ D> > nwglw) =
veV(G) vEV(G) uENg(v)
= > W+ D> w)gw) +nwg)] =
veV(G) {u,v}€E(G)
= > W+ >, > nug) =
veV(G) vEV(G) uENg(v)
S o+ Y (e 3w
veV(G) veV(G) uENg(v)
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Prihliadnuc k definicidm zobrazeni g a 7 plati:

Yo on) =) (6-degg(v),

veV(G) i=2 vEV;
Do) D mw) ] =D Y (6-degg(v) =D D (6 - degg(v)).
veV(G) u€Ng(v) 6<1 rue\éls 6<iveV;
My S

Spolu teda mame

Mo)= Y )+ Yo |el) Do oaw) | =

veV(G) veV(G) veV(G) u€Ng (v)
6
>3 (6-degg(v) +)_ Y (6—degg(v) =D Y (6—degg(v)) =
i=2 veV; 6<i veV; 2<iveV;
= > (6—degg(v)).
veV(G)

O

Vsetky v tejto Casti doteraz dokazané tvrdenia vedu k dokazu nasledujicej
lemy.

Lema 5.6. Ak G je f-kriticky graf s Ap(G) =8, tak G nie je plandrny graf.

Doékaz. Predpokladajme, 7Ze lema neplati. Majme plandrny f-kriticky graf G
s Ay(G) = 8. Nech H je rovinny graf izomorfny s grafom G. Pren plati

Z (6 —degy(v)+2- Z (3 —degp(s)) =12.
VeV (H) sEF(H)

Stupen kazdej steny v grafe G je aspon 3, preto

12= Y (6—degy(v)+2- > (3—degy(s)) <

veEV (H) SEF(H)
< Y (6—degy(v)) = D (6—degg(v)) <
veV (H) veVv(Q)
< Y AMw< Y 0=0
veV(G) VeV (G)
Toto je teda hladany spor. O

Koneéne mame dost poznatkov na to, aby sme mohli dokdzat vetu, ktora je
hlavnym vysledkom tejto prace.

Veta 5.7. Ak G je plandrny graf a f : V — N\ {0} je zobrazenie, pre ktoré je
Ap(G) =2 8, tak X} (G) = Ay (G).

Dékaz. Predpokladajme, ze plati x;(G) = Af(G) + 1, a teda G € Cf2. Po-
dla Vety 2.2 existuje G', podgraf grafu G taky, ze A;(G') =8 a G’ je f-kriticky
graf. Graf G’ je taktiez plandrny, lebo je podgrafom plandrneho grafu G. Podla
Lemy 5.6 vSak takyto graf G’ nie je planarny, ¢o je spor. O
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