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1 Uvod

Magnetické materidly diky velkému aplika¢nimu potencidlu vzbuzuji znacny za-
jem odborné verejnosti. Ukazuje se totiz, ze bude-li se zmengovat velikost magne-
tického materialu, za¢ne pod svou urcitou, pro dany material charakteristickou,
velikosti vykazovat zcela odlisné magnetické vlastnosti nez jeho makroskopicky
protéjsek. To je zpisobeno tim, ze magnetické chovani v ,nanosvété” je jiz rizeno
jinymi fyzikdlnimi zdkony, nez v ,makrosvété”. V drtivé vétsiné pripadi je pak
mozné pozorovat takové magnetické chovani, které je velmi priznivé a pritazlivé
pro jeho néaslednou aplikaci v praxi.

7 aplika¢niho hlediska jsou jednim z nejvyznamnéjsich druht magnetickych ma-
teriali slouceniny na bazi zeleza a oxidi zeleza. Jsou-li tyto slouceniny navic
pfipraveny v nanometrovém rozméru, maji obrovské vyuziti (napf. pigmenty v za-
znamovych médiich, kontrastni latky v nuklearni magnetické rezonanci, oprava
DNA kédt, cilend léc¢ba rakoviny atd.).

Rozlisuji se dva pristupy jak je mozné syntetizovat nanocastice, fyzikalni a che-
micky. Vysledkem obou téchto pristupt jsou rizné systémy magnetickych nano-
castic, lisici se predevsim svym rozmérem.

Jakmile je takovyto systém nanocastic pripraven, je nutné zjistit jeho magnetické
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Kfrivka prvotni magnetizace

Obrazek 1: Hysterézni smycka a jeji vyznamné body charakterizujici zkoumany
magneticky material

vlastnosti, na zakladé kterych se poté rozhoduje, zda-li tento nasyntetizovany sys-
tém splinuje pozadavky kladené danou aplikaci. Zakladni charakteristikou kazdého
magnetického materidlu ¢i nanomateridlu je magnetizace. Je to fyzikalni velic¢ina,
ktera jednoznacné popisuje magneticky stav zkoumaného vzorku. Magnetizace
materidlu nebo nanomateridlu se vétsinou méiri bud pfi riuzné teploté, ale s kon-
stantnim vnéjsim magnetickém polem, nebo pti konstantni teploté, ale s ménicim
se vnéjsim magnetickym polem. Vystupem druhého zminéného postupu méreni
je tzv. polni zavislost magnetizace, kterda byva obvykle oznacovana jako hyste-



rezni smycka. Z hysterezni smycky je mozné stanovit nékolik parametri, které
jednoznacné charakterizuji dany material. Na zakladé hodnot téchto parametri
lze poté jednoznacné rozhodnout, zda-li je material vyhovujici pro pozadavky
dané aplikace ¢i nikoliv.

Jak jiz bylo feceno, pro ziskani hysterézni smycky je nutné zachovat pii jejim
meéreni konstantni teplotu a ménit silu vnéjsiho magnetického pole.

7 matematického hlediska to znamena, ze sila vnéjstho magnetického pole je ne-
zavisle proménnou x, zatimco mérend magnetizace je zavisle proménnou y.

Na obrazku 1. je ndzorné zobrazen priibéh hysterézni smycky.

Nanometrové magnetické materidly vykazuji jeden ze zvlastnich fenoménd,
ktery je pravé stézejni pro jejich praktické vyuziti. Tento jev se nazyva superpa-
ramagnetismus a jeho hysterezni smyc¢ka prochazi poc¢atkem (obrazek 2.).

Jiz v roce 1905 francouzsky fyzik Pierre Langevin odvodil pro hysterezni smycku
v superparamagnetickém stavu zavislost danou timto predpisem

ly

y:ll~coth(l2~x)—l .
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Y

kde parametry [; a [, jsou fyzikalni konstanty charakterizujici jednoznac¢né zkou-
many nanomaterial.
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Obrazek 2: Hysterézni smycka superparamagnetického nanometrového materialu.



Nasim cilem bude najit odhady parametri této funkce pro data z fyzikalniho
experimentu. Odhad nezndmych parametri bychom mohli najit pomoci nékte-
rych numerickych algoritmi pro nelinearni regresi. Timto pristupem se vSak v této
praci zabyvat nebudeme. K aproximaci pouzijeme regresni model, kdyZ nejprve
nelinearni funkci pomoci Taylorova rozvoje prevedeme na linearni aproximaci.
V situaci, kdy experimentator jesté neméril, je nas cil jesté vétsi. Mame navrh-
nout body, ve kterych ma byt méreni uskutecnéno tak, aby presnost odhadu
neznamych parametri Langevinovy funkce byla co nejvétsi. To je nas nejdiilezi-

v/

téjsi ukol.

V numerické ¢asti budeme aplikovat navrzené algoritmy na data z méteni na-
nocastic Gamma formy oxidu zelezitého, jejichz stfedni rozmér nabyva hodnoty
priblizné 15 nm. Tyto nanocastice byly pripraveny teplotni dekompozici oktanu
zeleznatého pii teploté 360° C. Experimentalni métfeni bylo provedeno ve 150
bodech vybranych z intervalu —70000 Oe az 70000 Oe a bylo provedeno v Nano-
centru Univerzity Palackého v Olomouci.

2 Formulace problému

Méjme naméiené hodnoty (Y7, Ys,...Yy)" parametru B v bodech (x1, 2z, ... z5)
urcenych deterministicky. Hodnoty z;, ¢ = 1,..., N, reprezentuji stanovenou
silu vnéjsiho magnetického pole a hodnoty Y;, i = 1,..., N, predstavuji méreni
odpovidajici magnetizace materialu.

Hodnoty zavislé proménné mohou byt vyjadieny pomoci Langevinovy funkce
takto:

[
Y;' = ll'COth(lg'l‘i)— ! ,’izl,...,N.
lg T
Model méreni lze popsat
ﬁl ll . COth(lQ . .Tl) — lgl—lazl
Iy - coth(ly - o) — L
v~y || 7 2| = vy ' (2, ) " b 5>
ﬁN ll . COth(lg . ZL‘N) — l2_l;:N
7 neznamych parametri vytvorime vektor
G‘) - [ll, ZQ]/.

Cilem méfeni je nalézt odhady B skutec¢nych hodnot 8 a dale odhady parametru

~

© = [l, l5)" vystupujicich v Langevinové funkei tak, aby platilo
l

2 Ty

gi(3,0) = I -coth(ly-z;) — ;i -3 =0,

i = 1,...,N.



2.1 Uziti Levenberg—Marquardtova algoritmu

V dalsich castech prace se budeme setkavat s problematikou nalezeni pocatec-
niho feseni pro navrzené algoritmy. Pro tento tcel budeme vyuzivat algoritmus
Levenberg - Marquardt. Tento algoritmus se fadi do t¥idy nelinedrnich metod
nejmensich ¢tverci, jejichz cilem je odhadnout hodnoty neznamych parametri
zkoumané nelinearni funkce. Tento algoritmus je kombinaci dvou numerickych
metod (metody nejvétsiho spadu a Gauss—Newtonovy metody).

V metodé nejvétsiho spadu jsou iterace dany vztahem
et —e® — \vge®), (1)

kde
A = argming(©@® — \vg(@®)) .

Tato metoda uziva k vypoc¢tu hodnot prvni derivace funkce g.
Newtonova metoda vyuzije i druhych derivaci a iterace jsou urceny vzorcem
ek+) — k) _ [H(@(k))]_l vg(@®). (2)
kde
H(@(k))
je Hessian, t.j. matice druhych derivaci funkce g v bodé ew.
Ve specialni optimalizac¢ni tilloze — metodé nejmensich ¢tverctu

min G(©) = [|g(0)|[; = g(©)'5(©)

se pouziva Gauss—Newtonova metoda. Zde je Hessian v Gaussové metodé nahra-
zen nasobenim dvou Jacobidni (matic prvnich derivaci) funkce g, tzv. pseudo-
hessianu, ktery ma tvar

3,(09)3,(0")] .
[terac¢ni predpis je
okt _ gk _ [Jg(@(k))’Jg(@(k))]l 3,(0M)g(@X). (3)
nebo
3,(09)3,00)] (A6)H) = ~3,(©")g(O). (4)

Levenberg (1944) a Marquardt (1963) navrhli hybridni metodu mezi metodou
nejvétsiho spadu a Gauss-Newtonovou metodou.

3,(0)3,(8) + A1] (20)*) = ~3,(817)g(@™). (5)
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Pro A — 0 Levenberg—-Marquardtova metoda prechazi ke Gauss—Newtonové me-
todé a pro A — oo k metodé nejvétsiho spadu.

Pokud plati

g(@" + (L0)W) < g(@" V) + (2@)*Y)

zmensSeni A (napt. vydélenim 2) vede ke zrychleni konvergence algoritmu.
Nevyhodou tohoto numerického algoritmu je skutec¢nost, Ze neni k dispozici odhad
presnosti nalezeného reseni.

Numerickou realizaci Levenberg-Marquardtovy metody (obrazek 3.) dosta-
vame v nasi tloze odhad pocatecniho feseni pro parametry [; a [, Langevinovy

funkece:

y ~ magnetizace [emu]
|

6.  ( —0.04686560
07\ —0,00010270

Odhad pocateéniho Ffeseni uzitim Levenberg-Marquardtova algoritmu

0.05

0.04

Langevinova funkce:

y=11 <:c>l:h(12 }()—11/(12 x)

Pocatecni feSeni: Odhad: 7

1,=-0.0469 1,=-0.046866

12=—0.0001 12:—0‘0001027

X ~ intenzita magnetického pole [Oe]

Obrazek 3: Odhad pocatecniho reSeni

2.2 Design experimentu

Vzhledem k tomu, ze méteni probiha ve 150 experimentalnich bodech rovno-
meérné, lze predpokladat, ze nékteré z téchto bodu budou pro vysledné modelovani



vice ¢i méné dulezité. Proto se v této sekci budeme vénovat navrhu optimalniho
planu méteni za tcelem zefektivnéni mériciho procesu a zaroven zpresnéni odhad
vyslednych parametri. Z tohoto divodu vytvorime D - optimalni plan mérent,
ktery minimalizuje konfiden¢ni oblasti odhadovanych parametru.

S vyuzitim monografie [2], nadefinujeme postup, jenz vede k sestaveni D - opti-
malniho navrhu experimentu pro danou funkei.

Nejprve si vytvorime zndmou matici planu F ve tvaru

i = 00’ = ol ey o, ,

kde l
f(.Ti, @) = ll . COth(lQ : SL’Z) — !

lQ‘fEi.

i-ty fadek matice F oznac¢ime f, jednoduchym vypoctem dostavame

1 —ll Xy ll
f = ( coth (I - ;) — , s+ )
‘ ( Ca la - ;" sinh (I - SL’Z')Q 13-

Definice 2.1. Mnozina

e={ey,...,e} (7)

identifikacnich znakd primo méritelnych parametri se nazyvd mnozZinou experi-
mentalnich bodi.

Definice 2.2. Funkci ¢ : {ey,eq,...,e.} — (0,1) pro kterou plati
G =0(e) >0, i=1,2,...,r, Y 6(i)=1, (8)
i=1
budeme nazyvat plan experimentu.
Cislo §(i) uddvd relativni pocet replikaci i-té slozky observacniho vektoru.
Definice 2.3. Spektrum ndavrhu experimentu je
Sp(0) ={e:d(e) > 0,e € €} (9)

a obsahuje téch n (n < r) identifikacnich znaki mnoZiny experimentdlnich bodu,
kterym plan 6 pFitadil nenulovou hodnotu.

Definice 2.4. Informacni matici experimentu nazveme
M(0) = Z 5(i))\z’fz‘fz/a (10)
i€ Sp(s)

kde £/, i =1,...,r je i-ty radek matice F.

7



PopiSme nyni zptisob realizace méfeni pro dané Sp(J).

Poznamka 2.1. Prvky e; z mnoZiny Sp(0) nam urcéuji, Ze méreni v i-tém bodé
opakujeme r;-krdat. Plati r; = 0(i)N, kde N je celkovy pocet vsech méreni.

Véta 2.1. Necht je dana realizace meéreni dle plinu experimentu uvedeného
v predchozi pozndmce. Pro tento ndvrh 6 mame k dispozici nejlepsi nestranny
linearni odhad parametru (BLUE)

B(Y;) = (FiAsF;) 'FiAsY, (11)

Fs vytvorme z vybranygch vadky £, i = 1,...,r, pro které e; € Sp(0) — tyto radky
oznacime MNAexy i1, ..., oi,.

Obdobne matici Ay vytvorme z matice A vynechanim radki a sloupci s indexy,
kterym plan 6 pFitadil nulovou hodnotu:

)\ilr(il) 0 ce 0
A5 _ 0 )\Z’2T(22) ce 0 . (12)

Pak kovariancni matice odhadu (11) je

VarB(Yp). N) = TM (o) (13)

Definice 2.5. TFidu vech ndvrhi § takoviych, Ze M(O) je pozitivné definitni
oznacime Ayeg. Navrh o7, je D-optimdlni, kdyZ

det (M~'(65,)) = min{det (M~'(6)),0 € Apeg} - (14)
Véta 2.2. Nasledugjici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. Navrh 67, je D-optimdlni.
2. max {INEM (o) :i=1,...,r} =
= min {max {)\jf]’.l\/lfl(éz))fj cg=1,.. .,r} 1€ Areg} . (15)
8. max {\EM o) :i=1,...,r} =
= k. (16)
Dukaz: Viz [2]
Nésledujici tvrzeni poskytne iterac¢ni algoritmus pro nalezeni optimalniho navrhu.

8



Véta 2.3. Necht pro posloupnost ndvrhi 6y, do, ... plati

£ f!

% -
ZS+1 Zs+1 ’

dst1 = (1—a’s+1)ds+ ol A

ol
Zs+1

kde i}, urcime z rovnice

)\i:+1d(€i:+1’5s) = maXx {)\Zd(el, 53) c1= 1, c. ,7’} .

a kde \;, urcime z rovnice

N )\i’s‘+1d(ei;‘+17 53) — k

- dleq, 05 — 1]~k

Qg1 = [)\.*
541

kde

d(e;,6) = £M 7 (65)fi:0 € Areg.
Necht 0; # 67, 1 =1,2,..., pak

nh_)rrgo det (M(ds)) = det (M(57))) -

Dukaz: Viz [2]

(19)

(20)

(21)

Algoritmus 2.1. Necht méreni miuzZeme provadét v experimentdlnich bodech
x = {=70000, —68000, . ..,68000,70000}. Plin experimentu pro ziskani odhadi

neznamych parametri Langevinovy funkce mad informacni matici
My My,
(%) ( My, My
kde

150

1 2
Mll = Zdz (COth (lgﬂfz)— ZQ,I‘) y
i=1 !

l

150
1 —ll - T
2 z:zl (( (- ) ly - !Ez) (sinh (Iy - :Ei)Q

150 . ] 2
My = 5; - R e BT ) .
- ; (sinh (Iy - xi)Q 13-

2

Chceme najit D-optimalni plan, tedy najit index i* pro ktery je vyraz

{)\Zf;Mil((s)fl 1= 17 ce ,T}

)



maximalni.

V bode i* zvysime pocet meéreni a dale vytvorime konvexni kombinaci nasi infor-
macni matice s informacni matici jednobodového ndavrhu pro index *.

Urcime dalsi iterace informacni matice

M(5i+1) = (1 — OZ)M((;Z) + Oé)\l'*fl'*fl-l* y

prot=1,...,7.
Algoritmus ukoncime pokud

max{)\lflll\/lfl(ég)fl 1= 17 ce ,T} >k +e€.

Koeficient « pred informacni matici jednobodového navrhu miuze byt v prvnim
kroku prevracend hodnota poc¢tu bodi ve spektru prvniho navrhu. V dalsich
iteracich miize byt ziskano prevriacenim ¢isla o jedna vétsiho nez v predchazejici
iteraci.

Poznamka 2.2. V uvedeném algoritmu je nutné v kaZdém kroku realizovat vy-
pocet nove inverzni matice. Zde lze uzit trik, kdy novou inverzni matici urcime
2z predchozi. To sniZ casovou sloZitost algoritmu. Matici (M(6;41))~" lze dle Bo-
xovy vety urcit takto

1 af;-f!
M5 -1 M(6; —1 LT
T MO = g (M) L (M(07)

L M@)

.1—0z

(M(5i+1))71 =

D - optimalni navrh méfeni Hysterézni smyc¢ka y Fe,O,

2 T T =3

1 r
x pocatecni plan mafeni 00z *
o " *
o3 # optimalni plan méfeni ,

y ~ relativni getnosti
y ~ magnetizace [emu]

oK % plvodni body méfeni

% optimalni body méfeni

o O OO0 O00OO000 005

S ‘3 : 2 0 % 3 (3 s ) s ) 2 o 2 4
x ~ méfené body x ~ intenzita magnetického pole [Oe] x10'

Obrazek 4: Optimalni body méreni Langevinovy funkce a jejich vizualizace na
hysterézni smycce
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Na zékladé vyse uvedeného postupu jsme ziskali body, jak je vidét z obrazku
4., v nichz je vhodné provést méreni Langevinovy funkce. Tyto body miizeme
povazovat za optimalni. Jedna se o méreni v bodech —70000 Oe a —16000 Oe,
pricemz relativni ¢etnosti méreni v téchto bodech jsou 0,498 a 0,499.

Vzhledem k tomu, ze se jedna o plan méfeni symetrické funkce, je tieba jesté
vydélit relativni cetnosti méfeni v jednotlivych bodech dvémi a méreni provést i
v bodech 16000 Oe a 70000 Oe. Relativni cetnosti méteni v téchto ¢tyrech bodech
budou tedy 0,249, 0,250, 0,250 0,249.

3 Linearizované regresni modely

7Z D - optimalniho planu méfeni Langevinovy funkce jsme ziskali mnozinu vy-
znamnych experimentalnich bodii, pro které zkonstruujeme linearni regresni mo-
dely za tucelem odhadu parametri Langevinovy funkce. Nejprve se zamérme na
ohady parametri v modelu bez podminek a potom se zaméfime na model se
systémem podminek. Na zavér vysledky obou pristupt porovname.

3.1 Algoritmus 1 — Linearni regresni model neprimého
méreni vektorového parametru bez podminek

Provedené méteni je ze statistického hlediska mozné povazovat za nelinearni re-
gresni model nepfimého méreni vektorového parametru, ve tvaru

Y ~ [¢(0), %], (22)

kde ¢(©) je zndm4 (v nasem pripadé nelinearni) funkce.

Abychom mohli pfistoupit k vypoc¢tu hodnot odhadt parametri Langevinovy
funkce, je potfebné provést linearizaci modelu (22). Je-li ¢(©°) zndmy vektor,
1ze model rozvinout do Taylorovy fady v niz zanedbame ¢leny druhého a vyssich
radi. Po provedeni linearizace lze model psat ve tvaru

Y;s ~, (F50,0%A5"), (23)

kde © = [I;,l5]" je vektor nezndmych parametrii, 0?A; "' je varianéni matice a

8@(@, @0) 8@'(1’@'7 90) 3<Z5i(37z, @0)
Fs}p = ———1— = 24
{ 5}@ 86/ 8[1 ) ) alk ) ( )
pricemz
b 1
o coth (I3 - x;) oo
0 _ —ly -z ly
Oly sinh (I - SL’Z')Q 13-

11



je znama matice planu pro body z;, kdei € Sp(dyy) = {i: o5(1) > 0} = {i1,...,in}.
Nyni

i Vi
Y; = E (25)
% Z::1 Yn,i

je tedy novy observacni vektor s varianéni matici ve tvaru

1

'f‘il

Var (Y;) = o .. (26)
1

Tip

Véta 3.1. Necht je dan linearizovany regresni model nepriméeho méreni vektoro-
vého parametru (23). Pak BLUE parametru © je dan ve tvaru

O; = (F;AsFs) ' FiAs Y, (27)
s variancni matict
Var (@)5) = o (FiAsFs) " (28)

Dukaz: Viz [2]

Po aplikaci vyse uvedeného postupu jsme ziskali nasledujici odhady parametri
l; a ly Langevinovy funkce

6. _ ( 005023335
=\ —0,00009303 /-

Variance téchto odhadi je potom

Var <é ) [ (2,1730-107")% —2,0673 - 1070
o) =\ —2,0673-10710 (1,2262-107%)2 /-

Graficka reprezentace vysledku je zobrazena na obrazku 5.

12



Algoritmus 1 - Nepfimé méreni vektorového parametru

0.05 : : :

Langevinova funkce:

0.03- y=1, coth(l, x)-1,/(1, x)

Pocateéni feseni: Odhad:

11=—0.0469 11=>0.050233

y ~ magnetizace [emu]
o
T

-0.01—
1,=-0.0001 1,=-9.3033e-005

-0.02—

var(11)=4‘722e—008
-0.03—

var(lz) =1.5037e-012

-0.04—

- | | | | | | |
005 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

X ~ intenzita magnetického pole [Oe]

Obrazek 5: Model neptimého méreni vektorového parametru

3.2 Algoritmus 2 — Linearni regresni model primého mé-
reni vektorového parametru se systémem podminek
typu 11

Méjme hodnoty (Y/*, Y5, ... YY) parametru B v bodech (z;,, z;,, ... x;, ) uréenych
deterministicky. Hodnoty x;, i = i1,...,1, reprezentuji stanovenou silu vnéjsiho
magnetického pole a hodnoty Y;*, i = 1,..., N predstavuji méfeni odpovidajici
magnetizace materidlu v bodech vybranych D - optimalnim névrhem méieni,
pticemz celkovy pocet méfeni (N) ztstal zachovan. Hodnoty zavislé proménné
mohou byt vyjadieny pomoci Langevinovy funkce takto:

VAR ll-coth(lg-xi)—l;_lxi, T (29)
Nelinearni model méreni lze tedy popsat
G

Y; ~ N, ﬁf I (30)
Bn

13



pri¢emz musi platit

5(80) = 1 -coth(lyx) — -~ 5, =0, (1)
T = U, ..., i,
kde
O = [l1,1,],

je vektor neznamych parametrii.
Cilem méreni je nalézt odhady B(; skutec¢nych hodnot 3 a dale odhady parametru

Q; = 11, )" vystupujicich v Langevinové funkci tak, aby splnili (32).
Stejné, jako tomu bylo u modelu neprimého méreni vektorového parametru bez
podminek, je potiebné i zde provést linearizaci modelu pomoci Taylorova rozvoje.

Nelinedrni podminky g(3,0) = (¢:(3,0),...,9.(3,0))" = 0 Ize po linearizaci
pomoci Taylorova rozvoje psat v symbolickém zapisu B3 + GO + b = 0, kde

0 0 0 0
B = %ﬁ’,@), G = %, ab=g(B% 0" v piiblizném fefeni (3", @").

Dale matice B ma strukturu

by 0 ... 0 O
B _ 0 b22 . 0 0 ’ (32)
0 O 0 by,
kde
biy = —1
991 Oq
ol Olo
0g(B°, @) 99; g
R N (33)
ol ol
kde
= coth(ly - z;) —
8l1 €0 ( 20 ) lQ T
09 —ly - x; L
= 5 T 73 )
Oly sinh (I5 - x;) l5 - x;

14



kde i =iy,... 1,

Nyni najdeme odhad parametri v linearizovaném modelu. K tomuto ucelu vyu-
zijeme teorii linearnich statistickych modeli uvedenou v [2], resp. model pFimého
meéreni vektorového parametru se systémem podminek typu II.

Definice 3.1. Model primého méreni s podminkou I1. typu na parametry 1. radu
mda tvar

Y; ~n (XB,07A1), (34)
b+B3+GO =0, (35)

kde B € R*,©® € R* jsou nezndmé.

Jestlize h(X(n,k)) = ki < n, h(B(%kl),G(%/@)) =q < ki + k‘g,h(G) =ky < qa

matice Agl je pozitivné definitni, potom model nazyvame requldarnim.

Déle budeme uvazovat pouze regularni model.

~
o~

Véta 3.2. BLUFE vektoru ( 25 ) gsou dany vztahy
©;

Eé = B;— (X'AX)'B' [T = T'G(G'T'G)~'G'T'] (b + BS;)36)
6

5 = —(G'T'G)"'G'T (b + Bj) (37)
kde

T = B(X'A;X)"'B'+ GG/, (38)

Bs; = (X'AsX)'X'AsY; (39)

(B(g je odhad nerespektujici podminku tykagici se parametri 3,0 ).

Dukaz: Viz [4]

Véta 3.3. Kovariancni matice odhadu ﬁ(g je

Var(g(;) = o*{I- (X AsX)"'B' [T -T'G(G'T'G)'G'T'| B} -
(XA {;I— (X'AsX)"'B"-
[T G(G'T~ 1G )"'G'T'|B'} . (40)

Dukaz: Viz [4]
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Véta 3.4. Kovariancni matice odhadu (:)5 je

-~
o~

Var(©@;) = o’ {(G'T'G)™' —1}. (41)
Dukaz: Viz [4]

Na obrazku 6. jsou uvedeny vysledky dosazené na zakladé vyse uvedeného
modelu. Nagim tikolem bylo opét odhadnout parametry Langevinovy funkce. Jak
jiz bylo tfeceno, k odhadu pocatecniho reseni jsme pouzili Levenberg - Marquar-
dtiv algoritmus.

Odhady parametru [; a [y na zakladé métreni provedeného dle D - optimalniho
planu jsou nasledujici:

[ —0,04356664
a7\ —0,00010697

a variace téchto odhadi je potom

2\ ((1,0865-107%)2 —5,1684- 107"
Var (95) - < ~5,1684- 107" (6,1312-10°7)2 /-

o)

Algoritmus 2 - Pfimé méreni vektorového parametru
se systémem podminek typu I

0.041- Langevinova funkce:

y=1, coth(l, x)-1 /(1, x)

Pocatecni feSeni: Odhad: 7

ll=-0.0469 11:—0.043567

y ~ magnetizace [emu]
|

12=—0.0001 12=—0.00010697

var(ll):1.1805e—008 B

var(12)=3 .7592e-013

_ | | I I
-8 -6 -4 -2 [ 2 4 6 [

A
X ~ intenzita magnetického pole [Oe] x 10

Obrazek 6: Model pfimého méreni vektorového parametru s podminkami typu 11
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3.3 Porovnani vhodnosti volby modelii

Abychom mohli porovnat kvalitu obou vy$e zminénych nelinearnich regresnich
modelti, pouzijeme jako kritérim tzv. rezidudlni soucet ¢tverct, ktery je defino-
vany jako

n

S=>"(Vs—Vs), (42)

i=1

kde Y5, a }/}(;i jsou pozorované, resp. vyrovnané hodnoty zavisle proménné Y.
Podle tohoto kritéria je vhodnéjsi ten model, pro néjz nabyva tato statistika
nizsi hodnoty.
Protoze pocet regresnich parametri vyznamné ovliviiuje vyslednou hodnotu S,
je vhodnéjsi pro srovnani pouzit tzv. rezidualni rozptyl, tedy

9 S

e = 9 43
= = (43)

kde n je pocet uskutecnénych méreni a p je pocet regresnich parametri.

Jako dalsi kritérium pro srovnani modeli jsme pouzili tzv. index determinace
definovany jako

Z?:l (Y51 _ Yv(si)2 (44)
Z?:l(Yéi - Y5i)2

a ktery nabyva hodnot z intervalu (0, 1).

Vsechny dosazené vysledky a tato srovnani uvadime v piehledové tabulce (1).

?=1-

‘ Parametr ‘ Model bez podminky ‘ Model se systémem podm. typu II ‘
Odhad 1, —0,05023335 —0,04356664
Odhad 1, —0,00009303 —0,00010697
Var (1) (2,1730 - 1071)? (1,0865 - 107)?
Var (ls) (1,2262 - 1079)2 (6,1312-1077)2
S 1,8478 - 1073 7,3394-107°
Se’ 4,1247-107° 1,6383-107°
Index determinace 0,995626 0,993818

Tabulka 1: Srovnani hodnot pro odhady parametri Langevinovy funkce pomoci
pouzitych regresnich modelt

Na zakladé téchto vysedki miizeme konstatovat, 7e pro odhad neznamych
parametrii Langevinovy funkce je vhodnéjsi pouzit model bez podminek.
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4 Zavér

V predkladané praci jsme se zabyvali problematikou odhadu neznamych para-
metri Langevinovy funkce. Za timto ucelem jsme danou funkci linearizovali a
sestavili jsme dva linearni modely. Model neptimého méreni vektorového parame-
tru bez podminek a model pfimého métreni vektorového parametru se systémem
podminek typu II. U piivodniho planu experimentu byl tedy observac¢ni vektor
tvoren tfemi opakovanymi méfenimi, jenz byli provedeny ve 150 bodech vybra-
nych z intervalu —70000 Oe az 70000 Oe.

Kovarian¢ni matice odhadi téchto neznamych parametri byli u obou modeli
témér totozné, tedy

~

N (2 [ (4,2640-10%)2 —9,2596 - 10~
Var <®>_var (e)_(—9,2596-1010 (24668 - 109)2 ) -

Shoda vysledkii pti pouziti dvou riznych linedrnich modelu signalizuje, ze proces
linearizace ovlivnil vysledky pouze nepatrné.

Cilem této prace vsak bylo predevsim optimalizovat experimentalni méreni.
Abychom nalezli body, které jsou skuteéné vyznamné pro experimentalni méfent,
navrhli jsme D - optimalni plan méreni. Vysledky tohoto pristupu jsme déle po-
uzili pro sestaveni jiz vySe zminénych linearnich modeli. V tomto ptipadé uz byl
vSsak observacni vektor odlisny. 450 méteni, jenz jsme méli k dispozici, jsme roz-
lozili pouze do téch bodi, jenz byly D - optiméalnim planem vyhodnoceny jako
vyznamné. Z optimalizovaného planu experimentu jsme dosahli téchto vysledkii.

Ziskali jsme kovarianc¢ni matici odhadi ziskanych z modelu neptimého méreni
vektorového parametru bez podminek

<\ [ (2,1730-107%)2 —2,0673 - 1010
Var <®5> - ( —2,0673- 10710 (1,2262 - 10-%)?

a kovarian¢ni matici odhadu ziskanou z modelu pfimého méreni vektorového
parametru se systémem podminek typu II

2\ [ (1,0865-107%)2 —5,1684- 107"
Var (95) - ( —5,1684- 101 (6,1312-1077)2 )~

Porovnani kovarin¢nich matic z pivodniho planu experimentu a z optimalizo-
vaného planu experimentu ukazuje necekané vyrazné vylepseni presnosti odhadii.
Za uspéch lze povazovat i takovy vysledek, ktery by znamenal 10-ti nebo 20-ti
procenti zmenseni smérodatnych odchylek. Efekt optimalizace je vSak v nasem
pripadé daleko vyraznéjsi.
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