Nenahlasené poistné udalosti a vypocet rezerv

Diplomova praca

Bc. Elena Mrozova

UNIVERZITA KOMENSKEHO V BRATISLAVE
FAKULTA MATEMATIKY, FYZIKY A INFORMATIKY
KATEDRA APLIKOVANEJ MATEMATIKY A STATISTIKY

Pravdepodobnost’ a matematicka Statistika

Skolitel’ zavereénej prace
doc. RNDr. Rastislav Potocky, CSc.

BRATISLAVA

2009



Cestné vyhlasenie:

Cestne vyhlasujem, Ze som tato diplomovi pracu vypracovala samostatne, len

s pomocou nadobudnutych teoretickych vedomosti a pouzitej literatary.

Elena Mrézova



Abstrakt

Nazov: Nenahlasené poistné udalosti a odhad rezerv.
Autor: Be. Elena Mrozova
Skola: Univerzita Komenského
Fakulta matematiky, fyziky a informatiky
Katedra aplikovanej matematiky a Statistiky
Skolitel: doc. RNDr. Rastislav Potocky, CSc.
Miesto: Bratislava

Rok: 2009

Tato diplomova praca najprv opisuje metddu na odhad poctu nenahldsenych poistnych
udalosti, ktorti navrhol D. Scollnik. Neskor sa venuje metddam na vypocet IBNR rezerv,
Specidlne Mackovej metode chain ladder. Tu je uvedeny aj vzorec na vypocet strednej
kvadratickej chyby odhadu IBNR rezerv. Metdédy na odhad poctu nenahlasenych poistnych
udalosti ako aj na vypocet IBNR rezerv sa v poslednej kapitole aplikuju na konkrétne data.

Kracové slova: nenahlasené poistné udalosti, IBNR, chain ladder, separacna metdda.

Firstly, this diploma work present method to estimate number of unreported claims, which has
been proposed by D. Scollnik. The next part deals with methods to estimate IBNR reserves,
specially Mack's chain ladder model. We introduce formula for mean square error of
estimate IBNR reserves, too. In the last chapter are methods to estimate number of unreported

claims and to estimate IBNR reserves are applied on specifically data.

Key words: unreported claims, IBNR, chain ladder, separation method



Predhovor

Odhadovanie IBNR rezerv a v tejto dobe uz aj odhadovanie poctu nenahlasenych poistnych
udalosti je dnes uz beznou naplilou prace poistného matematika. Ten si moze vyberat zo
Sirokej skaly metdd vypoctu IBNR rezerv. Medzi najpouzivanejSie vsak patri metoda chain
ladder, Castokrat sa ale vyuziva viacero metdd pre porovnanie vysledkov.

LCudi z praxe zaujima hlavne kone¢ny vysledok — odhad IBNR rezerv. Pracu sa preto
snazime orientovat’ viac aplikacne, teda nas tiez zaujima hlavne odhad IBNR rezerv. No pri
metodde chain ladder uvddzame aj vzorec na vypocet strednej kvadratickej chyby tohto
odhadu.

Najskor sa ale venujeme novinke vo vykaznictve v poistovnictve — odhadu poctu
nenahldsenych poistnych udalosti. Na tento problém sa v minulosti v pripade potreby
aplikovala metdda chain ladder. My v praci predstavujeme metddu navrhnuta D. Scollnikom,
ktora je zamerana Specialne na tento problém.

Ciel'om prace je aplikovat’ teoreticky opisané metddy na realne data. Pre ulahcenie si
metddy naprogramujeme v programovacom jazyku R, ktory je volne stiahnutelny z internetu

na http://cran.r-project.org/.

Touto cestou chcem podakovat doc. RNDr. Rastislavovi Potockému CSc. za

poskytnutie odbornych ¢lankov, za odpovede na moje otazky a za cenné rady.
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Uvod

Este pred par desiatkami rokov sa plnenia na poistnych udalostiach v nezivotnom poisteni
vyplacali systémom pay-as-you-go, teda plnenia vyplatené v danom roku sa financovali
z prijatého poistného vtom istom roku, bez ohladu na rok vzniku poistnej udalosti.
V niektorych poistnych odvetviach je vSak castym javom, ze sa poistné udalosti nevyplacaju
v tom istom roku ako vznikli. Priciny mézu byt’ r6zne, ¢i uz je to neskoré nahlasenie poistne;j
udalosti, alebo zdihava likvidacia zapri¢inena sadnymi konaniami. Napriklad pri povinnom
zmluvnom poisteni zodpovednosti za Skodu spdsobenu prevadzkou motorového vozidla sa

Skoda na zdravi moze objavit’ aj niekol’ko rokov po dopravnej nehode.

Ked’ze poistné na nejaké obdobie, v nezivotnom poisteni najcastejSie jeden rok, sluzi
na krytie rizika, ktoré méze vzniknit’ v tomto obdobi, je logické, Ze poistovne tvoria rezervy.
V nezivotnom poisteni rozliSujeme dva zakladné druhy rezerv: RBNS rezervy a IBNR rezervy.
RBNS (z angl. Reported But Not Settled) rezervy su rezervy na ohlasené poistné udalosti,
ktoré este neboli vyplatené, resp. neboli vyplatené uplne. /BNR (z angl. Incurred But Not
Reported) rezervy st rezervy na poistné udalosti, ktoré sa stali, ale neboli ohlasené poist'ovni,
teda si to poistné udalosti, o ktorych poistoviia nevie. Tieto rezervy v sebe zahfiaji aj
rezervy na nedostato¢ne zarezervované poistné udalosti.

V poslednych rokoch sa zvysil zaujem aj o pocet neohlasenych poistnych udalosti.

Prva kapitola obsahuje prehlad rozdeleni, ktoré sa v tejto problematike Ccasto
vyuzivaju. V druhej kapitole sa zaoberame odhadom poctu nenahlasenych poistnych udalosti.
V tretej kapitole sa venujeme odhadu IBNR rezerv. Zaoberdme sa najmé najbeznejSou
metddou chain ladder. Stvrtd kapitola je venovana prikladom. Na jednu mnozinu dat
aplikujeme v praci uvedené metdody na odhad IBNR rezerv a uvedieme aj priklad na odhad

poctu nenahlasenych poistnych udalosti.



1 Rozdelenia

1.1 Binomické rozdelenie

Opakujme nezavisle n-krat Bernoulliho pokus, ktory moze mat’ len dva mozné vysledky :

- nastane udalost’ A a to s pravdepodobnostou p,

- nenastane udalost’ A a to s pravdepodobnost'ou 7 — p.

Naéhodnou premennou X je pocet vyskytov udalosti A v n nezavislych pokusoch s rovnakou
pravdepodobnost’ou p jej vyskytu v kazdom pokuse. ([5])

Nahodna premenna X , ktora moze nadobudat’ hodnoty 0,1,...,n, kde n je prirodzené

¢islo, ma binomické rozdelenie s parametramin a p; p € (0,1); ak plati:

Pr(X = k):(:jpk(l—p)"k;kz 0,1,...,n.

Oznacenie X ~ Bi(n,p).

Obr. 1: Binomické rozdelenie
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Zakladné charakteristiky:
- strednd hodnota E[X]=mnp,

-rozptyl D[ X]= np(l— p).
Specidlnym pripadom binomického rozdelenia je alternativne rozdelenie, ktoré

popisuje Bernoulliho pokus. V tomto pripade n =1.

1.2 Poissonovo rozdelenie

Poissonovo rozdelenie vznika ako limitny pripad binomického rozdelenia Bz'(n, p), ak
sucasne plati n —> o a p — 0, pricom stredna hodnota np je konstantna. ([5])
Nahodna premennd X, ktorda mdze nadobudat’ hodnoty O0,1,..., ma Poissonovo

rozdelenie s parametrom A, kde A >0 je dané Cislo, ak plati:

/Ik
Pr(X =k)=e* 2k =0,1,
k!
Oznacenie X ~ Po(1).
Obr. 2: Poissonovo rozdelenie
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Je to rozdelenie vyskytu zriedkavych udalosti pri vysokom pocte nezavislych

pokusoch. ([5])

Zakladné charakteristiky:
- strednd hodnota E[X]=A1,

-rozptyl D[X]=41.

1.3 Negativne binomické rozdelenie

V tomto rozdeleni nahodna premenna reprezentuje pocet nahodnych pokusov, pri ktorych
nastala udalost’ A prave k-krat a potom uz pokusy nepokracovali.

Néhodna premennd X , ktord nadobuda hodnoty &,k +1,..., ma negativne binomické

rozdelenie s parametrami k ap,; p € (0,1) a k je celé kladné ¢islo; ak plati:

-1 )
Pr(X:x):(;_ka(l—p)H;x:k,k+1,....

Oznagenie X ~ NB(k, p). ([5])

Obr. 3: Negativne binomické rozdelenie
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Zakladné charakteristiky:

- stredna hodnota E[X] = k(l — p) , ([5])

k(i-p
T

~—
~
—
(%}
—
N

-rozptyl D[X]=

1.4 Kvazi - binomické rozdelenie

Néhodna premenna X , ktora nadobuda hodnoty 0,1,...,7n, mé kvdzi — binomické rozdelenie

II. typu s parametramin, p a & pe(O,l),nje celé kladné éisloa—£<§<1_p;akplati:
n n
k-1 n—k~1
pr(x = k)= [ " |2 R) Pk | ((mp)rliox)e gy
k) 1+né \ 1+né 1+né

Oznacenie X ~ OBD(n, p,&). ([4], [6])
Parametre n a p oznacuju, ako pri binomickom rozdeleni, pocet pokusov a
pociato¢nu pravdepodobnost’ uspechu v kazdom pokuse. Parameter & hovori o tom, ako

pravdepodobnost’ ispechu p klesa alebo rastie s po¢tom uspechov ([4]).

Obr. 4: Kvazi — binomické rozdelenie I1.typu
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Obr. 5: Kvazi — binomické rozdelenie: zavislost na parametri &
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Zakladné charakteristiky:
- stredna hodnota E[X]=mnp,

- jednoduché vyjadrenie pre rozptyl neexistuje, je ho vSak mozné, pri konecnom rozsahu

nahodného vyberu, vypocitat. ([6])

1.5 ZovSeobecnené Poissonovo rozdelenie

Pre nahodni premennu s Poissonovym rozdelenim plati, Ze sa teoreticka strednd hodnota
rovna teoretickej disperzii. Preto toto rozdelenie nie je vhodné, ak vyberovad variancia
pozorovani vyrazne presahuje vyberovy priemer, ¢o je v mnozinach redlnych dat bezné.
Zovseobecnené Poissonovo rozdelenie je dvoj-parametrické diskrétne rozdelenie
s pravdepodobnostnou funkciou
i e—H—kl

Pr(X =k)=6(0+kA) k=0,1,2,...,

K

s parametrami 8 >0 a 0 < A <1. Oznacenie X ~ GPD(H,/l). ([eDhH
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Zakladné charakteristiky:

- stredna hodnota E[X]= % , ([6])

0
(1-4)

aplati: D[X]> E[X].

- disperzia D[ X ] = ([eh

Ak A =0, potom dostavame Standardné Poissonovo rozdelenie.

Obr. 6: Zovseobecnene Poissonovo rozdelenie
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1.6 Logaritmicko — normalne rozdelenie

Néhodna premennd X ma logaritmicko normdlne rozdelenie s parametrami ua *>; peR a

o’ > 0; ak pre jej hustotu pravdepodobnosti plati:

11



(Inx— p)°
exp| — 5 x>0
ox+2r 20
S =
0 x<0
OznacCenie X ~ NL(,U,O'z). ([5D
Obr. 7: Logaritmicko — normalne rozdelenie
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Zakladné charakteristiky:

2

- stredna hodnota E[X] = exp{u + %} , ([5])

-rozptyl D[ X]= exp(Zy +o’ Xexp(O'2 )— 1). sh

Ak nahodnda premenna Y =InX a X ~NL(,u,02), potom sa da dokazat, ze

Y~N(,u,02).
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2 Odhad poétu nenahlasenych poistnych udalosti

V ostatnych rokoch sa zvysil zaujem poistovni ako aj prisluSnych kontrolnych tiradov o pocet
nenahlasenych poistnych udalosti. Jednou z moznosti, ako tento pocet odhadnit, je pouzit
metodu chain ladder, ktora ale prvotne sluzi na odhad IBNR rezerv. Iny spdsob na odhad
poctu nenahlasenych poistnych udalosti nam ponuka David P. M. Scollnik vo svojom ¢lanku
A dameged generalised Poisson model and its application to reported and unreported

accident counts [6], ktory tato kapitola cituje.

Majme nezaporni nahodni premenni X, nadobudajiicu celociselné hodnoty,
s funkciou pravdepodobnosti Pr(X =x). Tato nadhodnd premennd je rozlozitelna, ak
X=Y+Z, kde Z je celociselnd nezdpornd nepozorovateInd nahodna premenna a Y je
pozorovatel'na Cast X . Pri danom X =x, podmienené rozdelenie Pr(Y =yl X :x) je

zname ako rozdelenie prezivania. O tom, za akych okolnosti rozdelenie prezivania

charakterizuje rozdelenie nahodnej premennej X a naopak, hovori nasledujtce tvrdenie.

Tvrdeniel:
Ak rozdelenie preZivania Pr(Y =y|X= x) je binomické Bi(x, (o), potom Y je
nahodna premenna taka, ze
Pr(Y=y)=Pr(Y =y| X =Y)=Pr(Y = y| X >7) (1)

vtedy a len vtedy, ak X ma Poissonovo rozdelenie. ([6])

Naviac plati, ze ak X ma Poissonovo rozdelenie s parametrom &, potom Y ma

Poissonovo rozdelenie s parametrom @6 a Z ma Poissonovo rozdelenie s parametrom
(1-@)8, atieto premenné st navzijom nezavislé. Dokézalo sa, e ak X ma Poissonovo

rozdelenie a plati (1), potom rozdelenie prezivania musi byt binomické ([6]).

2.1 Poissonov model

Nech X je rozlozitelnd nahodna premenna s Poissonovym rozdelenim s parametrom 6
a s binomickym rozdelenim prezivania, X =Y + Z . Predpokladajme, Ze kedykol'vek robime
pozorovanie premennej ¥ na ndhodnej premennej X , je mozné urcit, ¢i boli nejaké nehody

neohlasené, avSak nevieme urcit’ ich mnozstvo. Zaved'me si preto indikatorovi nahodnu

13



premennu D, ktord nadobuda hodnotu 1, ak neohldsena nehoda bola pozorovana, a hodnotu 0

ak neohlisena nehoda pozorovani nebola. Udalost [D=0] je ekvivalentna s udalostou
[Z = 0] audalost [D=1] je ekvivalentna s udalostou [Z >0], atedaaj Y a D si nezavislé

nahodné premenné a pre ich pravdepodobnostné funkcie plati:
v
Pr(Y =y)=e"’ @ pre y=0,1,2,...,
V!

Pr(D=0)=Pr(Z =0)=e ",
Pr(D=1)=Pr(Z>0)=1-¢ ",

Z nezavislosti Y a D vyplyva

Yy
Py =y, D= d)= e OV (1o (o,
!
pre y=0,1,2,...,ad=0,1.
Majme ndhodny vyber (yl.,dl. );i =1,2,...,n, potom prirodzeny logaritmus funkcie

vierohodnosti mé tvar

I=InL=-npl+ny ln((p¢9)+ nc?ln(l _ g mop )— n(l - EX1 — (0)6’ - ZIH(yi !) ,

n
i=l1

kde y je vyberovy priemer hodndt y,, d je vyberovy priemer hodnot d; i=12,...,n.

Riesenim normalnych rovnic

o =—n¢+n¥+M—n(l—3XI—¢)=O
00|, ;06 O 190 _
a z—né+n3}—(:l#9+n(l—c7 )=0
0P| .06 |

dostavame maximalne vierohodné odhady pre parametre 6 a ¢ :

6=y-In(l-d), )
Sy y

=== — . 3
4 F—In(l—d @

Toto je pripad, ked pri kazdom pozorovani mame rovnaku mieru rizika. Dalej sa
budeme zaoberat’ pripadom, ked nemame rovnaki mieru rizika. Zavedieme alternativny
model, zalozeny na zovSeobecnenom Poissonovom rozdeleni ndhodnej premennej X a kvazi

— binomickom rozdeleni preZivania Pr(Y =y|X= x).

14



2.2 Pripad nerovnej miery rizika

Nech celkovy pocet nehdd X ma Poissonovo rozdelenie s parametrom wé , kde parameter 6
predstavuje stredné mnozstvo nehod na jednotku rizika a w predstavuje jednotky miery rizika
spojené s X. Nech X =Y+Z, kde Y oznaCuje poCet nahlasenych nehod a Z pocet
nenahldsenych  nehdéd. Predpokladajme, Zze nehody su nezavislé s rovnakou
pravdepodobnostou nahldsenia ¢. A teda rozdelenie preZivania Pr(Y =yl X :x) je
binomické Bi(x, gp). Z tvrdeni uvedenych na zaciatku kapitoly vyplyva, ze ¥ ma Poissonovo
rozdelenie s parametrom wég, Z ma Poissonovo rozdelenie s parametrom w0(1 - (0) a tieto
nahodné premenné st nezavislé.

Predpokladajme, ze kedykol'vek robime pozorovanie Yna X, vieme povedat, ¢i
nejaké nehody boli neohldsené, ale ich pocet nepozname. Nech indikatorova ndhodna
premennd D nadobuda hodnotu 1, ak neohlasena nehoda bola pozorovana, a nadobtda

hodnotu 0 ak takato nehoda pozorovana nebola. Udalost’ [D = 0] je ekvivalentna s udalost'ou
[Z = 0] audalost’ [D =1] je ekvivalentna s udalostou [Z > 0]. Nahodné premenné ¥ a D su

nezavislé. Teda

Y
PH(Y = y,D=d)=e " —(W(;,g) (1—etom filemtmen ), ()

pre y=0,1,2,..., ad =0,1.

Na zaklade nahodného vyberu (y,.,d,. );z' =1,2,...,n, ktory je spojeny s vektorom

jednotiek miery rizika w = (wl,... w )T , mézeme vyjadrit’ logaritmus funkcie vierohodnosti

>"n

nasledovne:

n

I = —n0w + 5 n(p0)+ Y d, Infl - 07 )~ (1= )0 (1=, Jw, + 3y, n(w, )= 3 n(y, ).
i=1

i=1 i=1 i=1

. . B (R . .
kde y je vyberovy priemer hodnét y,, pre i=1,2,...,n,a w :—Zwi je priemerna miera
i=1

rizika. Normalne rovnice

e d _
a _n2/+(1_ ) i ——nw =0
ag 0=p.0-0 9 P 1 e—w (l—(p)&
al e dm
6(0 0=0,0=0 4 i1 1l—e™" (1-)

mozno zredukovat’ na rovnice
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i=l =l e’
ktorych rieSenim su maximalne vierohodné odhady pre parametre 6 a ¢. V Specidlnom

pripade, ak w, =1 pre kazdé i =1,2,...,n, sa rieSenie tychto rovnic zredukuje na rieSenie (2)

a(3).

2.3 ZovsSeobecneny Poissonov model

Nech X je celociselnd nezdpornd nahodna premenna takd, ze X =Y +Z, kde Z je
celociselna nezadpornd nepozorovateIna ndhodnad premennd a Y je pozorovatelnd cast X .

Tvrdenie 1 mézeme prepisat’ nasledovne:

Tvrdenie 2:
Nech rozdelenie preZivania Pr(Y =y|X :x) je kvazi —  binomické

s pravdepodobnostnou funkciou

Pr(y = y| X :x):{x]co(l—w)[wye‘jyl[(l—¢)+(x—y)§j”l;y v, (5)

y I+x& \ 1+x¢& 1+x¢&
S parametrami ¢ € (0,1) a-2< E< I=e pri danom X = x. Potom nahodna premenna Y je
X X
taka, Ze
Pr(Y =y)=Pr(Y =y| X =Y)=Pr(Y =y | X >Y) (1a)

vtedy alen vtedy, ak X ma zovSeobecnené Poissonovo rozdelenie s parametrami 6 a

—-0-x&0

A =£&0,teda Pr(X = x)=0(0 + x£6)" €

x=0,1,2,....kde >0 a 0<E0<1 ([6]).
X

Naviac, ak X méa zovSeobecnené Poissonovo rozdelenie s parametrami € a &6,
potom Y ma zovSeobecnené Poissonovo rozdelenie s parametrami @8 a 6, Z ma
zovieobecnené Poissonovo rozdelenie s parametrami (1-¢)@ a &6, atieto nahodné

premenné st nezavislé ([6]). Ak X ma zovseobecnené Poissonovo rozdelenie s parametrami

6 a £0 aplati (1a), potom rozdelenie prezivania musi byt kvazi — binomické ([6]).
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Binomické rozdelenie prezivania pre mnozstvo nahlasenych nehdd predpoklada, Ze
nehody st nezavislé, srovnakou pravdepodobnostou nahlasenia. Tento predpoklad Casto
neplati, pretoze existuji mnohé poistné schémy, ktoré¢ zvyhodnuji klientov za bezskodovy
priebeh trvania ich poistnej zmluvy. Preto je vhodnejSie uvazovat kvazi — binomické
rozdelenie prezivania, pre ktoré plati, ze sa pravdepodobnost’ ispechu umerne meni s poctom
uspechov.

Predpokladajme, Ze celkové mnozstvo nehdd v sledovanom obdobi, ktoré je spojené
s jednou jednotkou miery rizika, ma zovSeobecnené Poissonovo rozdelenie sa parametrami
>0 a0<A<l1l.Ak X je pocet nehdd v obdobi, ktoré je spojené¢ s w jednotkami miery
rizika, potom z konvoluc¢nej vlastnosti zovSeobecnené¢ho Poissonovho rozdelenia, X ma
zovSeobecnené Poissonovo rozdelenie s parametrami wé a A ([6]). Nech X =Y +Z ,kde Y
oznacuje pocet ohlasenych a Z pocet neohlasenych nehod. Z predpokladu o rozdeleni
ndhodnej premennej X vyplyva, ze Y ma zovSeobecnené Poissonovo rozdelenie

s parametrami w8 a A, Z ma zovSeobecnené Poissonovo rozdelenie s parametrami
W(l—(p)H a A, atieto nahodné premenné su nezavislé. Rozdelenie prezivania
Pr(Y =y|X :x) je kvazi — binomické s parametrami @ a &£ a spravdepodobnostnou
funkciou danou vztahom (5).

Predpokladajme, ze kedykol'vek robime pozorovanie Y na X, vieme, ¢i nejaké
nehody boli neohlasené, ale nepozname ich pocet. Nech indikatorova ndhodnd premenna D
nadobuda hodnotu 1, ak neohlasend nehoda bola pozorovana, anadobuda hodnotu 0
neohlisena nehoda nebola pozorovana. Udalost’ [D = 0] je ekvivalentna s udalostou [Z = 0]
audalost [D=1] je ekvivalentna sudalostou [Z >0]. Nahodné premenné Y a D su

nezavisle. Preto

-wel—-yA

Pr(Y =y,D=d)=wpO(wpl+yl)~ (1 — el )d (e'w(l""’)‘g )lfd ,

V!
pre y=0,1,2,... ad =0,1.

Na zaklade ndhodného vyberu (yl.,dl. ); i=12,...,n, spojeného s vektorom jednotiek

miery rizika w:(wl,...,wn )T, prirodzeny logaritmus vierohodnostnej funkcie je dany

vzt'ahom:

[ = —npOw — Any + nln(p)+ y (v, =1)In(w,p6 + y, 1) Zd ln( e i) )
i=1

—(1 (0)(9 w +Zln gln(y ')

i= 1
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. . I . .
kde y je vyberovy priemer hodndt y,, pre i=1,2,...,n,a w = —Zwi je priemerna miera
i=1

rizika. Normalne rovnice

y P & dw,
= =24 (- )2+ (1- AL/,
89 ¢:¢,9:é,l:i 9 i=1 Wl¢0 + yl/’i = 1 _ 67W (l*(p)a

o y w,0 5 dw,
op 0=6,0=0,2=1 P ia wi¢¢9+ yiﬂ el PP
ol n y
EYI __ny+2(yz_lﬁ:0
oA 0=0,0=0,1=1 i=1 W[(o@ 4 ylﬂ/

nie je l'ahké zjednodusit’ a nemozno ich explicitne vyratat. Odhady parametrov mozno ziskat

pomocou Standardnych Statistickych softvérov.
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3 Metdédy na vypocet odhadu IBNR rezerv

Nezivotné poistovne maju zo zdkona povinnost’ vytvarat’ okrem rezerv na nahlasené poistné
udalosti aj rezervy na nenahlasené poistné udalosti. Je podstatné, aby tieto rezervy boli
dostatoéné vysoké, teda aby poistoviia mala v kazdom okamihu dostatok finanénych

prostriedkov na vyplatenie poistného plnenia klientovi.

3.1 Chain ladder — Mackov model

Metoda chain ladder je jedna z najpozivanejSich metdd na vypocet IBNR rezerv. Je to pre jej
jednoduchost’ a nezavislost’ na rozdeleni dat, ¢i uz uvazujeme mnozstvo poistnych udalosti
alebo poistné plnenia. Je vSak zname, Ze je citlivdA na zmeny v pozorovanych datach.
V ostatnych rokoch bolo publikovanych viacero metdd na vypocet IBNR rezerv, ktorych
vysledky sa lisili od vysledkov Mackovej chain ladder metody. A preto uvedieme aj vzorec na
vypocet Standardnej chyby pre odhad IBNR rezerv metédou chain ladder.

Oznatme C, celkovy objem poistnych plneni, na ktoré vznikol narok v roku
i;1<i <[ aktoré boli vyplatené do roku k;1<k <7, kde I je pocet sledovanych obdobi.
C, uvazujeme ako ndhodnu premennt, ktorej realizacie pre i +k < I +1 pozname, tzv. run-
off triangle. Nasim cielom je odhadnut’ kone¢ny objem poistnych plneni C, a rezervy na

nenahlasené poistné udalosti R, =C, —C pre rok vzniku i =2,3,...,1.

il +1-i
Zékladnym predpokladom metddy chain ladder je existencia vyvojovych faktorov

Ay Aysenos Ay >0 takych, ze
E[Cyi |ChreesCy | = CuA 1 <i <1<k <T—1. (6)

Prvym krokom metddy chain ladder je odhad faktorov A, a to nasledovne:

A == ; 1<k<I-1.(3))
J=l
Pomocou tychto faktorov potom odhadneme kone¢ny objem poistnych plneni C,
éi[ =Cyi '/{1+1—i Tt /{1—1 , ([3D

alebo rezervy R,

A

jéi =Cira (/11+H '---"iH _1)~ (3D
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Kedze algoritmus metody chain ladder neberie do tvahy aktkol'vek zavislost’ medzi rokmi

vzniku narokov, dal$im predpokladom tejto metédy je mnezavislost premennych

{Cm'"’cil}’{le""’cjl}’iij'([3]) ™)

Tvrdenie 3:
Nech M = {Cik li+k<1 +1} je mnozina vsetkych doposial’ pozorovanych dat. Za
predpokladov (6) a (7) plati
E[C, IM]=Cy. 2y Ay

Dokaz tohto tvrdenia ako aj samotné tvrdenie mozno najst’ v [3].

Tvrdenie 3 ukazuje, ze odhad éi, ma rovnaky tvar ako podmienend stredna hodnota
E [C,., | M ], ktord je najlepSim odhadom pre C, zaloZenym na pozorovaniach M .

Nasledujuce tvrdenie, ktoré aj s dokazom najdeme v [3], hovori o vlastnostiach odhadov }:k.

Tvrdenie 4.

Za platnosti (6) a (7) st odhady /i,( ;1< k <1 -1, nevychylené a nekorelované.

Dokaz:
Z teorie pravdepodobnosti plati:

E[x]=E(E[x | Y]). (#)
— nevychylenost’: chceme ukézat, ze E |_/ik J =1,.

Oznalme si B, = {Cl.j; J<kji+j<I+ 1}. Za platnosti predpokladov (6) a (7) plati:

7 (6)
E[Cik+1 | Bk ] = E[Cik+1 | Cil ERRRY) Cik ] = Cikﬂ’k . (##)
Teda
1k 1k
. Z Cik+1 E|:ZI: Cik+1 | Bk :| (##)
A, 1B |=E| B |-t - 1.

1-k -
o 2.Cu
=1 =

i

k
i 1

Teraz uz mame vSetko na to, aby sme ukazali nevychylenost’ odhadov /ik :

e[ |2 EEG, 18, )= Ela )= A1 <k <11,
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— nekorelovanost’:

Pre j <k plati:

E[’i/ik ](i)E[E(’i/ik | B, )]: E[;Z.iE(/ik | B, )]: E[’i/lk]: E[/{.i ]lk - E[/i,/ ] E[/ik]

|
Toto tvrdenie potvrdzuje, ze je rozumné suin A,, ,-...-4,, odhadovat si¢inom
/im_,. -...-/i,_l. Teda éd =C,.. -/im_,. -...-/i,_l je nevychylenym odhadom pre
E[C, |M]=C,, A, ... A,_, aodhad rezerv R = éi, —C,.,_; je nevychylenym odhadom

pre Ri = Ci] - C,~1+17,' . ([3])

Na Mackov c¢lanok [3] nadviazal v roku 2003 Greg Taylor ¢lankom [7], ktory sa

zaoberal aj pripadom, ze su nezavislé prirastky X, =C, —C; | pre vietky i,j=1,...,1.

3.1.1 Pripad nezavislych prirastkov

Nahrad'me predpoklady (6) a (7) nasledujiucimi predpokladmi: ([7])

+ v8etky prirastky X, st nezavislé (7a)
E[C,

. [ z/+l] _ 77‘/ . (63)
EIC, ]

OznaCme

S () ={(g.h):g<T-k-Lh<k+Lk=1I—i,...,.I-1}
S,(i)={g.h):g<I—k-Lh<kh=1-i,.. . 1-1}.

* >°C, >0 pre kazda dvojicu (i, j) € S, (i). (®)
k=1

Tvrdenie 5:

Nech plati (6a), (7a) a (8). Nech pre asponn jednu dvojicu (g,h)eSl(i) plati, Ze

X, > 0. Potom odhad C , je vychylenym odhadom pre £ [Ci,] v zmysle

L

E[C, ]
E[Ci[+l—i ]

5

E [éu | Ci1+17i ]> Ci1+lfi

¢o mozeme na zaklade nezavislosti prirastkov prepisat’ nasledovne
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E[Ail] >E[Ci1]'

~

Vieme, Ze odhad rezerv Iéi :Cl.M_,.(/iM_l. R —1). Ak plati (7a), potom R, a

C su nezavislé, pretoze su definované na disjunktnych mnozinach prirastkov X ;. Potom

il +1-i

z tvrdenia 5 vyplyva, ze E []A{,] >FE [R,. ], teda odhad rezerv je v pripade nezavislych prirastkov

vychylenym odhadom.

3.1.2 Stredna kvadraticka chyba a Standardna odchylka
Vratme sa k pripadu nezavislych rokov vzniku nérokov. Zaujima nds, akad je podmienena

stredna kvadratickd chyba odhadu C‘H celkového objemu plneni C,. Definujeme si tato
podmienent strednt kvadraticka chybu mse(éi,) nasledovne:
~ A 2
mse(C:, )= E[(Ci, —c,J| M}, ©)
kde M = {Cl.k li+k<I+ 1} je mnozina vsetkych doposial’ pozorovanych dat. Plati:
mse(fe,. ): E[(}%i ~R, )2 | M} = E[(é,., -C, )2 | M} = mse(éi, )
Podl'a vSeobecne znadmeho vzorca E l(X —a)ZJ: Var(X)+(E[X]-a)’ mézeme (9)
A A 2 A
napisat’ v tvare mse(Ci,)z var(C, |M)+(E[Cl., |M]—Ci,) . Na vypocet mse(Ci,)
potrebujeme najst’ vzorec na vypocet Var(Cﬂ | M ) Zo spdsobu vypoctu odhadu faktora /ik ,

ktory je vlastne C, -vazenym priemerom podielov —2* 1< <] —k, mdzeme tvrdit, Ze
ik

C . ) .

Varl =L\ C.,....C. e nepriamo umerna C,, , ¢o je mozné zapisat’ nasledovne:

il ik ik
ik

Var(C,, | Cyr...sCy )= Cool1<i<I1<k<I-1,([3]) (10)

kde ;1< k <1I-1,je nezndmy parameter, ktory musime odhadntt’. D4 sa ukézat, Ze

2 1 < Ckl 3 ’
6! = C,| 2L _2 |:1<k<I-2(3
k I_k_1i=1 zk( Cl-k Aj ([ ])
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je nevychylenym odhadom pre o;;1<k<I-2. Ak /iH =1 apo (1—1) rokoch uz
neoCakavame ziadne plnenia, mozeme polozit &, , =0. Vinom pripade odhadneme rad

G,,...,6,_, sjednym pridanym ¢lenom, napriklad log-linearnou regresiou.

Teraz mézeme vyslovit’ tvrdenie, ktoré aj s dokazom najdeme v [3].

Tvrdenie 6:
Za predpokladu platnosti (6), (7) a (10) moZzeme strednu kvadraticka chybu mse(l%i)

odhadnut’ nasledovne:

-1 A2
- A o, | 1 1
mS;ERi)ZCUk[Z; -22 é—+§ ,
=l+l-i Ay ik C.
Jk

J=1

kde éik:C -/im_,.-...-/ik_l;k>1+1—i, st odhadnuté budice hodnoty C,

il+1-i @
Al.M_,. =C,,,; je zndma napozorovana hodnota.
Dokaz:
Oznacme si E, [X]: E[X | Cil,...,CiM_,.] a
Var|X]=Var[X|C,,....C,...].
Z tedrie pravdepodobnosti vieme, Ze plati
Elx]=E(Elx | Y], (*)
Var[X]=Var(E[X | Y])+ E(Var[X | Y)). (*%)

Ako sme uz skor ukazali, mse([éi ): mse(é i ) Potom mdzeme pisat’
mse(l%i)z Var(C, | M)+ (E[C,., e C, )2.
Aby sme ziskali odhad msétl@i) pre mse(l%i), potrebujeme odhadnut’ vyrazy Var(C, |M) a

2

(E[Cu |M]_éi1)

Odhadnime najprv vyraz Var(Cl.I | M ) Za predpokladu nezavislosti rokov vzniku

narokov (7) plati: Var(C, | M)=Var(C, |C,,...,C,,._,)="Var,(C,). Pomocou (*¥), (**)a za
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platnosti predpokladov (6) a (10) si Var, (C,.,) vyjadrime nasledovne:

(¥

) (D),(10)
Var, (Cil) = Var, (E[Cu | Ciisee s Gy ])"' E, (Var[CiI | Citsee s Gy ]) =

(*),(*%)
=Var, (Cil—l );Li—l +E, (CiH )0-1271 =

=Var, (E[CiH | Citsee s Gy ])/1571 +E, (Va’”[ci171 | Citse s Gy ])/1571 +

) (1),(10)
+ Ei (E[Cil—l | Cil ERRR) Ci[—2 ])0-1—1 =

=Var, (Cu-z )23—223—1 +E, (Cu-z )0_12-2/1§-1 +E, (Cu-z )/11-20'12-1 =

I-1
2192 2
= 2/11+1-i e 0 A e A
k=I+1-i
pretoze C,,, ; je zndma hodnota, teda E, (C,-1+1_,- ) =C,,, alar (C,-1+1_,-): 0.

Odhad pre Var(C, | M) ziskame tak, Ze nezndme parametre 4, a o, nahradime ich
odhadmi 1, a 67,

Teda

VAN -1 R R R
Var(C, | M)=C, {  RETRY IR, r RV - -...-/ﬁ_]j =
k i

~ ~ 2
1-1 ~2
(Cl.M_l. A -...-/1,_1) e

_ 2 [+1-i

~
k=I+l=i (Ci1+l—i Ay e A Mo

I-1 A2

A (e
_ A2 k
=Cy 2,

42
k=1 Cy Ay

V kone¢nom vyjadreni uz pozndme potrebné hodnoty, teda odhad pre Var(Ci, | M ) uz

pozname. Pod'me teraz odhadnuat’ (E [C M ]— C i )z , druht zloZku vyjadrenia mse(f{i).

Z tvrdenia 3 vyplyva:

A

(E(Cil | M)_ éi] )2 = Ci?ﬂ—i (j’lﬂ—i Teet /11 1 /11+H RN j’[—l )2 .
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V tomto vyraze ale nemdézeme A, nahradit odhadom /ik, pretoze by sa tento vyraz potom
rovnal nule. Pouzijeme preto iny pristup.

OznaCme si F, = /iHH ~...~/{H (/lk —/ik )l,m e Ay
Potom

A ~

F=Air g = Ay = Fa + o+

= isz +2 ) FF,.

k=I+1-i Jokij<k
Tento vyraz aproximujeme nad najmenSou moZnou mnoZinou pozorovanych dat, teda F

nahradime E(F,(2 |Bk) a F,F, nahradime E(Fij |Bk), kde B, = {Ci/.;j < k,i+j£]+1}. Z

dokazu tvrdenia 4 vyplyva: E[/lk —/ik |Bk] =0. Potom plati: E[Fij |Bk] =0 pre j<k.

Pretoze
Ik Ik
. A ;Cikﬂ Var(; ik+1 |Bk}(7)
E[(/ik - ﬂ’k) | Bk} - Var(/tk | By ): Var| -7 | By |= 1k 2 -
Cik { Cikj
i=1 i=1
Ik ’
- Var( ik+1 | (10) ]f
= i I1-k
( C J Cik
P i=1
pre E(Fk2 |Bk) plati:
E(F2|B ) /1§+1z'~ /ﬁl O-k /ﬁn'“"ﬁ—l >0
k k )

S,
i=l
PretoZe vSetky takéto vyrazy su kladné, tak v nich m6Zeme A, nahradit’ odhadom /”Atk a o,

nahradime odhadom &; .

Dostavame odhad pre F*.

-1 42 42 A 42 42 I-1 A2
J Apii e A G A e AL - R L O
- Ik I £ R & -k
k=I+1—i k=I+1-i 72
Cjk A 'chk

Teraz uz pozname vsetky potrebné vyrazy a mézeme odvodit’ odhad pre mse(f?,.):
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- . k . .. . Tk
mse R,.)—C,.[ > cr +Ch A e Ay D — =
k=1+1-i C; k=I+1-i 42
k vk
! ikZCjk
j=1
-1 A2
A o 1 1
_ A2 k
=C; —| =+t

2 I-
k=I+1-i ){’k Cik

Standardna chyba SE(IAQI.) je definovana ako druhd odmocnina z odhadu strednej
kvadratickej chyby. Nas okrem SE(]A{,.) zaujima aj Standardna chyba celkovej odhadnute;

rezervy R= 1%2 +...+R ;- O odhade strednej kvadratickej chyby pre odhad celkovej rezervy

hovori dosledok tvrdenia 6 ([3] aj s dokazom).

Dosledok T6:
Za platnosti predpokladov tvrdenia 6 a pri nezmenenom oznaceni strednu kvadratickt

chybu odhadu celkovej rezervy R= 1%2 4. +R , odhadujeme takto

A A

Odhad strednej kvadratickej chyby odhadu celkovej rezervy R=R, +...+ R ;
nemo6zme ratat’ ako stcet odhadov strednych kvadratickych chyb, pretoze tieto odhady Iéi su

navzajom korelované cez spolocné odhady faktorov /{k a odhady &, .

3.2 Metdéda chain ladder podla Roba Kaasa

Rob Kaas vo svojej knihe Modern Actuarial Risk Theory [2] zalozil metodu chain ladder na
modeli X, ~a,B,y,;k=i+j—1, kde X, su, ako v predoslej podkapitole, prirastky.

Predpokladajme, ze X ~ Po(alﬂj );yk =1 a st nezavislé.
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Idea tejto chain ladder metddy je takd, Ze v j-tom roku vyvoja sa vyplati rovnaké
percento z celkového objemu plneni v kazdom roku vzniku naroku. Toto percento v naSom

modeli reprezentuje parameter ;. Znazornime si tto situaciu schémou run-off triangle:

1 e T—i41 o 1 e T—i4l T
1 Xll Xl]—i+1 Xl[ 1 alﬂl alﬂ]—iﬂ alﬂ[
i Xil Xi[—i+1 l aiﬂl ailB[—H—l ’
I X[l I alﬁl

kde stipce reprezentuju rok vyvoja ariadky rok vzniku naroku. Dalej predpokladajme, Ze
vyvoj je po I rokoch po vzniku naroku ukonceny, z ¢oho vyplyva, ze S, +...+ S, =1 ak ¢,
je celkovy objem plneni v i-tom roku vzniku naroku. Nasou ulohou je na zaklade pozorovani

X,5i,j=1,....,1;i+ j <1 odhadnut’ parametre o, a f3;.

Viastnost' 1: (Property 8.3.9 v [2])

Predpokladajme, ze pocet poistnych udalosti 7, v bunke (z', j) ma Poissonovo
rozdelenie s parametrom 4, =¢,f3,. Potom odhady parametrov &, a B, metodou maximalnej

vierohodnosti su rovnaké ako odhady metdodou marginalnych stétov.

OznaCme si V; celkovy objem znamych plneni v i-tom roku vzniku narokov a K
nech je celkovy objem znadmych plneni vyplatenych v j-tom roku vyvoja. Podla vlastnosti 1
plati: 7, :Z‘/diﬁj a K, :Zidiﬁ’j .Nech g, +...+ 3, =1 ateda aj ﬁl +...+,B, =1. Pri
odhadovani parametrov postupujeme nasledovne: ([2])
1. Pre prvy riadok plati rovnost’ &, (Bl +...+ ,[;’,): V,. Odtial' dostaivame @, =V,. Z rovnosti
a, ,3 , = K, vypocitame hodnotu odhadu parametra f, .
2. Predpokladajme, 7e pre nejaké <1 uz pozndme odhady j,......5, a &,,....4,.,.
Riesime rovnice:

a, ., (ﬁl +...+ ,[Q’I): Vi

(dl +--'+OA‘H+1 )Bt =K,.
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Prvou ztychto rovnic vypocitame hodnotu odhadu parametra ¢, ,., apotom pomocou
druhej vypocitame hodnotu odhadu parametra ,ét .
3. Opakujeme krok 2 pre ¢t = [ -1,/ -2,...,1.

Ak pozname vsetky hodnoty odhadovanych parametrov, mézeme run-off triangle

doplnit’ na Stvorec a doratat’ odhad IBNR rezerv ato tak, ze sCitame hodnoty prave

odhadnutych buducich plneni.

Iny pristup zvolili England a Verral v [1], ktori si model X, ~a . B7,;7, =1

linearizovali. Tu sa autori zaoberaju aj s modelom predpokladajucim negativne binomické
rozdelenie, ktory sa spolu aj s Poissonovym modelom od Mackovho modelu 1isi vypoctom

strednej kvadratickej chyby.

3.3 Separacna metoda

Tato metoda, ktora najdeme v [2], je zalozend na modeli X, ~a,B,7,;k =i+ j—1. Pri tejto
metode nam na prirastky X vplyvaju dva Casové aspekty, efekt kalendarneho roku y, , kde
k =i+ j—1, aefekt roku vyvoja ;. V tomto modeli opat predpokladame, ze v kaZzdom roku

vzniku ndroku sa v j-tom vyvojovom roku vyplati rovnaké percento £, objemu plneni a vyvoj
je po I rokoch ukonceny. V tejto kapitole si ukazeme dve metddy — aritmetickt a geometricka
separacnil metodu.
3.3.1 Aritmeticka separacna metéda
V tomto modeli predpokladdme

X, ~ Po(ﬁ/yk), a, =1, nezavislé,
kde k=i+j—1. Parametre S, a y, vo vSeobecnosti odhadujeme metodou maximaélnej

vierohodnosti. Ked'ze my predpokladame Poissonovo rozdelenie, mézeme tieto parametre
podl’a vlastnosti 1 odhadovat’ metédou marginalnych suctov, ktora dava tie isté vysledky, ako

metoda maximalnej vierohodnosti. Marginalne sicty v tomto pripade su:

K, = Zk ﬁ’jﬁk sucet znamych hodndt X ; v j-stipci,

G, = Ziﬁjﬁk suCet hodndt X; po k-tej diagonale, kde k =i+ j—1.
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Postup je podobny ako pri Kaasovej chain ladder metdde. Opidt predpokladajme, Ze

pB+...+p, =1 ateda aj ,31 +...+/§’, =1. Run-off triangle vtomto pripade vyzera

nasledovne:
1 - I—=i+1 - I 1 cee o I—i4+1 .- I
1 X, X X, 1 By Briai-in B7,
i X, Xiin i By, BV
I X, I By,

Postup je nasledovny: ([2])

1. Pre ostatni zndmu diagonalu v run-off triangle plati (ﬁ1+...+ﬁ,);71 =G,. Odtial

. . PR 5 X
dostdvame 7, = G,. Zrovnosti X,, = K, = 3,7, dostdvame odhad S, = —-.
Vi

2. Predpokladajme, Ze pre nejaké ¢ < I uz pozname odhady ,3[“ yers ﬁ, a ...,y RieSime
rovnice:

(,31 +...+ﬁ,)y”t =G,

BG +..+7,)=K,
Pomocou prvej z rovnic vypocitame odhad 7, parametra y, a potom pomocou druhej rovnice
vypocitame odhad ,3, parametra f, .
3. Krok 2 opakujemepre t =7 —-1,1-2,...,1.

Na doplnenie nasho run-off triangle na Stvorec potrebujeme okrem uz odhadnutych

parametrov poznat’ aj parametre y,,,...,7,,. lieto parametre odhadneme na zaklade hodnot
71s---» 7, - Jednou z technik je loglinearna extrapolacia.

Pre tito aritmetickt separa¢ni metodu plati, Ze E [X i J =BV

3.3.2 Geometricka separacna metéda
Tato metoda je zalozena na modeli
1n(Xi].)~ N(ln(ﬁjyk),az); a; =1, nezavislé,
kde k=i+j-1. o° je neznamy parameter. Dostdvame regresny model

E [ln(X ) )Jz ln(ﬂ j)+ln(7/l.+ j_l), ktorého parametre mdzeme odhadovat’ obvyklym spdsobom
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alebo rekurentne, ako v predoSlej metdde. Pri rekurentnej metdde predpokladame, zZe

1

H B, =1 ([2]). Ozna¢me si SK, :H ﬁA’].y?k saCin znamych hodndt X, vj-tom stipci a

j=1 k

SG, = H B 7, s¢in znamych hodndt X, na k-tej diagonale, kde k =i+ j—1. Postupujeme
i

podobne, ako v predoslej metdde:

1 " VA
1. Za predpokladu [, =1 si z rovnice SG, =[]B,7, =7/ ][5, =7/ pre ostatni
j=l j J=l
znamu diagonalu vypocitame hodnotu odhadu 7, =4/SG,, pomocou ktorej potom
SK, X,
7

vypocitame hodnotu odhadu ,3 =

2. Predpokladajme, Ze pre nejaké ¢ < I uz pozname odhady ,3,“ yers ﬁ, a 7,7, - RieSime
rovnice:
(ﬁ /Bt)};z[ :SGz

B 1) = 5K,

Z prvej rovnice vyratame odhad 7, = ’\/ SG, ‘(ﬁA’M B ,), pomocou ktorého potom z druhej

rovnice vyratame odhad S, = i-

3. Krok 2 opakujeme pre t = [ —1,1 —2,...,1.
Na doplnenie nasSho run-off triangle na Stvorec potrebujeme okrem uz odhadnutych

parametrov poznat’ aj parametre y,,,,...,7,,. lieto parametre odhadneme na zaklade hodnot

Visee sV

Pri tejto metode hodnoty f3;7,,;, nie su strednymi hodnotami ndhodnych premennych

X, . St to mediany, teda plati: Pr(X i SBY j_l):%. Pre stredni hodnotu hodnotu plati:
E[Xij]: € éﬂj}/i-ﬁ—j—l -([2D

Iny pristup mézeme opit’ najst’ v [1].
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4 Aplikacia opisanych metdéd na realne data

V tejto kapitole aplikujeme teoretické poznatky uvedené v predoslych kapitolach na realne
data. Snahou bude vytvorit’ program, ktory vypocita poZadované udaje. Programovat’ budeme

v prostredi programovacieho jazyka R, ktory je vol'ne dostupny na http://cran.r-project.org/.

Zdrojové kody programov obsahuje priloha tejto prace.

4.1 Odhad poétu nenahlasenych poistnych udalosti

RieSenie tohto problému spociva v hl'adani argumentu maxima funkcie vierohodnosti, ktory
definuje maximalne vierohodny odhad pre vektor parametrov. Plati, Ze argument maxima
funkcie vierohodnosti sa rovna argumentu maxima prirodzeného logaritmu funkcie
vierohodnosti, pretoze tieto dve funkcie majii rovnaky priebeh. My budeme pracovat
s prirodzenym logaritmom funkcie vierohodnosti, pretoZe je to v tomto pripade jednoduchsie.
Postupujeme nasledovne: naprogramujeme si funkciu, ktorda nam na zéklade vstupnych
parametrov vypocita prirodzeny logaritmus funkcie vierohodnosti. Vstupné parametre su
parametre rozdeleni, na ktorych je model zalozeny, a data, ktoré uz pozname, teda vektor
pozorovanych poctov, vektor nil a jednotiek, ktory je realizaciou indikatorovej nahodnej
premennej D, a vektor jednotiek miery rizika. V pripade, Zze riziko nechceme uvazovat, za
vektor jednotiek miery rizika volime vektor so samymi jednotkami.

V dalSom kroku hladdme maximum naprogramovanej funkcie. Vyuzivame na to
funkciu optim, ktor v programe R obsahuje kniznica stats4. Tato funkcia je naprogramovana
tak, aby nasla minimum danej funkcie a parametre funkcie, pri ktorych nadobuda toto
minimum. My ale rie§ime maximalizacnu ulohu, preto si musime zadat aj hodnotu
Skalovacieho parametra fnscale. Parameter fnscale nastavime na hodnotu -1.

Naprogramované funkcie aplikujeme na data zo Statistickej roenky o vyvoji na
poistnom trhu v SR 1991 — 2001 [8], konkrétne na pocet vybavenych poistnych udalosti
v nezivotnom poisteni — poistenie majetku a poistenie zakonnej zodpovednosti z prevadzky
motorového vozidla. Ako vektor jednotiek miery rizika uvazujeme stav kmena v nezivotnom
poisteni. Tieto data sme zvolili z toho dovodu, ze sa nepodarilo najst’ redlne volne pristupné
udaje o pocte hlasenych poistnych udalosti.

V praci predpokladame, ze vieme urcit, ¢i boli pozorované nejaké nehody, ktoré
neboli nahladsené poistovni. Tento Udaj vystupuje ako znamy parameter. V skutocnosti vSak
nevieme povedat’, ¢i st nejaké poistné udalosti nenahlasené, a preto je poistny matematik

nuteny tento udaj na zaklade svojich skusenosti odhadnut. Je vhodné riadit’ sa vyvojom
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z minulosti. Pretoze odvetvia nezivotného poistenia s réznorodé, je tazké vo vSeobecnosti
povedat’ ako postupovat. Pozrime sa napriklad na havarijné poistenie motorového vozidla.
Tento produkt nezivotného poistenia sliizi na krytie rizika na konkrétnom motorovom vozidle.
Predpokladame, ze ak nastane nejaka poistnd udalost’ a klient sa rozhodne tuto udalost’
poistovni nahlasit, nebude cakat’ niekol’ko rokov, aby tak urobil. Iny priebeh ma napriklad
povinne zmluvné poistenie zodpovednosti za Skodu sposobenu prevadzkou motorového
vozidla, ktoré okrem iné¢ho slizi aj na krytie rizika Skody na zdravi. Nie je vynimo¢nym
javom, ze sa zdravotné komplikacie, ktoré boli spdsobené dopravnou nehodou, objavia aj po
niekol’kych rokoch.

Ked'ze my pri tychto datach nepozname celkovy vyvoj, tak si realizacie indikatorove;j
premennej D zvolime nasledovne: pri poisteni majetku predpokladdme nenahlasené poistné
udalosti len Styri roky dozadu a pri poisteni zakonnej zodpovednosti z prevadzky motorového

vozidla sedem rokov dozadu.

4.1.1 Poistenie majetku

Vstupné udaje pouzité pri odhade nenahlasenych poistnych udalosti v poisteni majetku
obsahuje tabulka 1. V pripade, ze nechceme uvazovat’ mieru rizika, jednotky miery rizika
budu 1.

Tabulka 1: Vstupné data — poistenie majetku

Rok Pocet PU Stav kmena Jednotky miery
rizika
1991 200598 1844566 1,844566
1992 258694 2010371 2,010371
1993 260570 2034462 2,034462
1994 274343 1995357 1,995357
1995 252049 2003209 2,003209
1996 255056 2194779 2,194779
1997 245929 2607016 2,607016
1998 217694 2528047 2,528047
1999 283984 2650081 2,650081
2000 241394 2791316 2,791316
2001 217552 3038205 3,038205

V tabulke 2 si zhrnieme vystupné udaje, ktoré sme vypocitali pomocou

naprogramovanych funkcii.
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Tabulka 2: Odhadnuté parametre a odhad poctu nenahlasenych poistnych udalosti — poistenie

majetku
Odhad poctu
[ ] A nenahlasenych
poistnych udalosti
Poissonovo rozdelenie
1,000000| 246 169,700 - 0,027
bez miery rizika
ZovSeobecnené
Poissonovo rozdelenie 0,998998 1623,838| 0,993407 2 714,523
bez miery rizika
Poissonovo rozdelenie s
) o 1,000000| 105 375,100 - 0,027
mierou rizika
ZovSeobecnené
Poissonovo rozdelenie s 0,999206 312,293| 0,997325 2 381,788
mierou rizika

Na zéklade vysledkov v tabul’ke 2 mozeme tvrdit, ze Poissonovo rozdelenie nie je
vhodné pre charakterizaciu rozdelenia poctu poistnych udalosti pre poistenie majetku. Ked'ze
my oCakavame nejaké nenahlasené poistné udalosti, odhad ich poctu zaloZzeny na klasickom
Poissonovom rozdeleni nie je pre nds uspokojivy, pretoze hovori, ze uz ziadne nenahlasené
poistné udalosti nie su. Preto, na zaklade tychto vysledkov, tvrdime, Ze zovSeobecnené
Poissonovo rozdelenie je vnaSom pripade lepSie na charakteristiku rozdelenia poctu
poistnych udalosti. Potom rozdelenie preZivania je kvazi — binomické. Ulohou poistného
matematika v tomto momente je rozhodnut, pre ktory zo zvysnych odhadov sa rozhodne.
V nasom pripade su vysledky podobné, no mdze nastat’ situacia, kedy sa tieto vysledky buda
znacne lisit. Tu je z hl'adiska praxe vhodné orientovat’ sa na zdklade vedomosti o vyvoji

z minulosti.

4.1.2 Poistenie zakonnej zodpovednosti z prevadzky motorového vozidla

V pripade poistenia akejkol'vek zodpovednosti je bezné, ze su poistné udalosti nahlasené aj
niekol’ko rokov po vzniku. Ako sme uz spominali, moze to byt napriklad v pripade $kody na
zdravi. V tomto pripade nie je stanoveny presny ¢asovy interval, do kedy od okamihu vzniku
je nutné takuto udalost’ ohlasit’. Preto pri odhadovani poc¢tu nenahlasenych poistnych udalosti
v tomto odvetvi volim viac rokov do minulosti hodnotu indikatorovej premennej 1. Tabulka 3

obsahuje vstupné udaje pre toto odvetvie.
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Tabulka 3: Vstupné data — poistenie zmluvnej zodpovednosti z prevadzky motorového vozidla

Rok Pocet PU Stav kmena Jednatky miery
rizika
1991 36093 1844566 1,844566
1992 42825 2010371 2,010371
1993 54807 2034462 2,034462
1994 64348 1995357 1,995357
1995 68480 2003209 2,003209
1996 84215 2194779 2,194779
1997 106994 2607016 2,607016
1998 138091 2528047 2,528047
1999 153032 2650081 2,650081
2000 145177 2791316 2,791316
2001 157392 3038205 3,038205

Na zaklade tychto vstupnych udajov ziskavame odhady zhrnuté v tabulke 4.

Tabulka 4: Odhadnuté parametre a odhad poctu nenahlasenych poistnych udalosti — poistenie

zmluvnej zodpovednosti z prevadzky motorového vozidla

Odhad poctu
(0} 0 A nenahlasenych
poistnych udalosti
Poissonovo rozdelenie
1,000000{ 95 587,400 - 0,011
bez miery rizika
ZovSeobecnené
Poissonovo rozdelenie 0,998022 561,693| 0,994152 2 089,657
bez miery rizika
Poissonovo rozdelenie s
) . 1,000000{ 40 917,010 - 0,011
mierou rizika
ZovSeobecnené
Poissonovo rozdelenie s 0,985005 29,640 0,999489 22 327,990
mierou rizika

Aj vtomto pripade vidime, ze obycajné Poissonovo rozdelenie nie je vhodné na
charakterizaciu rozdelenia poc¢tu poistnych rozdeleni. My predpokladame, Ze eSte s nejaké
poistné udalosti neohlasené, no odhad je rovny 0. Opét je teda vhodné uvazovat
zovSeobecnené Poissonovo rozdelenie skvazi — binomickym rozdelenim prezivania.

V tabul’ke 4 vidime, ze v tomto odvetvi sa odhady poctu nenahlasenych poistnych udalosti
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znacne liSia. Na zaklade historického vyvoja sa rozhodneme pre niektory z odhadov, alebo ak
je zrejmé, ze ani jeden zodhadov nezodpoveda historickému vyvoju, zopakujeme proces
odhadovania s pozmenenymi vstupnymi parametrami, napriklad zvolime int realizaciu

indikatorovej premenne;.

4.2 Vypocet IBNR rezerv

Aby sme mohli vypocitat’ odhad IBNR rezerv, potrebujeme mat’ data v tvare run-off triangle,
podl'a potreby bud’ hodnoty prirastkov, alebo kumulativne hodnoty. Metddy aplikujeme na
data nemeckej spolo¢nosti Miinchener Riick [9], pretoze sa nam nepodarilo ziskat’ potrebné

udaje zo slovenského poistného trhu. Hodnoty st v miliénoch Eur. Takto vyzeraju nase data:

Run-off 1: Poistné plnenia

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1998 | 7161 | 4557 | 2628 | 1696 | 1512 | 937 | 1259 | 569 622 633 779
1999 | 3406 | 2983 | 1290 | 881 483 417 302 154 243 140
2000 | 3395|2529 | 1166 | 708 507 477 289 109 190
2001 | 3393 | 2872 | 1491 | 829 582 435 428 341
2002 | 3799 | 2771 | 1192 | 637 362 239 288
2003 | 3938 | 2097 | 844 381 369 291
2004 | 3730 | 2717 | 854 374 403
2005 | 3450 | 3375 | 1516 | 481
2006 | 3348 | 2311 | 1252
2007 | 4126 | 2602
2008 | 4 167

Run-off 2: Stav RBNS rezerv ku koncu daného obdobia

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1998 (1718412420 8901 | 7315 | 7133 | 6294 | 5491 | 6422 | 6191 | 6208 | 5738
1999 | 6174 | 3905 | 2837 | 2269 | 1971 | 1612 | 1532 | 1411 | 1169 | 1143
2000 | 5881 | 4156 | 3207 | 2862 | 2407 | 2260 | 1925 | 1977 | 1715
2001 | 7478 | 5708 | 4752 | 3820 | 3456 | 3077 | 2591 | 2313
2002 | 9011 | 5717 | 4753 | 2887 | 2449 | 2209 | 1929
2003 | 7713 | 5307 | 3742 | 3242 | 2577 | 2141
2004 | 7171 | 4510 | 3651 | 3137 | 2396
2005 | 8515 | 4999 | 3601 | 2853
2006 | 7139 | 4585 | 3215
2007 | 215 | 4868
2008 | 8 094
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Run-off 3: Konecné vydavky na poistné udalosti

1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

24 345|24 138 |23 247 |23 357 |24 687 |24 785 |25 241 |26 741 |27 132 |27 782 |28 091
9580|10294|10516|10829|11014|11072|11 294 |11 327 |11 328 | 11 442
9276|10 080 (10297 |10 660|10712|11042|10996|11 157 |11 085

10 871|11973|12 508 |12 405|12623|12679|12 621 |12 684

1281012287 |12515|11 2861121011209 |11 217

11651|11342|10 621 |10 502 |10 206 | 10 061

1090110 957 |10 952 |10 81210 474

11 965|11 824 |11 942 |11 675

1048710 244 |10 126

11 341 |11 596

12 261

Run-off 1 obsahuje poistné plnenia rozdelené podl'a roku vzniku a podl'a daitumu vyplatenia,

Run-off 2 obsahuje stavy rezerv ku koncu jednotlivych obdobi a Run-off 3 obsahuje celkové

udaje o plneniach, resp. buducich plneniach, o ktorych poistovna vie.

4.2.1 Mackova metoda chain ladder

Pri tejto metdde vyuzijeme uz naprogramovani kniznicu ,,ChainLadder pre programovaci

jazyk R, ktord je vol'ne stiahnutelna tu: http://cran.r-project.org/web/packages/ChainlLadder/.

Metdda je zalozend na kumulativnych datach, teda vstupné udaje st tvaru Run-off 3. Pre

porovnanie, aplikujme tato metédu aj na kumulativne data, ktoré nemaji v sebe zahrnuté

RBNS rezervy. Tieto data su tvaru:

Run-off 4: Kumulativne data bez RBNS rezervy

1998
1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
7161 | 11718 |14 346 |16 042 |17 554 |18 491 |19 750 |20 319 |20 941 |21 574 | 22 353
3406 | 6389 7679| 8560 9043| 9460| 9762| 9916|10 159 |10 299
3395 | 5924 7090| 7798| 8305| 8782| 9071| 9180| 9370
3393 | 6265| 7756| 8585| 9167| 9602|10030|10 371
3799 | 6570 7762 8399| 8761 9000| 9288
3938 | 6035 6879 7260| 7629| 7920
3730 | 6447| 7301| 7675| 8078
3450 | 6825| 8341| 8822
3348 | 5659| 6911
4126 | 6728
4167

V nasledujucej tabul’ke si zhrnieme vysledky.
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Tabul’ka 5: Odhady vyvojovych parametrov a IBNR rezerv, a ich Standardné chyby

bez RBNS s RBNS
Parametre 1, Standardné chyby Parametre A, standardné chyby
1,725 0,04072 1,012 0,01533
1,198 0,01232 0,996 0,01139
1,089 0,01004 0,990 0,01406]
1,066 0,00739 1,012 0,01289
1,046 0,00430 1,005 0,00528]
1,046 0,00800 1,008 0,00548
1,024 0,00484 1,029 0,01500
1,027| 0,00296 1,007 0,00645
1,025 0,00771 1,020 0,00633]
1,036 0,00387] 1,011 0,00663]
IBNR Standardna chyba IBNR Standardna chyba
24 417 1908 7 384 2 903

V tabulke 5 vidime odhady vyvojovych parametrov /ij a ich Standardné chyby. Na zaklade

tychto odhadov sme potom odhadli vysku IBNR rezerv. VSimnime si, Ze v pripade, ak
uvazujeme celkové plnenia aj s RBNS rezervami, odhad IBNR rezerv je nizsi. S pohladu
poistovne je spravnejsie pocitat’ IBNR rezervy na zdklade plneni s RBNS rezervami, pretoze
RBNS rezervy st financné prostriedky urcené na vyplatu poistnych plneni z poistnych

udalosti, o ktoré su nahlasené, ale este nie s (celkom) vyplatené.

Tabulka 6: Run-off triangle doplneny na stvorec — bez RBNS (kumulativ)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1998 | 7161 (1171814 346|16 042|17 554 |18 491 |19 750|20 319 |20 941 |21 574 | 22 353
1999 (3406 | 6389 | 7679 | 8560 | 9043 | 9460 | 9762 | 9916 {10159 (10 299]10 671
2000 | 3395|5924 | 7090 | 7798 | 8305 | 8782 | 9071 | 9180 | 9370 | 9603 | 9950
2001 | 3393 | 6265 | 7756 | 8585 | 9167 | 9602 |10 030|10371|10649|10913 |11 307
2002 | 3799 | 6570 | 7762 | 8399 | 8761 | 9000 | 9288 | 9512 | 9767 [10009 |10 371
2003 | 3938 | 6035|6879 | 7260 | 7629 | 7920 | 8287 | 8487 | 8714 | 8931 | 9253
2004 | 3730 | 6447 | 7301 | 7675 | 8078 | 8452 | 8843 | 9057 | 9299 | 9530 | 9875
2005 | 3450 | 6825 | 8341 | 8822|9401 | 9835 [10291[{10540({10822 (11091 |11 491
2006 | 3348 | 5659 | 6911 | 7527 | 8021 | 8392 | 8781 | 8993 | 9233 | 9463 | 9805
2007 | 4126 | 6728 | 8059 | 8 778 | 9353 | 9786 [10240({10487 (10767 |11 035|11433
2008 | 4167 | 7188 | 8610 | 9378 | 9993 |{10455{10939|11 20311503 1178912215
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Tabulka 7: Run-off triangle doplneny na stvorec —s RBNS (kumulativ)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1998 (24 345|24 138 |23 247 |23 357 |24 687 |24 785 |25 241 |26 741 |27 132 |27 782 |28 091
1999 | 9580(10294(10516|10829|11014|11072|11294 |11 327 |11 328 |11 442]11 569
2000 9276{10080|10297[10660(10712|11042|10996|11157|11085|11 305 |11 431
2001 |10871(11973|12508|12405({12623(12679|12621|12684|12766|13 020 |13 165
2002 |12810(12287|12515|11286(11210(11209|11217]|11545|11620|11 851 |11 982
2003 |11 651|11342|10621|10502 |10 206 |10 061]10 144|10440|10508 |10 717 |10 836
2004 (10901|10957|10952|10812|10474|10526(10612{10922 (10993 (11211 |11 336
2005 (11 965|11824|11942|11675]11 8151187311 970{12 32012400 (12647 |12 787
2006 |10487|10244|110126]110020{10 140({10 190|10 2741057410643 |10 854 |10 975
2007 |11 341|11596]11553|11433|11570|11626|11722|{12064 |12 143 |12 384 |12 522
2008 (12 261]12411|12366|12236|12383|12444|12546|12912[12 996 | 13 255 | 13 402

4.2.2 Kaasova metoda chain ladder

Odhad IBNR rezerv touto metddou je zalozeny na spominanej vlastnosti 1, ktora predpoklada,
ze vySka poistnych plneni ma Poissonovo rozdelenie. Tu ale mézZe nastat’ situacia, Ze ak
uvazujeme plnenia s RBNR rezervami, prirastky moézu byt aj zaporné, ¢o nezodpoveda
Poissonovmu rozdeleniu, ktoré nadobtida len kladné hodnoty. Aj napriek tomuto poruseniu
predpokladu vlastnosti 1, aplikujeme tiito metddu aj na tieto prirastky. Vzhl'adom na to, Ze
tato metdda odhaduje vel'a parametrov, uvadzame len vysledky — run-off triangle doplneny na

Stvorec a odhad IBNR rezervy.

Tabulka 8: Run-off triangle doplneny na stvorec — bez RBNS (prirastky)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

1998 | 7161 | 4557 | 2628 | 1696 | 1512 | 937 | 1259 | 569 622 633 779
1999 | 3406 | 2983 | 1290 881 483 | 417 302 | 154 243 140 372
2000 | 3395 | 2529 | 1166 708 507 | 477 289 | 109 190 233 347
2001 | 3393 | 2872 | 1491 829 582 | 435 428 | 341 278 265 394
2002 | 3799 | 2771 | 1192 637 362 | 239 288 | 224 255 243 361
2003 | 3938 | 2097 844 381 369 | 291 367 | 200 227 217 323
2004 | 3730 | 2717 854 374 403 | 374 392 | 213 242 231 344
2005 | 3450 | 3375 | 1516 481 579 | 435 456 | 248 282 269 401
2006 | 3348 | 2311 | 1252 616 494 | 371 389 | 212 241 230 342
2007 | 4126 | 2602 | 1 331 719 576 | 433 454 | 247 281 268 399
2008 | 4167 | 3021 | 1422 768 615 | 462 485 | 264 300 286 426

Celkova IBNR rezerva, odhadnuta touto metdodou aplikovanou na data v Run-off 1 je 24 417

miliénov Eur.
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Tabulka 9: Run-off triangle doplneny na stvorec — s RBNS (prirastky)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1998 |24 345| -207 | -891 110 | 1330 98 | 456 | 1500 | 391 650 309
1999 | 9580 714 | 222 313 185 58 | 222 33 1 114 127
2000 | 9276| 804 | 217 363 52 | 330 -46 161 | -72 220 126
2001 |10871| 1102 | 535 -103| 218 56 -58 63 83 254 145
2002 |12810| -523 | 228 |-1229 -76 -1 8 328 75 231 132

2003 (11651 -309| -721 -119| -296| -145 83 296 68 209 119
2004 |10 901 56 -5 -140 | -338 52 87 310 71 218 125
2005 |11965| -141| 118 -267 140 58 98 350 80 246 141
2006 |10487| -243| -118 -106 120 50 84 300 69 211 121
2007 (11 341 255| -43 -121 137 57 96 342 78 241 138
2008 |12 261 150 | -46 -129 146 61 102 367 84 258 147

Celkova rezerva odhadnuta touto metoédou, ktort sme aplikovali na prirastky poistnych plneni
po zapocitani RBNS rezerv je 7 384 milionov Eur.

Vsimnime si, ze ak sme na tie isté¢ data aplikovali Mackovu chain ladder aj Kaasovu
chain ladder, ziskali sme rovnaky odhad IBNR rezerv. Je to v sulade s tvrdeniami ¢lanku [1],

kde sa tieto metddy liSia strednou kvadratickou chybou.

4.2.3 Aritmeticka separacna metéda

V tejto metdode opdt’ postupujeme rekurentne. Parametre, ktoré vieme odhadnut z dat,
odhadneme metddou marginalnych suctov. Potrebujeme odhadntt’ parametre y,,,,...,7,,. Na

to pouzijeme funkciu approxExtrap (kniznica Hmisc), ktord na zaklade ostatnych dvoch
¢lenov odhadne linearnou extrapolaciou nasledujuce parametre. Extrapolujeme funkciou

y; =alni+b. Zdovodu velkého mnozstva odhadovanych parametrov uvadzame len

vysledky, teda doplneny run-off triangle na Stvorec a celkovy odhad IBNR rezerv. Metdoda sa

aplikuje na data vo forme prirastkov.

Tabul’ka 10: Run-off triangle doplneny na stvorec — bez RBNS (prirastky)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1998 | 7161 | 4557 | 2628 | 1696 | 1512 | 937 | 1259 | 569 622 633 779
1999 | 3406 | 2983 | 1290 881 483 | 417 302 | 154 243 140 766
2000 | 3395 | 2529 | 1166 708 507 | 477 289 | 109 190 376 753
2001 | 3393 | 2872 | 1491 829 582 | 435 428 | 341 343 370 742
2002 | 3799 | 2771 | 1192 637 362 | 239 288 | 285 337 365 731
2003 | 3938 | 2097 844 381 369 | 291 491 | 281 332 359 721
2004 | 3730 | 2717 854 374 403 | 434 483 | 276 327 354 711
2005 | 3450 | 3375 | 1516 481 547 | 427 475 | 272 323 350 703
2006 | 3348 | 2311 | 1252 672 538 | 420 469 | 269 319 345 694
2007 | 4126 | 2602 | 1197 661 529 | 414 462 | 265 315 341 686
2008 | 4167 | 2476 | 1177 | 651 522 408 456 262 311 337 679
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Odhad celkovej IBNR v tomto pripade je 28 807 milionov Eur.

Tabul’ka 11: Run-off triangle doplneny na stvorec — s RBNS (prirastky)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1998 |24 345| -207 | -891 110 | 1330 | 98 456 | 1500 | 391 650 309
1999 | 9580 | 714 222 313 185 58 222 33 1 114 315

2000 | 9276 | 804 217 363 52 330 -46 161 -72 393 320
2001 (10871 1102 | 535 | -103 | 218 56 -58 63 112 399 324

2002 [12810| -523 228 |-1229| -76 -1 8 446 114 405 329
2003 {11651 -309 | -721 | -119 | -296 | -145 117 454 115 410 333
2004 |10901| 56 -5 -140 | -338 65 119 460 17 415 336

2005 |11 965| -141 118 | -267 143 66 121 466 118 420 340
2006 {10487 | -243 | -118 | -124 145 67 123 472 120 424 343
2007 (11341 255 -44 -126 147 68 124 477 121 429 347
2008 [12261] 145 -44 -128 149 69 126 483 122 433 350

Odhad celkovej IBNR v tomto pripade je 12 587 miliénov Eur.

4.2.4 Geometricka separacnha metéda

Opét postupujeme rekurentne. Parametre odhadujeme metédou marginalnych sucinov, ktora
funguje na podobnom principe ako metdéda margindlnych suctov. O rozdeleni dat
predpokladame, ze je logaritmicko - norméalne. Pri extrapolovani postupujeme ako pri
aritmetickej separacnej metdde. Problém nastava, ak chceme odmocnit’ zaporné cislo, preto
tuto metédu modzeme pri naSich aplikovat’ len na prirastky poistnych plneni bez RBNS

rezerv. Opit’ odhady parametrov neuvadzame.

Tabul’ka 12: Run-off triangle doplneny na stvorec — bez RBNS (prirastky)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1998 | 7161 | 4557 | 2628 | 1696 | 1512 | 937 | 1259 | 569 622 633 779
1999 | 3406 | 2983 | 1290 | 881 483 417 302 154 243 140 740
2000 | 3395|2529 | 1166 | 708 507 477 289 109 190 275 704
2001 | 3393 | 2872 | 1491 | 829 582 435 428 341 277 262 670
2002 | 3799 | 2771 | 1192 | 637 362 239 288 203 263 249 639
2003 | 3938 | 2097 | 844 381 369 291 339 194 251 238 610
2004 | 3730 | 2717 | 854 374 403 321 322 184 239 227 583
2005 | 3450 | 3375 | 1516 | 481 383 306 307 176 228 217 557
2006 | 3348 | 2311 | 1252 | 466 364 291 293 168 218 207 533
2007 | 4126 | 2602 | 873 443 347 278 279 160 209 198 510
2008 | 4167 | 1871 | 831 422 331 265 267 153 199 190 488

Celkovy odhad IBNR rezervy je 20 815 miliéonov Eur.
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4.2.5 Porovnanie vysledkov

Tabulka 13 obsahuje odhady IBNR rezerv, ktoré sme ziskali viacerymi metddami. Pri
aritmetickej a geometrickej metéde si mézeme zvolit', aki extrapolaciu pouzijeme a tak pre

porovnanie uvadzame vysledky aj d’alSie dva spdsoby extrapolacie.

TabulPka 13: Odhad IBNR rezerv

3 odhad IBNR
Metéda
len plnenia plnenia s RBNS

Mackov model chain ladder 24 417 7 384
Kaasov model chain ladder 24 417 7 384
Aritmeticka separacna metoda,
parametre Y, ,...,Y,; extrapolujeme
funkciou:

a)y,=alni+b 28 807| 12 587

b) ¥, =ai+b 28 334 12 834

colny, =ai+b 28 460 12 911
Geometricka separacna metoda,
parametre ¥, ,...,Y,; extrapolujeme
funkciou:

a)y,=alni+b 20 815 -

b) y, =ai+b 19 624 -

c)Ilny, =ai+b 20 467, -

Vo vyssie uvedenej tabulke vidime, Ze pouzitim Mackovej metoédy chain ladder
a Kaasovovej metddy chain ladder ziskame totozné¢ odhady IBNR rezerv. Kaasov model
predpokladéd Poissonovo rozdelenie pre data, teda vstupné data — prirastky - ocakavame
kladné. Presvedcili sme sa vSak, ze aj ked’ prirastky nie si kladné, pripad, ked’ uvazujeme aj
RBNS rezervy, mozeme tuto metdodu pouzit. To isté plati aj pre aritmetickil separacnu
metodu, bez ohladu na vyber extrapolacnej funkcie. Geometrickd separacnd metoda
predpokladd logaritmicko - normalne rozdelenie prirastkov, teda tiez predpokladd kladné
hodnoty prirastkov. Tato metdda pri zédpornych prirastkoch zlyhala. Je vsak mozné, Ze ak

vhodne upravime program, tak sa bude dat’ taito metdda aplikovat’ aj na zaporné prirastky.

41



Ak sa pozrieme na konkrétne vysledky, mézeme tvrdit, Ze ani pri aritmetickej ani pri
geometrickej separacnej metode nezalezi na vybere extrapolacnej funkcie. Vysledky sa od
seba vel'mi neliSia.

Dalej si mbézeme viimnut, ze odhady IBNR rezerv su v pripade, Ze uvaZujeme aj

RBNS rezervy, nizsie.
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Zaver

V praci sme sa zaoberali odhadom poctu nenahlasenych poistnych udalosti a vypoc¢tom IBNR
rezerv v nezivotnom poisteni. Na odhad poctu nenahlasenych poistnych udalosti sme
predstavili metddu navrhnuta D. Scollnikom. Na odhad IBNR rezerv sme predstavili viacero
metdd. K vyberu metdd sme pristupovali aplikacne, teda v pripade viacerych alternativ jedne;j
metody sme vybrali tu, ktort jednoduchsie aplikujeme do praxe. Pre najpouZzivanejSiu metodu
chain ladder, Mackov model, sme dokazali tvrdenie o vypocte strednej kvadratickej chyby
odhadu IBNR rezerv.

Ciel'om tejto prace bolo teoreticky opisané metddy aplikovat’ na realne data. V pripade
odhadovania IBNR metdd sme potrebovali data v Specialnom tvare, v tzv. run-off triangle.
Nebolo jednoduché takéto data najst’, pretoze Ziadna zo slovenskych poistovni nema tieto
data volne pristupné anechceli sme pouzit data zodbornych clankov, pretoze by sme
neziskali Ziadne nové hodnoty.

V préci sme pouzivali programovaci jazyk R, ktory je volne stiahnutel'ny z internetu,
teda nie je nutné vlastnit’ licenciu na jeho pouzivanie aj v poistovniach.

Dovolim si tvrdit, Ze sa nam uspesSne podarilo naprogramovat’ opisané metody.
V pripade metody chain ladder sme pouzili uz naprogramovanu kniznicu ,,ChainLadder*,
ktora je tieZ volI'ne stiahnutel'na z internetu.

Metddu na odhad poctu nenahldsenych poistnych udalosti sme pouzili na data z dvoch
poistnych odvetvi — poistenie majetku a poistenie zmluvnej zodpovednosti z prevadzky
motorového vozidle, dnesné povinné zmluvné poistenie motorového vozidla. V obidvoch
odvetviach sme rozumné odhady dostali vtedy, ked” sme predpokladali, Ze celkovy pocet
poistnych udalosti ma zovSeobecnené¢ Poissonovo rozdelenie skvdzi — binomickym
rozdelenim prezivania.

V pripade odhadovania IBNR rezerv sme spomenuté metddy aplikovali na jedny data.
Vysledky jednotlivych metdod mézeme vidiet’ v tabul’ke 13. Vidime, ze Mackova a Kaasova
metoda chain ladder davaju totozné vysledky. Aritmeticku separacni metodu sme pouZili aj
na data, ktoré nezodpovedaji Poissonovmu rozdeleniu (zaporné hodnoty). Geometricka
separacnd metoda pri aplikdcii na data obsahujuce zaporné hodnoty zlyhala. Stalo sa to, ze
sme dostali zaporné Cislo pod odmocninou, ¢o aj v pripade zratatelnosti, programovaci jazyk

R nedokaze vyratat’.
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Prilohy

library(stats4)

likelihood<-function(par,y,d,w)

{

phi<-par[1]

theta<-par[2]

#w je vektor mier rizika

#y je vektor reported claims

#d je vektor nul a jednotiek, ci su unreported claims alebo nie
#theta a phi su parametre rozdelenia

pozorovani<-length(y)
sumal<-0
suma2<-0
suma3<-0
suma4<-0
for (i in 1:pozorovani) sumal<-sumal-+d[i]*log(1-exp(-w[i]*(1-phi)*theta))
for (j in 1:pozorovani) suma2<-suma2-+(1-d[j])*wl[j]
for (k in 1:pozorovani) suma3<-suma3+y[k]*log(w[k])
for (1in 1:pozorovani) suma4<-suma4d-+lfactorial(y[1])
L<- (-phi*theta*pozorovani*mean(w)

+ pozorovani*mean(y)*log(phi*theta)

+ sumal

-(1-phi)*theta*suma2

+ suma3

- suma4)
return(L)

}

likelihoodGPD<-function(par, y, d, w)

{

phi<-par[1]

theta<-par[2]

lambda<-par[3]

sumal<-0

suma2<-0

suma3<-0

suma4<-0

suma5<-0

pozorovani<-length(y)

for (i in 1:pozorovani){
sumal<-sumal-+(y[i]-1)*log(w[i]*phi*theta + y[i]*¥*lambda)
suma2<-suma2+d[i]*log(1-exp(-w[i]*(1-phi)*theta))
suma3<-suma3+(1-d[i])*w][i]
suma4<-sumad-+log(w[i])
sumaS<-suma5+lfactorial(y[i])

L_GPD<- (-phi*theta*pozorovani*mean(w)
-lambda*pozorovani*mean(y)
+pozorovani*log(phi*theta)
+sumal
+suma2
-(1-phi)*theta*suma3
+suma4
-sumas)

return(L_GPD)

}



KaasChainLadder<-function(Triangle)

I<-length(Triangle[1,])
K<-c()
R<-c()

alfa<-rep(0,I)
beta<-rep(0,I)

Rezervy<-rep(0,I)

FullTriangle<-Triangle
for(i in 1:1)
{
R[i]<-sum(Triangle[i,1:(I-i+1)])
K[i]<-sum(Triangle[ 1:(I-i+1),i])
H

alfa[1]<-R[1]
beta[I]<-K[I]/alfa[1]

for(i in 2:1)
{
alfa[i]<-R[i]/(1-sum(beta[(I-i+2):I]))
beta[I-i+1]<-K[I-i+1]/sum(alfa[ 1:i])
}
for(i in 2:1)
for(j in (I+2-1):I)

{
FullTriangle[i,j]<-alfa[i]*betal[]]
J

for(i in 1:I) Rezervy[i]<-sum(FullTriangle[1,])-R[i]

beta<-round(beta, digits=4)
FullTriangle<-round(FullTriangle, digits=1)
Rezervy<-round(Rezervy, digits=3)
Celkova.Rezerva<-sum(Rezervy)
output<-list()

output[["Triangle"]] <- Triangle

output[["alfa"]] <- alfa

output[["beta"]] <- beta

output[["FullTriangle"]] <- FullTriangle
output[["Rezervy.podla.rokov.vzniku"]] <- Rezervy
output[["Celkova.rezerva"]] <- Celkova.Rezerva

return(output)

}
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library(Hmisc)

KaasAritmeticSeparation<-function(Triangle)
{

I<-length(Triangle[1,])

K<-¢()

D<-c()

R<-¢()

beta<-rep(0,I)
gama<-rep(0,2*)

Rezervy<-rep(0,])

FullTriangle<-Triangle
for(i in 1:I)
{
R[i]<-sum(Triangle[i,1:(I-i+1)])
K[i]<-sum(Triangle[ 1:(I-i+1),i])
D[i]<-0
for(j in 1:1) D[i]<-D[i]+Triangle[j,(i-j+1)]
}

gama[l]<-D[I]
beta[I]<-K[I]/gamal[I]

for(i in 1:(I-1))
{
gama([l-i]<-D[I-i]/(1-sum(beta[ (I-i+1):1]))
beta[I-i]<-K[I-i]/sum(gama[ (I-1):I])
}

aprox<-approxExtrap(log(seq(1,I,by=1)),gama,log(seq(I+1,2*],by=1)))$y

for (i in 1:1) gama[I+i]<-aprox[i]

for(i in 2:1)
for(j in (I+2-1):I)
{

FullTriangle[i,j]<-gama[i+j-1]*betal[j]
}

for(i in 1:I) Rezervy[i]<-sum(FullTriangle[i,])-R[i]

beta<-round(beta, digits=4)
FullTriangle<-round(FullTriangle, digits=1)
Rezervy<-round(Rezervy, digits=3)
Celkova.Rezerva<-sum(Rezervy)
output<-list()

output[["Triangle"]] <- Triangle

output[["beta"]] <- beta

output[["gama"]] <- gama

output[["FullTriangle"]] <- FullTriangle
output[["Rezervy.podla.rokov.vzniku"]] <- Rezervy
output[["Celkova.rezerva"]] <- Celkova.Rezerva

return(output)

}
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library(Hmisc)

KaasGeometricSeparation.B<-function(Triangle)

{
I<-length(Triangle[1,])
R<-c()

SK<-rep(1,I)
SG<-rep(1,I)

beta<-rep(0,I)
gama<-rep(0,2*)

Rezervy<-rep(0,])

FullTriangle<-Triangle
for(i in 1:I)
{
R[i]<-sum(Triangle[i,1:(I-i+1)])
SK[i]<-prod(Triangle[1:(I-i+1),i])
for(j in 1:i) SG[i]<-SG[i]*Triangle[j,(i-j+1)]
H

gama[I]<-(SG[I])"(1/T)
beta[I]<-(SK[I])/gamal[I]

for(i in 1:(I-1))
{
gama[I-i]<-(SG[I-i]*prod(beta[ (T-i+1):1]))(1/(I-1))
beta[I-i]<-(SK[I-i]/prod(gama[(I-1):I]))(1/(i+1))
}

aprox<-approxExtrap(log(seq(1,I,by=1)),gama,log(seq(I+1,2*],by=1)))$y
for (i in 1:I) gama[I+i]<-aprox[i]

for(i in 2:1)
for(j in (I+2-1):I)
{

FullTriangle[i,j]<-gama[i+j-1]*beta[j]
}

for(i in 1:I) Rezervy[i]<-sum(FullTriangle[i,])-R[i]

beta<-round(beta, digits=4)
FullTriangle<-round(FullTriangle, digits=1)
Rezervy<-round(Rezervy, digits=3)
Celkova.Rezerva<-sum(Rezervy)
output<-list()

output[["Triangle"]] <- Triangle

output[["beta"]] <- beta

output[["gama"]] <- gama

output[["FullTriangle"]] <- FullTriangle
output[["Rezervy.podla.rokov.vzniku"]] <- Rezervy
output[["Celkova.rezerva"]] <- Celkova.Rezerva

return(output)

}



