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Abstrakt

Tato prace popisuje vztah mezi feSenim jistého typu nelinedrni stochastické
parcidlni diferencidlni rovnice s multiplikativnim Sumem, kdy fidicim procesem je
frakciondlni Brownfiv pohyb (fBm), a fesenim jeji deterministické verze. Resenf
stochastické rovnice je explicitné vyjadieno pomoci feSeni deterministické rovnice
a trajektorif fBm. Reseni se uvazuji v silném i slabém smyslu. Integral podle fBm
s Hurstovym indexem H lze definovat rfiznymi zpfisoby. Zde je pro hodnoty H >
1/2 uvazovan integral Stratonovicova typu definovany po trajektoriich. Ziskany vz-
tah je pouzit ke zkoumani nékterych vlastnosti feseni stochastické rovnice diftize
v poréznim prostiedi.

Tato prace se stane v néjaké formé soucasti diplomové prace autora.

Klicovd slova a frdze: Frakcionalni Brownfiv pohyb, feseni stochastické diferen-
cidlni rovnice, Itoova formule

Uvod

V clanku [4] se studuje vztah mezi fesenimi deterministické parcialni diferencidlni rovnice
v, = F(v, Dv, D*v, .. .),

kde F' je tzv. homogenni funkce, a jeji stochastické verze

(1) du = F(u, Du, D*u,...)dt +u(f(t) dW (t) 4 g(t) dt),

kde W je standardni Brownuv pohyb a rovnice je chapana v Itéové smyslu. Vychazi, ze
za jistych predpokladu je mezi feSenimi téchto dvou rovnic vzajemné jednoznacny vz-
tah, vyjadreny explicitni formuli. Dulezitou roli v tomto vztahu hraje tzv. geometricky
Brownuv pohyb.

Nabizi se otazka, jestli existuje podobny vztah i v situaci, kdy je stochasticka rovnice
fizena frakciondlnim Brownovym pohybem (fBm) s Hurstovym indexem H. Situaci zde
ztézuje pomeérné komplikovand teorie integrace podle fBm. Ptirozenou analogii rovnice (1)
by bylo pouziti Skorochodova stochastického integralu, ktery jistym zpusobem odpovida
Itéovu stochastickému integralu pro Brownuv pohyb. Pii této volbé vsak narazime na
potize v podobé dosti komplikovaného tvaru Itoovy formule. V této praci se proto vydame,
pro hodnoty H < 1/2, cestou stochastického integralu definovaného po trajektoriich, ktery
je obdobou Stratonovicova integralu.

Préce je ¢lenéna do péti sekei. V prvni sekei jsou uvedeny nékteré zakladni vlastnosti
fBm. Ve druhé sekci je zaveden stochasticky integral. Ve treti sekci je ukazano, ze pro
bilinearni rovnici plati stejny vztah jako v "nefrakcionalnim” ptipadé a Ze pro nelinedrni
rovnici dostavame alespon existenci feseni. Zde jsou uvazovana klasicka feseni. Ve ¢tvrté
sekci ukazeme existenci explicitni formule pro vztah mezi zobecnénymi fesenimi deter-
ministické a stochastické rovnice porézniho prostiedi (porous medium equation, pme).
V posledni sekci jsou pomoci vlastnosti tzv. Barenblattova feseni pme odvozeny nékteré
vlastnosti feSeni jeji stochastické verze.

Rovnice porézniho prosttedi je rovnice tvaru

vy = A(v™)
a v zavislosti na hodnoté parametru m popisuje ruzné fyzikalni déje. Naptiklad vedeni

tepla, proudéni plynu v poréznim prostiedi, prosakovani podzemni vody, radiaci plazmatu,
siteni populace a dalsi. Studium vlastnosti jeji stochastické verze je aktualni téma.



1 Frakcionalni Browntv pohyb

Definice 1.1. Necht H € (0,1) je konstanta. Frakcionalni Browniiv pohyb (fBm) s Hur-
stovym parametrem H je spojitij centrovany stochasticky gaussovskij proces (BY ()¢ s
kovariancni funkct

1
E[B(H)(t)B(H)(s)] = S 4+ 5 — |t — s[2H),
Pro hodnotu Hurstova parametru H = 1/2 je fBm standardni Brownuv pohyb. Piimo
z Definice 1.1 vyplyva, ze fBm B®) m4 nésledujici vlastnosti:
1. BH(0)=0 a E[BM ()] =0 Vt>0.
2. BH) je gaussovsky proces a E[B)(¢)]> = *H >0, H € (0,1).
3. BH) m4 staciondrni pifrtustky, tj. B (t 4+ s) — BH)(s) ma stejné rozdéleni jako
B (t) pro t,s > 0, plati totiz:
E[B)(t +s) — B (s))> = E[B(t + 5)]> + E[BW(s)]> = 2E[BM)(t + 5) -
B (s)] = (t + 5)?H + 2 — ((t 4 5)2 4+ 521
— s — o) = £ = BB @)

4. B m4 spojité trajektorie.

V dalsim budeme B uvazovat na fixovaném filtrovaném pravdépodobnostnim pros-
toru F = (2, F, {F: }+>0, P) spliujici obvyklé podminky tplnosti F a zprava spojitosti F;
a B je Fi-adaptovany. Frakciondlni Browntv pohyb mé celou fadu zajimavych vlast-
nosti. Zde jich nékolik struéné a bez dukazu uvedeme, zdrojem téchto a mnoha dalsich
informaci o fBm je kniha [2], kde muze piipadny zdjemce nalézt podrobnosti.

1. Reprezentace stochastickym integralem
fBm lze vyjadrit jako Itouv stochasticky integral podle standardniho Brownova po-
hybu (B;)s>o:

B (1) = /t Ky(t,s)dB(s), t>0,
kde, pro H > 1/2, :
Kyl(t,s) = cys/* 1 /t lu — s|F=3/2H=1/2 4y,
kde ¢y = [H(2H —1)/3(2 — 2H, H — 1/2)]"/? a t > s, (3 je beta funkce,

apro H <1/2,

N\ H-1/2 1 t
Ky(t,s) = by [(—) (t—s)"2 = (H — 5) 51/2‘H/ (u — s)T12 =372 qu |
s S

kde by = [2H/((1 — 2H)B(1 —2H, H +1/2))]*? a t > s.

2. Korelace mezi prirustky
Pro H # 1/2 jsou piirtistky fBm korelované. Presnéji, kovariance mezi B (t+h) —
B () a B (s 4+ h) — BH)(s), kde s+ h <t at—s=nh,je
1
pu(n) = Sh*M[(n+1)*" + (n — 1)*7 — 2n*"].

Specidlng, pifristky typu BY (t 4+ h) — B (t) a B (t + 2h) — BH) (¢ 4 h) jsou
pozitivné korelované pro H > 1/2 a negativné korelované pro H < 1/2.
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3. Sobépodobnost
Pro kazdou hodnotu a > 0 maji procesy (BY)(at),t > 0) a (a" B (t),t > 0) stejné
rozdéleni.

4. Holderovska spojitost trajektorii
Tato vlastnost bude zvlasté dulezita pro definovani stochastického integralu. Pripo-
menme, ze funkce f : I — R, kde I C R je interval, je holderovsky spojita stupne
0 < a <1 (a-holderovska), jestlize

[f(t) = f(s)]

[ flla = sup [ f()] + sup “—"————= < oc.
tel tsel |t — s

Mnozinu a-Hoélderovskych funkei na intervalu I znacime C*(I). Dale ozna¢me

c-(I) = N ().

O<a<p

Véta 1.1. Necht H € (0,1). Emistuje modifikace fBm, jejiZ trajektorie jsou skoro
Jiste a-Holderovsky spojité pro kazdé 0 < a < H.

Diikaz.
Podle Kolmogorovova kriteria méa proces X = (X;);er spojitou modifikaci, jestlize
existuji konstanty o > 1, 8 > 0 a k > 0 tak, ze pro kazdy kompaktni interval K C R

E[|X(t) — X(5)|*] < k|t — 5|7, t,s € K,

a trajektorie této modifikace jsou lokélné ~-holderovsky spojité pro kazdé v €

(0, 8/a).

Pro kazdé a > 0 mame
E(IB™(t) - BM(s)|°| = B|[BOW)°] |t - 57,

takze podle Kolmogorovova kritéria dostavame holderovskou spojitost trajektorii
B #4du menstho nez H, tj. BH) ¢ CH=(0,T)) VT > 0.

2 Integral po trajektoriich (Stratonovicuv)

Stochasticky integral pro frakcionalni Browntuv pohyb lze zavést ruznymi zpusoby. Zde
budeme predpoklddat, ze hodnota Hurstova indexu H > 1/2; a definujeme integral po
trajektoriich pomoci frakcionalniho kalkulu, viz. napf. [5], [2], Appendix B, a [6], kapitola
1a?2.

Necht a € (0, 1). Rekneme, ze funkce f : [0,7] — R ma Weylovu derivaci D, f,

o« py— L (@) AOEFICY
50 = i (e + o, e )

jestlize integral napravo existuje pro skoro vsechna ¢ € (0,7), kde T' je Eulerova gamma
funkce. Analogicky definujeme D$_ f(t) jako

R A TR — S
Dﬁ“”‘Fﬂ—@(@—ﬂa*?l a—»wlﬁ)
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Weylovy derivace jsou inverzemi k nésledujicim frakciondlnim integralum. Ptedpo-
klddejme, ze ¢ € L'([0,T]). Levostranny, resp. pravostranny frakciondln{ Riemanniiv-
Liouvillav integral ¢ stupné « je definovén pro skoro vsechna ¢t € (0,7") rovnosti

13, 6(t) = ﬁ / (t— N0 dA,

resp.

13 () = ﬁ / (t— N () dA.

Predpoklddejme, ze f = I ¢, kde ¢ € L*([0,T7]). Potom Weylova derivace f existuje

a Df, f = ¢. Podobny vztah plati i pro pravostranny frakciondlni integral.
Necht W(0,T) je prostor méfitelnych funkel f: [0, 7] — R takovych, ze

| fla,1 :I/OT (@+[de) ds < o0,

kde 0 < a < 1/2 je pevné. Déle necht g je spojitd funkce na [0, 7] takovd, ze A,(g) < oo,

kde
. 9() —g(s)] [ a0 — a(s)
Aal0) = Fr ) p( (R e = ‘“)'

Nyni muzeme definovat zobecnény Stieltjesuv integrél fOT f dg funkce f podle g jako

(2) /0 fdg ::/0 D8“+f(s)D%p__agT_(s)ds,

kde gr_(t) = g(t) — g(T). Pii vyse uvedenych predpokladech integral fOT f dg nezédvisi na
volbé «v (se kterym f a g spliuji vyse uvedené predpoklady), integral fot f dg existuje pro

vsechna t € [0, 7] a plati
t T
/ fdg= / flogy dg.
0 0

/0 fdg‘ < Aa(9) flo.

Navic plati nasledujici odhad

Nésledujici lemma popisuje [ fdg coby funkei hornf meze v pifpadé, ze f i g jsou
holderovské funkce. Dukaz a dalsi detaily lze nalézt v [6], Lemma 2.1.9.

Lemma 2.1. Necht f € C*([0,T]), g € C'7*([0,T]), 0 < e < a A (1 —a), a necht
G(t) == fotfdg. Potom G € C'=([0,T7).

Poznamka
Integrél [ f dg v predchozim lemmatu je dobfe definovén, nebot C**<([0,77) C W*(0,T)
a A,(g) < oo pro kazdou g € C'=*+<([0,T]), € > 0. Podrobnosti opét viz. [6].

Nyni jiz mizeme definovat integral podle BU.



Definice 2.1. Necht frakciondin? Browniv pohyb B je definovdn na pravdépodobnost-
nim prostoru (0, F,P) a necht Hurstiv index H € (1/2,1). Pro funkci f € W*(0,T),
kde o € (1 — H,1/2), budeme integral

/0 £(s) d°BE(s)

chdpat ve smyslu definovaném rovnosti (2) po trajektoriich, coZ md smysl, protoze
A(BH)) < 0o P-s.j.

Pravé definovany integral je integralem Stratonovicova typu, nebo se také nazyva
symetricky integral, a 1ze ho definovat limitou

- (H) (4
ll_{%%/ f@) | B (t +¢) — BE(t — )| dt,

pokud tato limita existuje v pravdépodobnosti.
Pro takto definovany stochasticky integral plati nasledujici verze Itoéovy formule, dalsi
podrobnosti a dukaz lze nalézt v [6], Theorem 2.7.2, Theorem 2.7.3 a Remark 2.7.4.

Véta 2.1. Necht Y} = fotﬁ L kde Hy = 1/2, H; € (1/2,1), 2 < i < m — 1,

= [Tg(s)ds, [y f2(s ds<oosg fi € CP10,1) s.4. pro B+ H; > 1, [)]g(s)|ds <

o s.j., F = F(t r): Ry xR - R, F € C'Y(R,) X C’z( ) x CYR"), integrdly
2

fo <8x1 s)f1(s ) ds, fot 98(Z,)| ds, fo \82F Z)| fEds afo azm )g(s)| ds jsou konecné

skoro jisté, 9£(Z,) f; € C[0,1] s.4. proy+H; > 1 a kazdé t > 0, kde ZS = (s, Y}, ..., Y™,
Potom

tOF tOF
FLYL.. Y™ = F(0)+ / o (Z)as + / o (20 i(s) aBl
Y [ Gnne st [ 55z
82
3) v 3 a%,1< ) f2(s) ds

Poznamenejme, Ze integal podle Bt v rovnosti (3) je Itéovym integrdlem, integraly
podle B2 a7 BHm-1 jsou integraly z Definice 2.1.
V dalsim bude uziteény nasledujici dusledek predchozi véty:

Disledek 2.1. Necht'Y, = fo dOBH+f0 s)ds (predpoklady na a, resp. b, necht jsou
stejné jako na fa, resp. g, vyse) a Y™ je jako vyse, fo 1Y (s)g(s)|ds < o0, fo [Y™(s)b(s)| ds
< oo a Y™(s)a(s) € CV([0,t]) s.j., kde v+ H > 1, pak

@ vy = / 5)ds + / Y™ (s)b(s) ds + /0 "y (s)a(s) d°BH(s).

3 Rovnice a jeji reSeni
Uvazujme rovnici

(5) v, = F(v,Dv,D*v,...), t >0, z € RY,
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s pocateéni podminkou v(0,x) = wvg(x). Nezndmou v rovnici (5) je funkce v = v(t, x),
funkce F je ddna, v; = Ov/0t a D*v je obecnd k-t4 derivace v podle .

Déle uvazujme stochastickou verzi rovnice (5) pro nezndmé ndhodné pole u = u(t, x),
t>0, v €R%:

(6) du = F(u, Du, D*u,...)dt +u(f(t) d°BH(t) + g(t) dt),

se stejnou pocatecni podminkou jako v (5), tj. u(0,2) = ug(x) = wve(x), kde f €
Ct([0,T)) VT > 0,0 <e <min{l —a, a, H+a—1},ag € L2 (Ry).

loc

V dalsim budeme zkoumat vztah mezi fesenimi rovnic (5) a (6). K tomu je potieba
pojem fFeseni rovnice vhodné definovat.

Definice 3.1. Funkce v : Ry x R? — R je klasickym fesenfm rovnice (5) , jestlize spliuje:
1. v je spojitd,

2. wvsechny potrebné parcidlni derivace funkce v vzhledem k x existuji a jsou spojité v
proménné x a ~y-holderovsky spojité v proménné t na [0,T] VT > 0, kde vy > 1— H.

3. Je splnéna rovnost
t
v(t,x) = vo(x) + / F(v(s,z), Dv(s,z), D*v(s,x),...)ds
0

pro viechna (t,z) € Ry x R%

Markovsky ¢as 7 v nasledujici definici mé vyznam predevsim v pripadé, Ze feSeni
prislusné deterministické rovnice exploduje v koneéném ¢ase, v tom ptipadé ma 7 vyznam
napi. ¢asu exploze.

Definice 3.2. Necht T je markovsky ¢as. Ndhodné pole u = u(t,z) je klasickym fesenim
rovnice (6), jestlize existuje mnozina Q2 C Q, P(Q*) = 1, a na mnoziné ((0,7]] =
{(t,r,w) : t < 7(w), w € QF, x € R} je splnéno:

1. u je spojité v proménné x a y-hélderovsky spojité v proménné t pro kazdé (t,r,w) €
((0,7]], kdey>1—H,

2. vSechny potrebné parcialni derivace u vzhledem k x existuji a jsou spojité v proménné
x a ~y-hélderovsky spojité v proménné t na [0,T)|VO<T <71, kdey>1—H,

3. rovnost
u(t, x) = uo(x) + /0 F(u(s,z), Du(s,x),...)ds + /o u(s, 2)(f(s) B (s) + g(s) ds)

plati pro vsechna (t,z,w) € ((0,7]].

V dalsim se budeme zabyvat pouze jistym typem diferencialni rovnice, tzv. homogenni
rovnici. Konkrétné to popisuje nasledujici definice.



Definice 3.3. Rekneme, e funkce F je homogenni stupné m > 1, jestlize YA > 0 plati
(7) FAx, Ay, \z,...) = \"F(x,y,z2,...).

Rekneme, Ze rovnice (5) je homogenni stupné m > 1, jestlize funkce F je homogenni
stupné m.

Definujme funkce

8) h(t)zexp( /0 tg(s)ds—l— /O t f(s)d°B<H>(s)) a H(t)= /O thm’l(s)ds.

Proces h se nazyva geometricky frakcionalni Brownuv pohyb a hraje klicovou roli ve
vztahu feseni rovnic (5) a (6). Zfejmé h(0) = 1 a piimou aplikaci Itdovy formule (3)
dostavame, ze proces h spliuje rovnost

h(t) =1+ /Ot h(s)f(s)d°BH) (s) + /Ot h(s)g(s)ds.

Plati nésledujici véta.

Véta 3.1. Predpokldidejme, Ze funkce F' v rovnici (5) je spojitd a homogenni stupné m, a
necht funkce v =v(t, ) je klasickym resenim rovnice (5). Definugme funkci u vztahem

(9) u(t,z) = h(t)v(H(t), z).
Potom w je klasickym tesenim rovnice (6).

Diikaz.
Necht v je klasickym fesenim (5) a necht mdme dén markovsky ¢as 7. Déle pro ¢ < 7(w)
definujme funkce

h(t) = h(t) — h(0),
o(t,z) = v(t,x) —vo(x)

a funkei H* : Ry x R = R, x RY, (t,2) — (H(t), ). Vidime, 7e plati

a protoze v fesi (5), plati také

v(t, ) = vo(z) + /0 F(v, Dv, D*v,...)(s,z)ds

& H(t)
v(H(t),z) = vo(x) + /0 F(v, Dv,D*v,...)(s,z)ds
%U(H(i), x) = H'(t)F(vo H*, D(vo H*),D*(vo H*),...)(t,z),
neboli

0(H(t),z) =v(H(t),z) —vo(x) = /0 H'(s)F(vo H*, D(vo H*), D*(vo H*),...)(s,x) ds.

8



Nyni muzeme psét

u(t,z) = h(t)v(H(t),x) t
(10) = h(0)v(0, 1) + A(t)o(H(t),x) + h(t)ve(z)
a chtéli bychom aplikovat Itéovou formuli (4) na soucin h(t)o(H(t),z). Vidime, ze jsme

v situaci Dusledku 2.1, kdy roli Y™(¢) hraje 9(H(t),x) a Y (t) je h(t). Ovéime tedy
predpoklady Dusledku 2.1.

e Predpoklad
t
/ |H'(s)F(vo H*, D(vo H*),D*(vo H),...)(s,x)|ds < 00 s.j.
0

plati, nebot:
t
X(t) = / F(s)d°BU(s)
0

je s.j. (1 — a)-holderovskd podle Lemmatu 2.1, tudiz eX® je (1 — a)-hélderovska,
protoZe exponenciala mé lokalné omezenou derivaci, a nakonec h(t) = X O+ 9(s) ds
je s.j. (1 — a)-holderovska, protoze elo 96)ds 4 taktéz lokdlné omezenou derivaci.
Z toho plyne, ze H'(t) = h™ '(t) je s.j. spojitd a tedy omezend na [0,t], a tedy
H'(s)F(vo H*,D(vo H*),D*(v o H*),...)(s,z) je integrovatelnd, protoze F(v o
H*,D(vo H*),D*(vo H*),...)(s,x) je integrovatelna, nebot H* je spojitd a v fesi

(5).
e Predpoklad t
/0 |0(H(t),x)h(s)g(s)|ds < oo s.j.

plati, protoze vSechny tfi funkce v integrandu jsou s.j. omezené.

e Predpoklad
t
/ \h(s)H'(s)F(vo H*, D(vo H*), D*(vo H*),...)(s,r)|ds < 00 s.j.
0

plati, protoze h(t) je omezend a H'(t)F(v o H*, D(v o H*), D*(v o H*),...)(t, )
integrovatelna s.j.

e Predpoklad
0(H(t),x)h(t)f(t) € C7([0,t]), v+ H>1, s.j.

plati, protoze h € C'7%([0,t]), f € C*™([0,t]), 9(H(s),z) m& omezenou derivaci
sj.,aa+ H > 1.

Ted miizeme na h(t)o(H(t), z) pouzit Itéovu formuli (4) z Disledku 2.1. Dostavame

t

h(t)o(H(t),z) = h(s)H'(s)F(vo H*, D(vo H*), D*(vo H*),...)(s,z)ds

t

T /O 0(H(s), x)h(s)g(s)ds +/O 5(H(s),2)h(s)f(s) d° B (s)
/0 hm(S)F(U o H*,D(U o H*),D2<U o H*), 3 .)(8,$> ds



— h(0) /0 H'(s)F(vo H*, D(vo H*), D*(vo H*),...)(s,x)ds
n / o(H(s), 2)h(s)g(s) ds — vo(2) / h(s)g(s) ds
n / v(H(s), 2)h(s) f(s) d° B (5) — uy(x) / h(s)f(s) °BU(s)

_ /O F(u, Du, D?u, .. )(s, 2) ds — h(0)3(H (t), 2)

n / u(s,2)g(s) ds — vola)h(s) + / u(s,z) f(s) d°BU(s),

piicemz v prvni rovnosti se pouzil Dusledek 2.1, ve druhé se pouzila definice hata
rovnost H'(s) = h™ 1(s) a ve tieti rovnosti homogenita F', definice u, h a v.
Dosadime-li pravé spocteny vyraz do rovnosti (10), dostdvame

u(t,z) = h(0)v(0,t) + /0 F(u, Du, D*u,...)(s,r)ds — h(0)0(H(t), v)

/0 u(s, z)g(s) ds — vo(z)h(s) + /0 u(s,x)f(s)d°BH) (s) 4+ h(t)vo(z)
o(H(t), 2)h(0)

¢
= uo(a:)—i-/ F(u, Du, D*u,...)(s,z)ds
0

+ /Ou(s,x)g(s)ds+/0 u(s,:c)f(s)doB(H)(s).

Timto jsme ovérili bod 3 z Definice 3.2. Body 1 a 2 plati diky Holderovské spojitosti h a
H. Celkove dostavame, ze u je klasickym fesenim rovnice (6).

0J
Tvrzeni predchozi véty lze obratit minimalné v piipadé bilinearni rovnice.

Véta 3.2. Predpoklidejme, Ze funkce F' v rovnici (5) je spojitd a homogenni stupné 1, a
necht u je klasické tesent jeji stochastické verze (6). Potom funkce v definovand vztahem

v(t,z) = z(t)u(t, )
je klasickym tesenim rovnice (5), kde z(t) = 1/h(t).

Diikaz.
Tvrzeni se ukaze analogicky jako v predchozi vété. Necht u je klasickym feSenim (6), tj.
plati

¢ ¢
ult.a) = o)+ [ [Flus.), Duls,a),..) vuls,2)g(o)] ds [ uls,a)(s) @B ).
0 0
Pomoci Itéovy formule (3) aplikované na proces z(t) = p(t, X (t)), kde
p(t, ZL‘) _ e—x—fg g(s)ds

a stejné jako ve Véte 3.1

X - | F(s) "B (s),
10



dostavame

z(t) =1 —/0 z(s)g(s) ds—/o 2(s)f(s) B (s).

Nyni definujme funkce 2(¢) = z(¢t) — 2(0) a u(t,x) = u(t,x) — up(x) a pisme

Na soucin z (t)u(t, x) aplikujeme Itéovu formuli (4) z Dusledku 2.1, pficemz roli Y mé u
a Y™ je z;, a dostaneme

z(t)a(t,z) = /Ozl(t)[F(u(s,x),Du(s,x),...)+u(s,x)g(s) ds
+ /0zl(s)u(s)f(s)doB(H)(s)—/o u(t,z)z(s)g(s) ds.

Na soucin zo(t)u(t, z) aplikujeme Itéovu formuli (3) z Véty 2.1 nésledujicim zpusobem:
2(t)a(t, v) = p(Y?(t), Y?(t), Y™(1)), kde

0 0
P2 U5, Um) = —12(Us + Un)s e (U2s U3 Um) = — (U3 + Un)s e (Y2 Y3, Um) = — U2,
392 8?93
dp 2 3 ' o (H)
W(m,y&ym) = —1, Y (t) = _ZQ(t)a Y (t) = U(37$)f(3)d B (3)
m 0

Y™ (t) = /Ot [F(u(s,a:), Du(s,x),...)+ u(s, :U)g(s)} ds.

Dostavame

nb)at,r) = - /0 t(Y3(S)+Ym(s))z(s) f(5)d°BU(s) — /0 tYQ(S)u(S)f(S)dOB(H)(S)
- /Ot Y2(s) [F<u(s, 2), Du(s, ), ...) + uls, x)g(sﬂ ds
= [0 @B + [ ol @B
+ /Ot 25(5) [F(u(s, 2), Du(s,z),...) +uls, x)g(s)] ds.

Daéle
Z()a(t,z) = ﬂ(t x) + zo(t)u(t, x)
s)d°B H)( ) — /0 (s, x)z(s)f(s) dOB(H)(S)

), Du(s, z),...) + u(s,x)g(s)] ds

c\h

11



u(s)z(s)g(s)ds

(2(s) — 2(0))u(s) f(s) = (u(s, =) — uO(x))Z(S)f(S)} "B (s)

I
—— ——

(2(5) = 2(0)) | F(u(s,2), Duls, x),....) + uls, 2)g(s)]
~(uls2) = wo(e)2(5)g(s)  d

= —20) [ w6 B + ) [ F6)2() B

+ /Ot +(s)F(u(s, ), Du(s, z), ...) ds + uo(x) /Ot 2(s)g(s) ds

_ Z(O){/OtF(u(s,a:),Du(s,m),...)ds—|—/Otu(s,x)g(s)ds}

= /0 F(v(s,x), Dv(s,x),...)ds —up(z)Z(t) — z(0)u(t, x)

a dosadime-li pravé spocteny vyraz do (11), dostdvame konecné

v(t,x) = /0 F(v(s,x), Dv(s,x),...)ds —up(z)Z(t) — z(0)u(t, x)
+ 2(0)a(t, ) + Z(t)uo(z) + uo(x)2(0)

_ /0 F(u(s,), Do(s,z), .. ) ds + vo(x),

tedy v spliuje rovnost (5) a bod 3 z Definice 3.1 Piedpoklady pro pouziti Itéovy formule
podle Véty 2.1 a Dusledku 2.1 se ovéii zcela analogicky jako v dikaze Véty 3.1. Platnost
bodu 1 a 2 Definice 3.1 plyne piimo z bodu 1 a 2 Definice 3.2 a spojitosti z.

OJ

4 Stochasticka rovnice porézniho prostredi

Zvl1astni zajem budeme vénovat nésledujici rovnici
(12) v (t,x) = Av™(t,x), t >0,

kde vy = Qv/0t, m € N, m > 1 a A je Laplacetuv operator.
Stejné jako v predchozi sekci uvazujme stochastickou verzi rovnice (12):

(13)  du(t,z) = Au™(t, z) dt + u(t, z)(f(t) A°BU(t) + g(t)dt), t > 0, = € RY.

Budeme zkoumat vztah mezi feSenimi téchto dvou rovnic, ovSem nyni jiz nebudou
uvazovana teSeni nutné klasicka. Reseni deterministické rovnice definujeme nésledujicim
zpusobem:

Definice 4.1. Nezdpornd funkce v = v(t,x) se nazyvd reseni rovnice (12), jestlize pro
kazdou hladkou funkci ¢ = p(x) s kompaktnim nosicem plati pro viechny t > 0 rovnost

(0, 0)(t) = (v0, ) + / (v, Ag)(s) ds,

12



kde
.00 = [ ol a)olo) ds

a funkce t — (V™ @) (t) je v-Hélderovsky spogitd na [0,T) VT >0, kde y >1— H.
Analogicky feSeni stochastické rovnice:
Definice 4.2. Necht 7 je markovsky ¢as. Nezdporné ndhodné pole u = u(t,x) se nazjvd
reseni rovnice (13), jestlize existuje mnozina Q* C Q, P(2*) =1, a na mnoziné ((0,7]] =
{t,w) : t < 7(w), w € U} platd pro kazdou hladkou funkci ¢ = @(x) s kompaktnim
nosicem pro vsechny (t,w) € ((0,7]] rovnost
t t
(u, )(t) = (UO,90)+/ (u™, Ap)(s) d3+/ (u, 0)(s)(f () B (s) + g(s) ds),
0 0
(14)
kde
() = [ ulta)el)do
R
Mezi fesenimi rovnic (12) a (13) plati stejny vztah jako pro klasickd feseni.
Véta 4.1. Necht v je fesenim rovnice (12). Pak ndhodné pole u dané vztahem
(15) u(t, z) = v(H(t), z)h(t),
kde h a H jsou ddny v (8), je fedenim rovnice (13).

Diikaz.
Dukaz probihd stejné jako dikaz Véty 3.1. Necht v je fesenim (12) a necht 7 je markovsky
cas, t < 7(w) a ¢ = p(z) je hladka funkce s kompaktnim nosicem. Definujme funkce

h(t) = h(t) — h(0),
o(t,z) = v(t,x) —vo(x)

a funkei H* : Ry x R - R, x RY, (t,2) — (H(t),z). Vidime, 7e plati
t t

h(t) = / h(s)f(s)d°BH)(s) +/ h(s)g(s)ds
0 0

a protoze v Tesi (12), plati také

H(t) t
(60 H,o)(t) = / (v™, Ag)(s) ds = / B () (0™, Ag)(s) ds.

Muzeme psat
(u, @) (1) = h(t) (v o H)(t) = h(0)(vo. ¢) + hl(t)(T,9)(t) + h(t)(vo. ¢) + h(0)(T, ) (t)
a na soucin h(t)(7,¢)(t) pouzit Itéovu formuli (4) z Disledku 2.1 a dostaneme

Rt (5, 0)(t) = / B(s)h™ () (0™ 0 H, Ag)(s) ds + / (3, 0) (5)h(s)g(s) ds

13



b [ @A) BG)

= [ 1806 ds = hs)E 90 + [ () o)his)als)ds
— ) [ B85+ [ o) B

— ) [ BB

= [ anas+ [ ds [ e e

— RO)(@(t), %) — (vo, ) (1)

Dosadime-li za h(t)(7, ¢)(t) zpatky, dostavame

(1, 0)(t) = (0, ) + / (u™, Ap)(s) ds + / (1) ()g(s) ds + / (. 0)(5) [ (5) B (s).

Oveéreni predpokladu Dusledku 2.1 probéhne stejné jako v dukazu Véty 3.1 s tim, ze roli
0(H(t),z) hraje (0o H*, p)(t).

OJ

5 Piiklady

5.1 Barenblattovo reseni

V této sekci budeme studovat nékteré vlastnosti feseni rovnice (13). Barenblattovym
fesenim rovnice Uy = A(U™) je funkce

1 m—1_[z[*\\V/m-1
BT Ly d
(16) U[ ](t,m,b)—t—a<max(0, b—wﬁ‘[;z—ﬁ>> s t>0, erR,
kde b >0 a {
= — = /d.
b=tn—nara “7F°

Je to dulezité teseni, které ma mnohé zajimavé vlastnosti, jejichz podrobnéjsi popis lze
nalézt napt. v [1], [3], [7] nebo [4]. My zde budeme potiebovat predevsim nasledujici
vlastnosti, prvni je z [1], druhd z [3]:

e Celkovd hmota feseni M, definovand jako M = [, UPT)(t, z;b) dz, nezdvisi na t a
je jednoznacné urcena hodnotou parametru b, plati

ﬂﬂ:ﬂﬂzbwwwln(n—l)%ﬂ I'(5%)
I

1
2m (25 +d)’
kde I' je gamma funkce.

e Necht UBTI(¢, x;b) je Barenblattovo feseni s hmotou M, a U(t, z) je libovolné fesenf
rovnice (12) ve smyslu Definice 4.1 s [, U(0,z) = M,. Potom

U (¢, ) — Ut 2;0)| — 0, t — oo,
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stejnomérné vzhledem k x na mnozinach tvaru
{(t,r) e R x Ry : || < Ct},
kde C' > 0.

Reseni UPT] splije predpoklady Véty 4.1, a proto ndhodné pole ulP7l = BTl (¢, 2:b) =
R(H)UBTI(H(t), x;b) je fesenim rovnice (13). M4 nésledujici vlastnosti:

e Stiedni hodnota hmoty feseni ulB7 je

E /R du[BT](t,x;b) dz = Eh(t) /R d UBTH(t), z;b) dz = M, Eh(t)
_ MbEeXp</0tf(s) doB(H)(s)—i—/Otg(s) ds>
= Myeh 9% Eexp ( /O t (5) dOB(H)(s)>
_ Mbexp{/tg(s)d

+= H2H—1//f v|2H_2dudv},

protoze, podle knihy [2], Theorem 5.5.1 a Lemma 3.1.3, je fo (5)d°BY)(s) cen-
trovana gaussovska nahodna veli¢ina s rozptylem

H(2H — 1)/t/tf(u)f(v)|u—v|2H_2dudv,
0 Jo
a tudiz

Eexp(/otf(s)doB(H)(s)>—exp H(2H —1) / / ) f()|u—v* 2dudv}

e Asymptotické chovani nékterych reSeni popisuje nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 5.1. Necht 1tlirn H(t) = oo s pravdépodobnosti 1. Necht U(t,x) je takovym

resenim rovnice (12), Ze plati

/ uo(z)de = M,
Rd

u(t, x) je jemu odpovidajict resent rovnice (13), tj. u(t,x) = h(t)U(H(t),x), potom

H(t))5
VzeR? lim &\u(t,x) —uBT(t, 2;b)| = 0 s.5.

0
Diikaz.
Plati
o (H()™ [BT] (4 ...
tlir?o W\u(t,x) —uPH(t, x; )|

e (H() BT :
= lim ~—~ 0 = h(O)|U(H (), x) = UPTH(t), ;0)|
= lim (H(1))™|U(H(t),x) - UPTI(H (L), ;)|

= lim YU (t, ) — UBT(t, ;)| = 0,

pricemz posledni rovnost plyne z vlastnosti feseni deterministické rovnice.
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