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Abstrakt

Tato práce popisuje vztah mezi řešeńım jistého typu nelineárńı stochastické
parciálńı diferenciálńı rovnice s multiplikativńım šumem, kdy ř́ıd́ıćım procesem je
frakcionálńı Brownu◦v pohyb (fBm), a řešeńım jej́ı deterministické verze. Řešeńı
stochastické rovnice je explicitně vyjádřeno pomoćı řešeńı deterministické rovnice
a trajektoríı fBm. Řešeńı se uvažuj́ı v silném i slabém smyslu. Integrál podle fBm
s Hurstovým indexem H lze definovat ru◦znými zpu◦soby. Zde je pro hodnoty H >
1/2 uvažován integrál Stratonovičova typu definovaný po trajektoríıch. Źıskaný vz-
tah je použit ke zkoumáńı některých vlastnost́ı řešeńı stochastické rovnice difúze
v porézńım prostřed́ı.

Tato práce se stane v nějaké formě součást́ı diplomové práce autora.
Kĺıčová slova a fráze: Frakcionálńı Brownu◦v pohyb, řešeńı stochastické diferen-

ciálńı rovnice, Itôova formule

Úvod

V článku [4] se studuje vztah mezi řešeńımi deterministické parciálńı diferenciálńı rovnice

vt = F (v,Dv,D2v, . . .),

kde F je tzv. homogenńı funkce, a jej́ı stochastické verze

du = F (u,Du,D2u, . . .) dt + u(f(t) dW (t) + g(t) dt),(1)

kde W je standardńı Brown̊uv pohyb a rovnice je chápána v Itôově smyslu. Vycháźı, že
za jistých předpoklad̊u je mezi řešeńımi těchto dvou rovnic vzájemně jednoznačný vz-
tah, vyjádřený explicitńı formuĺı. Důležitou roli v tomto vztahu hraje tzv. geometrický
Brown̊uv pohyb.

Nab́ıźı se otázka, jestli existuje podobný vztah i v situaci, kdy je stochastická rovnice
ř́ızena frakcionálńım Brownovým pohybem (fBm) s Hurstovým indexem H. Situaci zde
ztěžuje poměrně komplikovaná teorie integrace podle fBm. Přirozenou analogíı rovnice (1)
by bylo použit́ı Skorochodova stochastického integrálu, který jistým zp̊usobem odpov́ıdá
Itôovu stochastickému integrálu pro Brown̊uv pohyb. Při této volbě však naraźıme na
pot́ıže v podobě dosti komplikovaného tvaru Itôovy formule. V této práci se proto vydáme,
pro hodnoty H < 1/2, cestou stochastického integrálu definovaného po trajektoríıch, který
je obdobou Stratonovičova integrálu.

Práce je členěna do pěti sekćı. V prvńı sekci jsou uvedeny některé základńı vlastnosti
fBm. Ve druhé sekci je zaveden stochastický integrál. Ve třet́ı sekci je ukázáno, že pro
bilineárńı rovnici plat́ı stejný vztah jako v ”nefrakcionálńım” př́ıpadě a že pro nelineárńı
rovnici dostáváme alespoň existenci řešeńı. Zde jsou uvažována klasická řešeńı. Ve čtvrté
sekci ukážeme existenci explicitńı formule pro vztah mezi zobecněnými řešeńımi deter-
ministické a stochastické rovnice porézńıho prostřed́ı (porous medium equation, pme).
V posledńı sekci jsou pomoćı vlastnost́ı tzv. Barenblattova řešeńı pme odvozeny některé
vlastnosti řešeńı jej́ı stochastické verze.

Rovnice porézńıho prostřed́ı je rovnice tvaru

vt = ∆(vm)

a v závislosti na hodnotě parametru m popisuje r̊uzné fyzikálńı děje. Např́ıklad vedeńı
tepla, prouděńı plynu v porézńım prostřed́ı, prosakováńı podzemńı vody, radiaci plazmatu,
š́ı̌reńı populace a daľśı. Studium vlastnost́ı jej́ı stochastické verze je aktuálńı téma.
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1 Frakcionálńı Brown̊uv pohyb

Definice 1.1. Necht’ H ∈ (0, 1) je konstanta. Frakcionálńı Brown̊uv pohyb (fBm) s Hur-
stovým parametrem H je spojitý centrovaný stochastický gaussovský proces (B(H)(t))t≥0 s
kovariančńı funkćı

E

[

B(H)(t)B(H)(s)
]

=
1

2
(t2H + s2H − |t − s|2H).

Pro hodnotu Hurstova parametru H = 1/2 je fBm standardńı Brown̊uv pohyb. Př́ımo
z Definice 1.1 vyplývá, že fBm B(H) má následuj́ıćı vlastnosti:

1. B(H)(0) = 0 a E[B(H)(t)] = 0 ∀t ≥ 0.

2. B(H) je gaussovský proces a E[B(H)(t)]2 = t2H , t ≥ 0, H ∈ (0, 1).

3. B(H) má stacionárńı př́ır̊ustky, tj. B(H)(t + s) − B(H)(s) má stejné rozděleńı jako
B(H)(t) pro t, s ≥ 0, plat́ı totiž:

E[B(H)(t + s) − B(H)(s)]2 = E[B(H)(t + s)]2 + E[B(H)(s)]2 − 2 E[B(H)(t + s) ·

· B(H)(s)] = (t + s)2H + s2H − ((t + s)2H + s2H

− |t + s − s|2H) = t2H = E[B(H)(t)]2

4. B(H) má spojité trajektorie.

V daľśım budeme B(H) uvažovat na fixovaném filtrovaném pravděpodobnostńım pros-
toru F = (Ω,F , {Ft}t≥0, P) splňuj́ıćı obvyklé podmı́nky úplnosti F a zprava spojitosti Ft

a B(H) je Ft-adaptovaný. Frakcionálńı Brown̊uv pohyb má celou řadu zaj́ımavých vlast-
nost́ı. Zde jich několik stručně a bez d̊ukaz̊u uvedeme, zdrojem těchto a mnoha daľśıch
informaćı o fBm je kniha [2], kde může př́ıpadný zájemce nalézt podrobnosti.

1. Reprezentace stochastickým integrálem
fBm lze vyjádřit jako Itô̊uv stochastický integrál podle standardńıho Brownova po-
hybu (Bt)t≥0:

B(H)(t) =

∫ t

0

KH(t, s) dB(s), t ≥ 0,

kde, pro H > 1/2,

KH(t, s) = cHs1/2−H

∫ t

s

|u − s|H−3/2uH−1/2 du,

kde cH = [H(2H − 1)/β(2 − 2H,H − 1/2)]1/2 a t > s, β je beta funkce,
a pro H < 1/2,

KH(t, s) = bH

[

( t

s

)H−1/2

(t − s)H−1/2 −
(

H −
1

2

)

s1/2−H

∫ t

s

(u − s)H−1/2uH−3/2 du

]

,

kde bH = [2H/((1 − 2H)β(1 − 2H,H + 1/2))]1/2 a t > s.

2. Korelace mezi př́ır̊ustky
Pro H 6= 1/2 jsou př́ır̊ustky fBm korelované. Přesněji, kovariance mezi B(H)(t+h)−
B(H)(t) a B(H)(s + h) − B(H)(s), kde s + h ≤ t a t − s = nh, je

ρH(n) =
1

2
h2H [(n + 1)2H + (n − 1)2H − 2n2H ].

Speciálně, př́ır̊ustky typu B(H)(t + h) − B(H)(t) a B(H)(t + 2h) − B(H)(t + h) jsou
pozitivně korelované pro H > 1/2 a negativně korelované pro H < 1/2.
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3. Soběpodobnost
Pro každou hodnotu a > 0 maj́ı procesy (B(H)(at), t ≥ 0) a (aHB(H)(t), t ≥ 0) stejné
rozděleńı.

4. Hölderovská spojitost trajektoríı
Tato vlastnost bude zvláště d̊uležitá pro definováńı stochastického integrálu. Připo-
meňme, že funkce f : I → R, kde I ⊂ R je interval, je hölderovsky spojitá stupňe
0 < α ≤ 1 (α-hölderovská), jestliže

‖f‖α := sup
t∈I

|f(t)| + sup
t,s∈I

|f(t) − f(s)|

|t − s|α
< ∞.

Množinu α-Hölderovských funkćı na intervalu I znač́ıme Cα(I). Dále označme
Cβ−(I) =

⋂

0<α<β

Cα(I).

Věta 1.1. Necht’ H ∈ (0, 1). Existuje modifikace fBm, jej́ı̌z trajektorie jsou skoro
jistě α-Hölderovsky spojité pro každé 0 < α < H.

D̊ukaz.
Podle Kolmogorovova kriteria má proces X = (Xt)t∈R spojitou modifikaci, jestliže
existuj́ı konstanty α ≥ 1, β > 0 a k > 0 tak, že pro každý kompaktńı interval K ⊂ R

E[|X(t) − X(s)|α] ≤ k|t − s|1+β, t, s ∈ K,

a trajektorie této modifikace jsou lokálně γ-hölderovsky spojité pro každé γ ∈
(0, β/α).
Pro každé α > 0 máme

E

[

|B(H)(t) − B(H)(s)|α
]

= E

[

|B(H)(1)|α
]

|t − s|αH ,

takže podle Kolmogorovova kritéria dostáváme hölderovskou spojitost trajektoríı
B(H) řádu menš́ıho než H, tj. B(H) ∈ CH−([0, T ]) ∀T > 0.

�

2 Integrál po trajektoríıch (Stratonovič̊uv)

Stochastický integrál pro frakcionálńı Brown̊uv pohyb lze zavést r̊uznými zp̊usoby. Zde
budeme předpokládat, že hodnota Hurstova indexu H > 1/2, a definujeme integrál po
trajektoríıch pomoćı frakcionálńıho kalkulu, viz. např. [5], [2], Appendix B, a [6], kapitola
1 a 2.

Necht’ α ∈ (0, 1). Řekneme, že funkce f : [0, T ] → R má Weylovu derivaci Dα
0+f ,

Dα
0+f(t) =

1

Γ(1 − α)

(

f(t)

tα
+ α

∫ t

0

f(t) − f(λ)

(t − λ)α+1
dλ

)

,

jestliže integrál napravo existuje pro skoro všechna t ∈ (0, T ), kde Γ je Eulerova gamma
funkce. Analogicky definujeme Dα

T−f(t) jako

Dα
T−f(t) =

1

Γ(1 − α)

(

f(t)

(T − t)α
+ α

∫ T

t

f(t) − f(λ)

(t − λ)α+1
dλ

)

.
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Weylovy derivace jsou inverzemi k následuj́ıćım frakcionálńım integrál̊um. Předpo-
kládejme, že φ ∈ L1([0, T ]). Levostranný, resp. pravostranný frakcionálńı Riemann̊uv-
Liouvill̊uv integrál φ stupně α je definován pro skoro všechna t ∈ (0, T ) rovnost́ı

Iα
0+φ(t) =

1

Γ(α)

∫ t

0

(t − λ)α−1φ(λ) dλ,

resp.

Iα
T−φ(t) =

1

Γ(α)

∫ T

t

(t − λ)α−1φ(λ) dλ.

Předpokládejme, že f = Iα
0+φ, kde φ ∈ L1([0, T ]). Potom Weylova derivace f existuje

a Dα
0+f = φ. Podobný vztah plat́ı i pro pravostranný frakcionálńı integrál.
Necht’ W α,1(0, T ) je prostor měřitelných funkćı f : [0, T ] → R takových, že

|f |α,1 :=

∫ T

0

(

|f(s)|

sα
+

∫ s

0

|f(s) − f(λ)|

(s − λ)α+1
dλ

)

ds < ∞,

kde 0 < α < 1/2 je pevné. Dále necht’ g je spojitá funkce na [0, T ] taková, že Λα(g) < ∞,
kde

Λα(g) :=
1

Γ(1 − α)Γ(α)
sup

0<s<t<T

(

|g(t) − g(s)|

(t − s)1−α
+

∫ t

s

|g(λ) − g(s)|

(λ − s)2−α
dλ

)

.

Nyńı můžeme definovat zobecněný Stieltjes̊uv integrál
∫ T

0
f dg funkce f podle g jako

∫ T

0

f dg :=

∫ T

0

Dα
0+f(s)D1−α

T− gT−(s) ds,(2)

kde gT−(t) = g(t)− g(T ). Při výše uvedených předpokladech integrál
∫ T

0
f dg nezáviśı na

volbě α (se kterým f a g splňuj́ı výše uvedené předpoklady), integrál
∫ t

0
f dg existuje pro

všechna t ∈ [0, T ] a plat́ı
∫ t

0

f dg =

∫ T

0

f1(0,t) dg.

Nav́ıc plat́ı následuj́ıćı odhad

∣

∣

∣

∣

∫ t

0

f dg

∣

∣

∣

∣

≤ Λα(g)|f |α,1.

Následuj́ıćı lemma popisuje
∫

f dg coby funkci horńı meze v př́ıpadě, že f i g jsou
hölderovské funkce. Důkaz a daľśı detaily lze nalézt v [6], Lemma 2.1.9.

Lemma 2.1. Necht’ f ∈ Cα+ε([0, T ]), g ∈ C1−α+ε([0, T ]), 0 < ε < α ∧ (1 − α), a necht’

G(t) :=
∫ t

0
f dg. Potom G ∈ C1−α([0, T ]).

Poznámka
Integrál

∫

f dg v předchoźım lemmatu je dobře definován, nebot’ Cα+ε([0, T ]) ⊂ W α,1(0, T )
a Λα(g) < ∞ pro každou g ∈ C1−α+ε([0, T ]), ε > 0. Podrobnosti opět viz. [6].

Nyńı již můžeme definovat integrál podle B(H).
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Definice 2.1. Necht’ frakcionálńı Brown̊uv pohyb B(H) je definován na pravděpodobnost-
ńım prostoru (Ω,F , P) a necht’ Hurst̊uv index H ∈ (1/2, 1). Pro funkci f ∈ W α,1(0, T ),
kde α ∈ (1 − H, 1/2), budeme integrál

∫ T

0

f(s) d◦B(H)(s)

chápat ve smyslu definovaném rovnost́ı (2) po trajektoríıch, což má smysl, protože
Λ(B(H)) < ∞ P-s.j.

Právě definovaný integrál je integrálem Stratonovičova typu, nebo se také nazývá
symetrický integrál, a lze ho definovat limitou

lim
ε→0

1

2ε

∫ T

0

f(t)
[

B(H)(t + ε) − B(H)(t − ε)
]

dt,

pokud tato limita existuje v pravděpodobnosti.
Pro takto definovaný stochastický integrál plat́ı následuj́ıćı verze Itôovy formule, daľśı

podrobnosti a d̊ukaz lze nalézt v [6], Theorem 2.7.2, Theorem 2.7.3 a Remark 2.7.4.

Věta 2.1. Necht’ Y i
t =

∫ t

0
fi(s) dBHi

s , kde H1 = 1/2, Hi ∈ (1/2, 1), 2 ≤ i ≤ m − 1,

Y m
t =

∫ t

0
g(s) ds,

∫ t

0
f 2

1 (s) ds < ∞ s.j., fi ∈ Cβi [0, t] s.j. pro βi + Hi > 1,
∫ t

0
|g(s)| ds <

∞ s.j., F = F (t, x) : R+ × R
n → R, F ∈ C1(R+) × C2(R) × C1(Rn−1), integrály

∫ t

0

(

∂F
∂x1

(Zs)f1(s)
)2

ds,
∫ t

0
|∂F

∂t
(Zs)| ds,

∫ t

0
|∂

2F
∂x2

1

(Zs)|f
2
1 ds a

∫ t

0
| ∂F
∂xm

(Zs)g(s)| ds jsou konečné

skoro jistě, ∂F
∂xi

(Zs)fi ∈ Cγ[0, t] s.j. pro γ+Hi > 1 a každé t > 0, kde Zs = (s, Y 1
s , . . . , Y m

s ).
Potom

F (t, Y 1
t , . . . , Y m

t ) = F (0) +

∫ t

0

∂F

∂t
(Zs) ds +

∫ t

0

∂F

∂x1

(Zs)f1(s) dBH1

s

+
m−1
∑

i=2

∫ t

0

∂F

∂xi

(Zs)fi(s) d◦BHi

s +

∫ t

0

∂F

∂xm

(Zs)g(s) ds

+
1

2

∫ t

0

∂2F

∂x2
1

(Zs)f
2
1 (s) ds.(3)

Poznamenejme, že integál podle BH1 v rovnosti (3) je Itôovým integrálem, integrály
podle BH2 až BHm−1 jsou integrály z Definice 2.1.

V daľśım bude užitečný následuj́ıćı d̊usledek předchoźı věty:

Důsledek 2.1. Necht’ Yt =
∫ t

0
a(s) d◦BH

s +
∫ t

0
b(s) ds (předpoklady na a, resp. b, necht’ jsou

stejné jako na f2, resp. g, výše) a Y m je jako výše,
∫ t

0
|Y (s)g(s)| ds < ∞,

∫ t

0
|Y m(s)b(s)| ds

< ∞ a Y m(s)a(s) ∈ Cγ([0, t]) s.j., kde γ + H > 1, pak

YtY
m
t =

∫ t

0

Y (s)g(s) ds +

∫ t

0

Y m(s)b(s) ds +

∫ t

0

Y m(s)a(s) d◦BH(s).(4)

3 Rovnice a jej́ı řešeńı

Uvažujme rovnici

vt = F (v,Dv,D2v, . . .), t > 0, x ∈ R
d,(5)
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s počátečńı podmı́nkou v(0, x) = v0(x). Neznámou v rovnici (5) je funkce v = v(t, x),
funkce F je dána, vt = ∂v/∂t a Dkv je obecná k-tá derivace v podle x.

Dále uvažujme stochastickou verzi rovnice (5) pro neznámé náhodné pole u = u(t, x),
t > 0, x ∈ R

d:

du = F (u,Du,D2u, . . .)dt + u(f(t) d◦B(H)(t) + g(t) dt),(6)

se stejnou počátečńı podmı́nkou jako v (5), tj. u(0, x) = u0(x) = v0(x), kde f ∈
Cα+ε([0, T ]) ∀T > 0, 0 < ε < min{1 − α, α, H + α − 1}, a g ∈ L∞

loc(R+).

V daľśım budeme zkoumat vztah mezi řešeńımi rovnic (5) a (6). K tomu je potřeba
pojem řešeńı rovnice vhodně definovat.

Definice 3.1. Funkce v : R+×R
d → R je klasickým řešeńım rovnice (5) , jestlǐze splňuje:

1. v je spojitá,

2. všechny potřebné parciálńı derivace funkce v vzhledem k x existuj́ı a jsou spojité v
proměnné x a γ-hölderovsky spojité v proměnné t na [0, T ] ∀T > 0, kde γ > 1−H.

3. Je splněna rovnost

v(t, x) = v0(x) +

∫ t

0

F (v(s, x), Dv(s, x), D2v(s, x), . . .) ds

pro všechna (t, x) ∈ R+ × R
d.

Markovský čas τ v následuj́ıćı definici má význam předevš́ım v př́ıpadě, že řešeńı
př́ıslušné deterministické rovnice exploduje v konečném čase, v tom př́ıpadě má τ význam
např. času exploze.

Definice 3.2. Necht’ τ je markovský čas. Náhodné pole u = u(t, x) je klasickým řešeńım
rovnice (6), jestlǐze existuje množina Ω∗ ⊂ Ω, P(Ω∗) = 1, a na množině ((0, τ ]] =
{(t, x, ω) : t < τ(ω), ω ∈ Ω∗, x ∈ R

d} je splněno:

1. u je spojité v proměnné x a γ-hölderovsky spojité v proměnné t pro každé (t, x, ω) ∈
((0, τ ]], kde γ > 1 − H,

2. všechny potřebné parciálńı derivace u vzhledem k x existuj́ı a jsou spojité v proměnné
x a γ-hölderovsky spojité v proměnné t na [0, T ] ∀ 0 < T < τ , kde γ > 1 − H,

3. rovnost

u(t, x) = u0(x) +

∫ t

0

F (u(s, x), Du(s, x), . . .) ds +

∫ t

0

u(s, x)(f(s) d◦B(H)(s) + g(s) ds)

plat́ı pro všechna (t, x, ω) ∈ ((0, τ ]].

V daľśım se budeme zabývat pouze jistým typem diferenciálńı rovnice, tzv. homogenńı
rovnićı. Konkrétně to popisuje následuj́ıćı definice.
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Definice 3.3. Řekneme, že funkce F je homogenńı stupně m ≥ 1, jestlǐze ∀λ > 0 plat́ı

F (λx, λy, λz, . . .) = λmF (x, y, z, . . .).(7)

Řekneme, že rovnice (5) je homogenńı stupně m ≥ 1, jestlǐze funkce F je homogenńı
stupně m.

Definujme funkce

h(t) = exp
(

∫ t

0

g(s) ds +

∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s)
)

a H(t) =

∫ t

0

hm−1(s) ds.(8)

Proces h se nazývá geometrický frakcionálńı Brown̊uv pohyb a hraje kĺıčovou roli ve
vztahu řešeńı rovnic (5) a (6). Zřejmě h(0) = 1 a př́ımou aplikaćı Itôovy formule (3)
dostáváme, že proces h splňuje rovnost

h(t) = 1 +

∫ t

0

h(s)f(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

h(s)g(s) ds.

Plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 3.1. Předpokládejme, že funkce F v rovnici (5) je spojitá a homogenńı stupně m, a
necht’ funkce v = v(t, x) je klasickým řešeńım rovnice (5). Definujme funkci u vztahem

u(t, x) = h(t)v(H(t), x).(9)

Potom u je klasickým řešeńım rovnice (6).

D̊ukaz.
Necht’ v je klasickým řešeńım (5) a necht’ máme dán markovský čas τ . Dále pro t < τ(ω)
definujme funkce

h̃(t) := h(t) − h(0),

ṽ(t, x) := v(t, x) − v0(x)

a funkci H∗ : R+ × R
d → R+ × R

d, (t, x) 7→ (H(t), x). Vid́ıme, že plat́ı

h̃(t) =

∫ t

0

h(s)f(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

h(s)g(s) ds

a protože v řeš́ı (5), plat́ı také

v(t, x) = v0(x) +

∫ t

0

F (v,Dv,D2v, . . .)(s, x) ds

a

v(H(t), x) = v0(x) +

∫ H(t)

0

F (v,Dv,D2v, . . .)(s, x) ds

a
d

dt
v(H(t), x) = H ′(t)F (v ◦ H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(t, x),

neboli

ṽ(H(t), x) = v(H(t), x) − v0(x) =

∫ t

0

H ′(s)F (v ◦ H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(s, x) ds.
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Nyńı můžeme psát

u(t, x) = h(t)v(H(t), x) = (h̃(t) + h(0))(ṽ(H(t, x)) + v0(x))

= h(0)v(0, t) + h̃(t)ṽ(H(t), x) + h̃(t)v0(x) + ṽ(H(t), x)h(0)(10)

a chtěli bychom aplikovat Itôovou formuli (4) na součin h̃(t)ṽ(H(t), x). Vid́ıme, že jsme
v situaci Důsledku 2.1, kdy roli Y m(t) hraje ṽ(H(t), x) a Y (t) je h̃(t). Ověřme tedy
předpoklady Důsledku 2.1.

• Předpoklad

∫ t

0

|H ′(s)F (v ◦ H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(s, x)| ds < ∞ s.j.

plat́ı, nebot’:

X(t) =

∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s)

je s.j. (1 − α)-hölderovská podle Lemmatu 2.1, tud́ıž eX(t) je (1 − α)-hölderovská,

protože exponenciála má lokálně omezenou derivaci, a nakonec h(t) = eX(t)+
R

t

0
g(s) ds

je s.j. (1 − α)-hölderovská, protože e
R

t

0
g(s) ds má taktéž lokálně omezenou derivaci.

Z toho plyne, že H ′(t) = hm−1(t) je s.j. spojitá a tedy omezená na [0, t], a tedy
H ′(s)F (v ◦ H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(s, x) je integrovatelná, protože F (v ◦
H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(s, x) je integrovatelná, nebot’ H∗ je spojitá a v řeš́ı
(5).

• Předpoklad
∫ t

0

|ṽ(H(t), x)h(s)g(s)| ds < ∞ s.j.

plat́ı, protože všechny tři funkce v integrandu jsou s.j. omezené.

• Předpoklad

∫ t

0

|h̃(s)H ′(s)F (v ◦ H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(s, x)| ds < ∞ s.j.

plat́ı, protože h̃(t) je omezená a H ′(t)F (v ◦ H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(t, x)
integrovatelná s.j.

• Předpoklad
ṽ(H(t), x)h(t)f(t) ∈ Cγ([0, t]), γ + H > 1, s.j.

plat́ı, protože h ∈ C1−α([0, t]), f ∈ Cα+ε([0, t]), ṽ(H(s), x) má omezenou derivaci
s.j. a α + H > 1.

Ted’ můžeme na h̃(t)ṽ(H(t), x) použ́ıt Itôovu formuli (4) z Důsledku 2.1. Dostáváme

h̃(t)ṽ(H(t), x) =

∫ t

0

h̃(s)H ′(s)F (v ◦ H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(s, x) ds

+

∫ t

0

ṽ(H(s), x)h(s)g(s) ds +

∫ t

0

ṽ(H(s), x)h(s)f(s) d◦B(H)(s)

=

∫ t

0

hm(s)F (v ◦ H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(s, x) ds

9



− h(0)

∫ t

0

H ′(s)F (v ◦ H∗, D(v ◦ H∗), D2(v ◦ H∗), . . .)(s, x) ds

+

∫ t

0

v(H(s), x)h(s)g(s) ds − v0(x)

∫ t

0

h(s)g(s) ds

+

∫ t

0

v(H(s), x)h(s)f(s) d◦B(H)(s) − v0(x)

∫ t

0

h(s)f(s) d◦B(H)(s)

=

∫ t

0

F (u,Du,D2u, . . .)(s, x) ds − h(0)ṽ(H(t), x)

+

∫ t

0

u(s, x)g(s) ds − v0(x)h̃(s) +

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s),

přičemž v prvńı rovnosti se použil Důsledek 2.1, ve druhé se použila definice h̃ a ṽ a
rovnost H ′(s) = hm−1(s) a ve třet́ı rovnosti homogenita F , definice u, h̃ a ṽ.

Dosad́ıme-li právě spočtený výraz do rovnosti (10), dostáváme

u(t, x) = h(0)v(0, t) +

∫ t

0

F (u,Du,D2u, . . .)(s, x) ds − h(0)ṽ(H(t), x)

+

∫ t

0

u(s, x)g(s) ds − v0(x)h̃(s) +

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s) + h̃(t)v0(x)

+ ṽ(H(t), x)h(0)

= u0(x) +

∫ t

0

F (u,Du,D2u, . . .)(s, x) ds

+

∫ t

0

u(s, x)g(s) ds +

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s).

T́ımto jsme ověřili bod 3 z Definice 3.2. Body 1 a 2 plat́ı d́ıky Hölderovské spojitosti h a
H. Celkově dostáváme, že u je klasickým řešeńım rovnice (6).

�

Tvrzeńı předchoźı věty lze obrátit minimálně v př́ıpadě bilineárńı rovnice.

Věta 3.2. Předpokládejme, že funkce F v rovnici (5) je spojitá a homogenńı stupně 1, a
necht’ u je klasické řešeńı jej́ı stochastické verze (6). Potom funkce v definovaná vztahem

v(t, x) = z(t)u(t, x)

je klasickým řešeńım rovnice (5), kde z(t) = 1/h(t).

D̊ukaz.
Tvrzeńı se ukáže analogicky jako v předchoźı větě. Necht’ u je klasickým řešeńım (6), tj.
plat́ı

u(t, x) = u0(x)+

∫ t

0

[

F (u(s, x), Du(s, x), . . .)+u(s, x)g(s)
]

ds+

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s).

Pomoćı Itôovy formule (3) aplikované na proces z(t) = p(t,X(t)), kde

p(t, x) = e−x−
R

t

0
g(s) ds

a stejně jako ve Větě 3.1

X(t) =

∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s),
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dostáváme

z(t) = 1 −

∫ t

0

z(s)g(s) ds −

∫ t

0

z(s)f(s) d◦B(H)(s).

Nyńı definujme funkce z̃(t) = z(t) − z(0) a ũ(t, x) = u(t, x) − u0(x) a pǐsme

v(t, x) = z(t)u(t, x) = (z̃(t) + z(0))(ũ(t, x) + u0(x))

= z̃(t)ũ(t, x) + z(0)ũ(t, x) + z̃(t)u0(x) + u0(x)z(0)(11)

a z̃(t)ũ(t, x) = z1(t)ũ(t, x) + z2(t)ũ(t, x), kde

z1(t) = −

∫ t

0

z(s)g(s) ds a z2(t) = −

∫ t

0

z(s)f(s) d◦B(H)(s).

Na součin z1(t)ũ(t, x) aplikujeme Itôovu formuli (4) z Důsledku 2.1, přičemž roli Y má ũ
a Y m je z1, a dostaneme

z1(t)ũ(t, x) =

∫ t

0

z1(t)
[

F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)
]

ds

+

∫ t

0

z1(s)u(s)f(s) d◦B(H)(s) −

∫ t

0

ũ(t, x)z(s)g(s) ds.

Na součin z2(t)ũ(t, x) aplikujeme Itôovu formuli (3) z Věty 2.1 následuj́ıćım zp̊usobem:
z2(t)ũ(t, x) = p(Y 2(t), Y 3(t), Y m(t)), kde

p(y2, y3, ym) = −y2(y3 + ym),
∂p

∂y2

(y2, y3, ym) = −(y3 + ym),
∂p

∂y3

(y2, y3, ym) = −y2,

∂p

∂ym

(y2, y3, ym) = −y2, Y 2(t) = −z2(t), Y 3(t) =

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s)

a

Y m(t) =

∫ t

0

[

F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)
]

ds.

Dostáváme

z2(t)ũ(t, x) = −

∫ t

0

(Y 3(s) + Y m(s))z(s)f(s) d◦B(H)(s) −

∫ t

0

Y 2(s)u(s)f(s) d◦B(H)(s)

−

∫ t

0

Y 2(s)
[

F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)
]

ds

= −

∫ t

0

ũ(s, x)z(s)f(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

z2(s)u(s, x)f(s) d◦B(H)(s)

+

∫ t

0

z2(s)
[

F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)
]

ds.

Dále

z̃(t)ũ(t, x) = z1(t)ũ(t, x) + z2(t)ũ(t, x)

=

∫ t

0

z̃(s)u(s, x)f(s) d◦B(H)(s) −

∫ t

0

ũ(s, x)z(s)f(s) d◦B(H)(s)

+

∫ t

0

z̃(s)
[

F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)
]

ds
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−

∫ t

0

ũ(s)z(s)g(s) ds

=

∫ t

0

{

(z(s) − z(0))u(s)f(s) − (u(s, x) − u0(x))z(s)f(s)
}

d◦B(H)(s)

+

∫ t

0

{

(z(s) − z(0))
[

F (u(s, x), Du(s, x), . . .) + u(s, x)g(s)
]

−(u(s, x) − u0(x))z(s)g(s)

}

ds

= −z(0)

∫ t

0

u(s, x)f(s) d◦B(H)(s) + u0(x)

∫ t

0

f(s)z(s) d◦B(H)(s)

+

∫ t

0

z(s)F (u(s, x), Du(s, x), . . .) ds + u0(x)

∫ t

0

z(s)g(s) ds

− z(0)

{
∫ t

0

F (u(s, x), Du(s, x), . . .) ds +

∫ t

0

u(s, x)g(s) ds

}

=

∫ t

0

F (v(s, x), Dv(s, x), . . .) ds − u0(x)z̃(t) − z(0)ũ(t, x)

a dosad́ıme-li právě spočtený výraz do (11), dostáváme konečně

v(t, x) =

∫ t

0

F (v(s, x), Dv(s, x), . . .) ds − u0(x)z̃(t) − z(0)ũ(t, x)

+ z(0)ũ(t, x) + z̃(t)u0(x) + u0(x)z(0)

=

∫ t

0

F (v(s, x), Dv(s, x), . . .) ds + v0(x),

tedy v splňuje rovnost (5) a bod 3 z Definice 3.1 Předpoklady pro použit́ı Itôovy formule
podle Věty 2.1 a Důsledku 2.1 se ověř́ı zcela analogicky jako v d̊ukaze Věty 3.1. Platnost
bod̊u 1 a 2 Definice 3.1 plyne př́ımo z bod̊u 1 a 2 Definice 3.2 a spojitosti z.

�

4 Stochastická rovnice porézńıho prostřed́ı

Zvláštńı zájem budeme věnovat následuj́ıćı rovnici

vt(t, x) = ∆vm(t, x), t > 0,(12)

kde vt = ∂v/∂t, m ∈ N, m > 1 a ∆ je Laplace̊uv operátor.
Stejně jako v předchoźı sekci uvažujme stochastickou verzi rovnice (12):

du(t, x) = ∆um(t, x) dt + u(t, x)(f(t) d◦B(H)(t) + g(t) dt), t > 0, x ∈ R
d.(13)

Budeme zkoumat vztah mezi řešeńımi těchto dvou rovnic, ovšem nyńı již nebudou
uvažovaná řešeńı nutně klasická. Řešeńı deterministické rovnice definujeme následuj́ıćım
zp̊usobem:

Definice 4.1. Nezáporná funkce v = v(t, x) se nazývá řešeńı rovnice (12), jestlǐze pro
každou hladkou funkci ϕ = ϕ(x) s kompaktńım nosičem plat́ı pro všechny t > 0 rovnost

(v, ϕ)(t) = (v0, ϕ) +

∫ t

0

(vm, ∆ϕ)(s) ds,
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kde

(v, ϕ)(t) =

∫

Rd

v(t, x)ϕ(x) dx,

a funkce t 7→ (vm, ϕ)(t) je γ-Hölderovsky spojitá na [0, T ] ∀T > 0, kde γ > 1 − H.

Analogicky řešeńı stochastické rovnice:

Definice 4.2. Necht’ τ je markovský čas. Nezáporné náhodné pole u = u(t, x) se nazývá
řešeńı rovnice (13), jestlǐze existuje množina Ω∗ ⊂ Ω, P(Ω∗) = 1, a na množině ((0, τ ]] =
{(t, ω) : t < τ(ω), ω ∈ Ω∗} plat́ı pro každou hladkou funkci ϕ = ϕ(x) s kompaktńım
nosičem pro všechny (t, ω) ∈ ((0, τ ]] rovnost

(u, ϕ)(t) = (u0, ϕ) +

∫ t

0

(um, ∆ϕ)(s) ds +

∫ t

0

(u, ϕ)(s)(f(s) d◦B(H)(s) + g(s) ds),

(14)

kde

(u, ϕ)(t) =

∫

Rd

u(t, x)ϕ(x) dx.

Mezi řešeńımi rovnic (12) a (13) plat́ı stejný vztah jako pro klasická řešeńı.

Věta 4.1. Necht’ v je řešeńım rovnice (12). Pak náhodné pole u dané vztahem

u(t, x) = v(H(t), x)h(t),(15)

kde h a H jsou dány v (8), je řešeńım rovnice (13).

D̊ukaz.
Důkaz prob́ıhá stejně jako d̊ukaz Věty 3.1. Necht’ v je řešeńım (12) a necht’ τ je markovský
čas, t < τ(ω) a ϕ = ϕ(x) je hladká funkce s kompaktńım nosičem. Definujme funkce

h̃(t) := h(t) − h(0),

ṽ(t, x) := v(t, x) − v0(x)

a funkci H∗ : R+ × R
d → R+ × R

d, (t, x) 7→ (H(t), x). Vid́ıme, že plat́ı

h̃(t) =

∫ t

0

h(s)f(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

h(s)g(s) ds

a protože v řeš́ı (12), plat́ı také

(ṽ ◦ H∗, ϕ)(t) =

∫ H(t)

0

(vm, ∆ϕ)(s) ds =

∫ t

0

hm−1(s)(vm, ∆ϕ)(s) ds.

Můžeme psát

(u, ϕ)(t) = h(t)(v ◦ H∗)(t) = h(0)(v0, ϕ) + h̃(t)(ṽ, ϕ)(t) + h̃(t)(v0, ϕ) + h(0)(ṽ, ϕ)(t)

a na součin h̃(t)(ṽ, ϕ)(t) použ́ıt Itôovu formuli (4) z Důsledku 2.1 a dostaneme

h̃(t)(ṽ, ϕ)(t) =

∫ t

0

h̃(s)hm−1(s)(vm ◦ H∗, ∆ϕ)(s) ds +

∫ t

0

(ṽ, ϕ)(s)h(s)g(s) ds
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+

∫ t

0

(ṽ, ϕ)(s)h(s)f(s) d◦B(H)(s)

=

∫ t

0

hm(s)(vm ◦ H∗, ∆ϕ)(s) ds − h(s)(ṽ, ϕ)(t) +

∫ t

0

(v, ϕ)(s)h(s)g(s) ds

− (v0, ϕ)

∫ t

0

h(s)g(s) ds +

∫ t

0

(v, ϕ)(s)h(s)f(s) d◦B(H)(s)

− (v0, ϕ)

∫ t

0

h(s)f(s) d◦B(H)(s)

=

∫ t

0

(um, ∆ϕ)(s) ds +

∫ t

0

(u, ϕ)(s)g(s) ds +

∫ t

0

(u, ϕ)(s)f(s) d◦B(H)(s)

− h(0)(ṽ(t), ϕ) − (v0, ϕ)h̃(t).

Dosad́ıme-li za h̃(t)(ṽ, ϕ)(t) zpátky, dostáváme

(u, ϕ)(t) = (u0, ϕ) +

∫ t

0

(um, ∆ϕ)(s) ds +

∫ t

0

(u, ϕ)(s)g(s) ds +

∫ t

0

(u, ϕ)(s)f(s) d◦B(H)(s).

Ověřeńı předpoklad̊u Důsledku 2.1 proběhne stejně jako v d̊ukazu Věty 3.1 s t́ım, že roli
ṽ(H(t), x) hraje (ṽ ◦ H∗, ϕ)(t).

�

5 Př́ıklady

5.1 Barenblattovo řešeńı

V této sekci budeme studovat některé vlastnosti řešeńı rovnice (13). Barenblattovým
řešeńım rovnice Ut = ∆(Um) je funkce

U [BT ](t, x; b) =
1

tα

(

max
(

0, b −
m − 1

2m
β
|x|2

t2β

))1/(m−1)

, t > 0, x ∈ R
d,(16)

kde b > 0 a

β =
1

(m − 1)d + 2
, α = βd.

Je to d̊uležité řešeńı, které má mnohé zaj́ımavé vlastnosti, jejichž podrobněǰśı popis lze
nalézt např. v [1], [3], [7] nebo [4]. My zde budeme potřebovat předevš́ım následuj́ıćı
vlastnosti, prvńı je z [1], druhá z [3]:

• Celková hmota řešeńı M , definovaná jako M =
∫

Rd U [BT ](t, x; b) dx, nezáviśı na t a
je jednoznačně určena hodnotou parametru b, plat́ı

M := Mb = b1/(2β(m−1))
(m − 1

2πm
β
)−d/2 Γ( m

m−1
)

Γ( m
m−1

+ d)
,

kde Γ je gamma funkce.

• Necht’ U [BT ](t, x; b) je Barenblattovo řešeńı s hmotou Mb a U(t, x) je libovolné řešeńı
rovnice (12) ve smyslu Definice 4.1 s

∫

Rd U(0, x) = Mb. Potom

tβd|U(t, x) − U [BT ](t, x; b)| → 0, t → ∞,
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stejnoměrně vzhledem k x na množinách tvaru

{(t, x) ∈ R
d × R+ : |x| ≤ Ctβ},

kde C > 0.

Řešeńı U [BT ] splňuje předpoklady Věty 4.1, a proto náhodné pole u[BT ] = u[BT ](t, x; b) =
h(t)U [BT ](H(t), x; b) je řešeńım rovnice (13). Má následuj́ıćı vlastnosti:

• Středńı hodnota hmoty řešeńı u[BT ] je

E

∫

Rd

u[BT ](t, x; b) dx = Eh(t)

∫

Rd

U [BT ](H(t), x; b) dx = Mb Eh(t)

= Mb E exp
(

∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s) +

∫ t

0

g(s) ds
)

= Mbe
R

t

0
g(s) ds

E exp
(

∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s)
)

= Mb exp
{

∫ t

0

g(s) ds

+
1

2
H(2H − 1)

∫ t

0

∫ t

0

f(u)f(v)|u − v|2H−2 du dv
}

,

protože, podle knihy [2], Theorem 5.5.1 a Lemma 3.1.3, je
∫ t

0
f(s) d◦B(H)(s) cen-

trovaná gaussovská náhodná veličina s rozptylem

H(2H − 1)

∫ t

0

∫ t

0

f(u)f(v)|u − v|2H−2 du dv,

a tud́ıž

E exp
(

∫ t

0

f(s) d◦B(H)(s)
)

= exp
{1

2
H(2H −1)

∫ t

0

∫ t

0

f(u)f(v)|u− v|2H−2 du dv
}

.

• Asymptotické chováńı některých řešeńı popisuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.1. Necht’ lim
t→∞

H(t) = ∞ s pravděpodobnost́ı 1. Necht’ U(t, x) je takovým

řešeńım rovnice (12), že plat́ı
∫

Rd

u0(x) dx = Mb

a u(t, x) je jemu odpov́ıdaj́ıćı řešeńı rovnice (13), tj. u(t, x) = h(t)U(H(t), x), potom

∀x ∈ R
d lim

t→∞

(H(t))βd

h(t)
|u(t, x) − u[BT ](t, x; b)| = 0 s.j.

D̊ukaz.
Plat́ı

lim
t→∞

(H(t))βd

h(t)
|u(t, x) − u[BT ](t, x; b)|

= lim
t→∞

(H(t))βd

h(t)
h(t)|U(H(t), x) − U [BT ](H(t), x; b)|

= lim
t→∞

(H(t))βd|U(H(t), x) − U [BT ](H(t), x; b)|

s.j.
= lim

t→∞
tβd|U(t, x) − U [BT ](t, x; b)| = 0,

přičemž posledńı rovnost plyne z vlastnost́ı řešeńı deterministické rovnice.
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