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Abstrakt. Práce se zabývá problémem regularity pro Lagrangeovy rovnice podrobené

vazbám tvaru systému obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu. Pohybové rov-

nice takovýchto systémů se vyskytuj́ı v řadě zejména technických aplikaćı a aplikaćı ve

fyzi-ce (tzv. neholonomńı klasická mechanika). Donedávna neexistovala matematická te-

orie popisuj́ıćı neholonomńı mechanické systémy a jejich vlastnosti. Zejména bylo známo,

že variačńı systém, který je regulárńı (tj. Cauchyho úloha pro jeho pohybové rovnice má

jednoznačně určené řešeńı), se v př́ıpadě vazby může stát neregulárńım (existence a jedno-

značnost řešeńı pro dané počátečńı podmı́nky neńı garantovaná). V této práci studujeme

regularitu variačńıch systémů klasické mechaniky podrobených neholonomńım vazbám,

které jsou afinńı a kvadratické v rychlostech. Využ́ıváme k tomu výsledky nedávno pub-

likované geometrické teorie neholonomně vázaných systémů, kde je vázaný systém mode-

lován pomoćı diferenciálńıch rovnic druhého řádu na podvarietě prvńıho jetového prod-

loužeńı fibrované variety. Dokazujeme, že libovolná vazba, která je afinńı funkćı rychlost́ı,

vede k regulárńım pohybovným rovnićım na vazebné podvarietě. Výsledkem práce je také

zjǐstěńı, že u vazeb kvadratických v rychlostech již podobné tvrzeńı neplat́ı; provád́ıme

klasifikaci těchto vazeb z hlediska regularity vázaného systému.

1 Úvod

V této práci se zabýváme Lagrangeovými systémy, jejichž pohyb je podroben neholonom-

ńım vazbám, tj. omezeńım na polohy a rychlosti, které se mohou v čase měnit. Tyto

mechanické systémy vykazuj́ı řadu podivných vlastnost́ı a zejména v posledńıch asi 15

letech jsou intenźıvně studovány. V současné době již existuje matematická teorie, která

umožnuje tyto systémy popsat a jejich chováńı pochopit a předv́ıdat (viz např. [1, 3,

4, 6, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 15]). Matematický popis je založen na geometrickém chápáńı

Lagrangeových systémů a neholonomńıch vazeb jako objekt̊u a podvariet v prostorech jet̊u
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fibrovaných variet. Původńı heuristické Chetaevovy pohybové rovnice [2] jsou nahrazeny

tzv. redukovanými rovnicemi [6, 12], které popisuj́ı dynamiku př́ımo na vázané varietě.

Tento př́ıstup také umožňuje studovat neholonmńı systémy efektivńımi geometrickými

metodami.

Zde se zabýváme problémem regularity neholonomně vázaných systémů. Regulárńı jsou

takové pohybové rovnice, které lze lokálně reprezentovat jediným hladkým vektorovým

polem druhého řádu (semisprayem) [7]. Z hlediska dynamiky to znamená, že Cauchyho

počátečńı úloha má právě jedno maximálńı řešeńı. Regularita neholonomńıch systémů

je zat́ım jen málo prozkoumaná, je např́ıklad známo, že regulárńı Lagrange̊uv systém se

někdy vazbou může stát neregulárńım a naopak. Naš́ım ćılem je prozkoumat regularitu

v př́ıpadech, který se v aplikaćıch vyskytuje nejčastěji, a to pro “klasické” mechanické

systémy v trojrozměrném konfiguračńım prostoru, kdy Lagrangián má tvar rozd́ılu kine-

tické a potenciálńı energie a vazby jsou lineárńı (afinńı) nebo kvadratické v rychlostech.

Dokazujeme, že libovolná vazba, která je afinńı funkćı rychlost́ı, vede k regulárńım po-

hybovným rovnićım na vazebné podvarietě. Výsledkem práce je také zjǐstěńı, že u vazeb

kvadratických v rychlostech již podobné tvrzeńı neplat́ı; provád́ıme klasifikaci těchto vazeb

z hlediska regularity vázaného systému.

2 Základńı struktury

Definice a označeńı v této kapitole jsou standardńı (viz např.[7],[14]). Budeme pracovat

s fibrovanou varietou π : Y → X, jej́ıž báze X je 1-rozměrná a dimenze fibru je m (tzn.

dim Y = m+1). Prvńı a druhé jetové prodloužeńı fibrované variety π jsou π1 : J1Y → X,

π2 : J2Y → X. Kanonické projekce označujeme πr,s : JrY → JsY, r > s = 0, 1, 2.

Připomı́náme, že varieta J1Y je definovaná jako

J1Y =
⋃
x∈X

J1
xγ,

kde J1
xγ prob́ıhá všechny 1-jety všech řez̊u variety X jdoućı bodem x.

Souřadnice na X budeme označovat (t), na Y (t, qσ), 1 ≤ σ ≤ m, a na J1Y (t, qσ, q̇σ), 1 ≤
σ ≤ m. Budeme použ́ıvat standardńı sumačńı konvenci (sč́ıtáńı přes dvojici stejných

index̊u v poloze dolńı a horńı).

Důležitou strukturou na varietě J1Y jsou kontaktńı formy. Diferenciálńı forma η na J1Y se

nazývá kontaktńı, jestliže J1γ∗η = 0 pro každý řez γ variety π : Y → X. Ideál kontaktńıch

forem ve vněǰśı algebře je lokálně generován lineárńımi formami ωσ = dqσ− q̇σ dt. Budeme

použ́ıvat i kontaktńı strukturu na J2Y generovanou ωσ a ω̇σ = dq̇σ − q̈σ dt.

Distribuce na J1Y je definována jako zobrazeńı, které každému bodu z ∈ J1Y přǐrad́ı

tečný vektor z vektorového prostoru TzJ
1Y .

Lagrangeovou funkci označme L, Lagrangián je diferenciálńı forma λ = Ldt. Každý

Lagrangián má jednoznačně určený Lepage̊uv ekvivalent [5], který se označuje θλ a nazývá
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se Cartanova forma. Plat́ı

θλ = Ldt +
∂L

∂q̇σ
ωσ.

Je známo, že extremály Lagrangiánu λ jsou řezy γ fibrované variety π splňuj́ıćı podmı́nku

J1γ∗iξdθλ = 0

pro každé vertikálńı vektorové pole ξ na J1Y [5]. Uvedené rovnice se nazývaj́ı Eulerovy-

Lagrangeovy rovnice. Ve fibrovaných souřadnićıch maj́ı tvar

∂L

∂qσ
− d

dt

∂L

∂q̇σ
= 0, 1 ≤ σ ≤ m,

a jsou to obyčejné diferencilńı rovnice 2. řádu pro řezy γ.

Neholonomńı vazbou rozumı́ne dvojici (Q,C), kde Q představuje podvarietu π1,0|Q : Q →
Y fibrované variety π1,0 : J1Y → Y a C je distribuce na Q, nazývaná kanonická distribuce,

jej́ı generátory uvád́ıme ńıže. Dále označme ι : Q → J1Y kanonické vložeńı. Podvarietu Q

lze popsat rovnicemi f i = 0, 1 ≤ i ≤ k, kde hodnost matice rank
(

∂f i

∂q̇σ

)
= k ≤ m−1 udává

kodimenzi podvariety Q. Rovnice vazby Q lze vyjádřit ekvivalentně v tzv. normálńım

tvaru1

q̇m−k+a = ga
(
t, qσ, q̇1, . . . , q̇m−k

)
, 1 ≤ a ≤ k.

Kanonická distribuce C [6] je pak anihilována diferenciálńımi 1-formami tvaru

ϕa = ωm−k+a − ∂ga

∂q̇l
ωl, 1 ≤ a ≤ k.

Ideál generovaný těmito formami se nazývá vazebný ideál a označuje se I(C0).

Necht’ λ je Lagrangián na J1Y a Q ⊂ J1Y je neholonomńı vazba. Vázaným Lagrangeovým

systémem [8] rozumı́me tř́ıdu ekvivalence [ι∗dθλ], kde relace ekvivalence je definována

takto:

α1 ∼ α2 ⇔ α1 = α2 + ϕ, ϕ ∈ I(C0).

Vázané extremály jsou řešeńı rovnic J1γ∗iζα = 0, kde ζ prob́ıhá generátory kanonické

distribuce a α je libovolný reprezentant tř́ıdy ekvivalence [ι∗dθλ] [6] (v souřadićıch viz též

[12]). Tyto rovnice se nazývaj́ı redukované pohybové rovnice. Jak bylo ukázáno, struktura

řešeńı redukovaných rovnic je dána charakteristickou distribućı 2-formy α [6]. Řekneme, že

vázaný Lagrange̊uv systém [ι∗dθλ] je regulárńı, jestliže charakteristická distribuce 2-formy

ι∗dθλ má hodnost 1 (tj. je lokálně generována jediným vektorovým polem) [6]. Podmı́nka

regularity má ve fibrovaných souřadnićıch tvar [6, 8, 1]

(1) det

(
∂2(L ◦ ι)

∂q̇l∂q̇s
−
(

∂L

∂q̇m−k+a
◦ ι

)
∂2ga

∂q̇l∂q̇s

)
6= 0.

V tom př́ıpadě každým bodem prostoru Q procháźı právě jeden maximálńı řez.

1Neholonomńı vazby jsou popsány systémy obyčejných diferenciálńıch rovnic 1.̌rádu, záviśı tedy na
souřadnićıch času, prostoru i rychlostech. Vazby, které jsou na rychlostech nezávislé, se nazývaj́ı holonomńı
(tvoř́ı podvarietu v Y ).
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3 Regularita klasických neholonomně vázaných Lagran-

geových systémů

Budeme uvažovat klasické mechanické systémy v tř́ırozměrném konfiguračńım prostoru,

tj. dimenze báze fibrované variety je jedna, dimenze fibru je tři, Lagrangeova funkce je ve

tvaru rozd́ılu kinetické a potenciálńı energie: L = T − V . Označme t souřadnici na bázi

X a (t, q1, q2, q3) souřadnice v totálńım prostoru Y , potom souřadnice v prvńım jetovém

prodloužeńı J1Y uvažované fibrované variety jsou (t, q1, q2, q3, q̇1, q̇2, q̇3).

Jak jsme viděli výše, podmı́nka regularity záviśı na Lagrangeově funkci, ale také na

vazbách systému. V následuj́ıćım textu budeme hledat vazby, pro které jsou klasické

mechanické systémy na vazbě regulárńı. Vyšetř́ıme vazby afinńı v rychlostech a vazby

ve tvaru polynomu druhého stupně v rychlostech. Uvažované mechanické systémy jsou

určeny Lagrangiánem

(2) L = T − V =
1

2
mv2 − V (t, qσ) =

1

2
m[(q̇1)2 + (q̇2)2 + (q̇3)2]− V (t, q1, q2, q3).

Věta 1

Necht’ λ = Ldt je Lagrangián (2) a vazba Q je dána jednou rovnićı afinńı v rychlostech

Q : q̇3 = g(t, q1, q2, q3, q̇1, q̇2) = Aq̇1 + Bq̇2 + C,

kde A, B, C jsou konstanty nebo funkce souřadnic (t, q1, q2, q3). Pak každý vázaný systém

[ι∗dθλ] je regulárńı.

Důkaz 1

Ověřujeme regularitu pro vazbu

Q : q̇3 = g(t, q1, q2, q3, q̇1, q̇2) = Aq̇1 + Bq̇2 + C,

kde A, B, C jsou konstanty nebo funkce souřadnic (t, q1, q2, q3). V tom př́ıpadě plat́ı:

L ◦ ι =
1

2
m[(q̇1)2 + (q̇2)2 + (Aq̇1 + Bq̇2 + C)2]− V (t, q1, q2, q3)

=
1

2
m[(1 + A2)(q̇1)2 + (1 + B2)(q̇2)2 + 2ABq̇1q̇2 + 2ACq̇1 + 2BCq̇2 + C2]

− V (t, q1, q2, q3),

∂2(L ◦ ι)

(∂q̇1)2
=

1

2
m

∂

∂q̇1

(
2(1 + A2)q̇1 + 2ABq̇2 + 2AC

)
= m(1 + A2),

∂2(L ◦ ι)

(∂q̇2)2
=

1

2
m

∂

∂q̇2

(
2(1 + B2)q̇2 + 2ABq̇1 + 2BC

)
= m(1 + B2),

∂2(L ◦ ι)

∂q̇1∂q̇2
=

1

2
m 2AB = mAB.
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Zbývaj́ıćı část výrazu v determinantu (1) bude nulová, protože v ńı vystupuj́ı druhé

parciálńı derivace podle rychlost́ı zobrazeńı g, které je však v rychlostech afinńı. Dostáváme

tedy

det

(
∂2(L ◦ ι)

∂q̇l∂q̇s

)
= m2 det

(
1 + A2 AB

AB 1 + B2

)
= m2[(1 + A2)(1 + B2)− (AB)2]

= m2(1 + A2 + B2) > 0.

Vid́ıme, že determinant je nenulový vždy, proto libovolná vazba určená jednou rovnićı

afinńı v rychlostech je regulárńı.

Věta 2

Necht’ λ = Ldt je Lagrangián (2) a vazba Q je daná dvěma rovnicemi afinńımi v rychlostech

Q : q̇2 = g1(t, q1, q2, q3, q̇1) = Aq̇1 + B,

q̇3 = g2(t, q1, q2, q3, q̇1) = Cq̇1 + D,

kde A, B, C,D jsou konstanty nebo funkce souřadnic (t, q1, q2, q3). Pak každý vázaný systém

[ι∗dθλ] je regulárńı.

Důkaz 2

Rovnice vazby jsou ve tvaru

Q : q̇2 = g1(t, q1, q2, q3, q̇1) = Aq̇1 + B,

q̇3 = g2(t, q1, q2, q3, q̇1) = Cq̇1 + D,

kde A, B, C,D jsou konstanty nebo funkce souřadnic (t, q1, q2, q3). A tak pro členy vystu-

puj́ıćı v podmı́nce regularity dostáváme:

L ◦ ι =
1

2
m[(q̇1)2 + (Aq̇1 + B)2 + (Cq̇1 + D)2]− V (t, q1, q2, q3) =

=
1

2
m[(1 + A2 + C2)(q̇1)2 + (2AB + 2CD)q̇1 + B2 + D2]− V (t, q1, q2, q3)

∂2(L ◦ ι)

(∂q̇1)2
=

1

2
m

∂

∂q̇1

(
2(1 + A2 + C2)q̇1 + 2AB + 2CD

)
= m(1 + A2 + C2)

Analogicky jako v předešlém př́ıpadě se uplatńı jen prvńı výraz v determinantu.

Matice má pouze jeden prvek, ten je současně jej́ım determinantem, a je vždy nenulový:

det

(
∂2(L ◦ ι)

∂q̇l∂q̇s

)
= m det

(
1 + A2 + C2

)
= m(1 + A2 + C2) > 0.

Dokázali jsme tak, že podmı́nka regularity je splněna i pro každou vazbu danou dvěma

rovnicemi afinńımi v rychlostech.
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Nyńı budeme studovat vazbu danou rovnićı

Q : A(q̇1)2 + B(q̇2)2 + C(q̇3)2 = k,

kde A, B, C jsou konstanty nebo funkce souřadnic (t, q1, q2, q3) a k je konstanta. Vyděĺıme-

li rovnici C a zavedeme-li nové koeficienty E = −A
C
, F = −B

C
, K = − k

C
, lze rovnici vazby

zapsat v normálńım tvaru:

Q : q̇3 = g(t, q1, q2, q3, q̇1, q̇2) =
√

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K,

kde E, F, K jsou konstanty nebo funkce souřadnic (t, q1, q2, q3).

Věta 3

Necht’ λ = Ldt je Lagrangián (2) a vazba Q je dána jednou rovnićı

Q : q̇3 = g(t, q1, q2, q3, q̇1, q̇2) =
√

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K,

kde E, F, K jsou konstanty nebo funkce souřadnic (t, q1, q2, q3).

Vázaný systém [ι∗dθλ] je regulárńı, právě když vazba splňuje podmı́nky

E 6= 0,−1,

F 6= 0,−1,

K 6= 0.

Důkaz 3

Pro tuto vazbu sestav́ıme podmı́nku regularity. Na rozd́ıl od afinńıch vazeb, zde se uplatńı

všechny členy z obecného vzorce pro regularitu.

L ◦ ι =
1

2
m[(q̇1)2 + (q̇2)2 + E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K]− V (t, q1, q2, q3)

=
1

2
m[(1 + E)(q̇1)2 + (1 + F )(q̇2)2 + K]− V (t, q1, q2, q3),

∂2(L ◦ ι)

(∂q̇1)2
=

1

2
m

∂

∂q̇1

(
2(1 + E)q̇1

)
= m(1 + E),

∂2(L ◦ ι)

(∂q̇2)2
=

1

2
m

∂

∂q̇2

(
2(1 + F )q̇2

)
= m(1 + F ),

∂2(L ◦ ι)

∂q̇1∂q̇2
= 0,

∂L

∂q̇3
= mq̇3,

∂L

∂q̇3
◦ ι = m

√
E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K,
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∂2g

(∂q̇1)2
=

∂

∂q̇1

(
[E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K]−

1
2 Eq̇1

)
= −[E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K]−

3
2 Eq̇1Eq̇1 + [E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K]−

1
2 E

=
E√

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K
3 (F (q̇2)2 + K),

∂2g

(∂q̇2)2
=

∂

∂q̇2

(
E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K)−

1
2 F q̇2

)
=

F√
E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K

3 (E(q̇1)2 + K),

∂2g

∂q̇1∂q̇2
= −(E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K)−

3
2 Eq̇1F q̇2 =

−EF q̇1q̇2√
E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K

3 .

Členy matice, jej́ıž determinant poč́ıtáme, budou:

∂2(L ◦ ι)

(∂q̇1)2
−
(

∂L

∂q̇3
◦ ι

)
∂2g

(∂q̇1)2
= m

[
(1 + E)− E(F (q̇2)2 + K)

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K

]
=

= m
E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K + E2(q̇1)2

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K
=

= m

[
1 +

E2(q̇1)2

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K

]
∂2(L ◦ ι)

(∂q̇2)2
−
(

∂L

∂q̇3
◦ ι

)
∂2g

(∂q̇2)2
= m

[
(1 + F )− F (E(q̇1)2 + K)

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K

]
=

= m
E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K + F 2(q̇2)2

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K
=

= m

[
1 +

F 2(q̇2)2

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K

]
∂2(L ◦ ι)

∂q̇1∂q̇2
−
(

∂L

∂q̇3
◦ ι

)
∂2g

∂q̇1∂q̇2
= m

EFq̇1q̇2

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K
,

m2 det

(
1 + E2(q̇1)2

E(q̇1)2+F (q̇2)2+K
EFq̇1q̇2

E(q̇1)2+F (q̇2)2+K
EFq̇1q̇2

E(q̇1)2+F (q̇2)2+K
1 + F 2(q̇2)2

E(q̇1)2+F (q̇2)2+K

)
= m2

[
1 +

E2(q̇1)2 + F 2(q̇2)2

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K

]
.

V determinantu je m2 6= 0, tedy determiant by se rovnal nule, kdyby

1 +
E2(q̇1)2 + F 2(q̇2)2

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K
= 0,

tj. kdyby

E2(q̇1)2 + F 2(q̇2)2 + E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K = 0,

E(1 + E)(q̇1)2 + F (1 + F )(q̇2)2 + K = 0.
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Aby tato rovnice platila pro libovolná q̇1, q̇2, muśı se rovnat nule všechny koeficienty, tedy:

K = 0

E = 0 ∨ E = −1

F = 0 ∨ F = −1.

Odtud plyne, že regulárńı vazby jsou:

Q : q̇3 = g(t, q1, q2, q3, q̇1, q̇2) =
√

E(q̇1)2 + F (q̇2)2 + K,

E 6= 0,−1,

F 6= 0− 1,

K 6= 0,

kde E, F, K jsou konstanty nebo funkce souřadnic (t, q1, q2, q3).

Věta 4

Necht’ λ = Ldt je Lagrangián (2) a vazba Q je daná dvěma rovnicemi

Q : q̇2 = g1(t, q1, q2, q3, q̇1) =
√

D(q̇1)2 + E,

q̇3 = g2(t, q1, q2, q3, q̇1) =
√

F (q̇1)2 + G,

kde D, E, F, G jsou konstanty nebo funkce souřadnic (t, q1, q2, q3). Pak vázaný systém

[ι∗dθλ] je regulárńı, právě když nenastane některá z těchto možnost́ı:

(D, E, F, G) = (0, 0, 0, 0),

(D, E, F, G) = (D, 0, 0, 0),

(D, E, F, G) = (0, 0, F, 0),

(D, E, F, G) = (D, 0,−1−D, 0),

(D, E, F, G) = (0, 0, F,G),

(D, E, F, G) = (−1, 0, 0, G),

(D, E, F, G) = (0, 0, 0, G),

(D, E, F, G) = (0, 0,−1, G),

(D, E, F, G) = (D, E, 0, 0),

(D, E, F, G) = (0, E,−1, 0),

(D, E, F, G) = (0, E, 0, 0),

(D, E, F, G) = (−1, E, 0, 0).

Důkaz 4

Postupovat budeme stejně jako v předchoźıch př́ıpadech - vyjádř́ıme si jednotlivé členy z
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podmı́nky regularity, sestav́ıme matici a urč́ıme jej́ı determinant.

L ◦ ι =
1

2
m
[
(q̇1)2 + D(q̇1)2 + E + F (q̇1)2 + G

]
− V (t, q1, q2, q3) =

=
1

2
m[(1 + D + F )(q̇1)2 + E + G]− V (t, q1, q2, q3)

∂2(L ◦ ι)

(∂q̇1)2
=

1

2
m

∂

∂q̇1

[
(1 + D + F )q̇1

]
= m(1 + D + F )

∂L

∂q̇2
= mq̇2

∂L

∂q̇2
◦ ι = m

√
D(q̇1)2 + E

∂L

∂q̇3
= mq̇3

∂L

∂q̇3
◦ ι = m

√
F (q̇1)2 + G

∂2g1

(∂q̇1)2
=

∂

∂q̇1

(
[D(q̇1)2 + E]−

1
2 Dq̇1

)
= −[D(q̇1)2 + E]−

3
2 (Dq̇1)2 + [D(q̇1)2 + E]−

1
2 D

=
DE√

D(q̇1)2 + E
3

∂2g2

(∂q̇1)2
=

FG√
F (q̇1)2 + G

3

Źıskáme matici 1× 1, proto

m det

(
(1 + D + F )− DE

D(q̇1)2 + E
− FG

F (q̇1)2 + G

)
=

= m
[
(1 + D + F )(D(q̇1)2 + E)(F (q̇1)2 + G)−DE(F (q̇1)2 + G)− FG(D(q̇1)2 + E)

]
=

= m
[
DF (q̇1)4 + (EF + DG)(q̇1)2 + EG + D2F (q̇1)4 + (DEF + D2G)(q̇1)2 + DEG+

+ DF 2(q̇1)4 + (EF 2 + DGF )(q̇1)2 + EFG−DEF (q̇1)2 −DEG− FGD(q̇1)2 − EFG
]

=

= m[(1 + D + F )DF (q̇1)4 + (EF + DG + D2G + EF 2)(q̇1)2 + EG]

Nyńı chceme vyloučit ty př́ıpady, kdy bude determinant nulový. Hmotnost m je r̊uzná od

nuly, pod́ıvejme se podrobněji na zbývaj́ıćı činitel. Vid́ıme, že determinant bude r̊uzný od

nuly pro všechny body vyjma řešeńı kvadratické rovnice s neznámou (q̇1)2:

(1 + D + F )DF (q̇1)4 + (EF + DG + D2G + EF 2)(q̇1)2 + EG = 0.

Má-li rovnice platit pro všechna q̇1, muśı být všechny koeficienty současně nulové, čili

(1 + D + F ) = 0 ∨ D = 0 ∨ F = 0

(EF + DG + D2G + EF 2) = 0

E = 0 ∨ G = 0.
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A to nastane pro některou z následuj́ıćıch možnost́ı (v prvńıch čtyřech možnostech uvažujeme

E = G = 0, v následuj́ıćıch dvou vycháźıme jen z toho, že E = 0, a v posledńıch dvou z

toho, že G = 0):

(D, E, F, G) = (0, 0, 0, 0),

(D, E, F, G) = (D, 0, 0, 0),

(D, E, F, G) = (0, 0, F, 0),

(D, E, F, G) = (D, 0,−1−D, 0),

(D, E, F, G) = (0, 0, F,G),

(D, E, F, G) = (−1, 0, 0, G),

(D, E, F, G) = (0, 0, 0, G),

(D, E, F, G) = (0, 0,−1, G),

(D, E, F, G) = (D, E, 0, 0),

(D, E, F, G) = (0, E,−1, 0),

(D, E, F, G) = (0, E, 0, 0),

(D, E, F, G) = (−1, E, 0, 0).
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[8] O. Krupková: Recent results in the geometry of constrained systems, Rep. Math.

Phys. 49 (2002).
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