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ABSTRAKT. Prace se zabyva problémem regularity pro Lagrangeovy rovnice podrobené
vazbam tvaru systému obyc¢ejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu. Pohybové rov-
nice takovychto systému se vyskytuji v fadé zejména technickych aplikaci a aplikaci ve
fyzi-ce (tzv. neholonomni klasickd mechanika). Donedavna neexistovala matematickd te-
orie popisujici neholonomni mechanické systémy a jejich vlastnosti. Zejména bylo znamo,
ze variacni systém, ktery je reguldrni (tj. Cauchyho tloha pro jeho pohybové rovnice ma
jednoznacné urcené feseni), se v pripadé vazby muze stat neregularnim (existence a jedno-
znacnost feseni pro dané pocatecni podminky neni garantovand). V této praci studujeme
regularitu variacnich systému klasické mechaniky podrobenych neholonomnim vazbam,
které jsou afinni a kvadratické v rychlostech. Vyuzivame k tomu vysledky neddvno pub-
likované geometrické teorie neholonomné vazanych systému, kde je vazany systém mode-
lovan pomoci diferencidlnich rovnic druhého fadu na podvarieté prvniho jetového prod-
louzeni fibrované variety. Dokazujeme, ze libovolna vazba, ktera je afinni funkei rychlosti,
vede k regularnim pohybovnym rovnicim na vazebné podvarieté. Vysledkem prace je také
zjisténi, ze u vazeb kvadratickych v rychlostech jiz podobné tvrzeni neplati; provadime
klasifikaci téchto vazeb z hlediska regularity vazaného systému.

1 Uvod

V této préci se zabyvame Lagrangeovymi systémy, jejichz pohyb je podroben neholonom-
nim vazbdm, tj. omezenim na polohy a rychlosti, které se mohou v case ménit. Tyto
mechanické systémy vykazuji fadu podivnych vlastnosti a zejména v poslednich asi 15
letech jsou intenzivné studovany. V soucasné dobé jiz existuje matematicka teorie, ktera
umoznuje tyto systémy popsat a jejich chovani pochopit a predvidat (viz napt. [1, 3,
4, 6, 8,9, 10, 11, 12, 13, 15]). Matematicky popis je zalozen na geometrickém chapéni
Lagrangeovych systému a neholonomnich vazeb jako objektu a podvariet v prostorech jetu
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fibrovanych variet. Puvodni heuristické Chetaevovy pohybové rovnice [2] jsou nahrazeny
tzv. redukovanymi rovnicemi [6, 12], které popisuji dynamiku pifmo na vézané varieté.
Tento pristup také umoznuje studovat neholonmni systémy efektivnimi geometrickymi
metodami.

Zde se zabyvame problémem regularity neholonomné vazanych systému. Reguldarni jsou
takové pohybové rovnice, které lze lokalné reprezentovat jedinym hladkym vektorovym
polem druhého Fadu (semisprayem) [7]. Z hlediska dynamiky to znamend, ze Cauchyho
pocatecni tloha ma pravé jedno maximélni feSeni. Regularita neholonomnich systému
je zatim jen méalo prozkoumanad, je naptiklad zndmo, ze regularni Lagrangeuv systém se
nékdy vazbou muze stat nereguldrnim a naopak. Nasim cilem je prozkoumat regularitu
v pripadech, ktery se v aplikacich vyskytuje nejcastéji, a to pro “klasické” mechanické
systémy v trojrozmérném konfigura¢nim prostoru, kdy Lagrangian ma tvar rozdilu kine-
tické a potencidlni energie a vazby jsou linedrni (afinni) nebo kvadratické v rychlostech.
Dokazujeme, ze libovolna vazba, kterd je afinni funkci rychlosti, vede k regularnim po-
hybovnym rovnicim na vazebné podvarieté. Vysledkem prace je také zjisténi, ze u vazeb
kvadratickych v rychlostech jiz podobné tvrzeni neplati; provadime klasifikaci téchto vazeb
z hlediska regularity vazaného systému.

2 Zakladni struktury

Definice a oznageni v této kapitole jsou standardni (viz napi.[7],[14]). Budeme pracovat
s fibrovanou varietou 7 : Y — X, jejiz baze X je l-rozmérna a dimenze fibru je m (tzn.
dimY = m+1). Prvni a druhé jetové prodlouzeni fibrované variety m jsou 7 : J'Y — X,
m : J?Y — X. Kanonické projekce oznacujeme ., : J'Y — J°Y, r > s = 0,1,2.
Ptipomindme, Ze varieta J'Y je definovand jako
JY =) 7}y,
zeX

kde J!v probihd vSechny 1-jety vsech fezu variety X jdouci bodem z.

Soufadnice na X budeme oznacovat (t),naY (¢,¢°), 1 <o <m,ana J'V (¢,¢°,¢°), 1 <
o < m. Budeme pouzivat standardni sumac¢ni konvenci (s¢itani pfes dvojici stejnych
indexu v poloze dolni a horni).

Diilezitou strukturou na varieté J'Y jsou kontaktni formy. Diferencidlni forma n na J'Y se
nazyvéa kontaktni, jestlize J'v*n = 0 pro kazdy fez v variety 7 : Y — X. Idedl kontaktnich
forem ve vnéjsi algebte je lokdlné generovan linearnimi formami w? = dq” — ¢° dt. Budeme
pouzivat i kontaktni strukturu na J?Y generovanou w® a w’ = dq° — ° dt.

Distribuce na J'Y je definovéna jako zobrazeni, které kazdému bodu z € J'Y prifadi
tecny vektor z vektorového prostoru T,J'Y .

Lagrangeovou funkci ozna¢me L, Lagrangian je diferencialni forma A = Ldt. Kazdy
Lagrangian mé jednoznacné urceny Lepageuv ekvivalent [5], ktery se oznacuje 6, a nazyva
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se Cartanova forma. Plati

9)\ = Ldt + a—.Lwa.
0¢°

Je znamo, ze extremaly Lagrangianu A jsou fezy ~ fibrované variety 7 spliujici podminku
J 1’}/*25619 A= 0

pro kazdé vertikaln{ vektorové pole & na J'Y [5]. Uvedené rovnice se nazyvaji Eulerovy-
Lagrangeovy rovnice. Ve fibrovanych souradnicich maji tvar
oL d oL
dq°  dtdg

a jsou to obycejné diferencilni rovnice 2. fadu pro tezy ~.

1<o<m,

Neholonomni vazbou rozumine dvojici (@, C'), kde @ predstavuje podvarietu m |g : Q@ —
Y fibrované variety m o : J'Y — Y a C je distribuce na Q, nazyvand kanonickd distribuce,
jeji generdtory uvadime nize. Dale ozna¢me ¢ : Q — J'Y kanonické vloZeni. Podvarietu Q
lze popsat rovnicemi f* = 0, 1 < i < k, kde hodnost matice rank (%) =k < m—1udéava

kodimenzi podvariety (). Rovnice vazby @ lze vyjadrit ekvivalentné v tzv. norméalnim

tvaru!
q'mikJra:ga (t7qg7q.17"‘7q'm7k)7 1 Sag k
Kanonickd distribuce C' [6] je pak anihilovdna diferencialnimi 1-formami tvaru
a a
gOCL :wmfkﬁ’a _ i.lwl’ 1 S a S k_
dq

Idedl generovany témito formami se nazyva vazebnyj idedl a oznacuje se I(C°).

Necht ) je Lagrangidn na J'Y a Q C J'Y je neholonomni vazba. Vdzangm Lagrangeoviym
systémem [8] rozumime tiidu ekvivalence [t*df,], kde relace ekvivalence je definovéna
takto:

a~ay & ar=ay+p, o€ I(CY).

Viazané extremély jsou FeSeni rovnic J'y*ica = 0, kde ¢ probihd generdtory kanonické
distribuce a « je libovolny reprezentant tiidy ekvivalence [*df,] [6] (v soufadicich viz téz
[12]). Tyto rovnice se nazyvaji redukované pohybové rovnice. Jak bylo ukazéano, struktura
feseni redukovanych rovnic je ddna charakteristickou distribuci 2-formy « [6]. Rekneme, 7e
vazany Lagrangeuv systém [c*df,] je requldrni, jestlize charakteristickd distribuce 2-formy
1*dfy mé hodnost 1 (tj. je lokdlné generovana jedinym vektorovym polem) [6]. Podminka
regularity mé ve fibrovanych soufadnicich tvar [6, 8, 1]

0*(Lou) oL D*g®
(1) det( aqlaq's - <3qm—k+a OL> aqlaqs> # 0.

V tom pripadé kazdym bodem prostoru () prochazi pravé jeden maximalni fez.

I'Neholonomni vazby jsou popsany systémy obyéejnych diferencidlnich rovnic 1.7adu, zavisi tedy na
soufadnicich ¢asu, prostoru i rychlostech. Vazby, které jsou na rychlostech nezavislé, se nazyvaji holonomni
(tvoii podvarietu v Y).



3 Regularita klasickych neholonomné vazanych Lagran-
geovych systému

Budeme uvazovat klasické mechanické systémy v tiirozmérném konfigura¢nim prostoru,
tj. dimenze baze fibrované variety je jedna, dimenze fibru je tti, Lagrangeova funkce je ve
tvaru rozdilu kinetické a potencidlni energie: L = T'— V. Ozna¢me ¢ soufadnici na bazi
X a (t,q', ¢*, ¢®) soufadnice v totdlnim prostoru Y, potom soufadnice v prvnim jetovém
prodlouzeni J'Y uvazované fibrované variety jsou (t,¢', ¢* ¢%, 4", 4%, ¢*).

Jak jsme vidéli vyse, podminka regularity zavisi na Lagrangeové funkci, ale také na
vazbach systému. V nésledujicim textu budeme hledat vazby, pro které jsou klasické
mechanické systémy na vazbé regularni. VySetiime vazby afinni v rychlostech a vazby
ve tvaru polynomu druhého stupné v rychlostech. Uvazované mechanické systémy jsou
urceny Lagrangianem

Lo o 1 142 -212 -3\2 1,2 3
(2) L=T-V=gm =V(tq¢)=ml() + (@) +@)]-V({t.a.q, 7).
Véta 1
Necht X\ = Ldt je Lagrangidn (2) a vazba Q je ddna jednou rovnici afinni v rychlostech

Q:¢"=g(t,q¢",¢* ¢* ¢, ¢°) = A¢" + B¢* + C,

kde A, B,C' jsou konstanty nebo funkce souradnic (t,q',q?, q*). Pak kazdy vdzany systém
[t*dB)] je reguldrnd.

Dikaz 1
Oveérujeme regularitu pro vazbu

Q:¢=g(t,q¢",¢* ¢ ¢, ¢") = A¢" + B¢* + C,

kde A, B, C jsou konstanty nebo funkce souradnic (¢, q', ¢, ¢*). V tom pifpadé plati:

1 . . . .
Low = oml(@)+ (@) +(Ad + BE + O] = V(t.q'.¢*,¢")

1
— Em[(l + AQ)(ql)Q =+ (1 + BQ)(QQ)Z + QABq-lq-Q + 2ACq-1 + 2ch2 n 02]
- V(t,ql,q2,q3),
2 L 1
% = §m8iq1 (2(1 + A2)(j1 + 2AB¢* + QAC') =m(1+ A2)7
2
% = %m% (2(1 + BQ>q2 + ZABq'l + 230) =m(l+ BZ),
82(Lo L)
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Zbyvajici ¢ast vyrazu v determinantu (1) bude nulové, protoze v ni vystupuji druhé
parcialni derivace podle rychlosti zobrazeni g, které je vsak v rychlostech afinni. Dostavame
tedy

F(Loy oo (1+A2 AB o 2
det( 04l dge ) - det( AB 1+ B ) =m7[(1+ A%)(1+ B7) — (AB)’]
= m*(1+A*+ B%) > 0.

Vidime, ze determinant je nenulovy vzdy, proto libovolna vazba urcend jednou rovnici
afinni v rychlostech je regularni.

Véta 2
Necht A = Ldt je Lagrangidn (2) a vazba Q je dand dvéma rovnicemi afinnimi v rychlostech

Q:¢" = g'(t.q",¢* ¢’ ¢") = A" + B,
i = ¢t.d',¢% ¢ ¢")=Cq" +D,

kde A, B, C, D jsou konstanty nebo funkce souradnic (t,q", ¢, ¢*). Pak kazdy vdzany systém
[t*dB,] je reguldrni.

Dukaz 2
Rovnice vazby jsou ve tvaru

Q:¢* = g'(t.d".¢* ¢’ q') = A" + B,
(..13 = 92(ta qla q2a q3a ql) = qu + Da
kde A, B, C, D jsou konstanty nebo funkce soufadnic (¢, ¢, ¢%, ¢*). A tak pro ¢leny vystu-
pujici v podmince regularity dostavame:
1

Lov = oml(¢")’+ (Ad' + B)* +(Cq' + D)*| = V(t.¢', 0", ¢*) =

1
= oml(1+ A4+ C*)(G')* + (24B+2CD)¢' + B* + D’] = V(t,q',¢",¢")
D*(Lou) 1 0

i S/ O 2 2y ~1 _ 2 2
07)? 2" (21 +A*+C*)¢' +2AB +20D) = m(1 + A* + C?)

Analogicky jako v predeslém piipadé se uplatni jen prvni vyraz v determinantu.
Matice ma pouze jeden prvek, ten je soucasné jejim determinantem, a je vzdy nenulovy:

0*(L o)
—— | = 1+ A%+ C%) =m(1+ A%+ C?) > 0.
det( 8qla(f> mdet (1+ A%+ C?) =m(1+A*+C*) >0

Dokézali jsme tak, ze podminka regularity je splnéna i pro kazdou vazbu danou dvéma
rovnicemi afinnimi v rychlostech.



Nyni budeme studovat vazbu danou rovnici

Q: A(¢")? + B(¢*)* + C(¢°)* = k,
kde A, B, C' jsou konstanty nebo funkce souradnic (¢, ¢!, ¢%, ¢*) a k je konstanta. Vydélime-
li rovnici C' a zavedeme-li nové koeficienty £ = —%, F= —g, K = —%, lze rovnici vazby

zapsat v normalnim tvaru:

Q: @ =g(t.d".¢* ¢ ¢".¢*) = VE') + F(¢®*)? + K,

kde E, F, K jsou konstanty nebo funkce soufadnic (¢, ¢*, ¢%, ¢%).

Véta 3
Necht X\ = Ldt je Lagrangidn (2) a vazba Q je ddna jednou rovnict

Q:d*=9gt.q" . ¢ d" %) = VE()? + F(*)?* + K,

kde E,F, K jsou konstanty nebo funkce souradnic (t,q", ¢* ¢*).
Vazany systém [v*d0)] je requldrni, prdvé kdyz vazba spliuje podminky

E # 0,-1,
F # 0,1,
K # 0.

Dikaz 3
Pro tuto vazbu sestavime podminku regularity. Na rozdil od afinnich vazeb, zde se uplatni
vSechny cleny z obecného vzorce pro regularitu.

1 ) ) ) )
Lov = oml(@)" +(¢*) + E(¢") + F(¢*)* + K| = V(t.¢", ¢*, ¢°)

= Sl + BV + (L4 F)@? + K] =Vt d o),

% _ %m% (201 + E)d') = m(1 + B),

Hlot) _ L0 504 P)p) =m(1 4 F).

(0¢°) 2 0¢
O?(Lou) 0
9¢log2
oL 5
ag — "
oL 11)2 12)2
Er A my/E(¢)? + F(¢*)? + K,



(042 €%<WQHI+F@%”+KT5Ef>

= —[B(¢")? + F(§)* + K]"? E¢'E¢" + [E(d")’ + F(*)? + K| * E
£ <2\2

BN s

g 0 ) .
pp = o POV E@S IO = (B + K),
(aq2)2 an ( ) \/E'<q1)2 +F(q2)2 +K3
_62 3 —EF 212
) 9_2 = —(E(q1)2 —|—F(q2>2 _|_K)—§ quFq2 _ qq .
oo VEGZ + F(@)?+ K

Cleny matice, jejiz determinant poé¢itame, budou:
(Lo (8_LOL) d%g . {(1+E) _ E(F()*+K) } _
(04')? 0 (04')? E(@)?+F(@)P+ K
E(@') + F(¢*)’ + K + E*(¢')°
E(@')?+F(@)P+ K

= m|\+ sy r R

F(¢%)? +
AC (8—LOL> 09 m l(1+F)— F(E(¢')* + K) ] _
(922 \og® ") (9¢2)? E(@)?+ F(@E+ K
E(QI)Q+F(Q2)2+K+F2(C]2)2
E(@)+ F(@)?+ K
= m {1 + : FQ(QQ?Z 1

E(¢') + F(@)? + K
m_(ﬁ_LOL> 829 —m EFq1q2
01 0¢? 03 G2 E(Ql)2 I F((j2)2 K

m? det ( L+ mgney o ((3) E(dl)ffgzzg;ff( ) —m? [1 4 E%(Ql)Q + FQ(QQ)Q ] '
oo SRR D COT E@)2+F(@2+ K

V determinantu je m? # 0, tedy determiant by se rovnal nule, kdyby

|y PR @R
B+ @R+ K~

tj. kdyby

EX ')+ F*(@)?+E@') + F(@®)’+K = 0,
EQ+E) ")+ FA+F) (@) +K =



Aby tato rovnice platila pro libovolnd ¢, ¢?, musi se rovnat nule viechny koeficienty, tedy:

K =0
E=0 Vv E=-1
F=0 VvV F=-1

Odtud plyne, ze regularni vazby jsou:

w

Q:¢* = g(t.d".¢,¢".q",¢*) = VE@@)* + F(@)? + K,
E # 0,-1,
F # 0-1,
K # 0,

kde E, F, K jsou konstanty nebo funkce soufadnic (¢, ¢!, ¢%, ¢%).

Véta 4
Necht X\ = Ldt je Lagrangidn (2) a vazba Q je dand dvéma rovnicemi
Q:¢ = g'(t.d',¢ ¢ d") = VD(¢)? + E,
¢ = @td'.¢" ¢ q") = VF(§)?+G,

kde D,E,F,G jsou konstanty nebo funkce souradnic (t,q',q* ¢*). Pak vdzany systém
[t*dB)] je requldrni, prdavé kdyz nenastane nékterd z téchto moznosti:

(D,E,F,G) = (0,0,0,0),
(D, E, F,G) (D,0,0,0),
(D, E, F,G) (0 0,F, 0)
(D,E,F,G) = (D, —D,0),
(D, E, F,G) (0 0,F, G)
(D, E, F,G) (—1,0,0,@),
(D, E, F,G) (0 0,0, G)
(D, E, F.G) (2 G),
(D,E,F,G) = (D E,0, 0)
(D, E, F,G) (0, ,0),
(D, E, F,G) (0 E,0 0)
(D,E,F,G) = (—1,E,0,0).

Dikaz 4
Postupovat budeme stejné jako v predchozich ptipadech - vyjadiime si jednotlivé ¢leny z
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podminky regularity, sestavime matici a ur¢ime jeji determinant.

1 ) . .
Low = sm[(@"V+D(@) +E+F@)+G] - V(tg' ¢ q") =

1 f
= oml1+D+F)@) +E+Gl=V(td.qq)

2
—a(é[qf;;;) = %ma% [(1+ D+ F)§'] =m(1+D+F)
oL ,
ag — "M
g—;u = myD@)2+E
oL 5
ag — M
g—q[;OL = myVF(§')>+G
»g' 132 -1 132 -3 -1\2 1\2 -1
T = - (ID@)? + Bl Dg') = ~[D(@")? + E] % (D¢")* + [D(¢")? + E] 3 D
- DE
VDGR E
o FG
08?  JFGr+ G

Ziskame matici 1 x 1, proto

DE F
m  det ((1+D+F)— G ):

D(@)2+E F(@)?+G

= m[(l+D+F)(D(G")*+E)F(¢') +G) - DE(F(¢')* + G) = FG(D(¢')* + E)] =

= m[DF(¢")*+ (EF + DG)(¢")* + EG + D*F(¢")" + (DEF + D*G)(¢')* + DEG+

+ DF*(¢")'+ (EF*+ DGF)(¢")* + EFG — DEF(¢")* — DEG — FGD(¢")* — EFG] =
= m[(1+ D+ F)DF(¢")* + (EF + DG + D*G + EF?)(¢")* + EG]

Nyni chceme vyloucit ty ptipady, kdy bude determinant nulovy. Hmotnost m je rizna od

nuly, podivejme se podrobnéji na zbyvajici ¢initel. Vidime, ze determinant bude rizny od

nuly pro vSechny body vyjma fesen{ kvadratické rovnice s nezndmou (¢')%:

(1+ D + F)DF(¢"* + (EF + DG + D*G + EF?)(¢")* + EG = 0.
M4-li rovnice platit pro véechna ¢!, musi byt vsechny koeficienty soucasné nulové, ¢ili

(1+D+F)=0 V D=0VFEF =0
(EF + DG + D*G + EF?) = 0
E=0 v G=0.



A to nastane pro nékterou z nasledujicich moznosti (v prvnich étyfech moznostech uvazujeme
E = G =0, v nasledujicich dvou vychazime jen z toho, ze E = 0, a v poslednich dvou z
toho, ze G = 0):

(D,E,F,G) = (0,0,0,0),
(D, E, F,G) (D,0,0,0),
(D, E, F,G) (0 0,F, 0)
(D,E,F,G) = (D, —D,0),
(D, E, F,G) (0 0, F, G)
(D, E, F,G) (—1,0,0,G),
(D, E, F,G) (0 0,0, G)
(D,E,F.G) = (0, G),
(D, E, F,G) (D E,0 0)
(D, E, F,G) (0, ,0),
(D, E, F,G) (0 E,0, 0)
(D,E,F,G) = (—1,E,0,0).
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