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NEKONECNA



Cantorova-Bernsteinova veta

» akf: A5 Bag: B> A, takexistuje htakd, Ze h : A-> B
e vysledna h vznikne postupnymi tipravami g~! pomocou f
¢ priklad:

e nechA=B=N,f(n) =3nag(n) = 2n
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» akf: A5 Bag: B> A, takexistuje htakd, Ze h : A-> B
e vysledna h vznikne postupnymi tipravami g~! pomocou f
¢ priklad:
e nechA=B=N,f(n) =3nag(n) = 2n
+ potomdom(g™") = rng(g) = {0,2,4,6,..} = [0]-,,
rng(g™') = dom(g) = Naplatig!(2n) = n
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Cantorova-Bernsteinova veta

» akf: A5 Bag: B> A, takexistuje htakd, Ze h : A-> B
e vysledna h vznikne postupnymi tipravami g~! pomocou f
¢ priklad:
e nechA=B=N,f(n) =3nag(n) = 2n
« potom dom(g™") = rng(g) = {0,2,4,6,..} = [0],,
rng(g™') = dom(g) = Naplatig!(2n) = n
» prvky z A nepokryté g,
t.j.zmnoZiny (A \ rng(g)) = {1,3,5,7, ...} = [1]=,,
nie st zobrazené pomocou g2,
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Cantorova-Bernsteinova veta

» akf: A5 Bag: B> A, takexistuje htakd, Ze h : A-> B
e vysledna h vznikne postupnymi tipravami g~! pomocou f
¢ priklad:
e nechA=B=N,f(n) =3nag(n) = 2n
¢ potom dom(g"l) =rng(g) ={0,2,4,6,..} = [0]=,,
rng(g~!) = dom(g) = Naplatig™'(2n) = n
» prvky z A nepokryté g,
t.j.zmnoZiny (A \ rng(g)) = {1,3,5,7, ...} = [1]=,,
nie st zobrazené pomocou g2,
musime ich preto zobrazit pomocou f
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Cantorova-Bernsteinova veta

» akf: A5 Bag: B> A, takexistuje htakd, Ze h : A-> B
e vysledna h vznikne postupnymi tipravami g~! pomocou f
¢ priklad:

e nechA=B=N,f(n) =3nag(n) = 2n

+ potomdom(g™") = rng(g) = {0,2,4,6,..} = [0]-,,

rng(g™') = dom(g) = Naplatig!(2n) = n

» prvky z A nepokryté g,
t.j.zmnoZiny (A \ rng(g)) = {1,3,5,7, ...} = [1]=,,
nie st zobrazené pomocou g2,
musime ich preto zobrazit pomocou f
funkcia ftym v8ak v B ,obsadila“ funkcii g~*
jejobrazy zf[[1]-,] = {3,9,15,21, ...} = [3]-,,
takze ich vzory z g[[3].] = {6,18,30,42, ...} = [6]-,,
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Cantorova-Bernsteinova veta

» akf: A5 Bag: B> A, takexistuje htakd, Ze h : A-> B
e vysledna h vznikne postupnymi tipravami g~! pomocou f
¢ priklad:

e nechA=B=N,f(n) =3nag(n) = 2n

« potomdom(g~!) = rng(g) = {0,2,4,6,..} = [0]=,,

rng(g™') = dom(g) = Naplatig!(2n) = n

» prvky z A nepokryté g,
t.j.zmnoZiny (A \ rng(g)) = {1,3,5,7, ...} = [1]=,,
nie st zobrazené pomocou g2,
musime ich preto zobrazit pomocou f
funkcia ftym v8ak v B ,obsadila“ funkcii g~*
jejobrazy zf[[1]-,] = {3,9,15,21, ...} = [3]-,,
takze ich vzory z g[[3].] = {6,18,30,42, ...} = [6]-,,
musime zobrazit pomocou f
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Cantorova-Bernsteinova veta

» akf: A5 Bag: B> A, takexistuje htakd, Ze h : A-> B
e vysledna h vznikne postupnymi tipravami g~! pomocou f

¢ priklad:

nechA=B=N,f(n) =3nag(n) =2n

potom dom(g™') = rng(g) = {0,2,4,6,...} = [0]=,,
rng(g™') = dom(g) = Naplatig!(2n) = n

prvky z A nepokryté g,

t.j.zmnoZiny (A \ rng(g)) = {1,3,5,7, ...} = [1]=,,

nie st zobrazené pomocou g2,

musime ich preto zobrazit pomocou f

funkcia ftym v8ak v B ,obsadila“ funkcii g~*

jejobrazy zf[[1]-,] = {3,9,15,21, ...} = [3]-,,

takze ich vzory z g[[3].] = {6,18,30,42, ...} = [6]-,,
musime zobrazit pomocou f

funkcia ftym v8ak v B ,obsadila“ funkcii g*

jej obrazy z f[[6]=,,] = {18,54,90,126, ...} = [18],,,

takze ich vzory z g[[18]_,.] = {36,108,180, 252, ...} = [36]-
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e nechA=B=N,f(n) =3nag(n) = 2n
¢ potom dom(g"l) =rng(g) ={0,2,4,6,..} = [0]=,,
rng(g~!) = dom(g) = Naplatig™'(2n) = n
» prvky z A nepokryté g,
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Cantorova-Bernsteinova veta

» akf: A5 Bag: B> A, takexistuje htakd, Ze h : A-> B
e vysledna h vznikne postupnymi tipravami g~! pomocou f
¢ priklad:
e nechA=B=N,f(n) =3nag(n) = 2n
¢ potom dom(g"l) =rng(g) ={0,2,4,6,..} = [0]=,,
rng(g~!) = dom(g) = Naplatig™'(2n) = n
» prvky z A nepokryté g,
t.j.zmnoZiny (A \ rng(g)) = {1,3,5,7, ...} = [1]=,,
nie st zobrazené pomocou g2,
musime ich preto zobrazit pomocou f

funkcia ftym v8ak v B ,obsadila“ funkcii g~*
jejobrazy zf[[1]-,] = {3,9,15,21, ...} = [3]-,,

takze ich vzory z g[[3].] = {6,18,30,42, ...} = [6]-,,
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funkcia ftym v8ak v B ,obsadila“ funkcii g*
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e vSeobecne

e prvky z A nepokryté g,
t.j.zmnoziny M = A\ rng(g),
nie st zobrazené pomocou g},
musime ich preto zobrazit pomocou f

funkcia ftym véak v B ,obsadila“ funkcii g~*

jej obrazy z f[M],

takze ich vzory z g[f[M]] = (fo g)[M]

musime zobrazit pomocou f

funkcia ftym véak v B ,obsadila“ funkcii g~*

jej obrazy z fl(fe g)[M]],

takze ich vzory z g[f{(fe 9)[MI]] = (fe DI(fe PIM]] = (fo )P [M]
musime zobrazit pomocou f

funkcia ftym véak v B ,obsadila“ funkcii g~*

jej obrazy z f[(f g)*[M]],

takze ich vzory z g[f{(fe )@ [M]]] = (fe DI(fo )P [M]] = (fo )P [M]

musime zobrazit pomocou f

¢ atakdalej
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dokaz Cantorovej-Bernsteinovej vety

e plati (feg):A—> A
¢ definujme mnoZinu S vztahom
s=J (@ a®1a\ @)
neN

¢ definujme funkciu h z A do B vztahom

f(x), akx €S

hx) = {g_l(x), akx ¢ S

» 0 h ukazeme, Ze je to injekcia a surjekcia na B,
takZe bude platit h : A= B



dokaz Cantorovej-Bernsteinovej vety

* hje injekcia:
e nechh(x;) = h(x,)ax;,x, €S
e potom f(x;) = h(x,) = h(x;) = f(x;)
» kedZe fje injekcia, plati x; = x,
e nech h(x;) = h(x;) ax;,x, €S
* potom g~ (x;) = h(x)) = h(x;) = 97" (x;)
o ked%e g~! je injekcia, plati x, = x,
e nechh(x;) =h(x;)ax, €ES,x, €S
* potom f(x,) = h(x,) = h(x,) = g7 (x;)
« potom (fo 9)(x;) = g(f(x,)) = g(g™" (x2)) = X,
o ked%e x, € S, platix; € (fo g)™[A\ rng(g)] pre nejaké n € N
¢ potom vsak
X =(feg)(x) €
€ FoI(fe ™A\ Tng@]] = (fo 9) " V[A\ rng(g)],

atedax, € S, Coje spor



dokaz Cantorovej-Bernsteinovej vety

* hje surjekcia na B:
e nechyeBag(y) ¢S
* potom h(g(»)) =g~ (9()) =y
» takzey € rng(h)
e nechyeBag(y) €S
o potomg(y) € (fo g)™[A\ rng(g)] pre nejaké n € N
o takZe existuje x € A\ rng(g), ze g(y) = (fo )™ (x)

« kedze g(y) € A\ rng(g) = (fo9)®[A \ rng(g)],
platin #0,t.j.n>0

e nechz = (fo g)" Y (x)
e potom
9(f(2)) = (fe9)(2) =
= (o) ((Fe D" V) = (fog)™ () =g»)
» kedZe g je injekcia, plati f(z) =y
e kedzez € S, plati h(z) = f(z) =y
¢ takzey € rng(h)



mohutnosti ¢iselnych mnoZin

e card(N) =X
e card(Z) =X
e card(Q) =X

 plati aj card(R) = K?
 existuje vObec nejaka nekone¢na mnozina,
ktord by nebola spocitatelna?



Cantorova diagonala

mnozina (0, 1) je zrejme nekonecna,

predpokladajme, Ze je spocitatelna

nech teda existuje bijekcia fz N do (0, 1)

kazdé ¢islo z (0, 1) méa desatinny zapis v tvare 0, ...

ak je tento zapis konecny (pri desatinnych ¢islach),
doplnime ho nulami

niektoré ¢isla maju dva rézne takéto zapisy

(napriklad 2 = 0,50 = 0,49),

su to prave desatinné Cisla;

v jednom zapise je 0avdruhom9, uprednostnime ten prvy



Cantorova diagonala

» nech nasa fvyzera napriklad takto:

f(n)

NN UL WN R OIS

0,12539563...
0,37462538...
0,34729383...
0,50000000...
0,77777777 ...
0,11223344...
0,21542362...
0,51345637...

e vprvom stipci st vietky ¢islaz N,

v druhom vsetky ¢isla z (0, 1)



Cantorova diagonala
» zo zapisu kazdého cisla vyberme cifru z diagonaly:

f(n)
0,12539563...
0,37462538...
0,34729383...
0,50000000...
0,77777777 ...
0,11223344...
0,21542362...
0,51345637 ...

NN UL WN R OIS

 ak pred takto vzniknuty zapis este predpiSeme 0,
dostavame desatinny zapis nejakého cisla
(v nasom pripade 0,17707367...)

» kazdu cifru tohto ¢isla po ¢iarke zmetime (nie v§ak na 0 ¢i 9), napriklad:
¢ aktonie je 7, zmenime ju na 7
» aktoje 7, zmefime ju na 3

¢ dostdvame tak ¢islo (v naSom pripade 0,73373773...),
ktorého zapis sa lisi od kazdého ¢isla v tabul’ke

e toto Cisloje z (0, 1), nie je v§ak v tabul'’ke - spor!



nespocitatelné mnoziny

» ukazali sme teda, Ze card((0,1)) # X

e reprezentanta triedy ekvivalencie [(0, 1)]=
budeme oznacovat ¢ a nazyvat kontinuum

¢ takze card((0,1)) = c# X
e aka < b, tak card((a, b)) =¢

e leboakf: (0,1) = (a,b), pricom f(x) = a + (b — a)x,

tak f: (0,1) =>(a, b)

e card(R) =¢

e lebotg: (-3, 7) >R
e aka <baMije(ab),(a,b],[ab),alebo [a,b],

tak card(M) = ¢

e kedZe (a,b) S M S R,
plati ¢ = card((a, b)) = card(M) = card(R) =,
takze card(M) = ¢

e aka € RaMje (a, o) alebo [a, ), tak card(M) = ¢
« analogicky, ale s intervalom (a,a + 1)
e aka € RaMje (—oo,qa) alebo (—,a], tak card(M) = ¢

¢ analogicky, ale s intervalom (a — 1, a)



card([0,1)?) = ¢

e card([0,1)?) < card([0, 1))
o kazdé ¢isloz [0,1) ma tvars nekone(”:n}'/T desatinnym rozvojom;
ak sﬁ_moiné dva tvary, vyberieme ten s 0,
ten s 9 povazujme za zakazany
» nech fje funkciaz [0,1) X [0, 1) do [0, 1) definovana takto:
x=0x; X, X3 X4
Yy=0, y1 y2 vz Va-
SUxY)) = 0.X1Y1X2Y2X3V3X0s oo
¢ vysledkom nemdZze byt ¢islo so zépis_om s9,

lebo to by aj oba vstupy mali zapis s 9;
desatinny zapis mozného vysledku je teda jednoznacny

* fje injektivna

* fnie je surjektivna, lebo napriklad 0,09 ¢ rng(f)
e card([0,1)) < card([0,1)?):

e stadivziat g : [0,1) =3[0, 1)?, kde g(x) = (x, 0)
e zhrnutim card([0, 1)?) = card([0,1)) = ¢
* potom aj card(C) = card(R?) = card([0,1)?) =¢



usporiadanie kardinalov

 zatial mame dva typy nekonecien:
e X = card(N) = card(Z) = card(Q)
e ¢ = card(R) = card(C)

e pritom X S ¢, alenieX =¢

o akpre kardindly x a A plati k 2 A, ale nie k = 4,
tak budeme pisat k < 4

e takzZeX < ¢
e akneN,takn<n+lan<R
ensSn+1resp.n2X
e lebon={0,1,..,n—=1}<{0,1,..,n—=1,n}=n+1,
resp.n = {0,1,..,n—1}EN
en#n+1,resp.n# X
e nech f: (n+1)>>n,resp.f: NSn
¢ podla Dirichletovho principu medzi n + 1 ¢islami
f(0), f(1), ..., f(n) existuju aspoii dve rovnaké
« teda fnie je injektivna, o je spor

e 0gl<2<..<9KX<3c¢



iba dve nekonec¢na?

* existuje nejaky kardinal vacsi od ¢?
 existuje nejaky kardinal medzi X a ¢?



neexistuje najvacsia mohutnost
¢ systém vSetkych podmnozin mnoziny X oznacujeme P (X)
a nazyvame poten¢na mnozina mnoziny X

« akX = {1,2,3},
tak P(X) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
e card(X) < card(P(X))

e card(X) 2 card(P(X)), t.j. X 2 P(X):

o stadivziat g : X5 P(X), kde g(x) = {x}
e card(X) # card(P(X)), t.j. X£P(X):

e nech f: X 55 P(X)

enechM={xeX:x¢&f(x)}

¢ kedZe M € P(X) a fje surjektivna na P(X),
existuje x, ze M = f(x)

e XEM,
akkx & f(x)
(je to podmienka patrenia do M),
akkx ¢ M
(Iebo f(x) = M),
¢o je spor

» takze neexistuje najvicsSia mohutnost’



hypotéza kontinua

 tvrdenie, Ze v ostrom usporiadani < je ¢ je hornym susedom K,
nazyvame hypotéza kontinua

* toto tvrdenie je nerozhodnutelné -
nemozno ho dokazat,
ale nemozno dokazat ani jeho negaciu
¢ analogicka situdcia v teérii grup:
plati v grupe komutativny zakon?;
v niektorych ano, v niektorych nie
¢ axiémam tedrie mnoZin moZe vyhovovat
viacero skupin objektov;
(takéto skupiny potom nazyvame modely)
v niektorych z nich hypotéza kontinua plati, v inych nie

¢ ak by sa dala dokazat, platila by v kazdej skupine,
ale ak by sa dala dokazat' jej negécia, neplatila by v Ziadnej



