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Abstrakt

Táto práca je venovaná popisnej zloºitosti rôznych regulárnych
operácií na neúplných deterministických automatoch so v²etkými
stavmi koncovými. Cie©om na²ej práce je nájs´ minimálne a
maximálne zloºitosti, ktoré môºu nadobúda´ operácie prienik,
zjednotenie a rozdiel, v závislosti od po£tu stavov vstupných
automatov. Okrem toho sa v prípade operácie prienik budeme
venova´ aj skúmaniu, ktoré ¤al²ie hodnoty zo zisteného rozsahu je
moºné dosiahnu´.
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Úvod

Popisná zloºitos´ regulárnych jazykov je jednou z najstar²ích tém v teore-
tickej informatike, ako aj v teórii formálnych jazykov. Základné vlastnosti
regulárnych jazykov boli skúmané uº v polovici 20.storo£ia, kedy sa zdalo, ºe
v²etky hlavné problémy - aº na nieko©ko ve©mi ´aºkých - boli vyrie²ené.

V posledných desa´ro£iach sa v²ak regulárne jazyky za£ali opä´ stáva´
predmetom výskumu a to nielen z dôvodu ich teoretického významu [3] [9]
ale aj z h©adiska ich moºnej aplikácie v softvérovom inºinierstve aj ¤al²ích
oblastiach informatiky. Jedným z problémov, ktorým sa sú£asný výskum hlb-
²ie venuje, je popisná zloºitos´ regulárnych jazykov, ktorá skúma prostriedky
potrebné na popis jazyka v závislosti od pouºitých formálnych systémov,
ako sú napríklad deterministické a nedeterministické automaty, £i formálne
gramatiky.

V na²ej práci sa zameriame na operácie prienik, zjednotenie a rozdiel
na neúplných deterministických automatoch so v²etkými stavmi koncovými,
ktoré reprezentujú podtriedu pre�xovo uzavretých jazykov. Jazyk L je pre-
�xovo uzavretý ak pre akéko©vek slovo w ∈ L platí, ºe aj kaºdý pre�x slova
w patrí do L.

V prvej £asti práce sa budeme venova´ zloºitosti prieniku v najhor²om
prípade, pri£om predpokladáme, ºe horná hranica zloºitosti je rovná mn. P
sa pokúsime dokáza´, ºe táto hranica platí pre kaºdú dvojicu automatov bez
oh©adu na po£et ich stavov a preto ju uº nemoºno zníºi´. �alej prejdeme k
vymedzeniu dolnej hranice, kde ukáºeme, ºe sú£inový automat reprezentujúci
dva disjunktné jazyky bude ma´ vºdy len jeden stav, minimálna zloºitos´
bude teda 1. Následne sa budeme venova´ v²etkým moºným dosiahnute©ným
zloºitostiam, kde sa pokúsime ukáza´, ºe prienik dvoch neúplných automatov
so v²etkými stavmi koncovými môºe nadobúda´ v²etky zloºitosti v rozsahu
od 1 aº domn, pri£om na²ím cie©om bude dokáza´ túto skuto£nos´ s pouºitím
£o najmen²ej abecedy.

V ¤al²ích kapitolách preskúmame operácie zjednotenie a rozdiel a pokú-
sime sa rovnako ako u prieniku stanovi´ dolný a horný odhad zloºitosti týchto
operácií a dokáza´ jeho korektnos´ pre v²etky prirodzené £ísla.
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Kapitola 1

Základné pojmy

V tejto kapitole uvedieme de�nície základných pojmov vyuºívaných v tejto
práci.

De�nícia 1.1 Abeceda je kone£ná neprázdna mnoºina symbolov (písmen).
Ozna£uje sa Σ.

De�nícia 1.2 Slovo nad abecedou Σ je kone£ná postupnos´ symbolov zo
Σ. Prázdnu postupnos´ (prázdne slovo) ozna£ujeme ε.

De�nícia 1.3 Jazyk nad abecedou Σ je ©ubovo©ná mnoºina slov nad abe-
cedou Σ.

De�nícia 1.4 Deterministický kone£nostavový automat (DKA) je uspo-
riadaná pätica (Q,Σ, δ, q0, F ), kde Q je kone£ná mnoºina stavov, Σ je kone£ná
abeceda, δ : Q× Σ→ Q je prechodová funkcia, q0 ∈ Q je po£iato£ný stav a
F ⊆ Q je kone£ná mnoºina koncových stavov.

De�nícia 1.5 Deterministický kone£nostavový automat nazveme neúplný,
ak pre nejaký stav q ∈ Q a pre nejaké písmeno a ∈ Σ prechodová funkcia
δ(q, a) nie je de�novaná.

De�nícia 1.6 Neúplný DKA (Q,Σ, δ, q0, Q), v ktorom v²etky stavy sú kon-
cové akceptuje slovo w ∈ Σ∗, w = a1a2 · · · ak práve vtedy, ak existuje výpo-
£et q0

a1−→ q1
a2−→ · · · ak−→ qk, kde qi ∈ Q, i ∈ {0, 1, . . . , k}.

De�nícia 1.7 Jazyk akceptovaný automatom A je mnoºina L(A) = {w ∈
Σ∗ : A akceptuje w}.

De�nícia 1.8 Stav q ∈ Q v automate A je dosiahnute©ný, ak existuje
slovo w = a1a2 · · · ak také, ºe q0

a1−→ q1
a2−→ · · · ak−→ q, qi ∈ Q.
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De�nícia 1.9 Stavy q1, q2 ∈ Q sú neekvivalentné, ak existuje slovo w ∈ Σ∗

také, ºe zo stavu q1 je slovo w akceptované, zo stavu q2 slovo w nie je akcep-
tované.

De�nícia 1.10 Deterministický kone£nostavový automat jeminimálny, ak
v²etky stavy q ∈ Q sú dosiahnute©né a pre kaºdú dvojicu stavov q1, q2 ∈ Q
takú, ºe q1 6= q2 platí, ºe stavy q1 a q2 sú neekvivalentné.

De�nícia 1.11 Popisnou zloºitos´ou jazyka nad abecedou Σ rozumieme
po£et stavov minimálneho DKA pre tento jazyk.
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Kapitola 2

Prienik automatov so v²etkými
stavmi koncovými

2.1 Maximálna zloºitos´

V tejto podkapitole sa budeme zaobera´ maximálnou zloºitos´ou, ktorú môºe
nadobúda´ prienik dvoch neúplných automatov so v²etkými stavmi konco-
vými. Vyslovíme horný odhad tejto zloºitosti a dokáºeme jeho korektnos´ pre
kaºdé prirodzené £íslo m a n.

Lemma 2.1 Nech m,n ≥ 1. Potom pre kaºdý m-stavový neúplný DKA A
a pre kaºdý n-stavový neúplný DKA B také, ºe v²etky stavy automatov A
a B sú koncové, existuje neúplný DKA pre jazyk L(A) ∩ L(B), ktorý má

nanajvý² mn stavov.

Dôkaz.

Nech A = (QA,Σ, δA, sA, QA) a B = (QB,Σ, δB, sB, QB), pri£om |QA| = m
a |QB| = n. Ukáºeme, ºe moºno zostroji´ automat M s mn stavmi pre jazyk
L(A) ∩ L(B).

Nech M = (QA ×QB,Σ, δ, s, QA ×QB), kde s = (sA, sB) a pre kaºdé a ∈ Σ

δ((p, q), a) =

{
(δA(p, a), δB(q, a)) ak δA(p, a) a δB(q, a) sú de�nované,
nede�nované inak.

Automat M teda má mn stavov. Ukáºeme, ºe L(M) = L(A)∩L(B), teda ºe
automatM skuto£ne akceptuje prienik jazykov reprezentovaných automatmi
A a B.
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Nech w ∈ L(A) ∩ L(B), pri£om w = a1a2 · · · ak kde ai ∈ Σ.
Ke¤ºe w ∈ L(A), potom existuje postupnos´ stavov p0, p1, . . . , pk v QA taká,
ºe p0 = sA a

δA(p0, a1) = p1,

δA(p1, a2) = p2,

...
δA(pk−1, ak) = pk.

Ke¤ºe w ∈ L(B), tak podobne existuje postupnos´ stavov q0, q1, . . . , qk v QB

taká, ºe q0 = sB a

δB(q0, a1) = q1,

δB(q1, a2) = q2,

...
δB(qk−1, ak) = qk.

Potom v automateM dostávame postupnos´ stavov (p0, q0), (p1, q1), . . . , (pk, qk)
takú, ºe

δ((p0, q0), a1) =(p1, q1),

δ((p1, q1), a2) =(p2, q2),

...
δ((pk−1, qk−1), ak) =(pk, qk).

To ale znamená, ºe w ∈ L(M) t.j. L(A) ∩ L(B) ⊆ L(M).

Nech teraz w ∈ L(M), pri£om w = a1a2 · · · ak, kde ai ∈ Σ. Ke¤ºe w ∈ L(M),
potom existuje postupnos´ stavov (p0, q0), (p1, q1), . . . , (pk, qk) v QA × QB

taká, ºe (p0, q0) = s a

δ((p0, q0), a1) =(p1, q1),

δ((p1, q1), a2) =(p2, q2),

...
δ((pk−1, qk−1), ak) =(pk, qk).
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Z toho ale vyplýva, ºe v automate A sA = p0 a

δA(p0, a1) = p1,

δA(p1, a2) = p2,

...
δA(pk−1, ak) = pk.

To znamená, ºe existuje výpo£et p0, p1, . . . , pk v QA nad slovom a1a2 · · · ak =
w, z £oho vyplýva, ºe w ∈ L(A).

Analogicky v automate B sB = q0 a

δB(q0, a1) = q1,

δB(q1, a2) = q2,

...
δB(qk−1, ak) = qk.

To znamená, ºe existuje výpo£et q0, q1, . . . , qk v QB nad slovom a1a2 · · · ak =
w, z £oho vyplýva, ºe w ∈ L(B).

Dokázali sme teda, ºe w ∈ L(A) aj w ∈ L(B), £o znamená, ºe platí L(M) ⊆
L(A) ∩ L(B). Z toho vyplýva, ºe platí rovnos´ L(M) = L(A) ∩ L(B), teda
automatM skuto£ne akceptuje prienik jazykov reprezentovaných automatmi
A a B.

V predchádzajúcom dôkaze sme ukázali, ºe maximálna zloºitos´ prieniku ne-
môºe by´ vy²²ia ako mn. Teraz v²ak treba dokáza´, ºe túto hranicu uº ne-
moºno zníºi´ a to tak, ºe nájdeme dvojicu automatov, ktorá zloºitos´ mn
skuto£ne dosahuje.

Lemma 2.2 Nech m,n ≥ 1. Potom existuje m-stavový neúplný DKA A a

n-stavový neúplný DKA B také, ºe v²etky stavy automatov A a B sú koncové

a minimálny neúplný DKA pre jazyk L(A) ∩ L(B), má práve mn stavov.

Dôkaz.

Popí²me si automaty A a B.

Nech A = (QA,Σ, δA, 0, QA), na Obr. 2.1 kde:
QA = {0, 1, . . . ,m− 1},
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Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δA(i, a) =

{
i+ 1 ak i 6= m− 1,
nede�nované inak,

δA(i, b) = i pre v²etky i ∈ {0, 1, . . . ,m− 1},

0 1 · · · m−1
a a

b b b

a

Obr. 2.1: Automat A.

Nech B = (QB,Σ, δB, 0, QB), na Obr. 2.2 kde:
QB = {0, 1, . . . , n− 1},
Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δA(i, a) = i pre v²etky i ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

δB(i, b) =

{
i+ 1 ak i 6= n− 1,
nede�nované inak.

0 1 · · · n−1
b b

a a a

b

Obr. 2.2: Automat B.
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0, 0 0, 1 · · · 0,n−1

1, 0 1, 1 · · · 1,n−1

· · · · · · · · · · · ·

m−1,0 m−1,1 · · · m−1,n−1

b b

b b

b b

a a

a a

a

a

a a a

a

a

a

b

b

b

b b b

Obr. 2.3: Automat M pre jazyk L(A) ∩ L(B).

Teraz si zostrojme sú£inový automat M = (QA × QB,Σ, δ, s, QA × QB),
vi¤ Obr. 3.19, pri£om s = (0, 0), rovnako ako v predchádzajúcom dôkaze.

Ukáºeme:

a) V²etky stavy automatu M sú dosiahnute©né.
Ozna£me teda kaºdý stav ako dvojicu (i, j), kde i = 0, . . . ,m − 1 a
j = 0, . . . , n − 1. Ke¤ºe po pre£ítaní písmena a sa posunieme o práve
jeden stav dolu a po pre£ítaní písmena b sa posunieme o práve jeden
stav doprava, potom pre kaºdý stav platí, ºe z po£iato£ného stavu sa
pre slovo w = aibj posunieme o i riadkov a j st¨pcov a teda stav (i, j)
je dosiahnute©ný.

b) �iadne dva rôzne stavy nie sú ekvivalentné.
Majme stavy (i, j) a (k, l) také, ºe (i, j) 6= (k, l). Ak i 6= k, tak bez
ujmy na v²eobecnosti môºeme predpoklada´, ºe i < k. Uvaºujme slovo
am−k = am−1−ka. Zo stavu (k, l) po pre£ítaní prvej £asti slova am−1−k

prejdeme do stavu (m−1, l), ostáva nám pre£íta´ e²te písmeno a. Ke¤ºe
prechod na a nie je z tohto stavu de�novaný, slovo am−1−ka nie je
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zo stavu (k, l) akceptované. Zo stavu (i, j) po pre£ítaní slova am−1−ka
prejdeme do akceptujúceho stavu (i + m − k, j). Z toho vyplýva, ºe
stavy (i, j) a (k, l) nie sú ekvivalentné.
Ak j 6= l, tak symetricky rozlí²ime stavy pomocou slova bn−1−lb.

Dokázali sme teda, ºe pre akéko©vek prirodzené m a n existuje dvojica auto-
matov s prislúchajúcim po£tom stavov taká, ºe ich prienik bude ma´ zloºitos´
mn. Teraz si tieto zistenia zhrnieme do �nálnej vety.

Veta 2.3 Maximálna zloºitos´ prieniku dvoch jazykov akceptovaných m-

stavovým a n-stavovým neúplným DKA so v²etkými stavmi koncovými je

mn.

Dôkaz.

Pod©a Lemmy 2.1 pre kaºdým-stavový neúplný automat A a kaºdý n-stavový
neúplný automat B so v²etkými stavmi koncovými existuje automat pre
jazyk L(A)∩L(B), ktorý má nanajvý² mn stavov, teda zloºitos´ prieniku je
vºdy nanajvý² mn.
Pod©a Lemmy 2.2 pre kaºdé m,n ≥ 1 existuje m-stavový automat A a n-
stavový automat B taký, ºe automat akceptujúci prienik jazykov L(A)∩L(B)
má práve mn stavov a teda maximálna zloºitos´ prieniku nemôºe by´ niº²ia
ako mn.

2.2 Minimálna zloºitos´

V nasledujúcej £asti sa zameriame na minimálnu moºnú zloºitos´ prieniku
dvoch jazykov reprezentovaných neúplnými automatmi so v²etkými konco-
vými stavmi. Stanovenú dolnú hranicu formálne dokáºeme pre akéko©vek
prirodzené m a n.

Lemma 2.4 Nech m,n ≥ 1. Potom existujú m-stavový neúplný DKA A a

n-stavový neúplný DKA B také, ºe v²etky stavy automatov A a B sú koncové

a minimálny neúplný DKA pre jazyk L(A) ∩ L(B) má práve 1 stav.

Dôkaz.

Popí²me si automaty A a B.

Nech A = (QA,Σ, δA, 0, QA), na Obr. 2.4 kde:
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QA = {0, 1, . . . ,m− 1},
Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δA(i, a) =

{
i+ 1 ak i 6= m− 1,
nede�nované inak,

δA(i, b) = nede�nované.

0 1 · · · m−1
a a a

Obr. 2.4: Automat A.

Nech B = (QB,Σ, δB, 0, QB), na Obr. 2.5 kde:
QB = {0, 1, . . . , n− 1},
Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δB(i, a) = nede�nované.

δB(i, b) =

{
i+ 1 ak i 6= n− 1,
nede�nované inak.

0 1 · · · n−1
b b b

Obr. 2.5: Automat B.

V takomto prípade bude automat akceptujúci jazyk L(A)∩L(B) akcepto-
va´ jedine a len prázdne slovo a teda po£et stavov automatu pre tento jazyk
bude práve 1.

Ukázali sme, ºe bez oh©adu na vo©bu £ísel m a n, vieme nájs´ takú dvojicu
automatov s daným po£tom stavov, ºe k nim prislúchajúci sú£inový automat
bude ma´ presne jeden stav. Minimálna zloºitos´ sa teda rovná hodnote 1.
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2.3 Rozsah dosiahnute©ných zloºitostí

V predchádzajúcich podkapitolách sme ur£ili ºe zloºitos´ prienikum-stavového
neúplného DKA a n-stavového neúplného DKA so v²etkými koncovými stavmi
sa pohybuje v rozmedzí od 1 do mn pre akéko©vek prirodzené m a n. Cie©om
nasledujúcej £asti je preskúma´, ktoré hodnoty v tomto zistenom rozsahu
môºe tento prienik nadobúda´. V prvej lemme sa zameriame na prípad, ºe
chceme vyrobi´ iba jeden neúplný st¨pec, teda poºadovaná zloºitos´ je men²ia
ako m.

Lemma 2.5 Nech m,n ≥ 1, pri£om platí m ≤ n. Potom pre kaºdé α ∈ N
také, ºe 1 < α < m existuje m-stavový automat A a n-stavový automat B
nad binárnou abecedou Σ = {a, b} taký, ºe v²etky stavy automatov A a B
sú koncové a minimálny DKA pre jazyk L(A) ∩ L(B) má práve α stavov.

Dôkaz.

Popí²me si automaty A a B.

Nech A = (QA,Σ, δA, 0, QA), na Obr. 2.6 kde:
QA = {0, 1, . . . ,m− 1},
Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δA(i, a) =

{
i+ 1 ak i 6= m− 1,
nede�nované inak,

δA(i, b) =

{
i+ 1 ak i < α− 1,
nede�nované inak,

0 1 · · · α−1 · · · m−1
a a a a a
b b b

Obr. 2.6: Automat A.

Nech B = (QB,Σ, δB, 0, QB), na Obr. 2.7 kde:
QB = {0, 1, . . . , n− 1},
Σ = {a, b}
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a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δB(i, a) = nede�nované,

δB(i, b) =

{
i+ 1 ak i 6= n− 1,
nede�nované inak.

0 1 · · · α−1 · · · n−1
b b b b b

Obr. 2.7: Automat B.

Teraz si zostrojme sú£inový automat M = (QA × QB,Σ, δ, s, QA × QB),
vi¤ Obr. 2.8 pri£om s = (0, 0).

0, 0

1, 1

· · ·

α−1,α−1

b

b

b

Obr. 2.8: Automat M pre jazyk L(A) ∩ L(B).

V tomto automate budú dosiahnute©né iba stavy (i, i) pre ktoré platí 0 ≤
i ≤ α− 1. Tieto stavy budú navzájom neekvivalentné, ke¤ºe ©ubovo©né dva
stavy (i, i) a (j, j), kde i < j moºno rozlí²i´ slovom bα−j. Automat pre jazyk
L(A) ∩ L(B) bude ma´ teda presne α stavov.
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Dokázali sme teda, ºe pre kaºdú hodnotu men²iu ako m vieme nájs´ taký
automat s m stavmi a taký automat s n stavmi, ºe minimálny DKA akcep-
tujúci ich prienik bude ma´ po£et stavov rovný tejto hodnote.V ¤al²ej lemme
sa pokúsime dokáza´, ºe vieme dosiahnu´ hodnoty od m aº po m+ n− 1 t.j.
vyrobíme v²etky stavy v prvom st¨pci a ºelaný po£et stavov z prvého riadka.

Lemma 2.6 Nech m,n ≥ 1, pri£om platí m ≤ n. Potom pre kaºdé α ∈ N
také, ºe m ≤ α < m+n−1 existuje m-stavový automat A a n-stavový auto-

mat B nad binárnou abecedou Σ = {a, b} taký, ºe v²etky stavy automatov A
a B sú koncové a minimálny DKA pre jazyk L(A)∩L(B) má práve α stavov.

Dôkaz.

Popí²me si automaty A a B.

Nech A = (QA,Σ, δA, 0, QA), na Obr. 2.9 kde:
QA = {0, 1, . . . ,m− 1},
Σ = {a, b}
β = α−m
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δA(i, a) =

{
i+ 1 ak i 6= m− 1,
0 inak,

δA(i, b) =

{
i+ 1 ak i < β,
nede�nované inak.

0 1 · · · β · · · m−1
a a a a a
b b b

a

Obr. 2.9: Automat A.

Nech B = (QB,Σ, δB, 0, QB), na Obr. 2.10 kde:
QB = {0, 1, . . . , n− 1},
Σ = {a, b}
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a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δB(i, a) =

{
i ak i = 0,
nede�nované inak,

δB(i, b) =

{
i+ 1 ak i 6= n− 1,
nede�nované inak,

0 1 · · · n−1
b b

a

b

Obr. 2.10: Automat B.

Teraz si zostrojme sú£inový automat M = (QA × QB,Σ, δ, s, QA × QB),
vi¤ Obr. 2.11 pri£om s = (0, 0).

Vo výslednom sú£inovom automate sú dosiahnute©né také stavy (i, j),
pre ktoré platí, ºe i = {0, 1, . . . ,m − 1} a j = 0 alebo i = {1, . . . , β} a
j = {1, . . . , i}. �iadne ¤al²ie stavy sa nevyrobia, pretoºe zo stavov v st¨pci 0
je prechod na písmeno b de�novaný iba po riadok β−1 a v stavoch v st¨pcoch
1 aº β nie je de�novaný prechod pre písmeno a.
Navy²e, ako si môºeme v²imnú´, vo výslednom sú£inovom automate sa na-
chádzajú ekvivalentné stavy, preto je potrebné ho zminimalizova´. Stavy v
st¨pci 0 sú neekvivalentné navzájom aj vzh©adom na stavy z ostatných st¨p-
cov, £o dokáºeme neskôr, preto sa zameriame na stavy zo st¨pcov 1 aº β. Ak
si ozna£íme stav automatu ako (i, j), potom pre kaºdý stav taký, ºe j 6= 0
platí, ºe akceptuje v²etky slová w v tvare w = bd, kde d = {0, 1, . . . , β − i}.
Z toho potom vyplýva, ºe mnoºina slov akceptovaných zo stavu (i, j) kde
j 6= 0 je zhodná z mnoºinou akceptovaných slov kaºdého stavu v tom istom
riadku. To znamená, ºe stav (i, j) je ekvivalentný s kaºdým stavom (k, l) ta-
kým, ºe i = k. Zlú£ením ekvivalentných stavov teda dostaneme automat na
Obr. 2.12.

Ukáºeme:

1. V²etky stavy automatu M sú dosiahnute©né.

Ozna£me teda kaºdý stav ako dvojicu (i, j) a uvaºujme 2 podprípady:
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0, 0

1, 0

· · · · · ·

β, 0

· · ·

m−1,0

1, 1

· · ·

β,β

a

a
b

a bb

a

a

b

b

b
a

Obr. 2.11: Automat M pre jazyk L(A) ∩ L(B).

a) Ak j = 0, potom sa po pre£ítaní písmena a posunieme o práve
jeden stav dolu , £o znamená, ºe pre kaºdý takýto stav platí, ºe
z po£iato£ného stavu sa pre slovo w = ai posunieme presne o i
riadkov. Stav (i, j) je teda dosiahnute©ný.

b) Ak j 6= 0 a i = j, potom sa po pre£ítaní písmena b posunieme o
práve jeden stav dolu a o práve jeden stav doprava, £o znamená,
ºe pre kaºdý takýto stav sa z po£iato£ného stavu pre slovo w =
bi posunieme presne o i riadkov a i st¨pcov, stav (i, j) je teda
dosiahnute©ný.

2. �iadne dva rôzne stavy nie sú ekvivalentné.

Majme stavy (i, j) a (i′, j′) také, ºe (i, j) 6= (i′, j′). Rozdelíme si dôkaz
na 2 £asti a to na prípad, ak j 6= j′, teda stavy sa nachádzajú v rozdiel-
nych st¨pcoch a prípad j = j′ teda ak sa stavy nachádzajú v rovnakom
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0, 0

1, 0

· · ·

β, 0

· · ·

m−1,0

1, 1

· · ·

β,β

a

a
b

a

b

a

a

b

b

b
a

Obr. 2.12: Minimálny automat M pre jazyk L(A) ∩ L(B).

st¨pci.

a) Ak j 6= j′, tak bez ujmy na v²eobecnosti môºeme predpoklada´,
ºe j < j′. Rozoberme 2 podprípady:

(i) Ak j = 0 a j′ > 0, potom uvaºujme písmeno a. Zatia© £o z
kaºdého stavu (i, j) kde j = 0 je prechod pre toto písmeno
de�novaný, pre stavy (i′, j′) také, ºe j′ > 0 je prechod pre
písmeno a nede�novaný. Stavy (i, j) a (i′, j′) sú preto neekvi-
valentné.

(ii) Ak j > 0 a j′ > 0, uvaºujme slovo bβ−j
′+1 = bβ−j

′
b. Zo stavu

(i′, j′) sa po pre£ítaní prvej £asti slova bβ−j
′
dostaneme do

stavu (β, β), zostáva nám do£íta´ e²te písmeno b. Z tohto
stavu je v²ak prechod pre písmeno b nede�novaný, slovo bβ−j

′+1

je preto zo stavu (i′, j′) neakceptované. Zo stavu (i, j) prej-
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deme po pre£ítaní slova do akceptujúceho stavu (j + β − j′ +
1, j + β − j′ + 1). Stavy (i, j) a (i′, j′) sú teda s ur£itos´ou
neekvivalentné.

b) Ak j = j′, potom vieme s ur£itos´ou poveda´ j = j′ = 0, pretoºe
v st¨pcoch, kde j > 0 sa nachádza vºdy nanajvý² jeden stav. Bez
ujmy na v²eobecnosti predpokladajme, ºe i < i′. Uvaºujme teda
slovo am−ibβ. Zo stavu (i, j) sa po pre£ítaní prvej £asti slova am−i

dostaneme do stavu (0, 0), pre£ítaním zvy²ku slova bβ prejdeme do
akceptujúceho stavu (β, β). Zo stavu (i′, j′) sa po pre£ítaní prvej
£asti slova presunieme do stavu ((i′+m− i) mod m, 0) resp. (i′−
i, 0), zostáva nám do£íta´ e²te zvy²ok slova bβ. Ke¤ºe ale s kaºdého
stavu v st¨pci 0 a riadku i dokáºeme pre£íta´ nanajvý² slová d¨ºky
β−i a platí predpoklad i < i′, t.j i′−i > 0, slovo bβ sa s ur£itos´ou
nedo£íta. Zo stavu (i′, j′) je teda slovo am−ibβ neakceptované, £o
znamená, ºe stavy (i, j) a (i′, j′) sú neekvivalentné.

Podarilo sa nám ukáza´, ºe pre kaºdé m a kaºdé n a kaºdú hodnotu aº po
m + n − 1 vieme nájs´ takú dvojicu m-stavového a n-stavového automatu,
ºe minimálny DKA akceptujúci ich prienik bude ma´ po£et stavov zodpove-
dajúci tejto hodnote. Ostáva nám e²te ukáza´, ºe takisto je moºné dosiahnu´
v²etky ostatné hodnoty aº po mn.

Lemma 2.7 Nech m,n ≥ 1, pri£om platí m ≤ n. Potom pre kaºdé α ∈ N
také, ºe m + n − 1 ≤ α < mn existuje m-stavový automat A a n-stavový
automat B nad abecedou Σ = {a, b, c} taký, ºe v²etky stavy automatov A a

B sú koncové a minimálny DKA pre jazyk L(A) ∩ L(B) má práve α stavov.

Dôkaz.

Rozloºme si £íslo α nasledovne:

α = m+ k(n− 1) + l

pri£om 0 < k < m a 0 ≤ l < n− 1

�alej si popí²me automaty A a B.

Nech A = (QA,Σ, δA, 0, QA), na Obr. 2.13 kde:
QA = {0, 1, . . . ,m− 1},
Σ = {a, b, c}
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a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δA(i, a) =

{
i+ 1 ak i 6= m− 1,
0 ak i = m− 1,

δA(i, b) =

{
i ak i < k,
nede�nované inak,

δA(i, c) =

{
i ak i = k,
nede�nované inak.

0 1 · · · k−1 k · · · m−1
a a

b b b c

a a a a

a

Obr. 2.13: Automat A.

Nech B = (QB,Σ, δB, 0, QB), na Obr. 2.14 kde:
QB = {0, 1, . . . , n− 1},
Σ = {a, b, c}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δB(i, a) =

{
i ak i = 0,
nede�nované inak.

δB(i, b) =

{
i+ 1 ak i 6= n− 1,
0 inak.

δB(i, c) =

{
i+ 1 ak i < l,
nede�nované inak.

Teraz si zostrojme sú£inový automat M = (QA × QB,Σ, δ, s, QA × QB),
vi¤ Obr. 2.15 pri£om s = (0, 0).
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0 1 · · · l−1 l · · · n−1
b b
c c

a

b b
c c

b b

b

Obr. 2.14: Automat B.

Ukáºeme:

1. V²etky stavy automatu M sú dosiahnute©né.

Najprv si rozdelíme stavy automatu na tri skupiny. Ak si ozna£íme
kaºdý stav ako dvojicu (i, j), potom prvú skupinu stavov budú tvori´
stavy, kde i ∈ {0, . . . , k− 1} a j ∈ {0, 1, . . . , n− 1}. Do druhej skupiny
budú patri´ stavy, kde i = k a j ∈ {0, 1, . . . , l} a do tretej skupiny sa
zaradia stavy, pre ktoré platí, ºe i ∈ {k + 1, . . . ,m− 1} a j = 0.

a) Nech i ∈ {0, . . . , k − 1} a j ∈ {0, . . . , n − 1}. Ke¤ºe po pre£ítaní
písmena a sa posunieme o práve jeden stav dolu a po pre£ítaní
písmena b sa posunieme o práve jeden stav doprava, potom pre
kaºdý stav z tejto mnoºiny platí, ºe z po£iato£ného stavu (0, 0) sa
pre slovo w = aibj posunieme o i riadkov a j st¨pcov a teda stav
(i, j) je dosiahnute©ný.

b) Nech i = k a j ∈ {0, . . . , l}. Ke¤ºe po pre£ítaní písmena a sa
posunieme o práve jeden stav dolu a po pre£ítaní písmena c sa v
riadku k posunieme o práve jeden stav doprava, potom pre kaºdý
stav z tejto mnoºiny platí, ºe z po£iato£ného stavu (0, 0) sa pre
slovo w = aicj posunieme o i riadkov a j st¨pcov a teda stav (i, j)
je dosiahnute©ný.

c) Nech i ∈ {k + 1, . . . ,m− 1} a j = 0. Ke¤ºe po pre£ítaní písmena
a sa posunieme o práve jeden stav dolu, potom pre kaºdý stav
z tejto mnoºiny platí, ºe z po£iato£ného stavu (0, 0) sa pre slovo
w = ai posunieme o i riadkov a teda stav (i, j) je dosiahnute©ný.

2. �iadne dva rôzne stavy nie sú ekvivalentné.
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0, 0 0, 1 · · · 0, l · · · 0,n−1

1, 0 1, 1 · · · 1, l · · · 1,n−1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

k−1,0 k−1,1 · · · k−1,l · · · k−1,n−1

k, 0 k, 1 · · · k, l

· · ·

m−1,0

b b

b b

b b

a

a

a

a

b b b b b

a

c c c

a

a

b b b

b

b

b

b

b b b

b b b

Obr. 2.15: Automat M pre jazyk L(A) ∩ L(B).
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Majme stavy (i, j) a (i′, j′) také, ºe (i, j) 6= (i′, j′). Rozdelíme si dôkaz
na 2 £asti a to na prípad, ak i 6= i′, teda stavy sa nachádzajú v rozdiel-
nych riadkoch a prípad i = i′ teda ak sa stavy nachádzajú v rovnakom
riadku.

a) Ak i 6= i′ tak bez ujmy na v²eobecnosti môºeme predpoklada´, ºe
i < i′. Uvaºujme 4 podprípady:

(i) Ak i < k a zárove¬ i′ < k, uvaºujme slovo bn−jak−i−1b. Zo
stavu (i, j) po pre£ítaní prvej £asti slova bn−j prejdeme do
stavu (i, 0), po pre£ítaní druhej £asti slova ak−i−1 sa presu-
nieme do stavu (k − 1, 0), z ktorého sa potom písmenom b
dostaneme do akceptujúceho stavu (k− 1, 1). Zo stavu (i′, j′)
po pre£ítaní prvej £asti slova bn−j prejdeme do stavu (i′, (j′+
n − j) mod n). Ak platí j 6= j′, potom vieme s ur£itos´ou
poveda´, ºe (j′+n− j) mod n 6= 0, £o znamená, ºe sa druhá
£as´ slova nedo£íta, pretoºe prechod pre písmeno a je de�no-
vaný jedine pre stavy v st¨pci 0. Ak platí j = j′, potom sme po
pre£ítaní prvej £asti slova pre²li do stavu (i′, 0) a zostáva nám
pre£íta´ zvy²ok slova ak−ib. Po pre£ítaní nasledujúcej £asti
slova ak−i sa dostaneme do stavu (i′+k− i, 0) a ostáva uº len
pre£íta´ písmeno b. Ke¤ºe v²ak vieme, ºe i < i′, znamená to,
ºe i′+k− i > k, prechod pre písmeno b je v²ak de�novaný len
pre stavy v riadkoch kde i′ < k. To ale znamená, ºe sa slovo
nedo£íta. Slovo bn−jak−ib teda zo stavu (i′, j′) nie je akcepto-
vané, £o znamená, ºe stavy (i, j) a (i′, j′) nie sú ekvivalentné.

(ii) Ak i < k a zárove¬ i′ ≥ k, uvaºujme písmeno b. Ak i < k po-
tom pre kaºdý stav (i, j) je prechod na písmeno b de�novaný.
Ak i′ ≥ k, potom pre kaºdý stav (i′, j′) prechod pre písmeno
b nie je de�novaný. Stavy (i, j) a (i′, j′) preto v tomto prípade
nie sú ekvivalentné.

(iii) Ak i = k a zárove¬ i′ > k, pri£om j 6= l, uvaºujme písmeno c.
Zatia© £o pre kaºdý stav (i, j) kde i = k a j 6= l je prechod pre
písmeno c de�novaný, pre stavy (i′, j′) kde i′ > k je prechod
pre písmeno c nede�novaný. Stavy (i, j) a (i′, j′) preto nie
sú ekvivalentné. Spome¬me si e²te jeden ²peciálny prípad a
to, ak i = k a j = l. V tomto prípade daný stav (i, j) ako
jediný stav automatu M akceptuje výlu£ne prázdne slovo, £o
znamená ºe je neekvivalentný nielen so stavom (i′, j′), ale aj
so v²etkými ostatnými stavmi automatu M .

(iv) Ak i > k a zárove¬ i′ > k, potom j = j′ = 0. Uvaºujme
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slovo am−i
′
b. Zo stavu (i′, j′) sa po pre£ítaní prvej £asti slova

am−i
′
dostaneme do stavu (0, j′), po pre£ítaní zvy²ku slova

b prejdeme do akceptujúceho stavu (0, 1), slovo am−i
′
b teda

je akceptované. Zo stavu (i, j) po pre£ítaní prvej £asti slova
am−i

′
prejdeme do stavu (i+m− i′, j′) , ostáva nám teda e²te

pre£íta´ písmeno b. Ke¤ºe ale vieme, ºe i < i′, potom môºeme
s ur£itos´ou poveda´ ºe k < i + m − i′ ≤ m − 1 £o znamená,
ºe písmeno b nemá v tomto stave de�novaný prechod a teda
slovo am−i

′
b nie je zo stavu (i, j) akceptované. Stavy (i, j) a

(i′, j′) preto nie sú ekvivalentné.

b) Ak i = i′ tak bez ujmy na v²eobecnosti môºeme predpoklada´, ºe
j < j′. Uvaºujme 2 podprípady:

(i) Ak i = i′ < k, uvaºujme slovo bn−j
′
a. Zo stavu (i′, j′) sa po

pre£ítaní slova dostaneme do stavu (i′+ 1, 0), teda slovo bude
akceptované. Zo stavu (i, j) po pre£ítaní prvej £asti slova bn−j

′

prejdeme do stavu (i, (j+n−j′) mod n), ostáva nám teda e²te
pre£íta´ písmeno a. Ke¤ºe ale vieme, ºe j < j′, potom môºeme
s ur£itos´ou poveda´ ºe (j + n− j′) mod n 6= 0 £o znamená,
ºe písmeno a nemá v tomto stave de�novaný prechod a teda
slovo bn−j

′
a nie je zo stavu (i, j) akceptované. Stavy (i, j) a

(i′, j′) teda nie sú ekvivalentné.
(ii) Ak i = i′ = k , uvaºujme slovo cl−j

′+1 = cl−j
′
c. Zo stavu (i′, j′)

sa po pre£ítaní prvej £asti slova cl−j
′
dostaneme do stavu (i′, l),

ostáva nám pre£íta´ e²te písmeno c. Ke¤ºe prechod na c nie
je z tohto stavu de�novaný, slovo cl−j

′+1 nie je zo stavu (i′, j′)
akceptované. Zo stavu (i, j) sa po pre£ítaní slova cl−j

′+1 do-
staneme do akceptujúceho stavu (i′, j + l − j′ + 1). Z toho
vyplýva, ºe stavy (i, j) a (i′, j′) nie sú ekvivalentné.

Ke¤ºe výsledný automat je minimálny, potom za pomoci £ísel k a l je
moºné vyjadri´ kaºdú hodnotu α = m+ k(n− 1) + l, pre ktorú platí predpo-
kladaný vz´ah m+ n− 1 ≤ α < mn, pri£om £íslo k bude ozna£ova´ poºado-
vaný po£et úplných riadkov v sú£inovom automate a £íslo l bude predstavova´
po£et stavov v neúplnom riadku nasledujúcom po poslednom úplnom riadku.

Ukázali sme teda, ºe správnou vo©bou automatov je moºné dosiahnu´ akú-
ko©vek zloºitos´ prieniku od 1 aº pomn. V²etky získané a dokázané poznatky
si e²te zhrnieme do výslednej vety.

Veta 2.8 Zloºitos´ prieniku dvoch jazykov nad ternárnou abecedou akcepto-
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vaných m-stavovým a n-stavovým neúplným DKA so v²etkými stavmi kon-

covými, môºe dosahova´ kaºdú hodnotu z intervalu [1,mn].

Dôkaz.

Pod©a Lemmy 3.1 minimálna zloºitos´ prieniku m-stavového a n-stavového
neúplného DKA je rovná 1.
Pod©a Vety 3.2 maximálna zloºitos´ prieniku m-stavového a n-stavového ne-
úplného DKA je rovná mn.
Pod©a Lemmy 2.5 moºno pre m ≤ n dosiahnu´ kaºdú hodnotu od 1 po m.
Pod©a Lemmy 2.6 je pre m ≤ n moºné dosiahnu´ v²etky hodnoty v rozmedzí
od m po m+ n− 1.
Pod©a Lemmy 2.7 je prem ≤ n moºné dosiahnu´ v²etky hodnoty odm+n−1
aº po mn.
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Kapitola 3

Zjednotenie automatov so
v²etkými stavmi koncovými

V tejto kapitole sa budeme venova´ zjednoteniu automatov so v²etkými
stavmi koncovými. Rovnako ako v prípade operácie prienik sa pokúsime do-
káza´, ºe minimálna zloºitos´ tejto operácie je 1 a taktieº nájs´ maximálnu
zloºitos´ ktorú je moºné dosiahnu´.

3.1 Minimálna zloºitos´

Lemma 3.1 Nech m,n ≥ 1, pri£om platí m ≤ n. Potom existujú m-stavový

neúplný DKA A a n-stavový neúplný DKA B také, ºe v²etky stavy automa-

tov A a B sú koncové a minimálny neúplný DKA pre jazyk L(A)∪L(B) má

práve 1 stav.

Dôkaz.

Popí²me si automaty A a B.

Nech A = (QA,Σ, δA, 0, QA), na Obr. 3.16 kde:
QA = {0, 1, . . . ,m− 1},
Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δA(i, a) =

{
i ak i = m− 1,
i+ 1 inak,

δA(i, b) =


i+ 1 ak i < m− 2,
i ak i = m− 1,
nede�nované inak.
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0 1 · · · m−2 m−1
a a a a
b b b

a

b

Obr. 3.16: Automat A.

Nech B = (QB,Σ, δB, 0, QB), na Obr. 3.17 a Obr. 3.18 kde:
QB = {0, 1, . . . , n− 1},
Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δB(i, a) =


i ak i = n− 1,
i+ 1 ak i < n− 2 a platí m = n,
i+ 1 ak i < n− 1 a platí m 6= n,
nede�nované inak.

δB(i, b) =


i ak i = n− 1,
i+ 1 ak i < m− 2,
n− 1 ak i = m− 2,
nede�nované inak.

0 1 · · · m−2 n−1
a a a
b b b

b

a

b

Obr. 3.17: Automat B pre m = n.
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0 1 · · · m−2 · · · n−1
a a a a a
b b b

b
a

b

Obr. 3.18: Automat B pre m 6= n.

Teraz si zostrojme automat pre zjednotenie M = (Q,Σ, δ, s, Q), vi¤ Obr.
3.19 a Obr. 3.20, pri£om s = (0, 0) a Q = (QA ∪X)× (QB ∪X).

0, 0

· · ·

m−2,m−2

X ,n−1

m−1,X

a, b

a, b b

a

b

a

a b

Obr. 3.19: Automat M pre jazyk L(A) ∪ L(B) pre m = n.
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0, 0

· · ·

m−2,m−2

X ,n−1

m−1,m−1

m−1,X

m−1,m · · · m−1,n−1

a, b

a, b b

a

b

a

b

a

b

a a a

b b

a

b

Obr. 3.20: Automat M pre jazyk L(A) ∪ L(B) pre m 6= n.

Automat M akceptuje v²etky slová t.j. po minimalizácii bude ma´ práve
jeden stav.
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3.2 Maximálna zloºitos´

Lemma 3.2 Nech m,n ≥ 1, pri£om platí m ≤ n. Potom existujú m-stavový

neúplný DKA A a n-stavový neúplný DKA B také, ºe v²etky stavy automa-

tov A a B sú koncové a minimálny neúplný DKA pre jazyk L(A)∪L(B) má

práve (m+ 1)(n+ 1)− 1 stavov.

Dôkaz.

Popí²me si automaty A a B.

Nech A = (QA,Σ, δA, 0, QA), na Obr. 3.21 kde:
QA = {0, 1, . . . ,m− 1},
Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δA(i, a) =

{
i+ 1 ak i < m− 1,
nede�nované inak,

δA(i, b) = i.

0 1 · · · m−1
a a a

b b b

Obr. 3.21: Automat A.

Nech B = (QB,Σ, δB, 0, QB), na Obr. 3.22 kde:
QB = {0, 1, . . . , n− 1},
Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δB(i, a) = i

δB(i, b) =

{
i+ 1 ak i < n− 1,
nede�nované inak.
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0 1 · · · n−1
b b b

a a a

Obr. 3.22: Automat B.

Teraz si zostrojme automat pre zjednotenie M = (Q,Σ, δ, s, Q), vi¤ Obr.
3.23, pri£om s = (0, 0) a Q = (QA ∪X)× (QB ∪X).

�alej musíme ukáza´, ºe automat je skuto£ne minimálny. Majme stavy (i, j)
a (i′, j′) také, ºe (i, j) 6= (i′, j′). Rozdelíme si dôkaz na 2 £asti:

1) ak i 6= i′ a bez ujmy na v²eobecnosti i < i′ t.j. stavy sa nachádzajú v
rôznych riadkoch. Túto £as´ si ¤alej rozdelíme na 2 prípady:

a) ak j, j′ 6= X, teda ºiaden so stavov sa nenachádza v poslednom
st¨pci. Potom uvaºujme slovo am−i

′
bn−j

′
= am−i

′
bn−1−j

′
b. Zo stavu

(i, j) sa po pre£ítaní prvej £asti slova am−i
′
presunieme do stavu

(i + m − i′, j), £o je s ur£itos´ou akceptujúci stav, ostáva nám
pre£íta´ zvy²ok slova bn−1−j

′
b. Ak platí j < j′, po pre£ítaní tejto

£asti slova sa presunieme do akceptujúceho stavu (i+m− i′, j +
n − j′), ak platí j ≥ j′, potom po pre£ítaní prejdeme do stavu
(i+m− i′, X), £o je tieº akceptujúci stav. Slovo am−i

′
bn−j

′
je teda

zo stavu (i, j) akceptované. Zo stavu (i′, j′) sa po pre£ítaní prvej
£asti slova am−i

′
presunieme do stavu (X, j′), ostáva nám pre£íta´

zvy²ok slova bn−1−j
′
b. Po pre£ítaní ¤al²ej £asti slova bn−1−j

′
sa

presunieme do stavu (X,n− 1) a zostáva nám do£íta´ písmeno b.
Toto písmeno v²ak z daného stavu nie je akceptované, preto slovo
am−i

′
bn−j

′
nie je zo stavu (i′, j′) akceptované. Stavy (i, j) a (i′, j′)

preto v tomto prípade nie sú ekvivalentné.

b) ak sa aspo¬ jeden so stavov nachádza v poslednom st¨pci. Roz-
de©me si tento prípad na 2 podprípady:

i) ak st¨pec j je ©ubovo©ný a j′ = X. Uvaºujme slovo am−i
′

=
am−1−i

′
a. Zo stavu (i, j) sa po pre£ítaní slova dostaneme do

akceptujúceho stavu (i + m− i′, j). Zo stavu (i′, j′) = (i′, X)
po pre£ítaní prvej £asti slova am−1−i

′
prejdeme do stavu (m−

1, X), ostáva nám e²te do£íta´ písmeno a. Z tohto stavu v²ak
prechod na toto písmeno nie je de�novaný, slovo am−i

′
teda
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0, 0 0, 1 · · · 0,n−1 0,X

1, 0 1, 1 · · · 1,n−1 1,X

· · · · · · · · · · · · · · ·

m−1,0

X ,0

m−1,1

X ,1

· · ·

· · ·

m−1,n−1

X ,n−1

m−1,X

b b

b b

b b

a a a

a

a

a a

a

a

a a a

a

a

a

a a a

b

b

b

b

a a a a

b b

b b b

b b

bb

b b b

a

b

Obr. 3.23: Automat pre jazyk L(A) ∪ L(B).
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zo stavu (i′, j′) nie je akceptované. Stavy (i, j) a (i′, j′) teda
nie sú ekvivalentné.

ii) ak st¨pec j′ je ©ubovo©ný a j = X. Uvaºujme slovo am−i =
am−1−ia. Zo stavu (i, j) = (i,X) sa po pre£ítaní prvej £asti
slova am−1−i dostaneme do stavu (m−1, X), ostáva nám pre-
£íta´ e²te písmeno a. Toto písmeno je ale z tohto stavu neak-
ceptované, preto slovo am−i je zo stavu (i, j) neakceptované.
Zo stavu (i′, j′) po pre£ítaní slova prejdeme do akceptujúceho
stavu (X, j′). Stavy (i, j) a (i′, j′) teda nie sú ekvivalentné.

2) ak j 6= j′ a bez ujmy na v²eobecnosti j < j′ t.j. stavy sa nachádzajú v
rôznych st¨pcoch. Túto £as´ si ¤alej rozdelíme na 2 prípady:

a) ak i, i′ 6= X, teda ºiaden so stavov sa nenachádza v poslednom
riadku. Potom uvaºujme slovo bn−j

′
am−i

′
= bn−j

′
am−1−i

′
a. Zo stavu

(i, j) sa po pre£ítaní prvej £asti slova bn−j
′
presunieme do stavu

(i, j+n− j′), £o je s ur£itos´ou akceptujúci stav, ostáva nám pre-
£íta´ zvy²ok slova am−1−i

′
a. Ak platí i < i′, po pre£ítaní tejto £asti

slova sa presunieme do akceptujúceho stavu (i+m−i′, j+n−j′), ak
platí i ≥ i′, potom po pre£ítaní prejdeme do stavu (X, j+n− j′),
£o je tieº akceptujúci stav. Slovo bn−j

′
am−i

′
je teda zo stavu (i, j)

akceptované. Zo stavu (i′, j′) sa po pre£ítaní prvej £asti slova bn−j
′

presunieme do stavu (i′, X), ostáva nám pre£íta´ zvy²ok slova
am−1−i

′
a. Po pre£ítaní ¤al²ej £asti slova am−1−i

′
sa presunieme do

stavu (m− 1, X) a zostáva nám do£íta´ písmeno a. Toto písmeno
v²ak z daného stavu nie je akceptované, preto slovo bn−j

′
am−i

′
nie

je zo stavu (i′, j′) akceptované. Stavy (i, j) a (i′, j′) preto v tomto
prípade nie sú ekvivalentné.

b) ak sa aspo¬ jeden so stavov nachádza v poslednom riadku. Roz-
de©me si tento prípad na 2 podprípady:

i) ak riadok i je ©ubovo©ný a i′ = X. Uvaºujme slovo bn−j
′

=
bn−1−j

′
b. Zo stavu (i, j) sa po pre£ítaní slova dostaneme do

akceptujúceho stavu (i, j+n−j′). Zo stavu (i′, j′) = (X, j′) po
pre£ítaní prvej £asti slova bn−1−j

′
prejdeme do stavu (X,n−1),

ostáva nám e²te do£íta´ písmeno b. Z tohto stavu v²ak prechod
na toto písmeno nie je de�novaný, slovo bn−j

′
teda zo stavu

(i′, j′) nie je akceptované. Stavy (i, j) a (i′, j′) teda nie sú
ekvivalentné.

ii) ak riadok i′ je ©ubovo©ný a i = X, potom uvaºujme slovo
bn−j = bn−1−jb. Zo stavu (i, j) = (X, j) po pre£ítaní prvej
£asti slova bn−1−j prejdeme do stavu (X,n − 1), ostáva nám
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e²te do£íta´ písmeno b. Z tohto stavu v²ak prechod na toto
písmeno nie je de�novaný, slovo bn−j teda zo stavu (i, j) nie je
akceptované. Zo stavu (i′, j′) sa po pre£ítaní slova dostaneme
do akceptujúceho stavu (i′, X). Stavy (i, j) a (i′, j′) teda v
tomto podprípade nie sú ekvivalentné.

Veta 3.3 Zloºitos´ zjednotenia dvoch jazykov akceptovaných m-stavovým a

n-stavovým neúplným DKA so v²etkými stavmi koncovými sa pohybuje v

intervale [1, (m+ 1)(n+ 1)− 1].

Dôkaz.

Pod©a Lemmy 3.1 pre kaºdým-stavový neúplný automat A a kaºdý n-stavový
neúplný automat B so v²etkými stavmi koncovými existuje automat pre ja-
zyk L(A)∪L(B), ktorý má práve 1 stav, teda minimálna zloºitos´ zjednotenia
je vºdy najmenej 1.
Pod©a Lemmy 3.2 pre kaºdé m,n ≥ 1 existuje m-stavový automat A a n-
stavový automat B taký, ºe automat akceptujúci zjednotenie jazykov L(A)∪
L(B) má práve (m + 1)(n + 1) − 1 stavov a teda maximálna zloºitos´ zjed-
notenia nemôºe by´ niº²ia ako (m+ 1)(n+ 1)− 1.
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Kapitola 4

Rozdiel automatov so v²etkými
stavmi koncovými

V nasledujúcej kapitole budeme skúma´ operáciu rozdiel a pokúsime sa sta-
novi´ dolný a horný odhad zloºitosti, ktorú môºe nadobúda´ pre kaºdé pri-
rodzené £íslo m a n.

4.1 Minimálna zloºitos´

Lemma 4.1 Nech m,n ≥ 1. Potom existujú m-stavový neúplný DKA A a

n-stavový neúplný DKA B také, ºe v²etky stavy automatov A a B sú koncové

a minimálny neúplný DKA pre jazyk L(A) \ L(B) má práve 1 stav.

Dôkaz.

Popí²me si automaty A a B.

Nech A = (QA,Σ, δA, 0, QA), na Obr. 4.24 kde:
QA = {0, 1, . . . ,m− 1},
Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δA(i, a) =

{
i+ 1 ak i < m− 1,
nede�nované inak,

δA(i, b) = nede�nované.

Nech B = (QB,Σ, δB, 0, QB), na Obr. 4.25 kde:
QB = {0, 1, . . . , n− 1},
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0 1 · · · m−1
a a a

Obr. 4.24: Automat A.

0 1 · · · n−1
a a a
b b b

Obr. 4.25: Automat B.

Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δB(i, a) =

{
i+ 1 ak i < n− 1,
nede�nované inak,

δB(i, b) =

{
i+ 1 ak i < n− 1,
nede�nované inak,

Teraz si zostrojme automat pre rozdiel M = (Q,Σ, δ, s, Q), vi¤ Obr. 4.26,
pri£om s = (0, 0) a Q = QA × (QB ∪X).

0, 0 1, 1 · · · m−1,n−1
a a a

Obr. 4.26: Automat M pre jazyk L(A) \ L(B).

Výsledný automat nemá ani jeden akceptujúci stav, £o znamená, ºe mno-
ºina slov akceptovaných z jednotlivých stavov je u v²etkých stavov prázdna.
Stavy sú teda ekvivalentné a automat moºno nahradi´ automatom s jedným
stavom.

4.2 Maximálna zloºitos´

Lemma 4.2 Nech m,n ≥ 1. Potom existujú m-stavový neúplný DKA A a

n-stavový neúplný DKA B také, ºe v²etky stavy automatov A a B sú koncové
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a minimálny neúplný DKA pre jazyk L(A) \L(B) má práve mn+m stavov.

Dôkaz.

Popí²me si automaty A a B.

Nech A = (QA,Σ, δA, 0, QA), na Obr. 4.27 kde:
QA = {0, 1, . . . ,m− 1},
Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δA(i, a) =

{
i+ 1 ak i < m− 1,
nede�nované inak,

δA(i, b) = i.

0 1 · · · m−1
a a a

b b b

Obr. 4.27: Automat A.

Nech B = (QB,Σ, δB, 0, QB), na Obr. 4.28 kde:
QB = {0, 1, . . . , n− 1},
Σ = {a, b}
a prechodová funkcia je de�novaná takto:

δB(i, a) = i,

δB(i, b) =

{
i+ 1 ak i < n− 1,
nede�nované inak,

Teraz si zostrojme automat pre rozdiel M = (Q,Σ, δ, s, Q), vi¤ Obr. 4.29,
pri£om s = (0, 0) a Q = QA × (QB ∪X).

�alej musíme dokáza´, ºe automatM je skuto£ne minimálny. Majme stavy
(i, j) a (i′, j′) také, ºe (i, j) 6= (i′, j′). Ke¤ºe koncové a nekoncové stavy sú
navzájom prirodzene neekvivalentné, potrebujeme dokáza´ iba prípady v kto-
rých sú oba stavy nekoncové alebo naopak, oba stavy koncové. Rozdelíme si
teda dôkaz na 2 £asti:

37



0 1 · · · n−1
b b b

a a a

Obr. 4.28: Automat B.

1. oba stavy sú nekoncové t.j. j 6= X aj j′ 6= X. Tu musíme uvaºova´ 2
podprípady:
a) ak j = j′, potom ale uvaºujme, ºe i < i′. Majme slovo bn−jam−i

′
=

bn−jam−i
′−1a. Zo stavu (i, j) sa po pre£ítaní prvej £asti slova bn−j dostaneme

do stavu (i,X) a po do£ítaní zvy²ku slova do stavu (i + m − i′, X). Ke¤ºe
platí i < i′, tento stav je s ur£itos´ou akceptujúci. Zo stavu (i′, j′) sa po
pre£ítaní prvej £asti slova dostaneme do stavu (i′, X) a po pre£ítaní druhej
£asti slova am−i

′−1 do stavu (m− 1, X). Ostáva e²te do£íta´ písmeno a, ktoré
ale nemá v tomto stave de�novaný prechod. To teda znamená ºe slovo sa
zo stavu (i′, j′) nedo£íta a nebude akceptované. Stavy (i, j) a (i′, j′) preto v
tomto prípade nie sú ekvivalentné.
b) ak j 6= j′, bez ujmy na v²eobecnosti nech j < j′ . Potom uvaºujme slovo
bn−j

′
. Zo stavu (i, j) po pre£ítaní slova prejdeme do stavu (i, j + n − j′) £o

je vzh©adom na platnos´ vz´ahu j < j′ ur£ite neakceptujúci stav. Zo stavu
(i′, j′) sa po pre£ítaní slova dostaneme do akceptujúceho stavu (i′, X). Z toho
teda vyplýva, ºe stavy (i, j) a (i′, j′) sú navzájom neekvivalentné.

2. oba stavy sú koncové t.j. j = X aj j′ = X. Bez ujmy na v²eobecnosti
tieº môºeme poveda´ ºe i < i′. Uvaºujme slovo am−i

′
= am−i

′−1a. Zo stavu
(i,X) sa po pre£ítaní slova dostaneme do stavu (i+m−i′, X), £o je vzh©adom
na platnos´ vz´ahu i < i′ ur£ite akceptujúci stav. Zo stavu (i′, X) v²ak po
pre£ítaní prvej £asti slova prejdeme do stavu (m− 1, X), ostáva do£íta´ e²te
písmeno a. Prechod na toto písmeno v²ak z tohto stavu nie je de�novaný,
slovo preto nie je zo stavu (i′, j′) akceptované. To v²ak znamená, ºe stavy
(i, j) a (i′, j′) nie sú ekvivalentné.

Veta 4.3 Zloºitos´ rozdielu dvoch jazykov akceptovaných m-stavovým a n-
stavovým neúplným DKA so v²etkými stavmi koncovými dosahuje hodnoty

z intervalu [1,mn+m].
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0, 0 0, 1 · · · 0,n−1 0,X

1, 0 1, 1 · · · 1,n−1 1,X

· · · · · · · · · · · · · · ·

m−1,0 m−1,1 · · · m−1,n−1 m−1,X

b b

b b

b b

a a a

a

a

a a

a

a

a a a

a

a

a

b

b

b

b

b b

b b

bb

b b b b

Obr. 4.29: Automat M pre jazyk L(A) \ L(B).

Dôkaz.

Pod©a Lemmy 4.1 pre kaºdým-stavový neúplný automat A a kaºdý n-stavový
neúplný automat B so v²etkými stavmi koncovými existuje automat pre
jazyk L(A) \L(B), ktorý má práve 1 stav, teda minimálna zloºitos´ rozdielu
je vºdy najmenej 1.
Pod©a Lemmy 4.2 pre kaºdé m,n ≥ 1 existuje m-stavový automat A a n-
stavový automat B taký, ºe automat akceptujúci rozdiel jazykov L(A)\L(B)
má práve mn + m stavov a teda maximálna zloºitos´ rozdielu nemôºe by´
niº²ia ako mn+m.
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Záver

V tejto práci sme sa venovali popisnej zloºitosti prieniku na neúplných au-
tomatoch so v²etkými stavmi koncovými. V prvej £asti sme vychádzajúc z
de�nície prieniku a doteraj²ích výskumov vyslovili horný odhad tejto zloºi-
tosti. Podarilo sa nám ukáza´, ºe maximálna moºná zloºitos´ prieniku neú-
plného m-stavového a neúplného n-stavového automatu so v²etkými stavmi
koncovými je mn a túto hranicu uº nemoºno zníºi´. Ur£ili sme tieº dolnú
hranicu zloºitosti, kde sa ukázalo, ºe sta£í vybra´ akéko©vek dva automaty
reprezentujúce dva navzájom disjunktné jazyky a zloºitos´ prieniku bude v
takomto prípade vºdy rovná 1.

�alej sa nám tieº podarilo dokáza´, ºe je moºné dosiahnu´ kaºdú hodnotu
α v rozpätí 1 ≤ α ≤ mn, £o znamená, ºe pre kaºdé α existujú m-stavový ne-
úplný DKA a n-stavový neúplný DKA so v²etkými stavmi koncovými také,
ºe zloºitos´ ich prieniku bude rovná α. Je potrebné poznamena´, ºe zatia©
£o pri dokazovaní hornej a dolnej hranice nám sta£ilo pouºi´ binárnu abe-
cedu, dosiahnutie niektorých hodnôt z tohto rozsahu si vyºiadalo roz²írenie
abecedy na ternárnu.

Okrem toho sa nám podarilo nájs´ dolný a horný odhad zloºitosti operácií
zjednotenie a rozdiel, ktorý bol dokázaný ako korektný bez oh©adu na po£et
stavov vstupných automatov.
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