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Abstrakt

Tato praca je venovanad popisnej zlozitosti roznych regularnych
operécii na netuplnych deterministickych automatoch so vSetkymi
stavmi koncovymi. Cielom naSej prace je najst minimélne a
maximélne zlozitosti, ktoré moézu nadobidat operacie prienik,
zjednotenie a rozdiel, v zavislosti od poctu stavov vstupnych
automatov. Okrem toho sa v pripade operécie prienik budeme
venovat aj skamaniu, ktoré d'alsie hodnoty zo zisteného rozsahu je
mozné dosiahnut.

Klucové slova: popisna zlozitost, neuplny automat, prienik
automatov
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Uvod

Popisna zlozitost regularnych jazykov je jednou z najstarSich tém v teore-
tickej informatike, ako aj v teorii formalnych jazykov. Zékladné vlastnosti
regularnych jazykov boli skiimané uz v polovici 20.storocia, kedy sa zdalo, ze
vSetky hlavné problémy - az na niekol'ko veI'mi tazkych - boli vyrieSené.

V poslednych desatrociach sa vsak regularne jazyky zacali opét stavat
predmetom vyskumu a to nielen z déovodu ich teoretického vyznamu 3] [9]
ale aj z hladiska ich moznej aplikiacie v softvérovom inZinierstve aj dal$ich
oblastiach informatiky. Jednym z problémov, ktorym sa sticasny vyskum hlb-
Sie venuje, je popisna zlozitost regularnych jazykov, ktora skima prostriedky
potrebné na popis jazyka v zavislosti od pouzitych formélnych systémov,
ako st napriklad deterministické a nedeterministické automaty, ¢i formalne
gramatiky:.

V naSej praci sa zameriame na operdcie prienik, zjednotenie a rozdiel
na nedplnych deterministickych automatoch so vsetkymi stavmi koncovymi,
ktoré reprezentuju podtriedu prefixovo uzavretych jazykov. Jazyk L je pre-
fixovo uzavrety ak pre akékolvek slovo w € L plati, Ze aj kazdy prefix slova
w patri do L.

V prvej casti prace sa budeme venovat zlozitosti prieniku v najhorsom
pripade, pricom predpokladdme, ze horna hranica zlozitosti je rovna mn. P
sa pokusime dokazat, Ze tato hranica plati pre kazdu dvojicu automatov bez
ohl'adu na pocet ich stavov a preto ju uz nemozno znizit. f)alej prejdeme k
vymedzeniu dolnej hranice, kde ukdZzeme, Ze stic¢inovy automat reprezentujici
dva disjunktné jazyky bude mat vzdy len jeden stav, minimalna zlozitost
bude teda 1. Nasledne sa budeme venovat vSetkym moznym dosiahnutelnym
zlozitostiam, kde sa pokisime ukéazat, ze prienik dvoch netplnych automatov
so vSetkymi stavmi koncovymi moéze nadobudat vSetky zlozitosti v rozsahu
od 1 aZ do mn, pricom nasim cielom bude dokazat tito skuto¢nost s pouzitim
¢o najmensej abecedy.

V dalgich kapitolach preskimame operacie zjednotenie a rozdiel a poku-
sime sa rovnako ako u prieniku stanovit dolny a horny odhad zlozitosti tychto
operécii a dokazat jeho korektnost pre vSetky prirodzené ¢isla.



Kapitola 1
Zakladné pojmy

V tejto kapitole uvedieme definicie zakladnych pojmov vyuzivanych v tejto
praci.

Definicia 1.1 Abeceda je kone¢na neprazdna mnozina symbolov (pismen).
Oznacuje sa 3.

Definicia 1.2 Slovo nad abecedou X je kone¢na postupnost symbolov zo
Y. Prazdnu postupnost (prazdne slovo) ozna¢ujeme e.

Definicia 1.3 Jazyk nad abecedou X je Tubovolna mnozina slov nad abe-
cedou X.

Definicia 1.4 Deterministicky kone¢nostavovy automat (DKA) je uspo-
riadana pética (Q, X, d, qo, F'), kde Q je koneéna mnozina stavov, ¥ je koneéna
abeceda, ¢ : Q X X — @ je prechodova funkcia, gy € @) je podiatocny stav a
F C @ je kone¢na mnozina koncovych stavov.

Definicia 1.5 Deterministicky konec¢nostavovy automat nazveme neaplny,
ak pre nejaky stav ¢ € () a pre nejaké pismeno a € X prechodova funkcia
d(q, a) nie je definovana.

Definicia 1.6 Netuplny DKA (Q, %, 4, qo, @), v ktorom v8etky stavy st kon-
cové akceptuje slovo w € ¥*, w = ajas - - - a; prave vtedy, ak existuje vypo-
Cet o B B B g, kde ¢, € Qi € {0,1,... k).

Definicia 1.7 Jazyk akceptovany automatom A je mnozina L(A) = {w €
¥* 1 A akceptuje w}.

Definicia 1.8 Stav ¢ € @ v automate A je dosiahnutelny, ak existuje
slovo w = ajas - - - ay také, 7e o = q1 — - 2 q, ¢; € Q.
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Definicia 1.9 Stavy ¢, ¢2 € @ st neekvivalentné, ak existuje slovow € ¥*
také, ze zo stavu ¢, je slovo w akceptované, zo stavu g¢o slovo w nie je akcep-
tované.

Definicia 1.10 Deterministicky konecnostavovy automat je minimalny, ak
vietky stavy ¢ € Q su dosiahnutelné a pre kazda dvojicu stavov ¢, ¢ € Q
takd, 7e q; # q2 plati, Ze stavy q; a g2 s neekvivalentné.

Definicia 1.11 Popisnou zloZitostou jazyka nad abecedou X rozumieme
pocet stavov minimélneho DKA pre tento jazyk.



Kapitola 2

Prienik automatov so vSetkymi
stavmi koncovymi

2.1 Maximalna zlozitost

V tejto podkapitole sa budeme zaoberat maximéalnou zlozitostou, ktort moze
nadobudat prienik dvoch nedplnych automatov so vSetkymi stavmi konco-
vymi. Vyslovime horny odhad tejto zlozitosti a dokdzeme jeho korektnost pre
kazdé prirodzené cislo m a n.

Lemma 2.1 Nech m,n > 1. Potom pre kazdy m-stavovy netiplny DKA A
a pre kazdy n-stavovy netiplny DKA B také, ze vSetky stavy automatov A
a B su koncové, existuje netiplny DKA pre jazyk L(A) N L(B), ktory méa
nanajvys mn stavov.

Dokaz.

Nech A = (QAaEadAaSA>QA) a B = (Q3727537$B>Q3)7 priéom |QA| =m
a |@p| = n. Ukdzeme, Ze mozno zostrojit automat M s mn stavmi pre jazyk

L(A) N L(B).
Nech M = (Qa X Qp,%,0,5,Q4 X Qp), kde s = (s4,sp) a pre kazdé a € ¥

<5A<p7 CL), 5B(Q7 Cl)) ak 5A(p7 a’) a 5B(q7 CL) st deﬁnované,
nedefinované inak.

3((p.a).0) = §

Automat M teda méa mn stavov. Ukazeme, ze L(M) = L(A)N L(B), teda ze
automat M skutoc¢ne akceptuje prienik jazykov reprezentovanych automatmi
A a B.



Nech w € L(A) N L(B), pricom w = ajas - - - a; kde a; € 2.
Kedze w € L(A), potom existuje postupnost stavov pg, p1, ...,k v Q4 taka,
7Ze pg =S4 a

5,4(1?0,@1) = D1,
dalpi,a2) = po,

5A(pk—17ak) = Dk

Kedze w € L(B), tak podobne existuje postupnost stavov qo, q1,---,qx v @B
také, ze qo = sp a

53(610,@1) = (1,
5B(Q17a2) = {2,

08(qr—1,aK) = Q-

Potom v automate M dostavame postupnost stavov (po, qo), (1, @1), - - -, (P, Qk)
taku, ze

6((po, q0), a1) =(p1, q1),

6((p1,q1),a2)  =(p2, @),

O((Pr—15 @h—1)> ax) =(Pr, q)-

To ale znamena, 7e w € L(M) t.j. L(A) N L(B) C L(M).
Nech teraz w € L(M), priom w = ajas - - - ay, kde a; € X. Kedze w € L(M),
potom existuje postupnost stavov (po,qo), (P1,¢1);s - (Pr,qk) v Qa X Qp

také, ze (p(bQO) =s5a

d((po, @), a1) =(p1,q1),
6((p1, q1), az) =(p2, ¢2),

5((%-17%—1),%) :(pk7Qk)-



7 toho ale vyplyva, Ze v automate A sy, = pgy a

da(po,a1) = p1,
5A(p1aa2) = D2,

0a(pr—1,ar) = pr.

To znamena, ze existuje vypocet pg, p1,...,pr Vv Q4 nad slovom aqas - - -

w, z ¢oho vyplyva, Ze w € L(A).
Analogicky v automate B sg = o a
0p(q,a1) = q,

5B(Q17a2) = {2,

05(Qr—1,aK) = Q-

To znamena, Ze existuje vypocet qo, q1,...,qx v g nad slovom aqas - - -

w, z ¢oho vyplyva, ze w € L(B).

Qp =

ap =

Dokéazali sme teda, ze w € L(A) aj w € L(B), ¢o znamend, ze plati L(M) C
L(A) N L(B). Z toho vyplyva, ze plati rovnost L(M) = L(A) N L(B), teda
automat M skutoc¢ne akceptuje prienik jazykov reprezentovanych automatmi

A a B.

U]

V predchadzajicom dokaze sme ukazali, ze maximalna zlozitost prieniku ne-
moze byt vyssia ako mn. Teraz v8ak treba dokazat, 7ze tito hranicu uz ne-
mozno znizit a to tak, ze najdeme dvojicu automatov, ktora zlozitost mn

skutocne dosahuje.

Lemma 2.2 Nech m,n > 1. Potom existuje m-stavovy netiiplny DKA A a
n-stavovy neuplny DKA B také, Ze vsetky stavy automatov A a B sii koncové
a minimalny neiplny DKA pre jazyk L(A) N L(B), ma prave mn stavov.

Dokaz.
PopiSme si automaty A a B.

Nech A = (Q4,%,04,0,Q4), na Obr. 2.1 kde:
Qa=A{0,1,...,m— 1},



Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:

141 ak i #m — 1,
nedefinované inak,

da(i,a) = {

d4(i,0) = 4 pre vsetky i € {0,1,...,m — 1},

b
)

Obr. 2.1: Automat A.

Nech B = (@5, %,65,0,Q@p), na Obr. 2.2 kde:

QB:{O,l,...,n—l},
Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:

d4(i,a) = 1 pre vietkyie {0,1,...,n—1},
(5B(i,b):{z+1 aki#n—1,

nedefinované inak.

a

H L

Obr. 2.2: Automat B.
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Obr. 2.3: Automat M pre jazyk L(A) N L(B).

Teraz si zostrojme sucinovy automat M = (Q4 X Qp,%,0,5,Qa X Qp),
vid Obr. 3.19, pricom s = (0,0), rovnako ako v predchadzajicom dokaze.

UkéZzeme:

a)

Vsetky stavy automatu M su dosiahnutelné.

Ozna¢me teda kazdy stav ako dvojicu (i,j), kde i = 0,...,m —1 a
j=0,...,n— 1. KedZe po pre¢itani pismena a sa posunieme o prave
jeden stav dolu a po precitani pismena b sa posunieme o prave jeden
stav doprava, potom pre kazdy stav plati, Zze z poc¢iato¢ného stavu sa
pre slovo w = a’b’ posunieme o i riadkov a j stlpcov a teda stav (4, j)
je dosiahnutelny.

Ziadne dva rozne stavy nie si ekvivalentné.

Majme stavy (i,7) a (k,1) také, ze (i,7) # (k,l). Ak i # k, tak bez
ujmy na vseobecnosti mézeme predpokladat, ze i < k. Uvazujme slovo
amk = am™17*q. Zo stavu (k,l) po pre¢itani prvej casti slova g™ 17*
prejdeme do stavu (m—1,1), ostava nam precitat eSte pismeno a. Kedze
prechod na a nie je z tohto stavu definovany, slovo a™ '~*a nie je
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zo stavu (k,[) akceptované. Zo stavu (i, j) po pre¢itani slova a™ ~*q
prejdeme do akceptujiceho stavu (¢ +m — k,j). Z toho vyplyva, ze
stavy (7,7) a (k,l) nie st ekvivalentné.

Ak j # 1, tak symetricky rozli§ime stavy pomocou slova b1~

L]

Dokézali sme teda, Ze pre akékolvek prirodzené m a n existuje dvojica auto-
matov s prislichajucim poctom stavov taka, ze ich prienik bude mat zlozitost
mn. Teraz si tieto zistenia zhrnieme do finalnej vety.

Veta 2.3 Maximdalna zlozitost prieniku dvoch jazykov akceptovanych m-
stavovym a n-stavovym netiplnym DKA so vSetkymi stavmi koncovymi je
mn.

Dokaz.

Podl'a Lemmy 2.1 pre kazdy m-stavovy neuplny automat A a kazdy n-stavovy
netplny automat B so vSetkymi stavmi koncovymi existuje automat pre
jazyk L(A)N L(B), ktory ma nanajvys mn stavov, teda zlozitost prieniku je
vzdy nanajvys mn.

Podla Lemmy 2.2 pre kazdé m,n > 1 existuje m-stavovy automat A a n-
stavovy automat B taky, ze automat akceptujici prienik jazykov L(A)NL(B)
mé prave mn stavov a teda maximéalna zlozitost prieniku nemoéze byt nizsia
ako mn.

U]

2.2 MinimAalna zloZitost

V nasledujtcej Casti sa zameriame na minimalnu mozna zlozitost prieniku
dvoch jazykov reprezentovanych netplnymi automatmi so vSetkymi konco-
vymi stavmi. Stanoveni dolnt hranicu formélne dokdzeme pre akékolvek
prirodzené m a n.

Lemma 2.4 Nech m,n > 1. Potom existuji m-stavovy neiiplny DKA A a
n-stavovy netiplny DKA B také, Ze vSetky stavy automatov A a B sii koncové
a minimalny neiplny DKA pre jazyk L(A) N L(B) ma prave 1 stav.

Dokaz.
PopiSme si automaty A a B.

Nech A = (Q4,%,04,0,Q4), na Obr. 2.4 kde:
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Qa=A{0,1,...,m— 1},
Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:

1+ 1 aki#£m —1,
nedefinované inak,

0a(i,a) = {

da(i,b) = nedefinované.

H a _a,

Obr. 2.4: Automat A.

Nech B = (@p,%,05,0,Q@p), na Obr. 2.5 kde:
Qp=1{0,1,...,n—1},
Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:

dp(i,a) = nedefinované.

N R aki#n—1,
05(i,b) = { nedefinované inak.

H L

Obr. 2.5: Automat B.

V takomto pripade bude automat akceptujuci jazyk L(A)N L(B) akcepto-
vat jedine a len préazdne slovo a teda pocet stavov automatu pre tento jazyk
bude prave 1.

]

Ukézali sme, ze bez ohladu na volbu ¢isel m a n, vieme najst taka dvojicu
automatov s danym poc¢tom stavov, ze k nim prislichajici sic¢inovy automat
bude mat presne jeden stav. Miniméalna zloZitost sa teda rovna hodnote 1.
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2.3 Rozsah dosiahnutelnych zloZitosti

V predchadzajucich podkapitolach sme urdili Ze zlozitost prieniku m-stavového
netiplného DKA a n-stavového netiplného DKA so vSetkymi koncovymi stavmi
sa pohybuje v rozmedzi od 1 do mn pre akékolvek prirodzené m a n. Cielom
nasledujtcej Casti je presktmat, ktoré hodnoty v tomto zistenom rozsahu
moze tento prienik nadobudat. V prvej lemme sa zameriame na pripad, Ze
chceme vyrobit iba jeden netiplny stipec, teda pozadovana zloZitost je mensia
ako m.

Lemma 2.5 Nech m,n > 1, pricom plati m < n. Potom pre kazdé o« € N
také, 7e 1 < a < m existuje m-stavovy automat A a n-stavovy automat B
nad bindrnou abecedou ¥ = {a, b} taky, Ze vSetky stavy automatov A a B
st koncové a minimalny DKA pre jazyk L(A) N L(B) mé prave a stavov.

Dokaz.
Popisme si automaty A a B.

Nech A = (Q4,%,04,0,Q4), na Obr. 2.6 kde:

Qa={0,1,...,m—1},
Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:

L (it ak i #m—1,
0a(i;a) = { nedefinované inak,

sainy—{ it1 ak i < o — 1,
ADTT nedefinované  inak,

H L

Obr. 2.6: Automat A.

Nech B = (@5, %,65,0,Q@p), na Obr. 2.7 kde:

QB:{O,l,...,n—l},
Y ={a,b}
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a prechodova funkcia je definovana takto:

dp(i,a) = nedefinované,

[t aki#n—1,
05(i,b) = { nedefinované inak.

H L

Obr. 2.7: Automat B.

Teraz si zostrojme sucinovy automat M = (Q4 X Qp,%,d,5,Qa X Qp),
vid Obr. 2.8 pricom s = (0, 0).

b

Obr. 2.8: Automat M pre jazyk L(A) N L(B).

V tomto automate budi dosiahnutelné iba stavy (i,7) pre ktoré plati 0 <
i < «a — 1. Tieto stavy buda navzajom neekvivalentné, kedze Tubovolné dva
stavy (i,1) a (J,7), kde i < j mozno rozlisit slovom >/, Automat pre jazyk
L(A) N L(B) bude mat teda presne « stavov.

U]
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Dokazali sme teda, ze pre kazdi hodnotu mengiu ako m vieme najst taky
automat s m stavmi a taky automat s n stavmi, ze minimalny DKA akcep-
tujuci ich prienik bude mat pocet stavov rovny tejto hodnote.V d'algej lemme
sa pokusime dokéazat, 7e vieme dosiahnut hodnoty od m az po m+n —1 t.j.
vyrobime vSetky stavy v prvom stlpci a zelany pocet stavov z prvého riadka.

Lemma 2.6 Nech m,n > 1, pricom plati m < n. Potom pre kazdé o € N
také, 7e m < a < m+n — 1 existuje m-stavovy automat A a n-stavovy auto-
mat B nad binarnou abecedou ¥ = {a, b} taky, zZe vSetky stavy automatov A
a B sii koncové a minimalny DKA pre jazyk L(A)N L(B) mé prave « stavov.

Dokaz.
Popisme si automaty A a B.

Nech A = (Q4,%,04,0,Q4), na Obr. 2.9 kde:
Qa=1{0,1,...,m—1},

Y ={a,b}
B=a—m
a prechodova funkcia je definovana takto:
N | ak i #m — 1,
Oa(i,a) = { 0 inak,
oy i+l ak i < f3,
0a(i;b) = { nedefinované inak.

a

Obr. 2.9: Automat A.

Nech B = (@p, %, 05,0,@p), na Obr. 2.10 kde:

QB:{O,I,...,TL—l},
Y ={a,b}
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a prechodova funkcia je definovana takto:

st = {7 ak i =0,
B\ nedefinované  inak,
i+ 1 akitn—1,

3a(i.0) = {

nedefinované inak,

H L

Obr. 2.10: Automat B.

Teraz si zostrojme sucinovy automat M = (Q4 X Qp,%,d,5,Qa X Qp),
vid Obr. 2.11 pricom s = (0, 0).

Vo vyslednom su¢inovom automate su dosiahnutelné také stavy (i, j),

pre ktoré plati, ze i = {0,1,...,m — 1} a j = 0 alebo i = {1,...,5} a
jg=A1... i} Ziadne dalSie stavy sa nevyrobia, pretoze zo stavov v stlpei 0
je prechod na pismeno b definovany iba po riadok S —1 a v stavoch v stipcoch
1 az f nie je definovany prechod pre pismeno a.
Navyge, ako si mozeme v8§imnit, vo vyslednom suc¢inovom automate sa na-
chadzajia ekvivalentné stavy, preto je potrebné ho zminimalizovat. Stavy v
stlpci 0 st neekvivalentné navzajom aj vzhladom na stavy z ostatnych stip-
cov, ¢o dokdzeme neskor, preto sa zameriame na stavy zo stipcov 1 az 8. Ak
si ozna¢ime stav automatu ako (7,j), potom pre kazdy stav taky, ze j # 0
plati, 7e akceptuje vietky slovad w v tvare w = b%, kde d = {0,1,...,3 —i}.
Z toho potom vyplyva, Ze mnozina slov akceptovanych zo stavu (i,j) kde
j # 0 je zhodna z mnozinou akceptovanych slov kazdého stavu v tom istom
riadku. To znamend, 7Ze stav (7, j) je ekvivalentny s kazdym stavom (k,1) ta-
kym, ze ¢ = k. Zltuc¢enim ekvivalentnych stavov teda dostaneme automat na
Obr. 2.12.

Ukézeme:

1. Vsetky stavy automatu M st dosiahnutelné.

Ozna¢me teda kazdy stav ako dvojicu (4, 7) a uvazujme 2 podpripady:
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Obr. 2.11: Automat M pre jazyk L(A) N L(B).

a) Ak 7 = 0, potom sa po precitani pismena a posunieme o prave
jeden stav dolu , ¢o znamend, 7e pre kazdy takyto stav plati, Ze
z podiatocného stavu sa pre slovo w = a' posunieme presne o 4
riadkov. Stav (i, 7) je teda dosiahnutelny.

b) Ak j # 0 a i = j, potom sa po pre¢itani pismena b posunieme o
prave jeden stav dolu a o préave jeden stav doprava, ¢o znamena,
7e pre kazdy takyto stav sa z pociato¢ného stavu pre slovo w =
b' posunieme presne o i riadkov a i stlpcov, stav (1,7) je teda
dosiahnutelny.

2. Ziadne dva rozne stavy nie st ekvivalentné.

Majme stavy (i,7) a (¢, j') také, ze (i,7) # (¢, 7). Rozdelime si dokaz
na 2 Casti a to na pripad, ak j # j/, teda stavy sa nachadzaji v rozdiel-
nych stlpcoch a pripad j = j’ teda ak sa stavy nachadzaju v rovnakom
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Obr. 2.12: Miniméalny automat M pre jazyk L(A) N L(B).

Stfpci.

a) Ak j # j/, tak bez ujmy na v8eobecnosti mozeme predpokladat,
7e j < j'. Rozoberme 2 podpripady:

(i) Ak j = 0 a j/ > 0, potom uvazujme pismeno a. Zatial ¢o z
kazdého stavu (i,7) kde j = 0 je prechod pre toto pismeno
definovany, pre stavy (¢/,j’) také, ze 7/ > 0 je prechod pre
pismeno a nedefinovany. Stavy (i,7) a (7', j') s preto neekvi-
valentné.

(ii) Ak j > 0 a j' > 0, uvazujme slovo b° 7'+ = p%=7'b. Zo stavu
(i,4") sa po pre¢itani prvej ¢asti slova b°~7 dostaneme do
stavu (3, 3), zostava nam docitat eSte pismeno b. Z tohto
stavu je viak prechod pre pismeno b nedefinovany, slovo b%-7'+1
je preto zo stavu (¢, j') neakceptované. Zo stavu (i,7) prej-
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deme po preditani slova do akceptujiceho stavu (j+ 8 —j' +
Lj+p—j +1). Stavy (i,5) a (¢,j") st teda s ur¢itostou
neekvivalentné.

b) Ak j = j/, potom vieme s ur¢itostou povedat j = j' = 0, pretoZe
v stipcoch, kde j > 0 sa nachadza vidy nanajvys jeden stav. Bez
ujmy na vSeobecnosti predpokladajme, ze ¢ < /. Uvazujme teda
slovo a™ ", Zo stavu (i, ) sa po precitani prvej casti slova a™
dostaneme do stavu (0, 0), pre¢itanim zvygku slova b° prejdeme do
akceptujiceho stavu (8, 8). Zo stavu (¢, j') sa po precitani prvej
Casti slova presunieme do stavu ((¢/+m—14) mod m,0) resp. (i’ —
i,0), zostéava nam docitat edte zvySok slova b°. Kedze ale s kazdého
stavu v stipci 0 a riadku 7 dokdZzeme precitat nanajvys slova dlzky
B—1 a plati predpoklad i < 4', t.j i’ —i > 0, slovo b® sa s ur¢itostou
nedocita. Zo stavu (i, 5') je teda slovo ™ "? neakceptované, ¢o
znamend, ze stavy (i,7) a (7', j’) st neekvivalentné.

U]

Podarilo sa nam ukazat, Ze pre kazdé m a kazdé n a kazda hodnotu az po
m + n — 1 vieme najst taka dvojicu m-stavového a n-stavového automatu,
ze miniméalny DKA akceptujici ich prienik bude mat pocet stavov zodpove-
dajuci tejto hodnote. Ostava nam este ukazat, Ze takisto je mozné dosiahnut
vSetky ostatné hodnoty az po mn.

Lemma 2.7 Nech m,n > 1, pricom plati m < n. Potom pre kazdé o € N
také, ze m +n — 1 < a < mn existuje m-stavovy automat A a n-stavovy
automat B nad abecedou ¥ = {a,b, ¢} taky, Ze vietky stavy automatov A a
B sii koncové a minimalny DKA pre jazyk L(A) N L(B) mé prave « stavov.

Dokaz.
Rozlozme si ¢islo « nasledovne:

a=m+k(n—1)+1

pricom 0<k<malO<l<n-—1

Dalej si popiSme automaty A a B.
Nech A = (Q4,%,04,0,Q4), na Obr. 2.13 kde:

Qa=1{0,1,....,m— 1},
Y ={a,b,c}
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a prechodova funkcia je definovana takto:

. i+1 aki#£m— 1,
5,4(2,@):{0 aki=m—1
. 1 ak 1 <k,

0a(i;0) = { nedefinované inak,

5alic) = 1 ak 1 =k,
AT nedefinované  inak.

b
)

Obr. 2.13: Automat A.

Nech B = (Qp,%,05,0,@p), na Obr. 2.14 kde:
Qs =1{0,1,...,n—1},
Y ={a,b,c}
a prechodova funkcia je definovana takto:

Suiya) = 1 ak 1 =0,
B, @)= nedefinované inak.

. i+ 1 aki£n—1,
05(i,b) = { 0 inak.

Saic) =4 it ak i <1,
B\ C) = nedefinované inak.

Teraz si zostrojme sucinovy automat M = (Q4 X Qp,%,0,s,Qa X Qp),
vid Obr. 2.15 pricom s = (0, 0).
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B,

Obr. 2.14: Automat B.

UkéZeme:

1. Vsetky stavy automatu M st dosiahnutelné.

Najprv si rozdelime stavy automatu na tri skupiny. Ak si oznacime
kazdy stav ako dvojicu (i, j), potom prva skupinu stavov budi tvorit
stavy, kde i € {0,...,k—1} aj € {0,1,...,n—1}. Do druhej skupiny
budu patrit stavy, kde i = k a j € {0,1,...,(} a do tretej skupiny sa
zaradia stavy, pre ktoré plati, ze i € {k +1,...,m —1} a j=0.

a) Nech i € {0,...,k—1} aj € {0,...,n—1}. Kedze po precitani
pismena a sa posunieme o prave jeden stav dolu a po precitani
pismena b sa posunieme o prave jeden stav doprava, potom pre
kazdy stav z tejto mnoZiny plati, ze z poc¢iatoéného stavu (0,0) sa
pre slovo w = a'l’ posunieme o i riadkov a j stipcov a teda stav
(1,7) je dosiahnutelny.

b) Nech i = k a j € {0,...,1}. KedZe po pre¢itani pismena a sa
posunieme o prave jeden stav dolu a po precitani pismena c sa v
riadku £ posunieme o prave jeden stav doprava, potom pre kazdy
stav 7 tejto mnoziny plati, Ze 7z pociatoéného stavu (0,0) sa pre
slovo w = a’c¢’ posunieme o i riadkov a j stlpcov a teda stav (i, j)
je dosiahnutelny.

¢) Nechie{k+1,...,m—1} aj=0. Kedze po pre¢itani pismena
a sa posunieme o prave jeden stav dolu, potom pre kazdy stav
z tejto mnoziny plati, Ze z pociatoéného stavu (0,0) sa pre slovo
w = a' posunieme o i riadkov a teda stav (i, ) je dosiahnutelny.

2. Ziadne dva rozne stavy nie si ekvivalentné.
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Obr. 2.15: Automat M pre jazyk L(A) N L(B).
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Majme stavy (i,7) a (¢, j') také, ze (i,7) # (¢, 7). Rozdelime si dokaz
na 2 Casti a to na pripad, ak i # 7', teda stavy sa nachadzaju v rozdiel-
nych riadkoch a pripad ¢ = ¢’ teda ak sa stavy nachadzaju v rovnakom

riadku.

a) Ak i # i’ tak bez ujmy na v8eobecnosti moézeme predpokladat, ze
1 < i'. Uvazujme 4 podpripady:

(i)

(i)

(iv)

Ak i < k a zaroven i < k, uvazujme slovo b"7a*~""1b. Zo
stavu (i,7) po precitani prvej Casti slova b" 7 prejdeme do
stavu (i,0), po pre¢itani druhej casti slova a*~~! sa presu-
nieme do stavu (k — 1,0), z ktorého sa potom pismenom b
dostaneme do akceptujiceho stavu (k — 1,1). Zo stavu (7', 7)
po precitani prvej ¢asti slova 0"~/ prejdeme do stavu (7', (j' +
n — j) mod n). Ak plati j # j', potom vieme s ur¢itostou
povedat, ze (j'+n —j) mod n # 0, ¢o znamen4, Ze sa druha
¢ast slova nedocita, pretoze prechod pre pismeno a je defino-
vany jedine pre stavy v stipci 0. Ak plati j = j/, potom sme po
pre¢itani prvej Casti slova presli do stavu (7/,0) a zostava nam
precitat zvysok slova a*~'b. Po preéitani nasledujticej ¢asti
slova a*~ sa dostaneme do stavu (i’ 4+ k —i,0) a ostava uZ len
precitat pismeno b. KedZe vSak vieme, Ze ¢ < i’, znamené to,
7e i’ +k—i > k, prechod pre pismeno b je vSak definovany len
pre stavy v riadkoch kde i < k. To ale znamena, ze sa slovo
nedo¢ita. Slovo " Ja¥~'b teda zo stavu (7', j') nie je akcepto-
vané, ¢o znamena, ze stavy (i,7) a (i, j') nie st ekvivalentné.
Ak i < k a zaroven ¢’ > k, uvazujme pismeno b. Ak i < k po-
tom pre kazdy stav (7, j) je prechod na pismeno b definovany.
Ak ¢ > k, potom pre kazdy stav (i, j') prechod pre pismeno
b nie je definovany. Stavy (i, j) a (i, j') preto v tomto pripade
nie s ekvivalentné.

Ak i = k a zaroven i’ > k, pricom j # [, uvazujme pismeno c.
Zatial ¢o pre kazdy stav (i,7) kde i = k a j # [ je prechod pre
pismeno ¢ definovany, pre stavy (¢, j’) kde ¢ > k je prechod
pre pismeno ¢ nedefinovany. Stavy (i,7) a (i/,j') preto nie
st ekvivalentné. Spomenme si eSte jeden Specidlny pripad a
to, ak i = k a j = [. V tomto pripade dany stav (i,j) ako
jediny stav automatu M akceptuje vyluéne prazdne slovo, ¢o
znamend ze je neekvivalentny nielen so stavom (i',5'), ale aj
so v8etkymi ostatnymi stavmi automatu M.

Ak i > k a zaroven i > k, potom j = j° = 0. Uvazujme
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slovo a™~"b. Zo stavu (i, j') sa po precitani prvej ¢asti slova
a™ " dostaneme do stavu (0, '), po pre¢itani zvysku slova
b prejdeme do akceptujiceho stavu (0, 1), slovo a™ b teda
je akceptované. Zo stavu (7,j) po precitani prvej casti slova
a™ " prejdeme do stavu (i +m —1’,j') , ostava nam teda este
precitat pismeno b. KedZe ale vieme, Ze i < ¢/, potom mozZeme
s ur¢itostou povedat ze k < i +m — i < m — 1 ¢o znamena,
ze pismeno b nemé v tomto stave definovany prechod a teda
slovo a™~"b nie je zo stavu (i, ;) akceptované. Stavy (i, ) a
(7',7") preto nie st ekvivalentné.

b) Ak i =4’ tak bez ujmy na vSeobecnosti moézeme predpokladat, 7e
j < 7. Uvazujme 2 podpripady:

(i)

Ak i = i’ < k, uvazujme slovo b"7'a. Zo stavu (7',5') sa po
pre¢itani slova dostaneme do stavu (i' + 1, 0), teda slovo bude
akceptované. Zo stavu (7, j) po preditani prvej ¢asti slova yr=d’
prejdeme do stavu (i, (j+n—j') mod n), ostava nam teda este
precitat pismeno a. KedZe ale vieme, Ze j < j’, potom moZeme
s ur¢itostou povedat ze (j +n — j') mod n # 0 ¢o znamena,
7e pismeno a nema v tomto stave definovany prechod a teda
slovo b"7'a nie je zo stavu (i,j) akceptované. Stavy (i,j) a
(7, j") teda nie s ekvivalentné.

Aki =i =k, uvazujme slovo ¢ =7'*1 = /~7'¢. Zo stavu (4, j')
sa po precitani prvej ¢asti slova ¢ ~7" dostaneme do stavu (', 1),
ostava nam precitat eSte pismeno c. Kedze prechod na ¢ nie
je z tohto stavu definovany, slovo ¢/=7'*1 nie je zo stavu (4, j')
akceptované. Zo stavu (i, ) sa po pre¢itani slova ¢!=7'+1 do-
staneme do akceptujiuceho stavu (7,7 + 1 — j' + 1). Z toho
vyplyva, Ze stavy (i,7) a (¢, j') nie s ekvivalentné.

Kedze vysledny automat je minimélny, potom za pomoci &isel k a [ je
mozné vyjadrit kazda hodnotu o = m + k(n — 1) + [, pre ktort plati predpo-
kladany vztah m +n — 1 < o < mn, pri¢om ¢islo k bude oznacovat pozado-
vany pocet uplnych riadkov v si¢inovom automate a ¢islo [ bude predstavovat
pocet stavov v netplnom riadku nasledujicom po poslednom tplnom riadku.

U]

Ukéazali sme teda, Ze spravnou volbou automatov je mozné dosiahnut aki-
kol'vek zlozitost prieniku od 1 aZ po mn. VSetky ziskané a dokdzané poznatky
si eSte zhrnieme do vyslednej vety.

Veta 2.8 Zlozitost prieniku dvoch jazykov nad ternarnou abecedou akcepto-
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vanych m-stavovym a n-stavovym netiplnym DKA so vSetkymi stavmi kon-
covymi, moze dosahovat kazda hodnotu z intervalu [1, mn)].

Dokaz.

Podla Lemmy 3.1 minimalna zlozitost prieniku m-stavového a n-stavového
netplného DKA je rovna 1.

Podl'a Vety 3.2 maximélna zloZitost prieniku m-stavového a n-stavového ne-
uplného DKA je rovna mn.

Podla Lemmy 2.5 mozno pre m < n dosiahnut kazda hodnotu od 1 po m.
Podla Lemmy 2.6 je pre m < n mozné dosiahnut vsetky hodnoty v rozmedzi
odmpom+n—1.

Podla Lemmy 2.7 je pre m < n mozné dosiahnut vSetky hodnoty od m+n—1
az po mn.

U]
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Kapitola 3

Zjednotenie automatov so
vSetkymi stavmi koncovymi

V tejto kapitole sa budeme venovat zjednoteniu automatov so vSetkymi
stavmi koncovymi. Rovnako ako v pripade operécie prienik sa pokisime do-
kazat, Zze minimélna zlozitost tejto operacie je 1 a taktiez najst maximalnu
zlozitost ktord je mozné dosiahnut.

3.1 Minimalna zlozZitost

Lemma 3.1 Nech m,n > 1, pricom plati m < n. Potom existuji m-stavovy
netiplny DKA A a n-stavovy netiiplny DKA B také, ze vSetky stavy automa-
tov A a B sii koncové a minimélny neiiplny DKA pre jazyk L(A)U L(B) ma
prave 1 stav.

Dokaz.
PopiSme si automaty A a B.

Nech A = (Qa,%,04,0,Q4), na Obr. 3.16 kde:

Qa=1{0,1,...,m—1},
Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:

(5A(i,a):{Z aki=m —1,

¢+ 1 inak,
i+1 ak i < m — 2,
Sa(i,b) =< i ak i=m—1,

nedefinované inak.
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20S O e O s)

b
Obr. 3.16: Automat A.
Nech B = (Qp,%,05,0,Q@p), na Obr. 3.17 a Obr. 3.18 kde:
Qp=10,1,...,n—1},
Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:
(1 aki=n—1,
Suliya) = 1+ 1 ak © <n — 2 a plati m = n,
BALEI = 41 ak i <n —1 a plati m # n,
| nedefinované inak.
(i ak i =n— 1,
. 1+ 1 ak i <m — 2,
05(1,b) = n—1 ak i = m — 2,
| nedefinované inak.
a
b b b
OO OO
b

Obr. 3.17: Automat B pre m = n.
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Obr. 3.18: Automat B pre m # n.

Teraz si zostrojme automat pre zjednotenie M = (Q, %, 9, s, @), vid Obr.
3.19 a Obr. 3.20, pricom s = (0,0) a Q@ = (Qa U X) x (Qp U X).

a,b

: -.-

Obr. 3.19: Automat M pre jazyk L(A ) pre m = n.
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a,b

Obr. 3.20: Automat M pre jazyk L(A)U L(B) pre m # n.

Automat M akceptuje vSetky slova t.j. po minimalizacii bude mat prave
jeden stav.
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3.2 Maximalna zloZitost

Lemma 3.2 Nech m,n > 1, pricom plati m < n. Potom existuji m-stavovy
netiplny DKA A a n-stavovy neiiplny DKA B také, Ze vSetky stavy automa-
tov A a B sii koncové a miniméalny neiiplny DKA pre jazyk L(A)U L(B) ma
prave (m + 1)(n+ 1) — 1 stavov.

Dokaz.
PopiSme si automaty A a B.

Nech A = (Qa,%,04,0,Q4), na Obr. 3.21 kde:

QA:{O,I,...,m—l},
Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:

i+1 ak i <m—1,
nedefinované inak,

04(i,a) = {
Salisb) = i.

b b

b
) ) )
a0 Ot
Obr. 3.21: Automat A.

Nech B = (Qp,%,05,0,@p), na Obr. 3.22 kde:

Qp=1{0,1,...,n— 1},
Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:

(53(i,a) =1

3a(i.0) = {

i1 aki<n—1,
nedefinované inak.
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a

H L

Obr. 3.22: Automat B.

Teraz si zostrojme automat pre zjednotenie M = (Q,%,9,s,Q), vid Obr.
3.23, pricom s = (0,0) a Q@ = (Qa U X) x (Qp U X).

f)alej musime ukézat, ze automat je skuto¢ne minimélny. Majme stavy (i, j)
a (i',7') také, ze (i,7) # (i, 5'). Rozdelime si dokaz na 2 ¢asti:

1) ak ¢ # ¢ a bez ujmy na vSeobecnosti ¢ < i’ t.j. stavy sa nachadzaji v
roznych riadkoch. Tuto ¢ast si dalej rozdelime na 2 pripady:

a)

ak j,j" # X, teda ziaden so stavov sa nenachadza v poslednom
stipci. Potom uvazujme slovo a™ b7 = o™= "b"=1=3'b. Zo stavu
(1,7) sa po pre¢itani prvej ¢asti slova a™ % presunieme do stavu
(1t +m —14',j), ¢o je s ur¢itostou akceptujici stav, ostava nam
precitat zvysok slova b"~1=7'b. Ak plati j < j’, po preditani tejto
Casti slova sa presunieme do akceptujticeho stavu (i +m — ', j +
n — j'), ak plati j > j', potom po precitani prejdeme do stavu
(i+m—1',X), ¢o je tiez akceptujici stav. Slovo a™ " 1"/ je teda
zo stavu (1, j) akceptované. Zo stavu (', j') sa po precitani prvej
casti slova a™ " presunieme do stavu (X, j'), ostava nam preéitat
zvysok slova "~ 177'b. Po pretitani dalsej casti slova b7 sa
presunieme do stavu (X, n — 1) a zostava nam do¢itat pismeno b.
Toto pismeno vSak z daného stavu nie je akceptované, preto slovo
a™"b"=7" nie je zo stavu (i, j') akceptované. Stavy (i,5) a (i', j')
preto v tomto pripade nie st ekvivalentné.

ak sa aspoii jeden so stavov nachadza v poslednom stipci. Roz-
del'me si tento pripad na 2 podpripady:

i) ak stipec j je Tubovolny a j/ = X. Uvazujme slovo a™ " =

a™1"q. Zo stavu (1,7) sa po precitani slova dostaneme do
akceptujuceho stavu (i +m — 4, 7). Zo stavu (¢/,7') = (', X)
po pre¢itani prvej ¢asti slova a™ =% prejdeme do stavu (m —
1, X), ostava nam este docitat pismeno a. Z tohto stavu vsak
prechod na toto pismeno nie je definovany, slovo a™ % teda
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A)UL(B).

(

Obr. 3.23: Automat pre jazyk L

32



zo stavu (i',7') nie je akceptované. Stavy (i,7) a (i, ;') teda
nie su ekvivalentné.

m—1

ii) ak stlpec j' je Iubovolny a j = X. Uvazujme slovo a =
a™1a. Zo stavu (i,7) = (i,X) sa po preitani prvej ¢asti
slova a™~'~% dostaneme do stavu (m — 1, X), ostdva nam pre-
¢itat eSte pismeno a. Toto pismeno je ale z tohto stavu neak-
ceptované, preto slovo ™~ je zo stavu (4, j) neakceptované.
Zo stavu (7', j') po precitani slova prejdeme do akceptujiceho

stavu (X, j'). Stavy (i,7) a (¢, ) teda nie st ekvivalentné.

2) ak j # 7’ a bez ujmy na vSeobecnosti j < j' t.j. stavy sa nachadzaja v
roznych stlpcoch. Tuto ¢ast si dalej rozdelime na 2 pripady:

a)

ak 1,9 # X, teda ziaden so stavov sa nenachadza v poslednom
riadku. Potom uvazujme slovo b7 a™~% = b"=7'¢™=1="q. Zo stavu
(1,7) sa po pre¢itani prvej asti slova "7 presunieme do stavu
(1,7 +n—j"), ¢o je s ur¢itostou akceptujuci stav, ostava nam pre-
¢itat zvysok slova a™ 17 a. Ak plati i < i, po pre¢itani tejto ¢asti
slova sa presunieme do akceptujticeho stavu (i+m—1', j+n—j’), ak
plati ¢ > ¢/, potom po precitani prejdeme do stavu (X, j+n—j'),
¢o je tiez akceptujici stav. Slovo " 7'a™ % je teda zo stavu (i, j)
akceptované. Zo stavu (i, j') sa po precitani prvej ¢asti slova b" 7'
presunieme do stavu (7, X), ostdva nam prec¢itat zvySok slova
a™ 1= q. Po pretitani daliej ¢asti slova a sa presunieme do
stavu (m — 1, X)) a zostava nam doéitat pismeno a. Toto pismeno
vSak z daného stavu nie je akceptované, preto slovo b"7'a™ % nie
je zo stavu (i, j') akceptované. Stavy (i,7) a (i, j') preto v tomto
pripade nie si ekvivalentné.

m—1—1/

ak sa aspon jeden so stavov nachiddza v poslednom riadku. Roz-
delme si tento pripad na 2 podpripady:

i) ak riadok 4 je Tubovolny a i’ = X. Uvazujme slovo b" 7" =
b"=1=7'b. Zo stavu (i,j) sa po precitani slova dostaneme do
akceptujuceho stavu (i, j+n—j"). Zo stavu (i, j') = (X, ') po
precitani prvej ¢asti slova "'~/ prejdeme do stavu (X, n—1),
ostava nam eSte docitat pismeno b. Z tohto stavu v8ak prechod
na toto pismeno nie je definovany, slovo "7 teda zo stavu
(7/,4') nie je akceptované. Stavy (i,7) a (i/,;j') teda nie su
ekvivalentné.

ii) ak riadok i’ je Tubovolny a i = X, potom uvazujme slovo
b = b 1Ih. Zo stavu (i,5) = (X,j) po precitani prvej
casti slova 0”177 prejdeme do stavu (X,n — 1), ostava nam
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eSte docitat pismeno b. Z tohto stavu vSak prechod na toto
pismeno nie je definovany, slovo b" 7 teda zo stavu (i, 7) nie je
akceptované. Zo stavu (7', j') sa po precitani slova dostaneme
do akceptujuceho stavu (7, X). Stavy (i,7) a (7/,5') teda v
tomto podpripade nie st ekvivalentné.

U]

Veta 3.3 Zlozitost zjednotenia dvoch jazykov akceptovanych m-stavovym a
n-stavovym netplnym DKA so vSetkymi stavmi koncovymi sa pohybuje v
intervale [1,(m +1)(n+1) —1].

Dokaz.

Podla Lemmy 3.1 pre kazdy m-stavovy netplny automat A a kazdy n-stavovy
neiplny automat B so vSetkymi stavmi koncovymi existuje automat pre ja-
zyk L(A)UL(B), ktory méa prave 1 stav, teda minimalna zlozitost zjednotenia
je vzdy najmenej 1.

Podla Lemmy 3.2 pre kazdé m,n > 1 existuje m-stavovy automat A a n-
stavovy automat B taky, Ze automat akceptujuci zjednotenie jazykov L(A)U
L(B) méa prave (m + 1)(n + 1) — 1 stavov a teda maximalna zlozitost zjed-
notenia nemoze byt niz§ia ako (m+1)(n+1) — 1.

U]
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Kapitola 4

Rozdiel automatov so vSetkymi
stavmi koncovymi

V nasledujucej kapitole budeme skiimat operaciu rozdiel a pokusime sa sta-
novit dolny a horny odhad zlozitosti, ktortt moze nadobudat pre kazdé pri-
rodzené ¢islo m a n.

4.1 Minimalna zlozitost

Lemma 4.1 Nech m,n > 1. Potom existuji m-stavovy neiiplny DKA A a
n-stavovy netiplny DKA B také, Ze vSetky stavy automatov A a B sii koncové
a minimalny neiplny DKA pre jazyk L(A)\ L(B) ma prave 1 stav.

Dokaz.
Popisme si automaty A a B.

Nech A = (Q4,%,04,0,Q4), na Obr. 4.24 kde:

QA:{O,I,...,m—l},
Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:

1+ 1 ak i <m—1,
nedefinované inak,

0a(t,a) = {

da(i,b) = nedefinované.

Nech B = (@p,%,05,0,@p), na Obr. 4.25 kde:
Qp=1{0,1,...,n—1},
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H _a,

Obr. 4.24: Automat A.

Obr. 4.25: Automat B.

Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:
i)~ d ] aki<n—1,
B @)= nedefinované inak,
. i1 aki<n—1,
O5(i,b) = { nedefinované inak,

Teraz si zostrojme automat pre rozdiel M = (Q, 3,0, s,Q), vid Obr. 4.26,
pricom s = (0,0) a Q@ = Q4 X (Qp U X).

(o0 ey
Obr. 4.26: Automat M pre jazyk L(A)\ L(B).

Vysledny automat nema ani jeden akceptujici stav, ¢o znamena, Ze mno-
zina slov akceptovanych z jednotlivych stavov je u vSetkych stavov prazdna.
Stavy si teda ekvivalentné a automat mozno nahradit automatom s jednym
stavorn.

L]

4.2 Maximalna zlozitost

Lemma 4.2 Nech m,n > 1. Potom existuji m-stavovy neiuplny DKA A a
n-stavovy netiplny DKA B také, Ze vSetky stavy automatov A a B sii koncové
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a minimélny netiplny DKA pre jazyk L(A)\ L(B) mé& prave mn + m stavov.

Dokaz.
PopiSme si automaty A a B.

Nech A = (Qa,%,04,0,Q4), na Obr. 4.27 kde:

Qa=1{0,1,...,m—1},
Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:

1+ 1 ak i <m —1,
nedefinované inak,

0a(t,a) = {
Sai,b) = i,

H&a %

Obr. 4.27: Automat A.

Nech B = (@p, %, 05,0, p), na Obr. 4.28 kde:
Qp=1{0,1,....n—1},
Y ={a,b}
a prechodova funkcia je definovana takto:
5B(i, a) = i,
. 1+ 1 ak 1 <n—1,
O5(i,b) = { nedefinované inak,

Teraz si zostrojme automat pre rozdiel M = (Q, 3,0, s,Q), vid Obr. 4.29,
pricom s = (0,0) a Q@ = Q4 X (Qp U X).

f)alej musime dokézat, ze automat M je skuto¢ne minimélny. Majme stavy
(i,7) a (i, 7") také, ze (i,7) # (i, 7). KedZe koncové a nekoncové stavy su
navzajom prirodzene neekvivalentné, potrebujeme dokazat iba pripady v kto-
rych si oba stavy nekoncové alebo naopak, oba stavy koncové. Rozdelime si
teda dokaz na 2 casti:

37



a

H L

Obr. 4.28: Automat B.

1. oba stavy su nekoncové t.j. j # X aj 7/ # X. Tu musime uvazovat 2
podpripady:

a) ak j = j', potom ale uvazujme, 7e i < i'. Majme slovo b"7a™ " =
V" Ia™"a. Zo stavu (i, j) sa po precitani prvej ¢asti slova b"~/ dostaneme
do stavu (i, X) a po docitani zvysku slova do stavu (i +m — ', X). Kedze
plati ¢ < 4/, tento stav je s ur¢itostou akceptujici. Zo stavu (7', 7’) sa po
precitani prvej Casti slova dostaneme do stavu (7, X) a po precitani druhej
Casti slova ™"~ do stavu (m—1, X). Ostava este docitat pismeno a, ktoré
ale nema v tomto stave definovany prechod. To teda znamené 7Ze slovo sa
zo stavu (7', j') nedocita a nebude akceptované. Stavy (i,7) a (¢, j') preto v
tomto pripade nie st ekvivalentné.

b) ak j # 7', bez ujmy na vSeobecnosti nech j < j' . Potom uvazujme slovo
b"~7'. Zo stavu (i, ) po precitani slova prejdeme do stavu (i, +n — j') ¢o
je vzhladom na platnost vztahu j < j' urcite neakceptujici stav. Zo stavu
(', 4") sa po precitani slova dostaneme do akceptujiceho stavu (i, X). Z toho
teda vyplyva, ze stavy (i,7) a (i, j") st navzajom neekvivalentné.

2. oba stavy su koncové t.j. j = X aj 5/ = X. Bez ujmy na v8eobecnosti
tiez mozeme povedat Ze i < . Uvazujme slovo a™% = o™ ~a. Zo stavu
(i, X) sa po precitani slova dostaneme do stavu (i+m—i’, X), ¢o je vzhladom
na platnost vztahu i < ¢’ uréite akceptujici stav. Zo stavu (i', X') vSak po
precitani prvej ¢asti slova prejdeme do stavu (m — 1, X), ostava docitat eSte
pismeno a. Prechod na toto pismeno vSak z tohto stavu nie je definovany,
slovo preto nie je zo stavu (¢, j') akceptované. To vSak znamené, Ze stavy
(i,7) a (¢, 7") nie su ekvivalentné.

U]

Veta 4.3 Zlozitost rozdielu dvoch jazykov akceptovanych m-stavovym a n-
stavovym neuplnym DKA so vSetkymi stavmi koncovymi dosahuje hodnoty
z intervalu [1, mn + m).
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Obr. 4.29: Automat M pre jazyk L(A)\ L(B).

Dokaz.

Podla Lemmy 4.1 pre kazdy m-stavovy netplny automat A a kazdy n-stavovy
nedplny automat B so vSetkymi stavmi koncovymi existuje automat pre
jazyk L(A)\ L(B), ktory méa prave 1 stav, teda minimélna zlozitost rozdielu
je vzdy najmenej 1.

Podla Lemmy 4.2 pre kazdé m,n > 1 existuje m-stavovy automat A a n-
stavovy automat B taky, ze automat akceptujtci rozdiel jazykov L(A)\ L(B)
mé prave mn + m stavov a teda maximalna zlozitost rozdielu nemoze byt
nizsia ako mn + m.

U]



Zaver

V tejto praci sme sa venovali popisnej zlozitosti prieniku na netaplnych au-
tomatoch so vSetkymi stavmi koncovymi. V prvej ¢asti sme vychadzajtc z
definicie prieniku a doterajsich vyskumov vyslovili horny odhad tejto zlozi-
tosti. Podarilo sa nam ukazat, ze maximalna mozn4 zlozitost prieniku nei-
plného m-stavového a netplného n-stavového automatu so vSetkymi stavmi
koncovymi je mn a tato hranicu uz nemozno znizit. Ur¢ili sme tiez dolni
hranicu zloZitosti, kde sa ukézalo, Ze sta¢i vybrat akékolvek dva automaty
reprezentujice dva navzajom disjunktné jazyky a zlozitost prieniku bude v
takomto pripade vzdy rovna 1.

Dalej sa nam tiez podarilo dokazat, Ze je mozné dosiahnut kazdd hodnotu
a v rozpati 1 < a < mn, ¢o znamena, Ze pre kazdé a existuji m-stavovy ne-
uplny DK A a n-stavovy neiplny DK A so vSetkymi stavmi koncovymi také,
7e zlozitost ich prieniku bude rovna «. Je potrebné poznamenat, Ze zatial
¢o pri dokazovani hornej a dolnej hranice nam stacilo pouzit bindrnu abe-
cedu, dosiahnutie niektorych hodnét z tohto rozsahu si vyziadalo rozsirenie
abecedy na ternarnu.

Okrem toho sa nam podarilo néjst dolny a horny odhad zlozitosti operacii
zjednotenie a rozdiel, ktory bol dokdzany ako korektny bez ohl'adu na pocet
stavov vstupnych automatov.
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