KRVOPOT

2. séria, 2011/2012

RieSenia a komentare

1 Zadanie:

Erika sa vracala z vyletu. Najprv cestovala autobusom a potom pokracovala zo zastavky na bicykli. Celd cesta
jej trvala presne 1 hodinu 30 minit a pre$la pri nej vzdialenost 60 km. Autobus iSiel priemernou rychlostou 50
km/h. Ur¢te, ako dlho i¥la Erika na bicykli, ked jej rychlost v km/h je vyjadrena prirodzenym &islom rovnako ako
vzdialenost merand v km, ktort presla na bicykli.

RieSenie:

Oznalme v vzdialenost v kilometroch, ktorid Erika presla na bicykli, a r jej rychlost v km/h. Podla zadania st v
a r prirodzené &isla a v < 60. Cas, ktory cestovala Erika na bicykli, bol 2 = v/r hodin (z &oho mame r > 0).
Autobusom presla vzdialenost (60 — v) km a tito vzdialenost pre3la za (60 — v)/50 hodin. Preto podla zadania
plati

60—v v 3

+—-=_.
50 ro 2
Tato rovnica je ekvivalentna s rovnicou 50v — 157 — rv = 0, ktord mbZeme eSte upravit na tvar

(50 —r)(v +15) =15-50 = 2 - 3 - 5.
Cinitele na lavej strane sii teda kladné a ich sa&in je delitelny 53. Rozoberme preto nasledujtice 3tyri pripady:

o 125 =53|50 —r.
To v&ak nie je mozné, pretoze 0 < 50 — r < 50.
e 25=5%|50—7ab|v+15.
KedZe 0 < 50 — r < 50, plati 50 — r = 25. Odtial » = 25, a potom v = 15 a = 15/25 = 3/5. Erika 8la
teda 3/5 hodiny (&iZe 36 mindt) na bicykli, o znamend, %e predtym ¥la autobusom 54 mindt, t. j. 9/10
hodiny. Autobusom 3la tak 50-9/10 = 45 kilometrov a bicyklom 25-3/5 = 15 kilometrov, &iZe spolu naozaj
60 kilometrov.
e 5|50 —7a25=>5%v+15.
KedZze 15 < v+ 15 < 75, plati v + 15 € {25,50}, a teda v € {10,35}. Odtial dopotitame dalsie dve
moznosti:
e Ak v =10, tak r = 20, a potom = = 10/20 = 1/2. Erika 8la teda 1/2 hodiny na bicykli, ¢o znameng,
Ze predtym 3la autobusom 1 hodinu. Autobusom ¥la tak 50-1 = 50 kilometrov a bicyklom 20-1/2 = 10
kilometrov, ¢iZe spolu naozaj 60 kilometrov.

e Ak v = 35, tak r = 35, a potom z = 35/35 = 1. Erika 3la teda 1 hodinu na bicykli, ¢o znamen3, Ze
predtym 3la autobusom 1/2 hodiny. Autobusom 3la tak 50-1/2 = 25 kilometrov a bicyklom 35-1 = 35
kilometrov, ¢iZe spolu naozaj 60 kilometrov.

e 125 =5%|v + 15.
To v8ak nie je moZné, pretoze 15 < v + 15 < 75.

Mozné &asy Erikinej jazdy na bicykli sd teda 3/5 hodiny (&iZze 36 mindt), 1/2 hodiny, alebo 1 hodina.
Komentar opravovatela (Katarina Furcoiiova):

Uloha sa riegila zapisanim vztahov zo zadania. Cast $tudentov ju potom rieSila vypisom moznosti, ktorymi Erika
mohla cestovat, a ostatni Studenti ju riesili pomocou delitelnosti. KedZe existuju tri spésoby, ktorymi Erika mohla
cestovat, za kaZdé spravne rieSenie je 1 bod, takZe spolu 3 body za ndjdenie spravnych rieSeni. Zvy$né 2 body
som rozdelila za zapis vztahov zo zadania llohy a za spravne odvodenie vztahu pre uréovanie vhodnych rieseni.




2 Zadanie:

V rdmci volejbalového turnaja zohrali kazdé dve druzstva jeden zdpas. Po skondeni turnaja sa zistilo, Ze pre
kaZd( dvojicu druZstiev moZno ndjst tretie druzstvo, ktoré nad oboma vyhralo. Dokazte, Ze turnaja sa zucastnilo
aspon sedem druZstiev.

RieSenie:

Najskor si uvedomme, Ze musi existovat aspofi jedno druZstvo, ktoré vyhralo aspofi tolko zapasov, kolko ich
prehralo. UvaZujme o takomto druzstve A. Oznaéme M mnoZinu tych druZstiev, ktoré A porazili. Nemdze byt
M = (), pretoze podla zadania, ka?dé druZstvo aspoii raz prehralo. Nech B je lubovolné druZstvo z M. Potom
pre dvojicu druZstiev A, B musi existovat druzstvo C, ktoré porazilo aj A aj B. Musi teda byt C' € M. To
znamend, Ze kazdé druZstvo B € M muselo prehrat s niektorym inym druZstvom z M. To je mozné iba ak M
obsahuje aspoii 3 druzstvd. Teda A prehralo aspoii s tromi druZstvami, ¢ize muselo (v silade s jeho volbou)
aspoii s tromi druzstvami vyhrat. Spolu teda muselo byt na turnaji aspoil 2 -3 + 1 = 7 druZstiev, o sme mali
dokazat.

Komentar opravovatela (Katka Kocova Mitkaninova):

Danu dlohu vyriesili iba Siesti rieSitelia, aviak v3etci spravne, za &o im bolo udelenych plnych 5 bodov. RieSenia
boli ndzorné a &asto hodnotne doplnené vysvetlujicimi ilustraciami.

3 Zadanie:

Kazdy mreZovy bod Stvorca 10 x 10 je zafarbeny jednou z dvoch farieb. DokaZte, Ze existuje dvojica vodorovnych
a dvojica zvislych priamok tak, Ze ich vietky $tyri prieseéniky st zafarbené tou istou farbou.

RieSenie:

UvaZujme 9 vodorovnych a 3 zvislé priamky nasej Stvorcovej siete. Priesedniky tychto priamok nazvime uzlové
body. Na kaZdej vodorovnej priamke mdme 3 uzlové body. Tri uzlové body moZno dvoma farbami zafarbit 8
sposobmi, teda podla Dirichletovho principu sa ndjdu dve vodorovné priamky, kde trojice uzlovych bodov su
navzajom rovnako zafarbené. Spomedzi troch bodov jednej z tychto dvoch trojic si opat podla Dirichletovho
principu dva ofarbené rovnako. KedZe druhd trojica je zafarbena rovnako, prislichajice body z druhej priamky
maju rovnakd farbu. Uloha je tym vyrieSena.

Komentar opravovatela (Anka Polom&akova):

V kazdom odovzdanom rieSeni rieditel urobil aspoti na¢rt dékazu. To som ohodnotila 3 bodmi. Ak mal riesitel 4
body, v dokaze mu chybali nejaké odévodnenia, pre€o niektoré veci naozaj platia.

4 Zadanie:

Néjdite aspofi jednu trojicu prirodzenych &isel vacsich ako 50, ktora je rieSenim rovnice
22 +y? + 2% = 3ayz.

Riesenie:

Predpokladajme, Ze trojice (z,y,2) a {x,y,w) st rieSeniami danej rovnice, teda plati 2% + y? + 2° = 3ayz
a 22+ 3% +w? = 3zyw. Odéitanim tychto rovnic dostaneme 22 — w? = 3xyz — 3zyw, z €oho (2 —w)(z +w) =
3zy(z — w), a teda (z — w)(z + w — 3zy) = 0, &ize z = w alebo w = 3zy — z. Ak je teda trojica (x,y, 2)
rieSenim rovnice zo zadania, aj trojica (x,y, 3xy — 2) je jej rieSenim, ved plati

22+ + Bay — 2)? = 2% + 9% + (92%y? — 6ayz + 2°%) =
= (2% +y* + 2°) + 32y (3zy — 22) = 32yz + 3zy(3zy — 22) = 3xy(3zy — 2).
Vzhladom na symetriu pévodnej rovnice pri predchadzajlicej Givahe nezaleZi na poradi neznamych, takZe vyhovuji
i trojice (3yz — x,y, 2) & (x,3zz —y, 2).

Z prirodzeného rieSenia x = y = z = 1 tak mdZeme postupne vygenerovat dal3ie riesenia, a to trojice (1,1,2),
(5,1,2), (5,29,2), (169,29,2), (169,985, 2), (169,985,499393). V poslednej uvedenej trojici st uz vietky &isla
vacsie nez 50, je to teda jedno z hladanych rieSeni rovnice.

Komentar opravovatela (Martina Ivanecka):

-----



vyhovujlcich danej rovnici je viac. Niektori rieSitelia sa s tymto typom rovnice uZ stretli a sprdvne poznamenali,
Ze ide tzv. Markovovu diofantovskd rovnicu. Najkrajsie rieSenia mali Babej, Bogar a Svetlik.

Zadanie:

Nech n je prirodzené &islo, P je taky bod strany AB rovnobeznika ABCD, 7e |AP| = %, a @ je priesecnik
priamok AC a DP. Dokézte, Ze plati |[AQ| = ‘:Tcll.

RieSenie:

Rozdelme strany AB a C'D na n rovnakych Casti a pospajajme ich ako na obrazku.

C

A P B

Trojuholniky AQP a CQD si podobné podla vety uu, pretoze uhly AQP a DQP si vrcholové (a teda zhodné)

a uhly PAQ a DCQ si striedavé (a teda taktieZz zhodné). Z tejto podobnosti potom plati, Ze \%*%I = ‘lé—g‘l.

Kedze ABCD je rovnobeznik, plati |AB| = |DC|. Zo zadania vieme, Ze |AP| = @, preto mézeme dalej pisat

AQ| _|AP| _|ap| APl

|CQ| ~ |CD| ~ [AB| ~ [AB|] '

z ¢oho |CQ| = n|AQ).
Bod @ lezi na usetke AC, preto plati |AC| = |AQ| + |CQ| = |AQ| + n]AQ| = |AQ|(n + 1). Odtial teda

. . AC| o _
dostdvame, Ze |AQ| = % ¢o bolo treba dokazat.

Komentar opravovatefa (Andrea Kanalikova):

Z pottu rieeni, ktoré sa ndm dostali do rik, usudzujeme, Ze slovi¢ko ,,dokazte" eSte stale Studentov odridza.
V rieSeniach sa objavili dva typy dékazov. Vo vzorovom rieSeni sme sa inSpirovali rieSsenim Derfidra a Janovcovej.
Ostatni riesitelia zvolili podobny dokaz. Medzi dal3ie pekné rieSenia patria riefenia Svetlika, Géblovej a Dunika.

Zadanie:
DokaZte, Ze telesova uhloprie¢ka kocky je kolmd na vSetky stenové uhlopriecky s fiou mimobezné.
Riesenie 1:

Oznatme kocku ABCDEFGH a dizku jej hrany a. Umiestnime ju do stradnicovej sustavy tak, aby platilo A =
(0,0,0), B = (a,0,0), C = (a,0,a), D =(0,0,a), E=(0,qa,0), F = {(a,a,0), G = (a,a,a), H=1{(0,a,a).
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Vzhladom na symetriu sa stadi zaoberat jednou telesovou uhloprie¢kou. Vezmime teda telesovi uhoprie¢cku HB
a k nej vietky stenové uhloprietky, ktoré si s iou mimobezné, t. j. AC, CF, FA, EG, ED a GD. KedZe dvojice
stenovych uhloprietok leZiace v rovinach protilahlych stien sii rovnobezné, sta&i ukazat kolmost H B len na jednu
z dvojice, napriklad AC L HB, CF | HB, FA | HB. V tejto slradnicovej slstave maji prislusné vektory
stradnice t = B— H = (a,—a,—a), ¥=C — A = (a,0,a), " =F —C = (0,a,—a), Z=F — A = (a,q,0).
Urobime prislusné skaldrne siciny:

S

- = (a,—a,—a)-(a,0,a) =0, i W= (a,—a,—a)-(0,a,—a) =0, i -Z=(a,—a,—a)- (a,a,0)=0.

To teda znamen3d, Ze vektor @ je kolmy na ¢, wi 2, t. j. HB 1L AC, HB L CF, HB 1 AF.

Riesenie 2:

Oznatme kocku ABCDEFGH. Vzhladom na symetriu sa sta&i zaoberat jednou jej telesovou uhloprietkou.
Zoberme teda v kocke ABCDEFGH napriklad telesovi uhloprietku H B a stenové uhlopriecky AC, CF', F A,
EG, ED a GD, ktoré sii s fiou mimobeZné. Podobne ako v riedeni 1 sta&i ukazat kolmost BH len na AC,

CF a FA. Lahko vidiet, Z2e AC a F'A vzniknt z C'F otoenim okolo osi BH o uhol i@. Vzhladom na tuto
symetriu teda stadi dokazat kolmost BH na CF"

Hrana AB je kolma na rovinu CBF, a pretoze C'F patri do roviny CBF, je AB kolma na C'F, teda aj CF je
kolmd na AB. Zarovefi je CF kolma na GB, ¢o znamend, Ze C'F je kolma na rovinu GBH. A pretoze HB lezi
v rovine GBH, je CF kolma na HB.

Komentar opravovatela (Jana Chuda):

Pocet riegeni 1 a 2 bol zhruba rovnaky. Ulohu riegilo 23 ¥tudentov. Body sa pohybovali od troch do piatich.

.....

uhloprie¢kach.




