KRVOPOT

4. séria, 2008/2009
RieSenia a komentare

1 Zadanie:

V $tvorci ABCD je K lubovolny bod strany DC' a os uhla <BAK pretina stranu BC v bode
L. Dokazte, ze plati |BL| + |KD| = |AK]|.

RieSenie:
Uvedieme dve riedenia:

Nech N je bod taky, Z2e AADN vznikol ototenim AABL okolo bodu A (zrejme o 90°).
KedZe |[<LAN|=90° a |[<DAN| = |<LAB| = |<LAK], plati

|[<ANK| = |<AND|=90° — |<NAD| =90° — |[<LAB| =
=90° — |[<LAK| = |<LAN| — |[<LAK| = |[<NAK]|,
trojuholnik AAK N je teda rovnoramenny so zakladiiou AN. Plati preto
|AK| = |[NK|=|ND|+|KD|=|BL|+ |KD|.

A P B

Nech P je bod tise¢ky AB taky, ¢ DP | AL a nech Q je priese¢nik DP a AK. Ked'Ze
AL je os uhla <QAP a QP je na fiu kolma, body P a Q st podla nej siimerné, a teda
APAQ je rovnoramenny so zdkladiiou PQ), z &oho mame |AQ| = |AP|.

KedZe |[<QKD| = |<QAP)| (striedavé uhly) a |[<KQD| = |<AQP| (vrcholové uhly),
ADKQ je podla vety uu podobny s APAQ, a teda je tieZ rovnoramenny, a to so
zékladiiou DQ. Z toho mame |QK| = |KD|.

A kedZe DP L AL (tak sme P zvolili), a tiez DAL AB a AP L BL, podla podla vety
uu si ADAP a AABL podobné. St dokonca zhodné, pretoze |DA| = |AB]|, z &ho
mame |AP| = |BL|.

Celkovo teda dostdvame

[AK| = |AQ| + |QK| = [AP| + [KD| = [BL| + |[KD|.



Komentar opravovatefa (Majka Petrej¢ikova):

dsetiek v dokazovanom vztahu vyjadrila pomocou goniometrickych funkcii (z pravouhlych troj-
uholnikov AADK a AALB), a potom uZ len upravila lavii i pravii stranu pouZitim st&tovych
goniometrickych vztahov.

Velmi pekné riedenie odovzdal M. Deridr, ktory sa zaoberal aj 3pecidlnymi pripadmi (ked
K=DaK=0Q0).

Zadanie:

Z nadoby so Styrmi zafarbenymi gulkami budeme so zavretymi ofami jedenkrat losovat, &ize
bud z nej vyberieme jednu gulku, alebo naraz niekolko guliek (v tom pripade viak nie je moZné
rozli¥it ich poradie). Kolkymi farbami a v akom potte treba gulky zafarbit, kolko guliek sa ma
losovat a ako treba rozdelit moZné vysledky losovania medzi dvoch hraZov tak, aby mal prvy
minimalny pocet farieb?

RieSenie:

MnoZinu véetkych moZnosti, ktorymi mdZe skonéit losovanie, chceme rozdelit do dvoch (dis-
junktnych) mnoZin reprezentujdcich vitazstvo hraov A alebo B. Hrd¢ A m3 mat dvakrat va&siu
%ancu na vyhru. Predpokladajme, e je kazda gulka inej farby (ak by to tak nebolo, rovnako
zafarbené gulky otislujeme). Vtedy si vietky moZnosti rovnako pravdepodobné. Preto mnoZina

byt ndsobkom &isla 3.

Potet moZnosti zavisi od pottu losovanych guliek. Sii to postupne 4, 6, 4 a 1 moZnost pre
losovanie jednej, dvoch, troch a Styroch guliek. Len v pripade losovania dvoch guliek je pocet
moznosti nasobkom &isla 3. Je teda nevyhnutné losovat dve gulky.

Ak kazdti gulku zafarbime inou farbou, ziskame Sest roznych vysledkov. Priradenim [ubovolnych

.....

$ancu na vyhru.

Nasli sme také zafarbenie, spdsob losovania zo Styroch guliek a rozdelenie vysledkov také, Ze

.....

Otdzka je, & na zafarbenie guliek nesta&i meni poZet farieb. Vtedy jeden vysledok bude tvorit
viac moZnosti, ktoré zrakom nebude moZné od seba odliit. HraZovi priradujeme vysledok
zrakom odli%itelny od iného (napriklad obe vylosované gulky budd modré), nie jednotlivé
moZnosti (napriklad vylosovanie prvej a druhej modrej gulky alebo vylosovanie prvej a tretej
modrej gulky). Preto pri vytvdrani mno%in A a B zo vzniknutych moZnosti je potrebné dodrzat
podmienku (*), Ze nerozliSitelné moZnosti sa nachddzajii v tej istej mnoZine (A alebo B).

Ak pouZijeme jednu farbu, ziskame gest moZnosti, ktoré nie st zrakom rozli$itelné, a teda ich
nie je moZné rozdelit do dvoch mnoZin, aby bola splnend podmienka (*) a z3rovefi podmienka
(**), Ze mnoZina A md Styri prvky a mnoZina B md dva prvky.

Ak pouZijeme dve farby, napr. bielu a modri, pritom (bez ujmy na vZeobecnosti) modrych
guliek bude aspoii tolko ako bielych, biele gulky ozna&ime B; a modré M;, si mozné dva spdsoby
zafarbenia: {By,M;, Mo, M3} (ak je jedna gulka biela a tri modré) a {By,Ba,M;, Mo} (ak sd dve
gulky biele a dve modré). V prvom pripade vznikaji moznosti: {By,M;}, {B1,M2}, {B1,M3},
{M1, M2}, {M1,M3}, a {Mo,M3}. V druhom pripade ide o moZnosti {B1,Bs2}, {B1,M1}, {B1,Ma},
{B2,M1}, {B2, M2}, a {M1,Mz}. Len v druhom v&ak vieme rozdelit moZnosti na dve mnoZiny tak,



aby boli splnené obe podmienky (*) a (**): Hrafovi A priradime Styri vysledky tvaru {B;,M;}
(t. j. réznofarebné gulky) a hréovi B dva vysledky {Bj,Ba} a {M;,Ma} (t. j. rovnofarebné
gulky).

Podarilo sa zafarbit gulky tak, aby hra¢ A mal dvakrat va&siu ancu ako hra¢ B. Na zafarbenie
guliek teda stacia dve farby.

Komentar opravovatefa (Majka Kolkova):

Ulohu bolo moZné za&at riesit uvaZovanim o pogte pouZitych farieb alebo o pogte vylosovanych
guliek. Riesitelia va&sinou zadinali poétom farieb.

V jednom rieSeni sa objavila zaujimavd dvaha o losovani ndhodného pottu guliek (pripadne
s nejakym obmedzenim).

Vetci rieditelia si spravne uvedomovali rozdiel medzi matematicky rozliSitelnymi moznostami
a zrakom rozliite/nymi vysledkami losovania.

Zadanie:

To, Ze Sherlock je vynikajtci detektiv, sa po Londyne rozsirilo uZ davno, preto si prefiho niektori
[udia chystdvali rézne tdlohy. Na jednom plese si k nemu prisadli tri tane¢né pary. Kazdy mu
povedal, ako sa vola, a eSte nie¢o navyse:

e ,Volam sa Betka. Poviem vam, Ze kaZda z nas tancuje s chlapcom, ktory je o tri roky

v

starsi.
e ,Ja som Igor. Nie je tajomstvom, Ze my Siesti dokopy mame 115 rokov."
e ,Moje meno je Jilia a spolu s Igorom mame 36 rokov."
e ,Dovolte mi predstavit sa. Voldm sa Andrej a s Jiliou mame spolu 40 rokov.*
e ,Ja som Martin a prezradim vdm, Ze Daniela je z nas Siestich najmladsia.”
e Ja som Daniela. Vedzte, Ze kaZdy z nds ma celo&iselny pocet rokov a nase veky su rozne."

. Viete na zdklade tychto informdcif zistit, kto s kym tancuje?", spytali sa ho na zaver taneénici
spolo¢ne. Sherlock po chvili odpovedal. Zistite aj vy, ktoré dvojice sediace pri stole boli taneéni
partneri. Svoje tvrdenie zdovodnite.

RieSenie:

Medzi partnermi je rozdiel tri roky, a teda sucet ich vekov je neparny. Julia md s Igorom
i s Andrejom parny siet rokov, a teda mdZe tancovat jedine s Martinom. KedZe Daniela je
najmladsia, mé%e mat za partnera jedine mladgieho z chlapcov Igor a Andrej. Stidet Jiliinho
veku s Igorom je men3i neZ s Andrejom, preto je mladsi Igor. Danielin partner je teda Igor
a Betkin Andrej. Z tvrdeni lgora, Jiilie a Andreja je moZné zostavit tri rovnice podavajiice
informdciu o vekoch vdetkych ludi. Vnesenim informdcie o rozdiele vekov parov ziskame len tri
nezndme v tychto rovniciach a vyrieSenim tohto systému mame jediné rieSenie, a to Jilia 17,
Martin 20, Daniela 16, Igor 19, Betka 20 a Andrej 23 rokov. Toto rieSenie v8ak nevyhovuje
druhej €asti tvrdenia Daniely, a teda niekto musel klamat. Sherlock zrejme upozornil, Ze IZivé
informacie mu znemoZiuji spravne odpovedat, a musime tak urobit aj my.

Komentar opravovatela (Jaro Supina):

Uvod rieSenia vy3sie je aZ na mensie detaily opisany priamo z rieSenia Stanislava Jakubca a je to
asi najbleskovejsia tvaha pouZitd v rieSeniach k nadjdeniu jediného moZného rieSenia, ktoré viak
nie je v zhode s Danielinym tvrdenim. Vetci rieSitelia zvladli vymysliet Gvahu, ktord ich k tomu



doviedla. Ur&itd &ast z nich vdak zabudla alebo nedostatone overila, & dané poparovanie je
v zhode so v3etkymi tvrdeniami. Toto bol jediny dévod zniZenia bodového hodnotenia.

Zadanie:

Dva rota&né valce maji vy$ky 64cm a 27 cm. PIa§t kazdého z nich ma rovnaky obsah ako
podstava toho druhého. V akom pomere st ich objemy?

RieSenie:

Oznatme polomery zékladni valcov postupne 1 a 73 a ich (zndme) vydky v; = 64cm a ve =

27 cm. Podla zadania 713 = 7riv; a mr? = 7ravg, z &ho r3 = rivy a r? = rovy. Z toho

dostadvame 5
<r1> rr? Tirovy g
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Lahko vidiet, ¥e v takom pripade st rovnosti pozadované v zadani naozaj platné. Ostdva
vypocitat pomer objemov:
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Komentar opravovatela (Stano Krajé&i):

a teda

.....

nespravny vzorec, dal3i nespradvne zaobchddzali s (¢asto pred€asne) zaokrdhlenymi &islami.

Zadanie:

Janko ma velmi rad ceredlie Cini Minis, okrem iného aj preto, %e v kaZdom baleni je momentaine
ukrytd jedna zo série Siestich postavitiek z rozpravky Madagaskar. Chce mat &im skér celii sériu,
ale mama mu dovoli kiipit denne len jedno balenie. Obchod, v ktorom Janko nakupuje, kazdy
defi objednd 6 baleni Cini Minis, pritom v kaZdom baleni je ind postavitka, a kaZdy deii sa
véetkych 6 baleni rozpredd. Kolko dni méZe Janko oZakdvat, Ze bude kupovat tieto cereilie,
kym nazbiera celd sériu?

Riesenie:

Opakovanie kiipy balenia s ndhodnou postavi¢kou tak dlho, aZ ziskame celd sériu, moZno rozdelit
na 3est po sebe nasledujicich faz. Nachddzanie sa v j. faze (j € {0,1,2,3,4,5}) znamen4, Ze
Janko zatial nazbieral j réznych postavitiek a ¢akd na daldiu z 6 — j eSte neziskanych.

Zistime, kedy a s akou pravdepodobnostou bude dizka j. fazy k dni: Bude to prave vtedy,
ked v predchddzajicich k& — 1 diioch bude Jankov pokus nelispedny, ale v k. defi (spe$ny
bude. Ked%e (kaZdom dni j. fizy) tispech nastdva s pravdepodobnostou % a teda nelspech
s pravdepodobnostou % (zo 6 pokusov je 6 — j priaznivych, a teda j nepriaznivych), celkovd
)kfl .

pravdepodobnost, Ze j. faza bude mat prave k dni, bude p; ; = (1 %. Priemernd di¥ka

6
j. fazy teda bude (lebo tento rad konverguje)
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Ak u € [0,1), tak plati
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Ked'7e v nadom pripade u = € [0,1), plati

2
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Priemernd di¥ka d celkového &akania bude sti¢tom priemernych di¥ok akani v jednotlivych
Siestich fazach, takZe

6 6 6 6 6 6
d—d1+d2+d3+d4+d5+d6—6+5+Z+§+§+I—14,7.

Pre zaujimavost dodajme, Ze sme tento pokus robili so $tudentmi Akademie Pedagogicznej
v polskom Krakove. Zi¢astnilo sa ho 52 3tudentov a kaZdy z nich sa na Janka zahral 10-krat,
celkovo sme teda simulovali 520 ,,Jankov”. Priemerny pocet opakovani , kip“ bol 14,68.

Komentar opravovatefa (Janka P6csovad):

Je nam [lito, Ze do riedenia tejto tlohy sa zapojilo tak malo z vas. Predpokladali som, Ze tloha
vas zaujme rovnako ako zaujala nds, ked¥e ¢asto mnohi vyrobcovia sa snaZia zvysit predajnost
svojich produktov prave tym, Ze do ich obalov prikladaji r6zne cenné & menej cenné veci, &i
slubujii velké vyhry za vyzbieranie prezentov. Zaujimavou otdzkou je, & sa ndm oplati zapojit
sa do takejto sutaZe.

Pre $tudentov utitelského smeru: Skiiste zopakovat tento pokus aj so Ziakmi na strednej Zkole.
(Na simuldciu mozno pouZit hraciu kocku.)

Zadanie:

Majka ma k dispozicii 11-minitové a 7-minttové presypacie hodiny. Vie pomocou tychto hodin
odmerat 15 min(it? Napiste, ako ma postupovat. Kolkomindtové vaji¢ka vie uvarit iba s po-
mocou tychto hodin? (Hodiny mdZe spustit aj predtym, ako zaZne vajitka varit.)

RieSenie:

Jednotlivé Casy, ktoré vieme odmerat, budeme zaznamenavat ako usporiadanti dvojicu (k, D),
priom k je zostavajlci &as na 7-minttovych presypacich hodinach a [ je zostavajtci ¢as na 11-
-mindtovych presypacich hodindch. Na za&iatku mame stav (7,11). Po presypani 7-mindtovych
hodin dostaneme stav (0,4). Ak za&neme varit vajitka v tomto okamihu, tak vieme odmerat 4
mindty a tieZ (7Tn+4) mindty nasledovnym opakovanym otd&anim 7-mindtovych hodin. Po stave
(0,4) sa dostaneme do stavu (3,0), a to tak, Ze najprv oto&ime 7-minttové hodiny, a sme v stave
(7,4) a po dosypani 11-mindtovych hodin sme v stave (3,0). Vieme teda uvarit 3-minitové
vajitka, a podobne ako predtym aj (7n + 3)-minttové. Zo stavu (3,0) sa postupnostou (3,11),
(0,8), (7,8) dostaneme do stavu (0,1), a vieme uvarit (7n + 1)-mindtové vajitka. Z (0, 1)
prejdeme do (7,1) a do (6,0) — vieme uvarit (7n + 6)-mindtové vajitka. Zo (6,0) do (6,11)



a do (0,5) — vieme uvarit (7n+5)-minttové vajitka. A nakoniec z (0, 5) do (7,5) sa dostaneme
do (2,0), a mdme postup na varenie (7n + 2)-mindtovych vajitok. Z jednotlivych stavov, do
ktorych sme sa dostali, je zrejmé, Ze vieme uvarit hocikolkominitové vajitko, kedZe kazdé
prirodzené &islo sa dad zapisat v tvare Tn + k, kde k € {0,1,2,3,4,5,6}. KedZe pri nasom
postupe musime akat a7 21 min(t, kym za&neme varit nase 15-mintitové vajicko. Uvedieme
efektivnejsi postup: V stave (0,4), t. j. po uplynuti 7 mindt, zagneme varit vajitko, potkdme,
kym sa dosypti 11-mintitové hodiny, a oto&ime ich edte raz. Ked sa dosypu, mame odmeranych
44 11 = 15 minat.

Komentar opravovatela (Inga Semanisinovd):

Niektori riegitelia presne neoddvodnili, Ye sa daju uvarit hocikolkomintitové vajitka, alebo
nepopisali celkom jasne, ako bude varenie vaji¢ka vyzerat.

Najkrajsie rieSenie mali Ivana Carnogurskd, Marek Derfidr a Jan Jergus.




