KRVOPOT
3. séria, 2008/2009

RieSenia a komentare

1 Zadanie:
Lichobeznik ABCD so zdkladiiami |AB| = a, |CD| = a/2 a vy3kou v je svojimi uhloprietkami
rozdeleny na Styri trojuholniky. Ur&te, v akom pomere st ich obsahy.

RiesSenie:

A B

Uréme najskér obsahy trojuholnikov AABM a ACDM. KedZe |[<AMB| = |<DMC| (vr-

cholové uhly) a [<BAM| = |<MC D] (striedavé uhly) si podla vety uu uvaZované trojuholniky
—

podobné s koeficientom podobnosti 2 (lebo |[AB| = a = 2% = 2|CD|). Potom |M, AB| = 2v
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a|M,CD|= %v, a teda pre jeden zo zistovanych pomerov dostdvame
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KedZe z tejto podobnosti dostdvame aj |[AM| = 2|CM| a |BM| = 2|DM|, pre zvy¥né dva
trojuholniky platf

S(AMD) _ }.|AM|-|D,AC| |AM|

S(CMD) oM \D,AC| |CM|
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S(BMC) _ 5-|BM|-|C,BD| _ |BM| _

S(DMC) — L.|pm|-|c,BD| |DM|

Obsahy trojuholnikov si teda v pomere 4 :2:1: 2.

Komentar opravovatefa (Majka Petrejcikova):

Va&ina riesitelov pri vyjadreni obsahov $tyroch trojuholnikov lichobeZnika ABC D vychidzala
z faktu, Ze obsahy trojuholnikov AABC a AABD sl rovnaké, ked e majti spoloénti stranu AB
a vy¥ku na tito stranu. To im umoZnilo vyhniit sa oZakdvanému riefeniu s vyuZitim podobnosti.




2 Zadanie:

Rekvizitou v hre je losovaci nastroj zobrazeny na obrdzku. Spodny nepohyblivy terg je rozdeleny
na tri rovnako velké sektory oznadené &islami 1, 2 a 3. Otd&ajici sa horny (men3i) teré m3
tri ipky, A, B a C, ktoré ho rozdelujii na tri rovnako velké sektory. Prvy hra¢ si zvoli jednu
z troch Sipok. Zo Sipok, ktoré zostali, si jednu zvoli druhy hra&. Potom sa roztodi horny ter&.

.....

(toho, ktory vyberd Sipku ako prvy, alebo toho, ktory 3ipku vyberd ako druhy) by ste stavili?

RieSenie:

Sd tri rovnako pravdepodobné moznosti, ako sa mdZe zastavit horny teré. Dve &ipky, ktoré si
zvolili hrddi, mézu ukazovat na sektory s &islami 1 a 2, 2 a 3, alebo 3 a 1. Z tychto troch
pripadov v dvoch (1 a 2, 2 a 3) vyhrdva hrag, ktorého 3ipka je vpravo od 3ipky protihré&a.
V jednom pripade (3 a 1) vyhrdva hra€ so $ipkou nalavo.

O polohe &ipky vzhladom na protihrd€ovu rozhoduje druhy hra&. Ak si vyberie $ipku vpravo,

vyhrad s pravdepodobnostou % pretoZe vsetky tri mozné pripady su rovnako pravdepodobné
(vyplyva to z rovnakej velkosti jednotlivych sektorov na ter&i). Ak si vyberie ipku vlavo od
protihracovej, vyhra s pravdepodobnostou % Ak sa druhy hra¢ rozhoduje raciondlne, vyberie si

vitazstvo.

(Tu dodajme, Ze predpoklad raciondlnosti rozhodovania druhého hraca je trochu silny, mozno
sa hra¢ sprava ndhodne, pripadne zdmerne riskuje. V takom pripade v&ak nedokadZeme povedat
ni¢.)

Komentar opravovatefa (Majka Kolkova):

Vo vietkych rie$eniach chybalo zddvodnenie, e rovnakd pravdepodobnost troch moZnosti
vyplyva z rovnakej velkosti sektorov na oboch teréoch.

V jednom rieSeni autor uvaZzoval o smere otidcania. Ten nie je ddleZity, dolezity je len stav
po zastaveni tera. Viaceré rieSenia rozliovali, & si prvy hra vyberie Sipku A, B, alebo C,
pripadne uvaZovali o jednej konkrétnej, no neuviedli, Ze na vybere Sipky nezaleZi.

V zadani nebolo uvedené, Ze hradi sa spravaju raciondlne. Azda to bolo nedostatkom zadania.
V tomto pripade v3ak spravne rieSenie vyZzaduje uvedomenie si, Ze spravanie druhého hraca je
otazne. Zohladnenie tohto bolo hodnotené jednym bodom.

Tejto komplikacii sa vyhli rieSitelia, ktori predpokladali, e budii tipovat a? po vybere $ipok
hra¢mi. Je pravda, Ze €as uzatvarania stavky mal byt v zadani dany. V jednom pripade rieitel
postrehol obe moZnosti (pred a po vybere &ipok), o treba ocenit.

3 Zadanie:

Stretol som sa s troma manZelskymi parmi — Annou, Elenkou, Julkou, Andrejom, Emilom
a Jozefom. Nechceli v3ak prezradit, kto ku komu patri, aviak nakoniec mi povedali aspofi toto:

e Jozef: Meno kaZdej manzelky za¢ina tym istym pismenom ako meno jej manZela.



Emil: Meno nijakého z manZelov neza&ina tym istym pismenom ako meno jeho manzelky.
Julka: Anna je manZelkou Andreja.

Andrej: Moja manzelka je Julka.

Elenka: Doteraz odznelo viac nepravdivych informacii ako pravdivych.

Anna: Doteraz odznelo viac nepravdivych informacii ako pravdivych.

Andrej: Annin manZel hovori pravdu.

DokaZete u? teraz ur&it mend manZelskych parov, ak navyde viete, e len jeden z manZelskej
dvojice hovori pravdu, druhy klame?

RieSenie:
Ak by mal Jozef hovorit pravdu, tak podla jeho vyroku by Anna bola Andrejovou manZelkou,
a teda Julkino tvrdenie by bolo pravdivé. Ale podla Jozefovho tvrdenia i Julka ma byt Jozefovou

manZelkou, €o je spor, lebo obaja by mali rovnaké pravdivostné hodnoty svojich vyrokov. Preto
Jozef klame.

Potet vietkych moznych parovani je rovny pottu vetkych bijekcii mnoZiny {Anna, Elenka, Julka}
na mnoZinu {Andrej, Emil, Jozef}, teda 6. Ked'Ze Jozef klame, vieme okamZite vyld&it bijekciu
zachovavajlcu inicidlky mien. Preverenim zvy$nych piatich bijekcii zistime, Ze systému vyrokov
vyhovuju dve bijekcie, a to {(Anna, Andrej), (Elenka, Jozef), (Julka, Emil)} a {(Anna, Jozef),
(Elenka, Andrej), (Julka, Emil)}. To v8ak znamend, Ze nevieme urit mend manzZelskych pérov.

Komentar opravovatela (Jaro Supina):

Podstatou tlohy bolo uvedomit si, Ze existujii aspoii dve popdrovania, ktoré vyhovuji celému
systému vyrokov v tlohe. To si vad&dina rieditelov viimla. Nie kazdy viak explicitne uviedol
odpoved na otdzku v llohe, za &o sa sice nakoniec nebrali body, ale nie je to jednozna&nd
volba. Okrem uvedeného riedenia bolo &astym pripadom i prechddzanie pravdivostnych hodnét
vyrokov jednotlivych ludi a vylu&ovanie niektorych bijekcii takymto spésobom. Tu bolo moZné
stretniit mnohé cesty, akymi sa dalo vydat, a obdivovat Sikovnost jednotlivych rieSitelov pri
vytvdrani sporov.

Zadanie:

Dreveny kvéder je 6 cm vysoky, m cm Siroky a n cm dlhy, pri¢om m a n st kladné celé &isla
am >mn > 1. Najprv je cely povrch tohto kvadra natrety modrou farbou a potom je kvader
rozdeleny na 6mn jednotkovych kociek. Presne jedna polovica z nich nema zafarbend Ziadnu
stenu. N3jdite najvaésiu mozni hodnotu &isla n.

Riesenie:

Uvedomme si, Ze odobratie ofarbenych kociek spdsobi zmen3enie kazdého rozmeru o 2 cm,
dostaneme teda kvader rozmerov 4 cm, (m —2) cm a (n — 2) cm, plny nezafarbenych kociek.
Tych je teda 4(m — 2)(n — 2), o je polovica celkového pottu 6mn, a teda plati 2 - 4(m —
2)(n — 2) = 6mn. Upravou dostdvame vztah

Sn—16 _ (Sn-64)+48 48
n—8 n—8 o n—_8’

m =

Hladdme najvacsie n také, Ze m > n a m je prirodzené &islo. Zo vztahu m > n mame nerovnicu

8+ 7:1_88 > n, po jej vyrieSeni spolu s podmienkou n > 0 dostdvame 15 > n alebo n = 1.

Najvacsie &islo, ktoré prichadza do dvahy, je 14. Vtedy m = 8 + % = 16, &o je prirodzené

.....




kociek, kym nezafarbenych kociek bude 4 - 12 - 14 = 672, o je polovica. Hladané &islo n je
teda 14.

Komentar opravovatela (Stano Krajé&i):

Taktickou chybou mnokych rieSitelov bolo, Ze nevyjadrili m v zavislosti od 7, ale naopak. Potom
sa museli odvoldvat na (nie celkom pravdivé) tvrdenie, Ze s rastiicim m klesd n, ktoré viak
nedokazovali.

Mnohi rieSitelia neurobili skisku, t. j. neoverili, Ze kvader ndjdenych rozmerov naozaj vyhovuje.

Zadanie:

V pekarni z jednej divky cesta upelu Sesticu sladkych rozkov s hrozienkami. Do kaZdej davky
cesta priddvaji $est hrozienok. Aka je pravdepodobnost, e medzi tymito $iestimi rozkami bude
aspofi jeden bez hrozienka? Ak4 je pravdepodobnost, Ze vami kiipeny roZok bude bez hrozienka
(za predpokladu, Ze vyberate jeden z tejto Zestice)?

RieSenie:

e Najprv sa zaoberajme otdzkou Akd je pravdepodobnost, Ze medzi tymito Siestimi rozkami
bude aspori jeden bez hrozienka?.
Najprv vypoditame, akd je pravdepodobnost udalosti A, Ze aspofi v jednom rozku ne-
bude hrozienko. V prvom rade je nutné vhodne zvolit pravdepodobnostny priestor. Pred-
pokladajme, Ze hrozienka su ocislované od 1 do 6. Jedna ddvka cesta sa rozdeli na 6
rovnakych Casti (sd to asti s rovnakym objemom). Rozdelenie hrozienok do &asti je
rovnomerné, teda jedno hrozienko sa dostane do jednej &asti s pravdepodobnostostou %.
Dalej predpokladidme, Ze rozmiestnenie hrozienok do Zasti cesta je na sebe nezavislé (to,
kam sa dostane prvé hrozienko, neovplyviiuje putovanie druhého hrozienka). UvaZujme,
7e samotné ,napelenie” rozkov zakdédujeme Zesticou (hi, ha, h3, hya, hs, he), kde h; €
{1,...,6} a h; oznaluje &islo rozku, do ktorého sa dostalo i. hrozienko. Kazd4 takato
Sestica zodpoveda jednému konkrétnemu ,napeeniu” Siestich rozkov. Napriklad 3estica
(2,5,1,5,3,6) znamend, Ze hrozienko &islo 1 sa dostalo do druhého rozku, hrozienko &islo
2 do piateho rozku, hrozienko &islo 3 do prvého rozku, atd'. (Pripadnou vhodnou simuléciou
by mohol byt hod Siestimi rozpoznatelnymi kockami.) V takto zvolenom pravdepodobnost-
nom priestore maji vietky elementdrne javy (konkrétne Zestice) rovnakid pravdepodob-
nost. Pravdepodobnost teda bude podielom pottu priaznivych moZnosti a po&tu vietkych
moZnosti.
VZetkych usporiadanych Zestic (t. j. vietkych zobrazeni zo G-prvkovej mnoZiny do 6-
-prvkovej mnoziny) je 65 (na prvd poziciu mézem zvolit 6 &isel, na druhd tie? 6 &isel,
atd.). V naSom pripade jav A je reprezentovany mnoZinou vietkych usporiadanych 3estic,
ktoré spifiaji podmienku, e existuje také &islo r (&slo rozku), r € {1,...,6}, Ze pre
kazdé i € {1,...,6} plati h; # r (Ziadne hrozienko sa nedostane do rozku s &slom ),
napr. (2,3,6,1,1,4) € A (r =5) a (3,4,5,1,2,6) ¢ A. Najprv uré&ime pravdepodobnost
opatnej udalosti A° k udalosti A, a to, Ze v kazdom rozku bude hrozienko, a potom
vyuZijeme dobre zndmy vztah P(A4) = 1 — P(A°). Udalost A° pozostdva z usporiadanych
Zestic, v ktorych sa vyskytuju &isla vetkych rozkov. Ked Ze mame rovnaky podet hrozienok
aj rozkov, udalost A€ pozostdva zo vdetkych prostych postupnosti (t. j. ak i # j, tak
h; # h;). Prvé hrozienko ma 6 moZnosti na vyber rozku. KedZze po jeho vybere je uz
jeden z rozkov obsadeny, druhé hrozienko ma k dispozicii uz iba 5 rozkov, tretie iba 4,
Stvrté 3, piate 2, a Siestemu ostdva posledny neobsadeny roZok. Spolu teda mame 6!

moZnosti. Potom plati P(A°) = % = ;2. ateda P(4) =1 —P(4°) = 318 ~ 0, 985.



e Dalou otdzkou je Akd je pravdepodobnost, Ze si kipim roZok bez hrozienka?. Vieme
uz, Zze konkrétna usporiadand Sestica predstavuje jedno , napelenie”, t. j. rozmiestne-
nie hrozienok v rozkoch. Kipu rozka z jedného ,napeenia” potom reprezentuje sed-
mica (n;hy, ho, hg, hy, hs, hg), kde n € {1,...,6} a h; € {1,...,6} a h; oznaluje &islo
rozku, do ktorého sa dostalo i. hrozienko. Napriklad sedmica (1;5,6,1,3,5,2) znameng,
Ze som kipil prvy rozok, v ktorom bolo tretie hrozienko. Priaznivému usporiadaniu teda
zodpoveda takad sedmica, v ktorej prvd zlozka je rozna od v3etkych ostatnych zloZiek.
Véetkych takychto sedmic je 67 a tych, ktoré vyhovujii pozadovanej podmienke, Ye n je
rdzne od vietkych h;, je 6-5°. PretoZe vietky sedmice sti rovnako pravdepodobné, hladana
pravdepodobnost bude 66—?6 = 2—2 ~0,33.

Teda pravdepodobnost, ¥e kiipim rozok bez hrozienka (za podmienok, ktoré $pecifikuje
zadanie dlohy), je okolo 33%.

Komentar opravovatela (Janka Pécsova):

.....

ktord pozostavali z piatich nil a Siestich jednotiek. No ma to maly hacik: tieto elementarne
javy nemaji rovnaku pravdepodobnost. Teda nie je moZné vyuZit vlastnosti platiace pre klasicky
pravdepodobnostny priestor.

Na ozrejmenie celej si uvedme jednoduchy priklad: Akad je pravdepodobnost, Ye pri hode
dvoma mincami padne rub a lice? Uvaha typu, Ze ked%e mame 3 moZnosti, a to dva ruby,
dve lica, rub a lice, pravdepodobnost je % je nespravna, pretoZe tieto moZnosti nemajd rov-
naki pravdepodobnost. Ak v&ak zvolime pravdepodobnostny priestor pozostavajtici z rovnako
pravdepodobnych udalosti rub-+rub, rub-+lice, lice4-rub, lice+lice, pravdepodobnost, Ze padne
rub a lice je %.

Pre lepsi vhiad do problému navrhujeme pre rieditelov eéte jedno malé cvitenie: Pravdepodob-
nost, ktorej udalosti je vaZdia: Ze pri hode dvoma kockami padne sii¢et sedem, alebo Ze padne

sucet osem?

Zadanie:

Janka napi%e na papier &islicu 1 alebo 0. Jaro napi¥e za Kou opat 0 alebo 1. Dalej sa striedaj,
pri¢om na papieri sa nemdZe objavit trojica &islic 000 ani 111 tesne za sebou. Vitazi ten, kto
ako prvy dosiahne na papieri prirodzené &islo delitelné 9 (0 na zatiatku je povolend). N4jdite
vyhravajlcu stratégiu pre jedného z nich.

RieSenie:

Cislo je delitelné deviatimi prave vtedy, ked je jeho ciferny sticet delitelny deviatimi. Ked e na%e
Cislo sa sklad4 iba z jednotiek a ndil, tak aby bolo delitelné deviatimi, musi obsahovat najmenej
devat jednotiek. Na potte nil nezaleZi, lebo tie nijako neovplyviujd ciferny sicet. Najmensi
kladny prirodzeny ndsobok deviatich je samotné &islo devit, teda vyhra ten hrag, ktory napise
deviatu jednotku.

Aby sme nagli vyherni stratégiu, musime sa snaZit ovplyvnit siperove tahy v nd$ prospech. Ked
sa ndm to podari, méZeme hru smerovat tak, aby sme vyhrali. Lep$iu poziciu ma preto Jaro,
ktory sa zariadi podla toho, ¢o d4 Janka. Ak ona za¢ne 1, Jaro d4 tieZ 1. V tomto momente
hraji podmienky hry v prospech Jara — ked'Ze nemdZu ist tri nuly ani tri jednotky za sebou,
Janka musi dat nulu. Ak d4 Jaro tieZ nulu, ma ju v hrsti, lebo ona uZ musi dat jednotku.
Takto to d'alej pokraluje: Jaro vyuZiva , opakovaciu stratégiu® -— opakuje po Janke a tym ju
niti menit &islo. Hra teda vyzerd pred poslednym Jarovym tahom 110011001100110 (ak Janka



zatala 1) alebo 00110011001100110 (ak Janka za&ala 0). V tejto chvili, ked je napisanych uz

osem jednotiek, Jaro po Janke prestane opakovat, da 1, a tym padom vyhral. Vyhern3 stratégia
teda existuje pre druhého hraca — pre Jara.

Ak 0 povaZujeme za prirodzené &islo, tak Janka mdZe zvitazit jednoducho napisanim &isla 0.
Komentar opravovatefa (Inga Semanisinova):

Niektor{ rieditelia neporozumeli, Ze ndjst vitazni stratégiu znamena najst taky postup v hre,
ktorym vyhrdme vZdy, nech urobi n3% siper akykolvek krok. Tlito stratégiu bolo potrebné presne
popisat. V&etci 5-bodovi mali pekné rieSenie.




