KRVOPOT
2. séria, 2008/2009

RieSenia a komentare

1 Zadanie:

N3&jdite vietky prirodzené &isla delitelné 6smimi, ktorych ciferny siéet (v desiatkovej stistave)
sa rovna siedmim a ciferny si&in (v desiatkovej sistave) sa rovnd Siestim.

RieSenie:
KedZe ciferny sii¢in hladanych &isel je 6, jeho cifry moZu byt iba delitele &isla 6, t. j. 1, 2, 3
a 6. Mame dve moZnosti:

e Ak &islo obsahuje cifru 6, zvy¥né cifry uZ moZzu byt len jednotky. KedZe ciferny stiet je 7,
takato zvydna jednotka je jedina. Cislo ma teda prave dve cifry, a to 1 a 6. Ked'7e ma byt
delitelné 8, je parne, na mieste jednotiek teda mdZe byt iba 6. Do (ivahy teda prichddza
iba &islo 16, ktoré je naozaj delitelné 8.

e Ak &islo obsahuje cifru 3, vzhladom na svoj ciferny si¢in 6 musi obsahovat aj cifru 2.
Zvy¥éné cifry uz mézu byt len jednotky, a kedZe ciferny sidet je 7, takéto jednotky si
prave dve. Cislo teda obsahuje prave cifry 3, 2, 1 a 1. Ked'7e m4 byt delitelné 8, je parne,
na mieste jednotiek teda mdZe byt iba 2. Do tvahy teda prichadzajii iba &isla 1132, 1312
a 3112, z ktorych s delitelné 8 iba druhé a tretie.

e Ak &islo obsahuje cifru 2, vzhladom na svoj ciferny st&in 6 musi obsahovat aj cifru 3.
Tym sa v8ak dostavame presne k predchddzajiceho pripadu, ktory sme uZ rozobrali.
Hladané &isla st tri, a to 16, 1312 a 3112.
Komentér opravovatefa (Rado Engel):

Ulohu rie&ilo 18 ¥tudentov, vic&ina z nich tlohu vyrieSila bezchybne, pripadne pri rozpisovan{
mozZnosti zabudli na nejaké pripady alebo urobili chybni dvahu.

Najkrajsie rieSenia mali Studenti Marek Dertidr, Martin Gamé&ik, Adela Kupkova, Jana Puciova
a Michaela Vrbjarova.

2 Zadanie:

Na strane AB trojuholnika AABC lezia body U a R, na strane BC body @ a T a na strane
CA body S a P tak, ze PQ||AB, RS||BC, TU||CA a vietky tri usetky PQ, RS a TU
prechddzajd tym istym bodom. DokaZte, Ze

P RS TU
PQI , |RS| , [TU| _

=2.
|AB|  |BC| |CA]

RiesSenie:



Vzhladom na rovnobeZnost priamok, na ktorych leZia prislugné strany, sii trojuholniky AARS,
AUBT a APQC podobné trojuholniku AABC'. Z tychto podobnosti vyplyva

|RS| |AR| |AU|+|UR|

|BC|  |AB| |AB| '

|TU] _ |UB| _ |UR| + |RB|

|CA|  |AB| |AB| '
PQ| _ |PX|+|XQ| _ |AU| + |RB]
|AB| |AB| |AB|

(kedZze AUXP a RBQX su rovnobezniky), a teda
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|AB| = |BC| |CA| |AB| |AB| |AB| o
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o sme chceli dok3zat.
Komentar opravovatefla (JoZo Seky Sekerak):

Tato dlohu riesili Styria Studenti a vSetci ju vyrieSili spravne a pekne.

3 Zadanie:

Velki kocku sme vytvorili z 27 jednotkovych kociek. Odoberte z nej 10 jednotkovych kociek
tak, aby vzniknuté teleso malo rovnaky povrch ako pévodnd velka kocka.

RieSenie:

Nazvime kockoidnym teleso zlozené z jednotkovych kociek tak, Ze kaZdé dve jeho susediace
jednotkové kocky maju spoloéni jednotkovi $tvorcovi stenu. Uvedomme si, Ze ak z takéhoto
telesa odoberieme jednu jednotkovi kocku tak, Ze sa zvySok nerozpadne, vzniknuté teleso je
tiez kockoidné. NavyZe ak odoberand kocka susedi s k d'al$imi kockami (kde k € {1,2,3,4,5}),
do celkového povrchu prispieva svojimi zvySnymi 6 — k jednotkovymi Stvorcovymi stenami. Po
jej odobrati sa teda povrch telesa najprv zmensil o 6 — k& jednotkovych Stvorcovych stien, ale
vzapati sa zvysil o jej zvy$nych k jednotkovych Stvorcovych stien, ktorymi bola napojend na
zvyskové teleso. Celkovo sa teda povrch telesa zmenil o —(6 — k) + k = 2k — 6 jednotkovych
$tvorcov, pricom ostalo kockoidnym.

Samotna tiloha ma viacero rie$eni, na ukazku uvaddzame jedno z nich. Z velkej kocky, ktord je
podla predpokladu kockoidna, budeme odoberat jednotkové kocky v tychto troch fazach:



1. Odoberieme postupne vietkych osem rohovych kociek. Ked'7e navzajom nesusedia a kazd4
z nich susedila s 3 d'al$imi jednotlivymi kockami zvyskového telesa (hoci vZdy iného), podla
Gvodnej dvahy sa povrch vzniknutého telesa voci povrchu pévodnej kocky nezmenil.

2. Z prednej steny odoberieme okrajovii (hranovi) kocku, ktord susedi s 2 d'aldimi kockami
Gtvaru vzniknutého vo fize 1. Podla dvodnej dvahy sa povrch vzniknutého telesa voti
povrchu telesa z fazy 1, a teda i vo&i povrchu povodnej kocky, zmenil 0 2-2 — 6 = —2
jednotkové Stvorce.

3. Z prednej steny odoberieme byvalt stredovii kocku, ktora susedi so 4 d'al$imi kockami
dtvaru vzniknutého vo fize 2. Podla dvodnej dvahy sa povrch vzniknutého telesa voti
povrchu telesa z fazy 2 zmenil 0 2 -4 — 6 = 2 jednotkové Stvorce, teda voli povrchu
povodnej kocky sa vobec nezmenil.

Vysledné teleso, vzniknuté odobratim 8 kociek, ma teda rovnaky povrch ako povodnd velka
kocka.

Komentar opravovatela (Marian Buxar):

mentdra, daléi dvaja nevysvetlil poriadne, ktoré kocky odoberaji.

Najkrajsie rieSenia mali Monika Gulagiova a Marek Deriiar.

Zadanie:

Tri liky porastené trdvou rovnakej hustoty a rychlosti rastu maji plochy 3% ha, 10ha a 24 ha.
Prvd liika sta&i na kfmenie 12 volov po 4 ty*dne, druhd pre 21 volov po 9 tyZdiiov. Pre kolko
volov stadi tretia lika po 18 tyzdiiov?

Riesenie:
Podla Adely Kupkovej:

Zaved me nasledujiice ozna&enie pre i. luku:

e z — pocet objemovych jednotiek travy na (kazdom) hektdri (kaZdej z ldk) na zatiatku,

e 1 — pocet objemovych jednotiek travy, ktord narastie na (kazdom) hektéri (kazdej z lik)
za (kazdy) tyzden,

e s — potet objemovych jednotiek trivy, ktoré spasie (kazdy) vél za (kazdy) tyzden,

Dalej pre i z {1,2,3} oznatme:

e p; — plochu 4. liky v hektaroch,
e v; — polet volov na i. like,

e t;, — polet tyzdiiov, potas ktorych tieto voly spasu celd 4. liku.

Vetky tieto hodnoty st zrejme kladné.

Na like s rozlohou p; je na zadiatku p;z objemovych jednotiek travy a kazdy tyZzdefi pribudne
p;r objemovych jednotiek travy, spolu teda liika za t; tyZdiiov poskytne p;z+p;rt; = p;(z+t;r)
objemovych jednotiek travy. Za tychto ¢; tyZdiiov spasie jeden vol v;s objemovych jednotiek
travy, v; volov teda spasie t;v;5 objemovych jednotiek travy. KedZe tak spasti liku tplne, plati
rovnost p;(z + rt;) = t;v;s.

Dostdvame tak sustavu troch rovnic:



e 31(z44r)=4-12-5=48s,
e 10(z+9r)=9-21-s=189s,
e 24(z + 18r) = 18uvss,

tlohou je pritom zistit hlavne hodnotu v3. Po od&itani 3-ndsobku prvej rovnice od druhej
dostavame 50r = 45s, z ¢oho r = 0,9s. Z druhej rovnice potom 10z = 189s — 90r = 189s —
8ls = 108s, teda z = 10,8s. Po dosadeni do tretej rovnice dostdvame 24(10,8s + 0,9s) =
18vs3s, z &oho po vydeleni kladnym s mame linedrnu rovnicu 24(10,8 4 0,9) = 18vs s rieSenim
V3 = 36.

Aby bolo riedenie tplné viak treba ukdzat, Ye situdcia zo zadania mdZe nastat, za spornych
predpokladov toti? mdZe byt potet volov Uplne lubovolny. Lahko v&ak vidime, Ze pri volbe
s =10, r =9, z = 108 je vsetko v poriadku.

Hladany potet volov je teda 36.
Komentar opravovatefla (Stano Krajéi):

Niektori riegitelia si neuvedomili, %e trdva postupne dorastd, nemo¥no teda mechanicky pouZit
priamu Gimernost (resp. trojélenku).

Najkrajgie riedenie mali Marek Deriidr, Adela Kupkova (t4 viak zabudla urobit skigku) a Marek
Saférik (ten si v3ak dlohu zbytoZne nesprdvne zjednodusil predpokladom, Ze v6l zoZerie za
tyzdefi iba kilo travy).

Zadanie:

DokéZte, Ze [ubovolny poet $tvorcov mdZe byt rozstrihany na mnohouholnikové &asti tak, aby
sa z tychto &asti (bezo zvy$ku) dal poskladat jeden novy Stvorec.

RieSenie:

Ulohu dokéZeme matematickou indukciou vzhfadom na polet Stvorcov. Ak je dany jeden
Stvorec, tak cely bude hladanym mnohouholnikom, nemusime ni¢ strihat. Predpokladajme,
Ye ak mdme danych p $tvorcov, kde p > 1, tak ich vieme rozstrihat na mnohouholnikové Zasti
a z nich poskladat jeden $tvorec. DokdZeme teraz, Ze tvrdenie plati pre p-+1 $tvorcov: Vezmime
si nejaké dva z tychto p + 1 $tvorcov. Tie vieme rozstrihat (strihanim I) na mnohouholnikové
Zasti a zloZit z nich Stvorec, napr. podla postupu naznateného na obrizkoch:

B

(Dal¥ie moznosti sii na http://mathworld.wolfram.com/PythagoreanTheorem.html.) No-
vovzniknuty $tvorec spolu s ostatnymi p — 1 $tvorcami uZ podla induk&ného predpokladu vieme
(strihanim 1) rozstrihat na mnohouholnikové Zasti a zlo¥it z nich ¥tvorec. Casti vysledného
strihania budd potom prienikmi strihani | a Il (tie s neprdzdnymi vnidtrami), o v3ak budd
zrejme tieZ mnohouholniky. Tym sme tvrdenie dokazali.



Komentar opravovatefa (Inga Semanisinova):

Ulohu riegili len traja, z toho dvaja riegitelia vypotitali velkost strany tvorca, ktory bude mat
rovnaky obsah ako siicet obsahov danych $tvorcov. V zneni tlohy v8ak bol poZzadovany ddkaz, Ze
$tvorce mobzu byt postrihané na mnohouholnikové €asti a z nich zloZeny novy $tvorec. Z vypo&tu
strany nevyplyva, ako budi Stvorce rozstrihané a &i sa to vébec da.

Najkrajsie riesenie mal Marek Derfiar.

Zadanie:

KaZd4 kreditna karta je jednozna&ne identifikovatelnd podla 16-ciferného &isla. Prvych 15 cifier
priradi karte banka, ktord ju vyddva. Poslednd cifra (nazyvand tieZz kontrolnd) je vytvorend
z predchddzajicich 15 cifier takym spdsobom, aby po&ita& mohol skontrolovat, & bolo poZas
transakcie &islo na karte pretitané spravne. Vaésina spolo¢nosti vydavajdcich kreditné karty
pouZiva systém nazyvany Codabar na priradenie kontrolnej cifry. Postupuje sa takto:

1. Spotitajte cifry na neparnych pozicidch daného 15-ciferného cisla (zatinate prvou cifrou
nalavo). Vysledok vyndsobte dvomi. Dostanete &islo A.

2. Spotitajte cifry na parnych pozicidch. Dostanete &islo B.

.....

4. Nech D = A+ B+ C. Najmensie &islo, ktoré musime pripo&itat k &islu D, aby sme dostali
nasobok &isla 10, je kontrolnou cifrou.

Zistite, & pomocou takto vytvorenej kontrolnej cifry potita méze odhalit, Ze doglo pri &itani
k dvom najcastejSie sa vyskytujicim chybdm:

1. nespravne pretitanie jednej cifry v &isle,
2. zdmena dvoch susednych cifier v &isle.
RieSenie:

Pocital zisti, Ze zle precital &islo na kreditne]j karte, ak mu nesedi kontrolnd cifra s kontrolnou
cifrou uvedenou na karte.

1. Pytame sa, & ak potitac zle pre&ita prave jednu cifru v &isle na karte, odhali to pomocou
kontrolnej cifry? Inymi slovami, spdsobi zmena prive jednej cifry v &isle na karte zmenu
kontrolnej cifry? Ukazeme, Ze ano.

e Ak sa zmeni cifra na parnej pozicii pri &itani &isla na kreditnej karte, tak sa zmeni aj
cifra na mieste jednotiek v &isle B, a teda aj v &isle D, z ¢oho vyplyva, Ze sa zmeni
aj kontrolna cifra.

e Ak sa zmeni cifra na nepdrnej pozicii pri &itani &isla na kreditnej karte a zmenen3 aj

pdvodnid cifra st obe z mnoZiny {0, 1,2,3,4}, resp. z mnoziny {5,6,7,8,9}, tak sa
zmeni aj cifra na mieste jednotiek v &isle A, a teda aj kontrolnd cifra.
Ak je pdvodn3 cifra z intervalu {0,1,2,3,4} a zmenend z intervalu {5,6,7,8,9},
resp. naopak, tak sa méZe stat, Ze &islo A bude mat v oboch pripadoch rovnakd cifru
na mieste jednotiek, ale &islo C' bude o 1 vacsie, resp. mensie ako povodné, a teda aj
kontrolna cifra sa zmeni.

2. Pytame sa, &i ak potital zle predita Cislo na kreditnej karte tak, Ze pri &itani navzdjom
vymeni priave dve susedné cifry, odhali to pomocou kontrolnej cifry? Staci, ak overime,
& rozdiel &isla D pre povodné &islo na karte a &isla D pre zle precitané &islo na karte



nie je ndsobkom 10. Oznaéme lubovolné susedné cifry a, b. Bez ujmy na vieobecnosti
predpokladajme, Ze cifra a je na neparnej pozicii.

e Nech a,b < 5. Ked?e C (a ostatné cifry) sa nemenia, sta&i uvaZovat rozdiel (2a +
b) — (a+2b) = a—b. KedZe a a b si cifry, &slo a — b bude ndsobkom &isla 10, iba
ak a =b.

e Pripad a,b > 5 vedie k rovnakému vysledku ako pre a,b < 5.

e Nech a < 5ab > 5. Potom C sa zmen$i o 1, stadi teda uvaZovat rozdiel (2a +
b) — (2b+a+1) = a—b— 1. Ten bude ndsobkom &isla 10, iba ak a = b+ 1 (%o je
nemozné) alebo ak a=0ab=29.

1) = (2b+a) = a — b+ 1. UvaZzujme rozdiel (2a +b+1) — (2b+a) =a—b+ 1.
Tento rozdiel bude ndsobkom ¢&isla 10, iba ak a = b — 1 (%o je nemozné) alebo ak
a=9ab=0.

Ukézali sme, Ze kontrolna cifra vytvorend vysSie uvedenym spésobom odhali kaZdd chybu ne-
spravneho pre&itania priave jednej cifry v &isle na karte a tieZ odhali chybu zdmeny dvoch
susednych cifier, ak nejde o zdmenu cifier 0 a 9. Aby kontrolnd cifra zabezpe&ila dokonalé
odhalenie aj tejto chyby, banky by mali priradit kartdm iba &isla, v ktorych sa cifry 0 a 9
vyskytuji vedla seba len v jednom poradi, napr. 09.

Komentar opravovatefa (Inga Semanisinova):

Traja zo $tyroch rieSitelov ziskali za rieSenie plny potet bodov. Jeden rieSitel rozobral len niektoré
konkrétne pripady dlohy.

NajkrajSie rieSenie mali vietci 5-bodovi.




