KRVOPOT

1. séria, 2008 /2009
RieSenia a komentare

1 Zadanie:

N4jdite najmengie prirodzené &islo = také, aby kazdé z &isel x, 616, 700, 924 bolo delitelom
stcinu ostatnych troch.

RiesSenie:
Podla Mareka Deriara:

Podla zadania platia nasledujiice vztahy:

e x|616- 700 924, z &ho vyplyva, Ze z je kladné.

e 616]700-924 -z, &ize 23-7-11((2%2-5%-7)-(22-3-7-11) -z, a to zrejme plati pre kazdé
.

o 700|616-924 -z, &ize 22-52-7((23-7-11)-(22-3-7-11) -z, z Coho 52|23 -3-7-11% . 1.
KedZe 5 a 23-3-7-112 st nestdelitelné, nutne 52| x.

® 924]616-700 - x, &ize 22-3-7-11](2%-7-11)-(22-5%-7) -, z €oho 3|23 - 52 -7 - x.
KedZe 3 a 23 - 52 - 7 s nesidelitelné, nutne 3| z.

KedZe z je delitelné 52 aj 3, je delitelné aj ich najmen3im spoloZnym ndsobkom, a to 75.
Najmen¥im takym prirodzenym &islom je prdve 75, ktoré, ako sa lahko presved¢ime, spliia
vietky Styri poZadované vztahy.

Komentar opravovatefa (Majka Petrejéikova):

Najéastej$ou chybou bolo jednak zaml¢anie skuto&nosti, e hladdme prirodzené &islo (inak by
aj &islo —75 vyhovovalo), chybajiice odévodnenie (alebo aspofi jeho ndznak) faktu, Ze ndjdené
rieSenie je najmen3im prirodzenym &islom, a tieZ chybajica skdska spravnosti (teda spatné
overenie ziskaného rieSenia).

2 Zadanie:

Vniitornym bodom trojuholnika s obsahom S vedme rovnobezky ku kaZdej zo stran. Tym
rozdelime trojuholnik na tri rovnobezniky a tri trojuholniky. Obsahy tychto trojuholnikov ozna&-
me Sy, S, S3. DokaZte, Ze potom plati

VS1+ /82 + /S5 = VS,

RieSenie:
Najprv si uvedomme, Ze ak st dva trojuholniky AABC a ADEF podobné s koeficientom £,
tak pre pomer ich obsahov S a P plati

P 3|FD||DE|sin|<FDE|  3k|CA|k|AB|sin|<CAB|

S L|CA||AB|sin|<CAB|  3|CA||AB|sin|<CAB]|
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Oznagme vyznamné body ako na obrdzku. Vzhladom na rovnobeZnost priamok, na ktorych leZia
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prislusné strany tychto trojuholnikov, t. j. AB||IJ = JF, BC||DJ = JG a CA||EJ = JH,
st vietky tri malé trojuholniky, t. j. ADEJ s obsahom S;, AJFG s obsahom Sy a AIJH
s obsahom S3, podobné velkému AABC s obsahom S. Ak prisluine ozna&ime koeficienty
tychto podobnosti k1, ko a k3, podla dvodného tvrdenia pre i z {1,2,3} dostdvame % =
k? z tho /S; = k;\/S. Z rovnobeznika ADJI a podobnosti AIJH s AABC dostdvame
|AD| = |I.J| = k3| AB], analogicky z rovnobeZnika EBF'J a podobnosti AJFG s AABC zasa
|EB| = |JF| = ko|AB| a napokon z podobnosti ADE.J s AABC zasa |DE| = k| BA| =

k1|AB|. Celkovo teda
|AB| = |AD| + |DE| + |EB| = k3|AB| + k1|AB| + k2| AB| = (k1 + k2 + k3)|AB],
takze k1 + ko + k3 = 1. Dostavame teda

VS1+V/Ss + /S5 = k1V'S + ko V'S + ksV'S = (k1 + ko + k3)V'S = V/S.

Komentar opravovatela (Stano Krajéi):

Pri dokazovani rovnosti sa vo vieobecnosti Easto vyskytuje chyba (a tak to bolo aj pri tejto
dlohe), Ze riesitel vy3tartuje z dokazovaného tvrdenia a dpravami sa dostane k tvrdeniu, ktoré
neodkriepitelne plati. Tento postup je v&ak moZny iba vtedy, ked vdetky tpravy boli ekviva-
lentné, &o v&ak treba zakazdym zdévodHovat. Jednoduchsie je preto tento postup obratit: ZaZat
zo zrejmého alebo predpokladaného tvrdenia a tipravami, ktoré tak nemusia byt ekvivalentné,
sa dostat k dokazovanému tvrdeniu.

Najkrajsie rieSenia mala Adela Kupkova.

Zadanie:

Predstavte si drevent kocku s hranou dlhou 3 dm. Minimalne kolko rezov pilkou musime urobit,
aby sme drevenl kocku rozrezali na 27 malych kociek?

RieSenie:
Rez je vlastne rovina, a t4 deli priestor na dva polpriestory. Ak [ubovolné konvexné teleso umiest-
nime tak, aby malo spolo&né vnitorné body s oboma tymito polpriestormi, rez ho rozdeli na

dve konvexné Easti. Uvedomme si pritom, Ze ten isty rez mdZe posliiZit na rozdelenie viacerych
telies.

Lahko vidime, ?e klasické , rubikovské" rozdelenie Siestimi rezmi, z ktorych kaZdy je rovnobezny
s dvojicou protilahlych strdn pdvodnej kocky a leZi 1dm od jednej z nich a 2dm od druhej,
rozdeli nadu velki kocku na 27 malych kociek.
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Treba viak edte ukazat, Ze menej rezov nestadi. Sdstred me sa na stredovii mali kocku (t. j.
jedind td, ktord nemd spoloény bod s povrchom velkej kocky). Po vykonani vetkych rezov
musi byt dplne oddelend od vietkych ostatnych susednych kociek, teda kaZdou z jej $iestich
stien musi viest nejaky rez. KedZe tychto stien je 6 a zrejme Ziadne dve z nich neleZia v tej
istej rovine, tieto rezy musia byt rézne, musi ich teda byt tieZ aspoi 6. To viak znamend, Ze
aj celkovy potet rezov musf byt aspoh 6.

Komentar opravovatela (Stano Krajé&i):

Niektori riegitelia si neuvedomili, e jednym rezom moZno na dva kusy rozdelit i viac telies. inf
rad8ej rozoberali obe moZnosti chapania pojmu rez.

Malokto si viak uvedomil, Ze nesta&i len néjst priklad, Ze na rozdelenie sta&i 6 rezov, ale treba
dokazat, Ze tento pocet rezov je naozaj nutny. Inak by totiz mohol existovat nimi nenajdeny
spdsob delenia pomocou napr. 5 rezov, a potom by uz minimélny potet rezov (a teda odpoved
na otazku zo zadania) ur&ite nebol 6.

Jedno z rieSitelskych zdévodneni tohto faktu spotivalo v diskusii o polohe 5 rezov voti povodnej
kocke. Uvaha, e musia byt rovnobeZné s niektorou stenou pdvodnej kocky, je sice principidlne
spravna, netreba vdak zabudnit na to, e uZ po prvom reze moZno odrezané Zasti [ubovolne
prestvat.

NajkrajSie rieSenia mali Maria Dvorska, Jana Fedorova, Adela Kupkova a Martina Mockovéiakova,
ktord uvedené delenie trefne prirovnala k trojsmernému kréjaniu cibule :-).

Zadanie:

Dvaja kamarati Adam a Boris skoCili naraz do vody z protilahlych strdn ne$tandardne dlhého
bazéna obdlZnikového tvaru. Obidvaja plavali kondtantnymi, ale réznymi rychlostami. Aky dlhy
je bazén, ak sa prvykrat stretli 30 m od Adamovho a druhykrat 20 m od Borisovho $tartovacieho
miesta?

RieSenie:
Podla Mareka Deriara:

Oznagme z dizku bazéna, va rychlost Adama, vg rychlost Borisa, t; &as ich prvého a t, &as ich
druhého stretnutia. Zo zadania su &iselné hodnoty tychto premennych kladné, navySe z > 30m
at; < ty. Za &as t; teda Adam prepldva 30m a Boris x — 30 m, &iZe, vyjadrené rovnicami,

vat; = 30m a vgt; = o — 30m. Z tejto sdstavy dvoch rovnic dostdvame vg = 27290y,
Rozoberme tri moZnosti:
a) Ak z = 50m, tak dosadenim do predchiddzajiiceho vztahu dostdvame vg = %vA, a teda

vg < va. Ale pri ich druhom stretnuti, ktoré musi byt na tom istom mieste, ma Adam
preplavanych 50m + 20m = 70m a Boris 50 m + 30 m = 80 m, &o je spor, lebo Boris je
pomal¥i ako Adam. T4to moZnost teda nevyhovuje.



b) Ak x > 50m, pri druhom stretnuti bude mat Boris prepldvanych 2z —20m a Adam bude
mat prepldvanych bud x — 20m, alebo x + 20m (podla toho, & sa pri 2. stretnuti uz
bude vracat, alebo e3te nie). Mdme teda dve moZnosti:

e V prvom pripade dostdvame slstavu rovnic vgta = 2x—20m a vats = x—20m, ktorej
jedinym kladnym riegenim je x = (55 + 5v/73) m. T4to moZnost naozaj vyhovuije,
a to napriklad pre va = 1ms™!, vg = % ms—', t; = 30s a ty = (35 + 5/73)s.

e V druhom pripade dostdvame siistavu rovnic vgty = 2z — 20m a vates = x + 20m,
ktorej jedinym kladnym rie$enim je 2 = 70m. T4to moZnost naozaj vyhovuje, a to
napriklad pre vp = 1ms™!, vg = %ms’l, t; =30s aty =90s.

V tejto moZnosti teda mdme dve riedenia, a to (554 5v/73)m a 70 m.

c) Ak z < 50m, pri druhom stretnuti bude mat Adam prepldvanych = + 20 m a Boris bude
mat prepldvanych bud 20m, alebo 22 — 20 m (podla toho, &i sa pri 2. stretnuti uZ bude
vracat, alebo eéte nie). Mdme teda dve moZnosti:

e V prvom pripade dostavame ststavu rovnic vats = = + 20m a vgte = 20m, ktorej
jedinym kladnym rieenim je x = 40 m. Tato moZnost naozaj vyhovuje, a to napriklad
pre va = 1ms™ !, vg = %msfl, t1 =30s aty =60s.

e V druhom pripade dostadvame stistavu rovnic vato = x + 20m a vty = 2x — 20m,
ktorej jedinym kladnym rieSenim je z = 70m, to v8ak nevyhovuje predpokladu = <
50m.

V tejto moZnosti teda mame jediné rieSenie, a to 40 m.

Zhrnutim teda dostdvame, Ye bazén mdZe mat Sirku 40m, (55 + 51/73) m, alebo 70 m.
Komentar opravovatela (Inga Semanisinova):

Mnohi pocitali len pripad, Ze druhykrat sa Adam s Borisom stretnii po tom, ako sa obaja otodia
na protilahlej strane bazénu. Zabudli na moznost, e Adam alebo Boris e$te nemuseli v ase
2. stretnutia dorazit k druhej strane bazéna.

Najkrajsie riesenia mali v3etci 5-bodovi riesitelia :-).

Zadanie:

Na bielom Stvor&ekovanom papieri je n ¥tvoréekov zafarbenych natierno. Stvorceky sa pre-
farbuji (naraz) podla nasledujiceho pravidla: KaZdy $tvorlek ziska taki farbu, akd mala
vadsina z tychto troch Stvorlekov: uvaZovany S$tvorlek, Stvoréek bezprostredne napravo od
neho a $tvortek bezprostredne nad nim. DokaZte, Ze najviac po n prefarbeniach budd vietky
Stvorceky biele.

RieSenie:
Majme teda nekoneZnd $tvorcovi siet s bielymi a &iernymi Stvoréekmi. Ak vezmeme $tvoréek
A, tak si oznatime A » &ast siete, kde si prive vietky Stvoréeky, ktoré s sticasne v riadkoch

nad nim (vrdtane jeho riadku) a sitasne v stlpcoch napravo od neho (vritane jeho stlpca).
Zvy3nd &ast si oznatime ako A . V&imnime si dve déleZité pozorovania:

(1) Ak pre nejaky stvortek A st vetky Stvorfeky v A , biele, tak po prefarbeni ostanu biele.
Ak uvaZujeme lubovolny z nich, vietky $tvorgeky rozhodujice o jeho farbe sii biele (lebo
leziav A ).
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(2) Majme &tvorteky A a B, pritcom B leZi v A ». Ak sii Stvoréeky z A ~ N B iba biele,
ostanti biele i po farbeni. Dévody si analogické ako v (1).

Tvrdenie tlohy vyplynie z tvrdenia ,, Ak je pri lubovolnom rozloZeni &ernych $tvoréekov v &asti
A ~ pre nejaky Stvoréek A nanajvy$ n Ciernych Stvoréekov, po n farbeniach budd vietky
Stvorteky v A ~ biele.”, ktoré dokdZzeme matematickou indukciou:

1 Ak n =0, tvrdenie je trividlne pravdivé.

2 Majme [ubovolné rozloZenie &iernych $tvoréekov na $tvorcovej sieti a vezmime lubovolny
Stvortek A taky, Ze v A ~ je najviac n > 1 Ciernych $tvoréekov. V' A » potom existuje
tierny Stvoréek C', ktory je najviac vlavo, (ak ich je viac, vezmeme [ubovolny z nich)
a &erny Stvorcek C'|, ktory je najviac dole, (ak ich je viac, aj tu vezmeme [ubovolny
z nich), pricom nie st nutne rézne. Pomocou nich ur&ime daldf $tvoréek B, a to tak, Ze
je v tom istom stfpci ako C'_ a v tom istom riadku ako C|. Ozna&me B! $tvorek nad B
a B~ $tvordek vlavo od B.
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V (B") » je maximélne n — 1 &ernych Stvoréekov vzhladom na potet &iernych tvoréekov
v A ~ a na fakt, Ze v najspodnejSom riadku B - je aspofi jeden, a to C|. Preto na
zaklade indukéného predpokladu bude (BT)/ po n — 1 farbeniach ur&ite biela. Podobne
pre (B™) ~.V (B™) ~ je maximalne n—1 &ernych Stvoréekov vzhladom na potet &iernych
Stvorcekov v A ~ a na fakt, Ze v najlavejSom stfpci B ~ je aspoii jeden, a to C'—. Preto
na zéklade induk&ného predpokladu bude (B™) ~ po n—1 farbeniach urtite biela. Ked' si
to zosumarizujeme, vietky Stvoréeky B ~» okrem B budu urdite biele po n — 1 farbeniach.
Avgak ak by bol B &ierny i po tychto krokoch, zafarbi sa na bielo v n. farbeni, kedze
Stvoréeky B! a B~ sii urtite biele po n — 1 farbeniach. A navy$e v tomto farbeni Ziaden
iny $tvoréek B _~ nenadobudne &iernu farbu, lebo kazdy zo Stvoréekov rozhodujticich o jeho
farbe je biely. Nakoniec vzhladom na fakt (2) st i Stvoréeky A ~ N B_ biele. Tym sme
dokazali nase tvrdenie pre &islo n.



Majme teraz nekoneénti siet, na ktorej je najviac n &iernych Stvoréekov. Potom existuje $tvoréek
A taky, Ze v3etky Eierne Stvoreky leZia v A » (vyplyva to z kone&nosti pottu &iernych Stvoréekov
a definicie A ). Na zdklade tvrdenia dokdzaného matematickou indukciou bude A » po n
farbeniach biela a na zdklade tvrdenia (1) bude i A biela. Tym je tvrdenie dokazané.

Komentér opravovatela (Jaro Supina):

Ziadne z odovzdanych rieSeni neziskalo plny potet bodov. Vo viacerych viak bola na&rtnuts
peknd vseobecnd myslienka, ale chybala ddslednd argumentdcia a pripadna premena tejto
mysglienky do dékazu. Navy$e v mnohych riedeniach bola snaha zhrniit dékaz tvrdenia vyrieSenim
niekolkych konkrétnych pripadov.

NajkvalitnejSie bolo riesenie Mareka Derfiara.

Zadanie:

Ak chcete zistit, ktory del v tyZdni ste sa narodili, pouZite nasledujici postup: Oznatte defi
vasho narodenia D, mesiac M a rok Y (napr. ak ste sa narodili 6. jila 1989, tak D =6, M =7
aY =1989). Ak M =1 alebo M = 2, tak odpotitajte 1 od Y a pripotitajte 12 k M. Vytvorte
&islo Y1 z prvych dvoch Eislic &isla Y a &islo Y5 z druhych dvoch ¢&islic &isla Y. Vypocitajte:

Y: Y;
X = (D +Y;—2V1 + |2,6M —5,39] + UJ + MD mod 7.

Ak vam vydlo X = 0, tak ste sa narodili v nedelu, ak X = 1, tak v pondelok a tak dalej.
DokaZzte, Ze uvedeny postup je spravny.

RieSenie:

Podla Mareka Deridra (a &iastogne podla Lubomira Antoniho):

Najprv dokdZeme, Ze pri prechode z daného diia k predchadzajicemu sa hodnota X zmeni

o —17: Rozli&ime moZnosti:

e Ak uvaZujeme defi okrem prvého diia v mesiaci, tak posun o defi dozadu ma vplyv iba na
zmenu Udaja D vo vzorci, a to zmen3enie o 1, takZe aj X sa zmeni o —1; (Zo sa prejavi
i presunom do poZadovanej zvyskovej triedy).

e Ak uvaZujeme prvy deil v mesiaci s vynimkou marca, tak posun o deii dozadu sa prejavi iba
na Udajoch D a N = |2,6M — 5,39], takZe celkovd zmena hodnoty X je (D' + N’) —
(D + N))7 (&arkované verzie si hodnoty po zmene). MoZnosti si rozobraté v tabulke:

M|ID[N[M D[N D +N)—D+N)
A 1] 5 3[31] 2 27
51| 7] 4|30] 5 27
6| 110 5[31] 7 27
7| 1]12] 6[30] 10 27
8| 115 7[31] 12 27
9 1]181| 8|31 15 27
10| 1/20| 9|30/ 18 27
11| 1]23] 10] 31 20 27
12| 1[25] 11|30/ 23 27
13| 1]28] 12|31 25 27
14| 1|31 13|31 28 27




Vo vietkych pripadoch teda (D’ + N') — (D + N) = 27, ¥ znamend, Ze poZadovani
zmena hodnoty X je 277 = —15.

e Ostava ukdzat tvrdenie pre prvy marcovy deli, o mdZe znamenat nielen prechod roka,
ale i storotia, a navySe musime rozliSovat priestupné a nepriestupné roky:

e UvaZujme nepriestupny rok. Potom D sa zvy3i o 27 a vyraz [2,6M — 5,39] sa zvysi
0 29. Znova md%u nastat dva pripady:

e Ak 41Y, tak Y sa zniZi o 1, a preto sa Y3 zniZi o 1, pricom sa nezmeni vyraz
L%J a Y7. Toto vietko dokopy ddva zmenu X o (27 — 14 29)7 = 557 = —17.

e Pripad 4 | Y (vynimka) nastdva prave vtedy, ked zaroveR plati 4 | Y, 100 | Y’
a 400 1 Y. Potom ide o prechod storotia, a preto sa Y5 zvysi 0 99, Y7 zniZi o 1,
a teda (—2Y7) zvy&i 0 2, |22] zvydi o 24 (pévodne Y, = 0) a | 21| nezmen,
pretoze 400 1 Y implikuje 4 t Y. Cely vyraz X sa potom zmeni o (27 +99+ 2+
29 4 24); = 1817 = —15.

e UvaZujme priestupny rok. Potom D sa zvy3i o 28, vyraz |2,6M — 5,39] sa zvy3i o 29
a 4|Y. Nastdvaji dva pripady:

e Prechod v rdmci storodi. KedZ%e Y sa zni%i o 1, Y, taktie?, ale vzhladom na
to, z2e 4 | Y, tak i 4 | Y5, a preto L%J sa znizi o 1. Celkovo sa X zmeni
0(28—1+429—1); =557 = —17.

o Prechod medzi storotiami, o je vzhladom na vynimku pri nepriestupnych rokoch
v pripade 400 | Y. V takom pripade sa Y7 zniZuje o 1, &im sa (—2Y7) zvy3uje o0 2,
| 2| sa znizuje o 1 (lebo 400 | Y implikuje 4 | Y7) a Y> sa zvy&uje o 99, &m sa

L%J zvySuje 0 24. X sa potom zmeni o (284+99+2+429—1+24); = 181, = —15.
KedZe pri prechode k v&erajéku sa hodnota X meni o —1, pri prechode k zajtrajgku sa
tdto hodnota meni o 1; (inak by pred chvilou uvedené tvrdenie naplatilo pre zajtrajsok,
voti ktorému je dne¥ok v&erajskom).
Vzhladom na modul 7 vidiet, Ze hodnota X sa cyklicky meni tak, Ze vo vietky pondelky
je rovnakd, vo vietky utorky je rovnakd a votdi pondelkom zmenend o 1 a tak dalej. Ak
teda hodnota X vyhovuje zadaniu v nejaky def, vyhovuje uz kaZdy de#. Sta&i teda overit,
Ze uvedeny vzorec plati napriklad pre ddtum 20. 10. 2008. Vtedy D = 20, M = 10,
Y =2008, Y7 =20 a Y5 = 8. Potom

8 20
X = (20+8—2-20+L276~10—5,39J+ hJ + hD = (8+2+5)r =1y,
7

¢o je pravda, pretoZe v ten deii bol naozaj pondelok.

Komentér opravovatela (Jaro Supina):

Ulohu v podstate riesili dvaja riegitelia. Obe rieSenia boli vzhladom na trocha va&iu zloZitost
tlohy na celkom dobrej tirovni. V jednom z nich som v&ak musel strhniit bod, pretoZe riesitel
zabudol na prechody medzi storociami.




