KRVOPOT
4. séria, 2007/2008

RieSenia a komentare

1 Zadanie (vyber Janka Hajdukova):

Na velkom stavenisku bola z dvoch rovnako velkych kvadrov opretych o seba vytvorena takato
,stavba™:

3,6m

1m

2,4m

Jurko sa vysStveral na jej najvysSie miesto a skoCil dolu. Z akej vySky zoskocil, ak vieme, Ze
rozmery oboch kvadrov sti 1m x 3,6 m a vzdialenost dolného rohu ikmo poloZeného kvadra
od najblizSieho rohu rovno polozeného kvddra je 2,4m?

Riesenie:
Pri pohlade na stavbu z kvadrov spredu vidime dva obdfiniky, ozname ich ABCD a EFGH.

Dalej ozname pismenom K priesetnik polpriamky GH s priamkou AB a pismenom L pitu
kolmice vedenej z bodu G na priamku AB (vid obrizok):
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ABCD a EFGH st rovnaké obdi#niky, a preto |[EH| = |AD| = 1m a obidva uhly ZEHK
a Z/DAE si pravé. Ked%e EFGH je obdiznik, EF | GH, t. j. uhly ZEKH a ZDEA s
stihlasné, a teda maju rovnakd velkost. Podla vety usu o zhodnosti trojuholnikov sii trojuholniky
EHK a DAE zhodné, z ¢oho |HK| = |AE| =2,4m a |EK| = |ED| = /|EA|?> + |AD|? =
V2,42m2 + 12m2 = /5,76 m?2 4+ 1 m? = /6,76 m? = 2, 6 m.

UvaZujme teraz trojuholniky EAD a KLG. Obidva si pravouhlé (pravé uhly st pri vrcholoch
A a L), a navy3e, ako sme ukdazali vyS3ie, uhly ZGKL a ZDEA si sdhlasné, t. j. rovnako
velké. Podla vety uu o podobnosti trojuholnikov sii trojuholniky EAD a K LG podobné, z ¢oho




LG| _ |KG| _ |KG| _ (|[KH|+|HG|) _ (2,4m+3,6m) _ 30 e

Najvyssim bodom stavby je bod G a jeho vzdialenost od zeme je |LG|. Jurko teda zoskotil
z vysky % m, ¢o je priblizne 230, 8 cm.

Komentar (oprava Janka Hajdukova):

Vad&dina rieditelov vyuZivala pravouhlé trojuholniky na vypodet velkosti uhlov /DEA, /EKH,
ZCDF, ZLGF, atd. Tym v&ak dochadzalo k zaokriihlovaniu, a preto bol vysledok nepresny
(sankcia 1 bod). Niektori si uvedomili, Ze v obrdzku st mnohé dvojice uhlov rovnaké, chybalo
viak zddvodnenie preto (sankcia 1 bod).

Mnohi potitali velkost tsetky GL tak, Ze si ju rozdelili na niekolko mensich tsetiek, ktorych
velkost ratali zo vzniknutych mengich pravouhlych trojuholnikov. V podstate len dvoch $tudentov
napadlo priamo vyuZit zhodnost a podobnost trojuholnikov.

Zadanie (vyber Inga Semanisinova):

Myslite si nejaké trojciferné &islo, ktorého hodnota prvej &islice sa od hodnoty tretej lisi aspofi
Vysledok napiste v obratenom poradi a obidve &isla s&itajte. Aké &islo ste dostali? Vyslovte
hypotézu a dokazte ju.

RieSenie:

Po vyskigani uvedeného postupu na niekolkych &islach mdZeme vyslovit hypotézu, Ze vysledkom
je vzdy ¢&islo 1089. Dokazme ju:

Majme trojciferné &islo. ZapiSeme ho v tvare (zyz)10, kde z, y, z st cifry, z,y,z € {0,1,...,9},
x #£0. (Cl'slo 2 teoreticky mdZe byt rovné 0, ked e v zadani nie je povedané, Ze aj obratené &islo
musi byt trojciferné.) Vieme, Ze plati |z —z| > 2. Ked %e z a z sd cifry, maximalny rozdiel vacsej
a menej z nich moéZe byt 9, t. j. 9 > |z — 2| > 2. Mdme teda &islo (zy2)10 = 100x + 10y + 2
a k nemu obratené &islo (2yx)10 = 100z + 10y + =. Ked od&itame od vatsieho mensie,
dostdvame |(zyz)10 — (zyx)10| = [(100z 4+ 10y + 2) — (100z + 10y + x)| = |99z — 99z| =
99|z — z|. Ale vieme, Ze 9 > |x — z| > 2, teda mdme tieto moZnosti: |(zyz)10 — (2yz)10| €
{99-2,99-3,...,99 -9} = {198,297, 396,495,594, 693,792,891} Ak si toto &islo oznatime
(abc)10 = 100a+10b+c, tak k nemu obratené &islo ma tvar (cba)19 = 100c+10b+a. Po s¢itani
dostavame (abc)19+(cba)1g = (100a+10b+c)+(100c+10b+a) = (a+c)-100+2-10-b+(a+-c).
Z moZnosti, ktoré sme si vypisali vy$3ie, vidime, Ze prostrednd cifra b je vidy 9 a tieZ stlet
prvej a tretej cifry je vidy 9. Potom dostavame, Ze si¢tom takychto dvoch ¢&isel je vZdy &islo
9-1004+2-10-9+9 =900+ 180 + 9 = 1089. Hypotéza je dokazana.

Komentar (oprava Lubka Havirova):

(Netrestanou) chybigkou niektorych riegitelov bolo, Ze zabudli vyldéit moznost z = 0 — vtedy
totiz &islo (zyz)19 nebude trojciferné.

Body sa v&ak stahovali za nedostatony komentar — svoje rieéenie treba vzdy patri¢ne zdévodnit.

Zadanie (vyber Majka Kolkova):

Majme dani kocku s hranou dfiky 1 meter. Nech T je mnoZina bodov, ktoré si blizsie k jej
stredu neZ k lubovolnému jej vrcholu. Vypotitajte objem telesa T



RieSenie:

VloZme kocku do stradnicove;j sﬁstavy sjednotkou 1 meter tak, Ze eJ stred bude S = [0, 0, 0]

a jej vrcholy V1 = [57_%7_ ] Vo = [2’2’_ ] Vs = [ % % } Vi = [ %a_%v_%]r

Vs=[4,-2,1] V5= [%,272] Ve=[-%.4,1] Vs =[-%,-3,3]. To to, Ye bod priestoru je
1

blizgie k vrcholu V; ako ku stredu, vyjadrime nerovnostou \/(1: -2+ W+ )2+ (z+3)2>

Va? +y? + 22, takZe po dprave: —z +y + z + 2 > 0. Analogicky to uroblme s ostatnymi
vrcholmn ¢im dostaneme tychto 8 stlasne pIatlaC|ch podmienok: —Jj +y+z + >0, —x —
y+z+ >0, z— y+z+ >0, x+y+z+ > 0, x+yfz+ >0, —x— yfz+ > 0,
x—y—z+%>0, x+y—z+%>0.

Geometrickou interpretaciou kaZdej z podmienok je polpriestor. Ked'Ze platia st¢asne, teleso T’
je prienikom tychto polpriestorov.

Priese¢nikmi hrani¢nych rovin polpriestorov sii body: [2,0,0], [-2,0,0], [0,2,0], [0,—2,0],
[0,0,2], [0,0,—3], ktoré sii vrcholmi pravidelného osemstena. KaZzd z jeho stien je rovno-

stranny trojuholnik s dizkou hrany & f

Hrani&né roviny obsahujui body, ktore st rovnako vzdialené od stredu kocky ako od najblizSieho
vrchola, teda body, ktoré nepatria telesu 7. Objem osemstena je v&ak ten isty, aj ked neuvaZu-
jeme body na jeho povrchu. Preto objem telesa T je zhodny s objemom spominaného osem-

stena, a ten je rovny %2 - (3¥2)3, teda & (v jednotkach m?).

Komentar (oprava Majka Kolkova):

Dvaja z piatich riegitelov brali do tvahy len body kocky. V tomto pripade je SikovnejSie rieenie
bez zavedenia siiradnicove] sistavy — riefenie je velmi elegantné a taky je aj vysledok: % Tu
dopracovanie sa k vysledku nevyZaduje poznat tvar telesa, no tento tvar je v kazdom pripade
zaujimavy a pomerne jednoducho odhalitelny.

Dvaja rieSitelia intuitivne rozdelili body kocky do &smich malych, rovnakych kociek — podla
toho, ku ktorému vrcholu p6vodnej kocky boli najblizSie. Jeden z nich aj dokazal, Ze toto
rozdelenie je spravne.

V jednom pripade chybalo vyli¢enie bodov povrchu osemstena. Iny rieSitel vdak prave tito
Zast zvladol velmi sympaticky. KedZe rieSil pozmenené zadanie, objemom telesa bez povrchu
a s povrchom priradil hodnoty 0,49 a % :-) (ale sprdvne ich chédpal ako rovnaké &islo).

Zadanie (vyber Inga Semanisinova):

Matematickej stitaZe sa zi¢astnilo 142 Ziakov. Po skon&eni siitaZe autor $tvrtej tlohy zistil, Ze
priemerny polet bodov za Hu udelenych pripadajtici na jedného stitaZiaceho je po zaokrihleni na
desatiny 2,7. Nie kazdy sttaZiaci véak Stvrtii dlohu odovzdal, takZe priemerny potet bodov ude-
lenych za $tvrtd dlohu pripadajici na jedno odovzdané rieSenie bol po zaokrihleni na desatiny
3,9. Kolko sitaZiacich mohlo odovzdat $tvrtd dlohu? (Udelovali sa len celé body, neodovzdana
dloha bola hodnotend 0 bodmi.)

RieSenie:

KedZe priemerny pocet bodov je zaokrﬂhleny na desatiny, vysledné &islo mohlo byt z intervalu

[2,65;2,75). Plati teda 2,65 < 735 < 2,75, kde s je celkovy potet ziskanych bodov. Po tiprave

dostaneme: 376,3 < s < 390, 5. Celkovy poget ziskanych bodov teda mohol byt 377, 378, 379,
, 390. Druhy uvedeny priemer je &islo z intervalu [3, 85; 3,95). Najva&si mozny potet ziskame

ako dolnd celt &ast podielu maxima bodov a minimélneho priemeru: 390 : 3,85 = 101, 29.



Najmen$i moZny polet ziskame ako hornti celti ¢ast podielu minima bodov a maximalneho
priemeru: 377 : 3,95 = 95, 44. Odtial dostdvame, Ze tretiu tlohu mohlo odovzdat najmenej 96
a najviac 101 sutaZiacich.

Este je potrebné ukdzat, Ze pre kaZdy z tychto pottov siitaZiacich existuje zodpovedajiici celkovy
stiet ziskanych bodov, pritom priemer bude z intervalu [3,85;3,95):

Pocet Body Komentar Priemer

96 napr. 89-447-3 | 89 sutaZiacich malo 4 body | =3,9
za Ulohu a 7 malo 3 body

97 napr. 90 -4+ 7-3 | 90 sdtaZiacich malo 4 body | = 3,9
za ulohu a 7 malo 3 body

98 napr. 84 -4 + 14 -3 | 84 sdtaZiacich malo 4 body | = 3,9
za tlohu a 14 malo 3 body

99 napr. 85-4 414 -3 | 85 sttaZiacich malo 4 body | = 3,9
za llohu a 14 malo 3 body

100 | napr. 86-4+14-3 | 86 sdtaZiacich malo 4 body | = 3,9
za dlohu a 14 malo 3 body

101 napr. 87 -4+ 14 -3 | 87 sttaZiacich malo 4 body | =3,9
za ulohu a 14 malo 3 body

Komentar (oprava Inga Semanisinova):
Najkrajsie rieSenie mal Marek Deriiar.

Niektor{ si neuvedomili, Ze 2,749 = 2,75, podobne 3,949 = 3,95. Mnohi zabudli urobit skigku
spravnosti, teda overit, Ze pre dany potet siitaZiacich vieme najst zodpovedajtci polet bodov.

Zadanie (vyber Janka Mihaltova-Pécsova):

Adam a Boris hraji na doske zloZenej zo Siestich poli o&islovanych 1, 2, 3, 4, 5 a 6 nasledujicu
hru: Na za&iatku je umiestnend na pole s &islom 2 figlrka a potom sa hadZe beZnou hracou
kockou. Ak padne &islo delitelné tromi, posunie sa figlirka na pole s &islom o jedna men3im,
Adama, ak sa figlrka dostane na pole s ¢islom 1, a Boris vyhra, ak figtirka d6jde na poli¢ko 6.
S akou pravdepodobnostou zvitazi Adam?

RieSenie:

S pravdepodobnostou * sa figiirka posunie na pole s &islom o jedna mensim a s pravdepodob-

1 2 3 .. s
nostou ¢s

3
Ozna&me p,, pravdepodobnost, e sa dostanem z n. politka na politko s &islom 1 (vtedy vyhrava
Adam). Zaujima nds, Eomu sa rovnd pa. Zrejme p; = 1 a pg = 0 (pretoZe ak sa dostaneme na

politko s &islom 6, vyhral Boris). Dalej plati:

pzi%ﬁ1+2p3:%+§p3
p3s = §P2 + §p4

D4 = §P3 + 3Ds )

Ds = 3P4+ 5P6 = 3P4

Mame teda Styri linedrne rovnice o Styroch neznamych. Po jej vyrieSeni dostaneme rieSenie

_ 15
p2 = 37-



Adam teda zvitazi s pravdepodobnostou £2.

Komentar (oprava Janka Mihal€ova-Pdécsova):

Takmer vetci spravne prehlasili, ¢ Adam méze vyhrat len po 1., 3., 5. alebo inom neparnom
1

hode. Teda pravdepodobnost, %e vyhrd po prvom hode je T pravdepodobnost, Ze vyhrd po
tretom hode 3% (to je zatial v poriadku), ale pri piatom hode sa situdcia zmeni, pretoZe
z dvojky do jednotky sa méZeme dostat dvojakym spdsobom (2 — 3 — 2 — 3 — 2 — 1 alebo
2 —3—4—3—2— 1) akazdy z nich ma rovnakui pravdepodobnost, a to :2,)—2 A to niektori
rieSitelia neuvazili.

Dalim €astym problémom bolo, Ze rieditelia dostali (spravny) rad, ktorého siet nevedeli
vypotitat (5 + & + 2.3—2 +--=7).

Tieto chyby sa prejavili na bodovom hodnoteni.

Zadanie (vyber Stano Krajti):

Majme obdi#nik rozmeru 1 x 2008, rozdeleny na 2008 malych 3tvorgekov. V kazdom politku je
napisané prirodzené &islo. DokdZte, Ze spomedzi nich moZno vybrat niekolko (jedno alebo viac)
po sebe idiicich poli¢ok tak, aby ich siiget &isel v nich bol delitelny &islom 2008.

Riesenie:

Otislujme politka prirodzenym spésobom od 1 do 2008 a ozna¢me a; &islo v politku 7. Vezmime
si v8etky Ciastotné sttty s; = > 7_, a; pre vetky j € {0,1,...,2008} (3pecidlne sy = 0).
Mame teda 2009 celych (dokonca prirodzenych) &isel, ale len 2008 réznych zvyskov po deleni
2008. To znamena, Ze aspofi dve z &isel tvaru s; maji po takomto deleni rovnaky zvySok r. Ak
oznacdime ich indexy p a g, pricom p < ¢, tak plati s, = r mod 2008 a s, = r mod 2008.
Z toho vyplyva, Ze s4 — 5, =0 mod 2008, teda &islo s, — s, = ZLZ)H a; je delitelné 2008.
Nagli sme teda niekolko (v pripade ¢ = p+ 1 jedno, inak viac) po sebe idiicich poli¢ok tak, aby
ich sttet &isel v nich bol delitelny &islom 2008, tloha je teda splnend.

Komentar (oprava Stano Krajti):

Ulohu rieSili len dvaja riesitelia. Jedna z nich sa nesprdvne domnievala, Ze v poli¢kach musia
byt &isla od 1 do 2008, alebo aspoh Ze &isla méZeme vpisovat my.




