KRVOPOT
3. séria, 2007/2008
RieSenia a komentare

1 Zadanie (vyber Janka Hajdukova):

Ferko ma dom s pddorysom Stvorca s dizkou 10 metrov umiestneny uprostred velikanskeho
dvora. Ferko ma kozu, ktora sa pasie na dvore. Aby mu koza nikam neutiekla, priviazal ju
povrazom dlhym 5 metrov k rohu domu. Zdalo sa mu vdak, Ze kozitka je velmi obmedzovan3,

plochu, ktorii mdZe koza spasat?
RieSenie:

Ked je koza priviazand krat$im, 5-metrovym 3pagdtom, tak mdZe spdsat plochu tri Stvrtiny
kruhu vymedzeného trojétvrtkruZnicou, ktor(i opige povraz priviazany o roh domu (vid obr. 1).
Tato plocha ma obsah

51:%-71'-52 m2:%5ﬂ'm2.
Ked je koza priviazand dlhdim, 13-metrovym Zpagdtom, tak moze spasat nielen plochu tri
Stvrtiny kruhu vymedzeného trojstvrtkruZnicou, ktor opi$e povraz priviazany o roh domu, ale,
ked Ze je povraz dlh&i ako strana domu, mdZe koza z3jst za niektory zo susednych rohov domu,

kde mdze spasat edte dalsie dva 3tvrtkruhy s polomerom 13m — 10m = 3m (vid obr. 2). Nov4
plocha ma obsah:
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Pomer obsahov tychto ploch je:
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zlomkami a symbolmi. Musime zd6raznit, e m # 3, 14 a Ze zaokrihlovanim strdcame presnost,
na ktorej v matematike dost zileZi. Tato nepresnost vas stala 1 bod!

Zadanie (vyber Lubka Havirova):

Ivanka ¢itala dennik svojho starého otca a nasla v fiom nasledujlici zapis: , Dnes je 14. 2. 19M.
M&j velky den — mam NARODENINY! A nie je to len taky hocijaky narodeninovy deh. Je
vynimoZny tym, Ze ked' séitam cifry tohto roku, dostanem svoj vek. Ale to edte nie je vetko: Ked
od¢&itam tento rok od jeho zrkadlového obrazu, dostanem Stvornasobok svojho roku narodenia.”.
BohuZial, presny rok sa nedal poriadne pretitat, pretoZe bol rozmazany. Pomézte Ivanke zistit,
z ktorého roku je zapis v denniku z oslavy narodenin a kolko rokov mal vtedy jej stary otec.
RieSenie:

Najprv si uvedomme, e mesiac a defi narodenin nie sti vzhladom na zadanie podstatné. Pod-
statny je iba rok, ktory mdZeme zapisat v desiatkovej ststave v tvare 19AB, kde A, B €
{0,1,...,9}. Podla zadania potom pre vek v starého otca plativ = 1+9+ A+ B = 10+ A+ B.
Rok narodenia n ziskame jednoduchym od&itanim roku 19AB od veku (v defi narodenia je tato
Gvaha plne namieste), teda n = (19A4B);0—v = (10004+900+104+B)—(10+ A+ B) = 1890+
9A. Zrkadlovy odraz roku 19AB je BA91, podla zadania je preto (BA91)19 — (19AB)1o =
4n = 4(1890+94), t. j. (1000B+100A+90+1)—(1000+900+10A+ B) = 7560+ 36 A, z &oho
po ekvivalentnej tprave dostdvame 6A + 111B = 1041. Keby bolo B < 8, tak 111B < 888,
a teda 6a > 1041 — 888 = 153, z ¢oho by sme dostali sporné A > 9. TakZe musi byt B = 9,
a zo vztahu 64 + 111 -9 = 1041 potom dostdvame A = 7. Z4pis je teda z roku 1979, vek
starého otca bol vtedy v =149+ 7+ 9 = 26 rokov, takZe sa narodil v roku 1953. A naozaj,
9791 — 1979 = 4 - 1953, podmienka zo zadania je teda splnena.

Komentar (oprava Lubka Havirovd):

o Riesitel , nejak testoval®, aZ sa dopracoval k riedeniu A = 7 (pre 19AB), ale dalej nepre-
veril mozZnosti pre A=8a A=09.

e ... po kratkom zamysleni prideme na to, Ze najvhodnejSie roky budd kon&iace sa na
¢o najvadsie &islo, teda kontiace &islom 9.". Preto sa nemdzu kontit napriklad aj na 87
Chyba zddvodnenie.

e ,BA91 — 19AB je 4-nasobok datumu narodenia, teda po od&itani posledné dvojiislie
musi byt: [alebo] 12, a teda 91 — 12 = 79, &ize rok je 1979, A = 7, B = 9; [alebo]
16, ..., [alebo] 88.". Preto nemdze byt aj 04, 08, 92, ...? RieSitel testoval podmienku
jednotlivych rokov len pre A =7 a B =9 a iné moznosti neoveril.




3 Zadanie (vyber Majka Kolkova):

V stavebnici je 64 rovnako velkych kociek. Steny tychto kociek sii jednofarebné — Zierne alebo
biele. Zo vietkych kociek sa da postavit jedna velka kocka, ktorej kaZd4 stena je spolovice biela

a spolovice &ierna. Aky najvaZéi polet celkom bielych kociek méze byt v stavebnici? Nadrtnite,
ako by takd velkd kocka mohla vyzerat spredu, zozadu, zhora, zdola, zlava a sprava.

RieSenie:
Velksd kocka bude mat rozmery 4 x 4 x 4. Obsah jednej jej steny je 16 §tvortekov, z toho 8
tiernych a 8 bielych. na celej velkej kocke je teda &iernych 6 x 8 = 48 $tvor&ekov.

Je zrejmé, Ze pre splnenie tejto podmienky nezdleZi na farbe tych stien elementarnych kociek,
ktoré sa nepodielajii na povrchu velkej kocky. Ked'Ze chceme maximalizovat poéet tiplne bielych
Stvoréekov, budeme predpokladat, Ye vietky takéto skryté steny st biele, teda Eierna farba je
len na povrchu velkej kocky.

Podla toho, kolkymi stenami prispieva mala kocka do povrchu velkej kocky, méZeme 64 kociek
rozdelit do tychto $tyroch kategrii:

— 8 rohovych prispieva najviac 3 &iernymi Stvoréekmi,

— 24 kociek na hranach velkej kocky prispieva najviac 2 &ernymi $tvoréekmi,

— 24 kociek vo vnitri stien velkej kocky prispieva najviac 1 &ernym Stvoréekom,

8 kociek vo vntitri velkej kocky neprispieva do povrchu velkej kocky Ziadnym &tvoréekom.

Chceme maximalizovat po&et celkom bielych kociek, o je viak to isté, ako minimalizovat potet
kociek s aspoii jednou Ciernou stenou. Intuitivne najlepsimi kandiddtmi na zaZ&iernenie je teda
vietkych 8 rohovych kociek (tie spolu mdZu prispiet 8 x 3 = 24 &iernymi $tvoréekmi) doplnené
12 z 24 hranovych (tie spolu méZu prispiet chybajicimi 12 x 2 = 24 Eiernymi $tvorekmi),
¢o je spolu 20 nebielych kociek pokryvajucich 48 &iernych politok. Otazkou vsak je, &i tieto
elementdrne kocky a hlavne ich &ierne steny naozaj vieme rozmiestnit tak, aby na kaZdej stene
velkej kocky bolo prave 8 &tvorlekov. Lahko viak vidiet, e takéto rozmiestnenie je naozaj
mozné, a to napriklad tak, Ye kaZdd stena potom bude vyzerat bud ako na nasledujiicom
obrazku, alebo stimerne podla zvislej osi:

Treba viak edte dokazat, Ze menej ako 20 aspoi trochu Ziernych (a teda viac ako 44 dplne
bielych) kociek nevyhovuje: Ak oznatime rs polet elementarnych kociek s troma &iernymi
stenami (tie musia byt rohové, a teda nutne r3 < 8), ro potet elementarnych kociek s dvoma
Ciernymi stenami a 1 s jednou stenou, polet Ciasto€ne zaliernenych kociek bude r3 + 12 411,
a tie spolu majd 3rs 4+ 2re + 71 Ciernych Stvoréekov. Plati teda 3r3 + 2ro + 1 = 48. Ak
je vdak r3 + 7o 4+ 1 < 19, odéitanim dostdvame 2r3 + ro > 29. KedZe viak r3 < 8, plati
16 4+ 19 > 23 + 179 > 29, a teda ro > 13. Zo vztahu r3 +ry <13 + 19 + 11 < 19 vdak potom
dostidvame, 7e 73 < 6, a teda 12 4 75 > 2r3 + 19 > 29, z &ho 7y > 17. A opat zo vztahu
rs+19 < r3g+19+ 711 < 19 v8ak potom dostdvame, Ze r3 < 2, ateda 4+ 1y > 2r3+ 1y > 29,
a teda ro > 25. Potom v8ak 25 < 1ry <713+ 1o+ 11 < 19, €0 je spor.



Ukazali sme teda, Ze celkom bielych kociek je najviac 64 — 20 = 44, pri¢om toto &islo skutoéne
vieme dosiahnut.

Komentar (oprava Majka Kolkova):

Ak rieditel delil kocky na rohové, hranové a stenové, zatieriioval ich v spradvnom poradi. Toto
zddvodnili piati z 6smich dspednych riegitelov (ddsledne to urobili traja).

ZvaZenie moZnosti, o keby sa 12 hranovych kociek vhodne rozmiestnit nedalo, bolo zriedkavé.
No kedZe v zadani bola vyzva na naért kocky z jednotlivych pohladov, nebolo to nevyhnutné.

V riedeniach €asto chybal zatiatok (,, Kocka bude mat rozmery 4 x 4 x 4 a na kaZdej stene po
8 &iernych aj bielych ¥tvoréekov.”), za ktory som udelovala bod. TieZ sa nasli rieSenia, ktoré
vysvetlili princip, ale neuviedli vypolet.

Zadanie (vyber Inga Semanisinova):

Jakub ma tento Skolsky rok priemer vietkych svojich zndmok presne 1,85. Za cely $kolsky rok
dostal iba &tyri patorky a prave tretina jeho znamok boli jednotky. Najmenej kolko zndmok
musel tento $kolsky rok dostat?

RieSenie:

Oznatme pocet vietkych zndmok n, pocet dvojok d, polet trojok ¢t a pocet $tvoriek s. Je
zrejmé, Ze ide o prirodzené &isla. Na zdklade zadania platia nasledujidce vztahy:

1-34+2-d+3-t+4-s+5-4 37

n - 20

(1)

g+d+t+s+4:n 2)

Ked'Ze priemer zndmok sa ma rovnat zlomku 22, ktory je v zékladnom tvare, tak potet znamok

n musi byt kladnym ndsobkom &isla 20. Zaroveh zo zadania Ulohy vieme, Ze potet zndmok
je Cislo delitelné tromi. Najmengie n, ktoré spia uvedené poziadavky, je 60. Z rovnice (1)
vyplyva, Ze &itatel v zlomku na jej pravej strane je &islo 2 také, Ze 50 = % a teda z = 111.
Dostaneme 2-d+3-t+4-s= 111 —20—20 = 71. Ked Z%e dvojok, trojok a 3tvoriek je 36, plati
2-d+3-t+4-s>2(d+t+s)="T72>60, ateda pre n = 60 nevieme najst také d, t a s,
aby aritmeticky priemer zndmok bol 1, 85.

UvaZujme teda n = 2-60 = 120. Z rovnice (1) vyplyva, Ze &itatel v zlomku na jej pravej strane
je &islo 222. Dostavame:

2-d+3-t+4-5=222—-40—-20 =162,

d+1t+4+s5=76.

Riesenim tejto sdstavy za podmienky, Ze &isla d, ¢, s st prirodzené (napriklad tak, Ze z druhej
rovnice vyjadrime s a dosadime do prvej a ndsledne rieSime diofantickd rovnicu o dvoch
nezndmych), dostaneme nasledujlice usporiadané trojice (d, ¢, s):

(71,0,5), (70,2,4), (69,4,3), (68,6,2), (67,8,1), (66,10,0).

Zo zadania Ulohy vyplyva, Ze statilo ndjst jednu taku trojicu.



Komentar (oprava Inga Semanisinova):

Niektori rieditelia zabudli na podmienku z tdlohy, 7e priemer je presne 1,85. Dalej mnohi zistili,
%e minimalne n je 60, ale nenadli spravne hodnoty d, t, s, pripadne ich nehladali vébec. Za
uhddnuté rieSenia, bez potrebnych odévodneni sme udelili 1 bod.

Najkrajsie rieenia mali Stefan Ky%ela a Jaroslav Supina.

Zadanie (vyber Janka Mihal¢ova-Pd6csovd):

Hry sa zi&astnia traja hraci — Adam, Boris a Cyril. Najprv hadZe kockou Adam. Ak padne &islo
1, tak sa hra kon&f jeho vitazstvom. Ak padne iné &islo, tak kockou hadZe Boris. Ak Boris hod{
2 alebo 3, tak vitazi. Ak padne iné &islo, tak kockou hadZe Cyril. Ak Cyril hodi 4, 5 alebo 6, tak
vitazi. Ak padne iné &islo, hra sa vracia na svoj za&iatok, a teda hiadZe opat Adam. Vypotitajte
pravdepodobnost vitazstva pre kazdého hriéa.

RieSenie:
Vypotitame pravdepodobnost vyhry kaZdého z hratov v prvom kole, ako i pravdepodobnost,
e hra neskon&i v prvom kole vitazstvom Ziadneho z hraZov.

V prvom kole vyhrd Adam s pravdepodobnostou G, (ak Adam hodi 1, hra konéf jeho vitazstvom).

Ak Adam hodi iné &islo ako 1 (s pravdepodobnostou —) pokraluje v tomto kole Boris. Pravde-
podobnost, e Boris hodi 2 alebo 3, je 6 , teda pravdepodobnost jeho vyhry je
5 1 5

6 3 18

Pravdepodobnost’, Ye sa k tahu dostane Cyril, t. j. Ye ani Adam, ani Boris hru neukontili, je
1—=— % =3 (alternatl'vna ale ekvivalentnd podmienka je, Ze ani Adamovi, ani Borisovi
nepadll vyhravaJuce &isla, ¢ize pravdepodobnost Cyrilovho tahUJe 5 § = ) Pravdepodobnost,
Ze mu padne ¢&islo 4, 5, alebo 6, Je = , teda pravdepodobnost, Ze vyhra v tomto kole on, je

5

1
2 18

5 p—
9

Pravdepodobnost, Ze v prvom kole nevyhrd ani jeden z hraov, je % (t. 258 , teda Ze
ani jeden z nich nehodi svoje vyhrdvajlice &isla, resp. ekvivalentne 1 — 6 — 15 — 1§ teda Ze ani
jeden z nich hru neukontil). S touto pravdepodobnostou teda hra pokra&uje druhym kolom.
V druhom (a kazdom d'alsom) kole sa pravdepodobnosti vyhier Adama, Borisa, Cyrila a nikoho
(tdto situdciu nazvime remizou) rozdelia v rovnakom pomere, ato + : 2 : 2 : 2 (teda3:5:
5:5). To, Ze Adam vyhrd prave v (n + 1). kole (kde n € N), znamend, Ze predchadzajticich
n kdl skontilo ,remizou” a v (n + 1). kole hru ukontil on, pravdepodobnost tejto situdcie je

preto (X)" - . Celkové pravdepodobnost Adamovej vyhry je teda

L5 1 521+ 531+ 71% 5\" 1 1 3

6 18 6 \18) 6 \18) 6 S 64—\18) 61— 13
Pravdepodobnost, Ze vyhra Boris, je analogicky
3+33+323+335 *gi "_5 . 1 5
18 18 18 18 18 18 18 184~ \1 18 11— 13

Pravdepodobnost, Ze vyhra Cyril, je zhodnd s Borisovou.



Komentar (oprava Janka Mihal€ova-Pd6csova):

Tuto ulohu riedilo 11 Studentov, a z tohto pottu, Zial, iba 3 mali tiplné rieSenie: M. Deriir,
M. Dihenes¢ikova a S. Kyzela.

NajZastejsia chyba bola, Ze ste si neuvedomili, Ze tato hra nemusi skon&it po prvom kole, ale
%e mdze pokralovat dlhsie.

Zadanie (vyber Stano Krajéi):

V priestore je danych deviat bodov s celo&iselnymi siiradnicami. DokaZte, Ze z nich moZno
vybrat dva body tak, Ze stred (isetky nimi uréenej ma celotiselné siradnice.

RieSenie:

Vieme, Ze stredom dsetky s krajnymi bodmi A = (a1,a2,a3) a B = (b1, b2,b3) je bod S =
(@ufbr a2tby ‘asthsy Nech s vietky stradnice bodov A aj B celotiselné. Vietky siradnice
bodu S budii potom celotiselné prave vtedy, ked 2|(a; + b1), 2|(az + b2) a 2|(ag + b3), €o
znamend, Ze (celé) &isla v dvojiciach (a1, b1), (a2, b2) aj (ag, bs) maji rovnakd paritu (t. j. bud
st obe pérne, alebo sii obe neparne).

Véetky body s celodiselnymi stradnicami teda rozdelme do takycho skupin podla parity ich
troch sidradnic: Ak 71,719,753 € {0,1}, tak polozme

My, rors = {{a1,a2,a3) : (a1 mod 2 =7r1) A (agmod 2 =r3) A (agmod 2 =r3)},

pricom zmod y je zvySok po celotiselnom deleni &sla x &islom y. (TakZe napriklad bod
(—3,4,7) patri do M; 1, lebo —3mod 2 = 1, 4mod 2 = 0 a 7mod 2 = 1.) Takychto
skupin je zrejme 8, lebo pre kazdu z troch siradnic mame k dispozicii dve moznosti.

Bodov zo zadania je v3ak 9, podla Dirichletovho principu preto musia byt aspofi dva z nich v tej
istej skupine, &ize ich zodpovedajlice stradnice maji rovnakl paritu. Ak sme vSak uz ukazali,
znamena to, Ze stred Gselky nimi uréenej ma celotiselné stiradnice, ¢ sme chceli dokazat.

Komentar (oprava Stano Krajéi):

V rieSeniach sa vyskytli nedostatky dvoch typov, oba boli potrestané stratou jedného bodu:

o Riesitelia pri zdévodiiovani uvaZovali len intuitivne , najhoriu® moznost, a to, Ze kazdy
z ,prvych” 8smich bodov padne do inej z popisanych 6smich skupin. Co vak v pripade, e
sa tak nestane, teda ak mame body nevhodne usporiadané, alebo ak sa tak ani usporiadat
nedajd (t. j. ked do jednej zo skupin nepadne Ziaden bod)? Takto by sme mohli postupovat
iba vtedy, keby bola ,,dobrost", a teda i, najhorost”, vyjadrend exaktne.

e Na oznacenie v principe réznych objektov (v nasom pripade ide o tri parne &isla) treba
pouZit rézne premenné! Napriklad to, Ze sii¢et dvoch parnych &isel je parny, nemoZno
zapisovat v tvare P + P = P — tejto rovnici totiZ (v obore celych &isel) vyhovuje jedine
P=0.




