38. ro¢nik MO, iloha C-II-2

Do polkruhu s polomerom 4 st vpisané dva zvonku sa dotykajtice sa kruhy, z ktorych jeden ma priemer 4. Vypocitajte
priemer druhého.

RieSenie

Nech O je stred polkruhu, S stred vacSieho kruhu a T stred menSieho. KedZe priemer vac¢Sieho kruhu je rovnaky
ako polomer polkruhu, dotyka sa ho v jeho strede 0, a teda OU je jeho os simernosti.

Nech U a V st dotykové body obliku polkruhu postupne s va¢s$im a mensim kruhom W dotykovy bod oboch kruhov
a X dalsi dotykovy bod mensieho kruhu a polkruhu. Nech Y je pata kolmice z bodu T na tisecku OU. Potom je OXTY
obdiznik.

Nech t je polomer mensieho kruhu a s je polomer vacsieho a zaroven polovica polomeru polkruhu, podla zadania
s = ‘2—* =2
Podla Pytagorovej vety v trojuholnikoch OYT a SYT plati

ITX|?

= |oy|*
= loT|* - |vT|®
= o7 ~ (IsTI* - Is¥T*)

= |0T|* + |SY|* = |ST|?
= (lov| = ITVD? + (ISO| — [0Y])? — (ISW| + [TW|)?
= (lov| = ITV]? + (ISO| — ITX)? — (ISW| + [TW|)?,

takze
t2=02s—t)?>+(s—t)> = (s +1)?

t2 = (4s? —4ast +t2) + (s? — 2st + t2) — (s? + 2st + t2)
0 = 4s2 — 8st,
0=s-—2t

2t =s

t_S
)

’
’

atedat = % = 1, takZe hladany priemer je 2 - 1 CiZe 2.



38. ro¢nik MO, uloha B-I-3

Nech n je kladné prirodzené cislo, ktoré nie je delitelné 3. Zo Sachovnice n X n odoberieme jedno rohové pole.
Dokazte, Ze zvySok je mozné pokryt neprekryvajicimi sa doskami tvaru pismena L zloZenymi z troch Stvorcov 1 X 1.

RieSenie 1
Vieme pokryt tabulku 2 X 3, a to takto:

Otoc¢enim o 90° dostaneme pokrytie tabul'ky 3 x 2.

Potom mozno pokryt aj tabul'ku 6 X 2 a to tak, Ze ju 1 vertikdlnym rezom rozdelime na 2 tabulky 3 X 2, ktoré uz
pokryt vieme, a aj tabul'ku 6 X 3, a to tak, Ze ju 2 vertikdlnymi rezmi rozdelime na 3 tabul'ky 2 X 3, ktoré uz pokryt
vieme.

Indukciou dokdZeme, Ze potom vieme pokryt tabulku 6 X k, kde k > 2:

1 Tabulky 6 X 2 a 6 X 3 uz pokryt vieme.

2 Tabul'ku 6 X k, kde k > 4, rozdelime vertikalnym rezom na tabul'ku 6 x (k — 2) a tabul'ku 6 X 2. Prva vieme
pokryt podla induk¢ného predpokladu a druht podla vysSei uvedeného tvrdenia. Spolu tak ziskavame pokry-
tie tabul'ky 6 X k.

OtoCenim o0 90° dostaneme pokrytie tabul'ky k X 6, kde k > 2.
Tvrdenie ulohy dokaZeme indukciou, pricom bez ujmy na vSeobecnosti odoberame pravy horny roh:

1 Tvrdenie plati pre nasledujuce c¢isla:
o 1:
Tvrdenie je trividlne pravdivé, lebo sa odoberie jediné pole, a teda nie je Co pokryvat.
o 2:




2 Nech n je prirodzené cislo a nedelitelné 3 vacsie nez 7. Predpokladajme, Ze tvrdenie Ulohy plati pre vSetky
mensie ¢isla.
Sachovnicu n x n bez rohového pola vpravo hore rozdelime dvoma rezmi na obdizniky 6 X 6, 6 x n — 6,
6 X n — 66 a Sachovnicu (n — 6) X (n — 6) bez rohového pola vpravo hore. Prvé tri vieme pokryt podla vyssie
uvedeného tvrdenia a posledné podla induk¢ného predpokladu. Tak ziskavame pokrytie celej Sachovnice nxn
bez rohového pola vpravo hore.

Riesenie 2
Vsimnime si, Ze takymito dostickami mozZno pokryt Sachovnicu 2 X (3n) pre lubovolné kladné prirodzené ¢islo n,
a to tak, ze jun — 1 vertikdlnymi rezmi rozdelime na n tabuliek 3 X 2 a kazdu z nich pokryjeme takymto spésobom:

Analogicky mozno pokryt tabul'ku (2n) X 3, staci napriklad otocit predchadzajucu tabul'ku o 90°.

Pokryt tieZ méZeme takyto Utvar:

Tvrdenie ulohy dokaZeme indukciou, pricom bez ujmy na vSeobecnosti odoberame pravy horny roh:

1 Tvrdenie plati pre nasledujuce ¢isla:
o 1:
Tvrdenie je trividlne pravdivé, lebo sa odoberie jediné pole, a teda nie je o pokryvat.

o 2:

2 Nech n je prirodzené cislo a nedelitelné 3 vacsie nez 6. Predpokladajme, Ze tvrdenie Ulohy plati pre vSetky
mensSie Cisla.
Rozoberme pripady:

e Nechnmod3 =1an>5.
Potom Sachovnicu n X n bez pravého horného rohu rozdelime na $tyri €asti, a to na Sachovnicu 4 X 4 bez
Stvorca 2 X 2 v pravom hornom rohu, Sachovnicu (n—2) X (n—2) bez pravého horného rohu, Sachovnicu
2 X (n —4) a Sachovnicu (n — 4) X 2.



Prvé dve moZno pokryt podla indukéného predpokladu, lebo (n — 4) mod 1 # 0, druht podla druhého
odseku a zvysné dve podla ivodného odseku, lebo (n — 4) mod 3 = 0.

e Nechnmod3 =2an > 5.

Potom Sachovnicu n X n bez pravého horného rohu rozdelime na Sest’ casti, a to na Sachovnicu 5 X 5
bez pravého horného rohu, Sachovnicu (n — 4) X (n — 4) bez pravého horného rohu, dve Sachovnice
2 X (n —5) a dve Sachovnice (n — 5) X 2.

Prvl mozno pokryt podla indukéného predpokladu, lebo (n — 2) mod 2 # 0, a zvys$né Styri podla Gvod-
ného odseku, lebo (n — 5) mod 3 = 0.



38. ro¢nik MO, uloha B-I-1

Nech ABCD jelichobeznik, ktory nie je rovnobeznik. Dokazte, Ze vnutri ABC D neexistuje bod X taky, Ze trojuholniky
ABX,BCX, CDX, DAX majd rovnaky obsah.

RieSenie
Nech X je lubovolny vnitorny bod lichobeznika.

D C

Nech 1
obsah(4ABX) = obsah(CDX) = Zobsah(ABCD).

Potom plati
obsah(ABCD)

1
= 5 (14B| +|cDI) - 14B,CD|

N -

~(IABl + [CDI) - (IX,AB| + |X,CD|)

N =

2 -obsah(4ABX) 2- obsah(CDX))

- (|AB CDJ) -
(14B] + | |)< 5] Dl

2 Zobsah(ABCD) 2 - ;obsah(4BCD)
[4B] * 21CD]

-(lAB| +1CD]) -

N =

Sobsah(4BCD)  ;obsah(ABCD)
4B T ZIcD]

-(IAB| +1CDI) -

N -

1 1 1
= > (I4B| +1CDI) - 5 - obsah(ABCD) - ( )

1481 " icpl
|CD| + |AB|
|AB] - 1CD]
|AB| + |CD|
|AB] - 1CD]
(14B] + D)’
|4B]-1cD]

- (|IAB| + |CD]) - obsah(ABCD) -

- (IAB| + |CD]) - obsah(ABCD) -

o S

= % - obsah(ABCD) -
takze
4-1AB|-|CD| = (IAB| +|CD|)?,
4-|AB|-|CD| = |AB|* +2-|AB| - |CD| + |cD|?,
0 =|AB|> —2-|4B|-|cD| + |cD|?,
0 = (|AB| = |CDI])?,
0 = |AB| — |CD|,
|CD| = |AB],

takze ABCD je rovnobeznik, ¢o je spor.



38. ro¢nik MO, uloha A-I-2

Néjdite najmensie prirodzené ¢islo r také, Ze existuji podmnoziny A4, A, A3, A4, As mnoziny {1, ...,r} také, ze
aki € {1,2,3,4,5}plati
|[A1] = |Az] = |A3] = |A4] = |45| =5

|A; UA;| = |4z UAs| = A3 U Ay| = |44 U A5| = |45 U 44| = 10.

RieSenie 2
Nech r je vyhovujuce ¢islo. Plati

|41 N Az| = |A; UA,| = |A4] = 1421 =10-5-5=0,

takze A; N A, = @. Analogicky A, N A; = 0, A3 N A, = 0,A, N Az = @, A; N A, = Q. Kazdé Cislo z {1, ..., r} teda
moze lezat najviac v 2 mnozinach spomedzi A4, 4,, A3, A4, As. PocCet dvojic (x, i) takych, Zze x € A;, je teda najviac
2r, zaroven je vSak podla predpokladu 5 - 5 ¢ize 25. Z toho 25 < 2r, takze 13 < r.

Ako ukazuje nasledujuci priklad, hodnota 13 je dosiahnutelna:

« A4, ={1,2,3,4,5},
« 4, =1{6,7,8,9,10},

A; ={11,12,13,1,2},
e Ay ={3,4,5,6,7},
. As = {8,9,10,11,12}.

Hladané cislo r je teda 13.



38. ro¢nik MO, iloha A-S-1

Nech mnozina M ma n prvkov. Vyjadrite pomocou n pocet dvojic mnozin (4, B) takych,ze A € B € M.

RieSenie 1
Pre kazdé k z {0, ..., n} je (Z) pocet k-prvkovych podmnozin mnoZiny M a kaZda z nich ma 2¥ podmnozin. Pocet
vyhovujucich dvojic ozna¢me p, potom podla binomické vety plati

)50 )

RieSenie 2

Nech f je lubovolna funkcia z mnoziny M do mnoziny {0, 1, 2}. Potom nech A = {x € M: f(x) = 0}aB = {x €
M: f(x) € {0,1}}, potom A € B € M, takZe (4, B) je vyhovujtca dvojica podmnozin M. KedZe rozne funkcie sa lisia
aspon v jednej hodnote, liSia aj vzniknuté dvojice podmnozin.

Naopak, nech (4, B) je vyhovujuica dvojica. Nech f je funkcia taka, ze ak x € {1, ..., n}, tak

0, akx €A,
f(x) =41, akx € B\ /4,
2, akx e M\B.

Potom f je funkcia z mnoziny M do mnozZiny {0, 1, 2}. KedZe rézne dvojice podmnozin sa liSia v umiestneni aspon
jedného prvkuy, lisia aj vzniknuté funkcie.

Pocet vyhovujucich dvojic je teda pocet funkcii z M do {0, 1, 2}, a tych je 3™.



