35. ro¢nik MO, iloha C-II-1

N3jdite najmensie kladné prirodzené cislo také, Ze jeho polovica je druhou mocninou prirodzeného ¢isla a jeho
tretina je tretou mocninou prirodzeného ¢isla.

RieSenie

Nech n je hladané ¢islo. Nech a je najvacsie prirodzené ¢islo také, Ze 2 deli n, a b je najvacsie prirodzené Cislo také,

%e 3P deli n. Potom 2% - 3P deli n, takZe existuje kladné celé ¢islo c také, Ze c nie je ndsobok 2 ani 3 a
n=2%.3b.c

Potom

=20"1.3b. .

:2a-3b_1.C,

w3 N3

takze Cisla a — 1 a b sd prirodzené a parne a ¢isla a a b — 1 su prirodzené a delitelné 3. Platitedaa = 3ab = 4,
takze
n=2%.30.c>2%.3%.1=648
. . . 648 o2 . 648 3
Cislo 648 pritom vyhovuje, lebo -5 = 324 =18%a 5 = 216 = 6°.
Hladané cislo je teda 648.



35. ro¢nik MO, uloha A-1I-4

Néjdite najmensie kladné prirodzené cislo n také, Ze existuju dva nezhodné pytagorejské trojuholniky s preponou
dizky n.

RieSenie
Pouzijeme tento (pomerne znamy) fakt:

¢ Trojuholnikje pytagorejsky prave vtedy, ked’ existuju kladné prirodzené Cisla k, a, b také, Ze a a b si nesudelitelné,
a > b ajeho strany majt dizky k (a? — b?), 2kab, k (a? + b?).

Zrejme a > b a strana k(a? + b?) je najdlhsia, je to teda prepona.
Vsimnime si, ze ak (k, a, b) = (5, 2, 1), tak prislu§ny pravouhly trojuholnik m4 strany 5(22—12),2-5-2-1,5(22+12),
t.j. 15, 20, 25, a ak Ze ak (k, a, b) = (1,4, 3), tak prislusny pravouhly trojuholnik ma strany 1(4% — 32),2-1-2-1,
1(4% +32),t.j. 7, 24, 25. Plati teda n < 25.

Nechn < 24. Majme teda pytagorejsky trojuholnik s preponou dizky n, teda existuji kladné prirodzené &isla k, a, b
také, Ze a a b st nesudelitelné, a > ban = k (a? + b?).Pretoa? +b? < n < 24.Ztoho a? < 24,takze a < V24 < 5,
atedaa € {1, 2, 3,4}, Preto

(a,b,a® +b?) €{(2,1,5),(3,1,10),(3,2,13), (4, 1,17), (4,3, 25)},
akedze a? + b? < n < 25, plati
(a,b,a? + b?) € {(2,1,5),(3,1,10),(3,2,13),(4,1,17)}.

e 2 2\ _ ‘ 24 v
Kedze k (a +b ) =n<24,platik < —+b2,takze

oz
(a,b,a® + b% k, k (a* + b?))
€{(2,1,5,1,5),(2,1,5,2,10),(2,1,5,3,15),(2,1,5,4, 20),
(3,1,10,1,10),(3,1,10,2,20),(3,2,13,1,13),(4,1,17,1,17)}.
Opakované hodnoty k (a2 + b2) st len 10 a 20, a to v tychto dvoch pripadoch:
* Nech k (a? + b?) = 10.

Potom
(a,b,k)€{(2,1,2),(3,1,1)},

takze
(a, b,k k (a? — b?),2kab, k (a* + b?)) € {(2,1,2,6,8,10),(3,1,1,8,6,10)},

o je vSak dvakrat ten isty trojuholnik.
« Nech k (a? + b?) = 20.

Potom
(a,b, k) €{(2,1,4),(3,1,2)},

takze
(a, b,k k (a? — b?),2kab, k (a® + b?)) € {(2,1,4,12,16,20), (3,1,2,16,12,20)},

o je vSak dvakrat ten isty trojuholnik.

Neexistuju teda dva pytagorejské trojuholniky s preponou dizky mensej nez 25, a tedan > 25.
Zhrnutim dostavame, Ze n = 25.



35. ro¢nik MO, uloha A-S-3a

Zistite, Ci existuju celé Cisla x4, x5, x3, x4 také, Ze Cislo

|(x1 = x2) (%1 — x3) (%1 — X4) (X2 — x3) (X2 — x4) (X3 — x4)|

je mocninou ¢isla 2 s prirodzenym exponentom.

RieSenie 1
Najprv dokdZeme pomocné tvrdenie:

» Nech x a y su prirodzené ¢isla. Potom 2* 4+ 2% je mocnina 2 s prirodzenym exponentom, prave ked x = y.

¢ — Bez ujmy na vSeobecnosti x > y. Nech z je prirodzené ¢islo také, Ze
2% 4+ 2Y =27,
KedZe 2Y = 1 > 0, plati 2* < 2* + 2Y = 2%, t.j.x < z,atedax + 1 < z potom
2Y (2*7Y +1) = 27,
2V +1 =227V,
2%y =2.227v71 1,

Cislo 2*7Y je teda neparne a zarovei je to mocnina 2, takze 2*™¥ = 1,atedax —y = 0,t.j.x = y.
— Plati
2 42V = 2% + 2% = 2. 2% = 2%+,

Nech také cisla existujd. Bez ujmy na vSeobecnosti x; = x, = x3 = x,. KedZe
1 = x|« |2y = 23] - |oeg = x4] - |2 — 23]+ |2 — 24|« |23 — 24

je mocninou ¢isla 2 s prirodzenym exponentom, aj kazdy z €initelov tohto sti¢inu je mocninou ¢isla 2 s prirodzenym
exponentom. Existujui teda prirodzené ¢isla a, b, c také, ze

xl_xz = |x1—x2| =2a,
Xy — X3 = |x; —x3| =27,
X3 — X4 = |X3 — x4 = 2€.

Potom
g —x3] =23 —x3 = (%3 —x3) + (3 — x3) = 2% + 2P,

X2 = x4l = X — x4 = (X2 — X3) + (3 — x4) = 2% + 26,
z ¢oho vSak opakovane podla pomocného tvrdenia vyplyva, ze a = b = c. Z toho
|x1—x4| =X1— Xy = (xl_x2)+(x2_x3)+(x3_x4) = 2a+2b+2C :2a+2a+2a :3'2a,

¢o vsak nie je mocnina 2, To je spor, takZe hladané ¢isla neexistuju.

RieSenie 2
Medzi 4 celymi ¢islami x4, x5, x3, x4 existujd 2, ktoré davaju po deleni 3 rovnaky zvysok. Ich rozdiel je teda delitelny
3, ateda aj aj ¢islo zo zadania, ktoré je jeho ndsobkom, je delitelny 3, a preto nie je mocninou ¢isla 2 s prirodzenym

7 wr

exponentom. Ziadne také celé ¢isla teda neexistuju.



35. ro¢nik MO, iloha A-III-1

Nech n je kladné prirodzené ¢islo a § mnozina podmnoZzin mnoziny {1, ..., n} tak3, ze ak M, M, € §, tak mnozina
(M{ U M,) \ (M; N M) ma parny pocet prvkov. Urcte najvacsi mozny pocet prvkov mnoZziny S.

Riesenie
KedZe

|(M; U M)\ (My 0 My)| = [My] + [Mp| =2 [My 0 M|,
ma tato mnozina parny pocet prvkov prave vtedy, ked' je ¢islo t. . [M; | + |M,| parne, ¢ize ked maju ¢isla [M;| a | M|
rovnaku paritu. To teda znamen3, Ze bud’ maju vSetky mnoziny z § parny pocet prvkov, alebo majui vSetky neparny
pocet prvkov.
VSetkych 2™ podmnoZin mnoZiny {1, ..., n} mdZeme rozdelit na disjunktné dvojice {4, A U {n}}, kde A je podmnoZina
{1,...,n—1}, pricom |A U {n}| = |A|, takZe jedna mnoZina z takejto dvojice ma parny pocet prvkov a druha neparny.
To znamena, Ze pocCet podmnoZzin mnoziny {1, ..., n} s pArnym poctom prvkov a rovnaky ako pocet jej podmnozin
s neparnym poctom prvkov, a teda oba pocty su % - 2™ Eize 2L,
Najviac¢$i mozny pocet prvkov mnoziny S je teda 2", Vtedy S obsahuje bud’ vSetky podmnoZiny {1, ..., n} s pArnym
poctom prvkov, alebo vSetky s neparnym poctom prvkow.



34.roc¢nik MO, uloha C-I-2

Urcte rozmery pravidelného Stvorbokého hranola s celociselnymi rozmermi, ktorého objem i povrch st rovnaké.

Riesenie
Vel'kost strany Stvorcovej podstavy hranola oznacme a, a jeho vysku v. Potom plati

a’v = 2a? + 4av,

t.j. ekvivalentne
av = 2a + 4v,

av—2a—4v+8 =28,
(a—4)w-2)=8.
Cislaa — 4 av — 2 st celé a st to delitele ¢isla 8. Plati teda ekvivalentne
(@a—4v-2)€{(-1,-8),(-2,-4),(-4,-2),(-8,-1),(1,8),(2,4), (4,2),(8 1},
(a.v) € {((3,-6),(2,-2),(1,0),(~5,1), (5,10), (6,6), (8,4), (12,3)},

a kedZe obe ¢isla a a v s kladné, ekvivalentne

(a,v) € {(5,10), (6,6), (8,4), (12,3)}.



34.roc¢nik MO, uloha C-S-2

Nech a a b st kladné ¢&isla. Nech ABCD je obdiZnik taky, Ze |AB| = aa |BC| = b.Nech E a F st body také, Ze ACEF je
obdlznik a priamka EF prechadza bodom B. Nech G a H sti body také, Ze AEGH je obdlZnik a priamka G H prechadza
bodom F. Vyjadrite dlZky stran obdiZnika AEGH pomocou a a b.

RieSenie

D C

E
A B
G
H F
Plati
obsah(ACEF) = |AC| - |EC| = |AC| - |E,AC| = |AC]| - |B, AC|
1
=2 (E -|AC] - |B,AC|> = 2 - obsah(ABC) = obsah(ABCD) = |AB| - |BC| = ab,

takze podobne

obsah(AEGH) = |AE| - |GE| = |AE| - |G, AE| = |AE| - |F, AE|
1
=2 <§ -|AE| - |F,AE|> = 2 - obsah(AFE) = obsah(ACEF) = ab.

Z toho podla Pytagorovej vety

|AC| = ||AB|? + |BC|* = Va? + b2,

takze
ICE| = obsah(ACEF) ab
|AC| Va? + b2'

Z toho podla Pytagorovej vety

2
2 b a2b2
_ 2 2 _ 2 2 a — 2 2
|AE| = /lACl + |CE| —\/(\/a +b) +< a2+b2> —J(a +b)+a2+b2

B J(a2 +b2)% + a2b? B J(a4 +2a%b% + b*) + a?b? ja‘* +3a%h? + b*  Va* +3a?b? + b*

a? + b? a? + b? a? + b? B VaZ + b? ’
takZze
GEl — obsah(AEGH) ab _ abva*?+b?
IGE] = |AE| T Va*+3a?b%+b* /g% ¥ 3a2b2 + bE

va?+b?



34.roc¢nik MO, iloha Z8-1-6

Nech ABC je rovnostranny trojuholnik so stranou dizky 8. Nech x je reélne ¢islo také, ze 0 < x < 4. Nech XYZW je
obdlZnik taky, Ze body X a Y lezia na strane AB, bod Z na usecke BC, bod W na tGsecke CA a |AX| = x.

a) Vyjadrite obsah obdiZnika XYZW pomocou x.

b) Najdite hodnotu x, pre ktoru je tento obsah najvacsi.

¢) N3jdite hodnotu x, pre ktoru je tento obsah rovny % obsahu trojuholnika ABC.

RieSenie

Nech a je diZka strany trojuholnika ABC, podla zadania a = 8. Potom 0 < x < 2. Zo sumernosti ABC a XYZW
podla osi GseCky AB dostdvame |BY| = |AX]|.

A X Y B
a) Vyjadrite obsah obdiZnika XY ZW pomocou x. Potom plati

obsah(XYZW)

= obsah(ABC) — obsah(WZ(C) — obsah(AXW) — obsah(BYZ)

_¥3 |AB|? — V3 wz|* - > |AX] - 1XW] - > |BY| - |YZ|
4 4 2 2
= ‘/7? AB|” — ? Ixy|* - % -1AxX| - Ixw]| - % 1AX] - 1XW|
- ? |4B|* - ? XY |* = AX] - |XW|
= ? |4B|* - g(IABI —|AX| — |BY|)? — |AX| - V3| AX|
= ‘/g |4B|* - \/Tg(lABI —2|AX])? - V3 |AX|*
- ?az - ?(a — 2x)% — V/3x2
= ? (a? — (a —2x)? — 4x?)
V3

=7 (a? — (a? — 4ax + 4x?) — 2x?)

= \/Tf(llﬂx —8x2)

= \/Ex(a — 2x)

takze

obsah(XYZW) = V3x(8 — 2x) = 2V3x(4 — x).



b) Podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom plati

obsah(XYZW) = V3x(a — 2x) = ? - 2x(a — 2x)

2
= ? . (J(Zx)(a— 23())2 < ? (M)
V3 /a\?2 V3 - a? V3
-7(3) =TT -5

.y ) /, 7 7 . . a y.v
pricom rovnost sa nadobuida prave v pripade 2x = a — 2x,t.j. 4x = q, t.j. x = o Cizex =

c) Plati
3
obsah(XYZW) = 3 obsah(ABC),

ekvivalentne

3 V3
V3x(a —2x) = 3 Taz,

32x(a — 2x) = 3a?,
32ax — 64x% = 3a?,
0 = 64x°3 — 32ax + a?,
0 =(8x —a)(8x — 3a),

o= (x- 1) (s 2a).

c 1 3
X 8a,8a,

takze

8
4

=2.



