
33. ročník MO, úloha Z‑III‑1

Dokážte, že súčet dlžok uhlopriečok konvexného päťuholnı́ka je väčšı́ ako súčet dlžok jeho strán.

Riešenie
Nech 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 je konvexný päťuholnı́k. Nech 𝐹, 𝐺, 𝐻, 𝐼, 𝐽 sú postupne priesečnı́ky dvojı́c uhlopriečok 𝐸𝐵 a 𝐴𝐶, 𝐴𝐶
a 𝐵𝐷, 𝐵𝐷 a 𝐶𝐸, 𝐶𝐸 a 𝐷𝐴, 𝐷𝐴 a 𝐸𝐵.
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Keďže 𝐴𝐵𝐷𝐸 je konvexný, polpriamka 𝐵𝐸 ležı́ vnútri uhla 𝐴𝐵𝐷, a teda jej bod 𝐹 ležı́ vnútri úsečky 𝐵𝐺.
Analogicky bod 𝐺 ležı́ vnútri úsečky 𝐵𝐻, bod 𝐻 vnútri úsečky 𝐶𝐼, bod 𝐼 vnútri úsečky 𝐷𝐽 a bod 𝐽 vnútri úsečky 𝐸𝐹.
Z trojuholnı́kových nerovnostı́ v trojuholnı́koch 𝐴𝐹𝐵, 𝐵𝐺𝐶, 𝐶𝐻𝐷, 𝐷𝐼𝐸, 𝐸𝐽𝐴 potom dostávame

|𝐴𝐶| + |𝐵𝐷| + |𝐶𝐸| + |𝐷𝐴| + |𝐸𝐵|

= (|𝐴𝐹|+ |𝐹𝐺|+ |𝐺𝐶|) + (|𝐵𝐺|+ |𝐺𝐻|+ |𝐻𝐷|)+ (|𝐶𝐻|+ |𝐻𝐼| + |𝐼𝐸|) + (|𝐷𝐼| + |𝐼𝐽| + |𝐽𝐴|) + (|𝐸𝐽| + |𝐽𝐹| + |𝐹𝐵|)
> (|𝐴𝐹| + |𝐺𝐶|) + (|𝐵𝐺| + |𝐻𝐷|) + (|𝐶𝐻| + |𝐼𝐸|) + (|𝐷𝐼| + |𝐽𝐴|) + (|𝐸𝐽| + |𝐹𝐵|)
= (|𝐴𝐹| + |𝐹𝐵|) + (|𝐵𝐺| + |𝐺𝐶|) + (|𝐶𝐻| + |𝐻𝐷|) + (|𝐷𝐼| + |𝐼𝐸|) + (|𝐸𝐽| + |𝐽𝐴𝐵|)

> |𝐴𝐵| + |𝐵𝐶| + |𝐶𝐷| + |𝐷𝐸| + |𝐸𝐴| .



34. ročník MO, úloha B‑I‑4

Nájdite všetky kladné prirodzené čı́sla 𝑛 také, že existuje postupnosť (𝑧1, … , 𝑧𝑛) čı́sel−1 a 1 taká, že

𝑧1 ⋅ 1 + ⋯ + 𝑧𝑛 ⋅ 𝑛 = 0.

Riešenie
Nech takáto postupnosť existuje. Potom

0 = 𝑧1 ⋅ 1 + ⋯ + 𝑧𝑛 ⋅ 𝑛 = ((𝑧1 + 1) ⋅ 1 + ⋯+ (𝑧𝑛 + 1) ⋅ 𝑛) − (1 +⋯+ 𝑛)

= 2 𝑧1 + 1
2 ⋅ 1 + ⋯+ 𝑧𝑛 + 1

2 ⋅ 𝑛 − 𝑛(𝑛 + 1)
2 ,

takže
𝑛(𝑛 + 1)

2 = 2 𝑧1 + 1
2 ⋅ 1 + ⋯ + 𝑧𝑛 + 1

2 ⋅ 𝑛 .

Pre každé 𝑖 z {1, … , 𝑛} platı́ 𝑧𝑖 ∈ {−1, 1}, takže 𝑧𝑖+1
2 ∈ {0, 1}. Cı́slo 𝑧1+1

2 ⋅ 1 + ⋯ + 𝑧𝑛+1
2 ⋅ 𝑛 je teda prirodzené, takže

pravá strana tejto rovnosti je párna. Jej ľavá strana je preto tiež párna, takže 𝑛(𝑛 + 1) je deliteľné 4. Keďže práve
jedno z čı́sel 𝑛 a 𝑛 + 1 je párne, je zároveň deliteľné 4. To teda znamená, že 𝑛mod4 ∈ {0, 3}.
Rozoberme prı́pady:

• Nech existuje kladné prirodzené čı́slo 𝑘 také, že 𝑛 = 4𝑘.
Nech pre každé 𝑖 z {1, … , 𝑘} platı́ 𝑧4𝑖−3 = 1, 𝑧4𝑖−2 = −1, 𝑧4𝑖−1 = −1, 𝑧4𝑖 = 1. Potom

𝑧1 ⋅ 1 + ⋯ + 𝑧𝑛 ⋅ 𝑛

=
𝑘

𝑖=1
(𝑧4𝑖−3 ⋅ (4𝑖 − 3) + 𝑧4𝑖−2 ⋅ ⋅(4𝑖 − 2) + 𝑧4𝑖−1 ⋅ (4𝑖 − 1) + 𝑧4𝑖 ⋅ (4𝑖))

=
𝑘

𝑖=1
(1 ⋅ (4𝑖 − 3) + (−1) ⋅ (4𝑖 − 2) + (−1) ⋅ (4𝑖 − 1) + 1 ⋅ (4𝑖))

=
𝑘

𝑖=1
((4𝑖 − 3) − (4𝑖 − 2) − (4𝑖 − 1) + (4𝑖)) =

𝑘

𝑖=1
0 = 0.

• Nech existuje prirodzené čı́slo 𝑘 také, že 𝑛 = 4𝑘 + 3.
Nech 𝑧1 = 1, 𝑧2 = 1, 𝑧3 = −1 a pre každé 𝑖 z {1, … , 𝑘} platı́ 𝑧4𝑖 = 1, 𝑧4𝑖+1 = −1, 𝑧4𝑖+2 = −1, 𝑧4𝑖+3 = 1. Potom

𝑧1 ⋅ 1 + ⋯ + 𝑧𝑛 ⋅ 𝑛

= (𝑧1 ⋅ 1 + 𝑧2 ⋅ 2 + 𝑧3 ⋅ 3) +
𝑘

𝑖=1
(𝑧4𝑖 ⋅ (4𝑖) + 𝑧4𝑖+1 ⋅ ⋅(4𝑖 + 1) + 𝑧4𝑖+2 ⋅ (4𝑖 + 2) + 𝑧4𝑖+3 ⋅ (4𝑖 + 3))

= (1 ⋅ 1 + 1 ⋅ 2 + (−1) ⋅ 3) +
𝑘

𝑖=1
(1 ⋅ (4𝑖) + (−1) ⋅ (4𝑖 + 1) + (−1) ⋅ (4𝑖 + 2) + 1 ⋅ (4𝑖 + 3))

= (1 + 2 − 3) +
𝑘

𝑖=1
((4𝑖) − (4𝑖 + 1) − (4𝑖 + 2) + (4𝑖 + 3)) = 0 +

𝑘

𝑖=1
0 = 0 + 0 = 0.

Zhrnutı́m dostávame, že vyhovujú všetky kladné čı́sla 𝑛 také, že 𝑛mod4 ∈ {0, 3}.



34. ročník MO, úloha B‑S‑2

Nech 𝑛 je prirodzené čı́slo také, že 𝑛 > 1. Dokážte, že existuje postupnosť (𝑧1, … , 𝑧2𝑛−1) čı́sel−1 a 1 taká, že

𝑧1 ⋅ 1 + 𝑧2 ⋅ 3 + ⋯ + 𝑧2𝑛−1 ⋅ (4𝑛 − 1) = 0.

Riešenie
Rozoberme prı́pady:

• Nech existuje kladné prirodzené čı́slo 𝑘 také, že 𝑛 = 2𝑘.
Nech pre každé 𝑖 z {1, … , 𝑘} platı́ 𝑧4𝑖−3 = 1, 𝑧4𝑖−2 = −1, 𝑧4𝑖−1 = −1, 𝑧4𝑖 = 1. Potom

𝑧1 ⋅ 1 + 𝑧2 ⋅ 3 + ⋯ + 𝑧2𝑛−1 ⋅ (4𝑛 − 1)

=
𝑘

𝑖=1
(𝑧4𝑖−3 ⋅ (8𝑖 − 7) + 𝑧4𝑖−2 ⋅ ⋅(8𝑖 − 5) + 𝑧4𝑖−1 ⋅ (8𝑖 − 3) + 𝑧4𝑖 ⋅ (8𝑖 − 1))

=
𝑘

𝑖=1
(1 ⋅ (8𝑖 − 7) + (−1) ⋅ (8𝑖 − 5) + (−1) ⋅ (8𝑖 − 3) + 1 ⋅ (8𝑖 − 1))

=
𝑘

𝑖=1
((8𝑖 − 7) − (8𝑖 − 5) − (8𝑖 − 3) + (8𝑖 − 1)) =

𝑘

𝑖=1
0 = 0.

• Nech existuje kladné prirodzené čı́slo 𝑘 také, že 𝑛 = 2𝑘 + 1.
Nech 𝑧1 = 1, 𝑧2 = 1, 𝑧3 = 1, 𝑧4 = −1, 𝑧5 = 1, 𝑧6 = −1 a pre každé 𝑖 z {2, … , 𝑘} platı́ 𝑧4𝑖−1 = 1, 𝑧4𝑖 = −1,
𝑧4𝑖+1 = −1, 𝑧4𝑖+2 = 1. Potom

𝑧1 ⋅ 1 + 𝑧2 ⋅ 3 + ⋯ + 𝑧2𝑛−1 ⋅ (4𝑛 − 1)
= (𝑧1 ⋅ 1 + 𝑧2 ⋅ 3 + 𝑧3 ⋅ 5 + 𝑧4 ⋅ 7 + 𝑧5 ⋅ 9 + 𝑧6 ⋅ 11)

+
𝑘

𝑖=2
(𝑧4𝑖−1 ⋅ (8𝑖 − 1) + 𝑧4𝑖 ⋅ ⋅(8𝑖 + 1) + 𝑧4𝑖+1 ⋅ (8𝑖 + 3) + 𝑧4𝑖+2 ⋅ (8𝑖 + 5))

= (1 ⋅ 1 + 1 ⋅ 3 + 1 ⋅ 5 + (−1) ⋅ 7 + 1 ⋅ 9 + (−1) ⋅ 11)

+
𝑘

𝑖=2
(1 ⋅ (8𝑖 − 1) + (−1) ⋅ ⋅(8𝑖 + 1) + (−1) ⋅ (8𝑖 + 3) + 1 ⋅ (8𝑖 + 5))

= (1 + 3 + 5 − 7 + 9 − 11) +
𝑘

𝑖=2
((8𝑖 − 1) − (8𝑖 + 1) − (8𝑖 + 3) + (8𝑖 + 5))

= 0 +
𝑘

𝑖=2
0 = 0 + 0 = 0.



34. ročník MO, úloha C‑I‑1

Dokážte, že pre každý rozklad množiny {1, 2, … , 15} na dve disjunktné podmnožiny také, že aspoň v jednej z nich
existujú tri navzájom rôzne čı́sla 𝑥, 𝑦, 𝑧 také, že 𝑥 je najväčšı́ spoločný deliteľ čı́sel 𝑦 a 𝑧.

Riešenie
Nech existuje rozklad na dve disjunktné podmnožiny 𝐴 a 𝐵 také, že v žiadnej z nich neležia tri navzájom rôzne čı́sla
𝑥, 𝑦, 𝑧 také, že 𝑥 je najväčšı́ spoločný deliteľ čı́sel 𝑦 a 𝑧. Bez ujmy na všeobecnosti je čı́slo 1 v množine 𝐴. Keďže 2
je najväčšı́ spoločný deliteľ 4 a 14, tieto tri čı́sla nie sú spolu v množine 𝐵, Podobne keďže 3 je najväčšı́ spoločný
deliteľ 9 a 15, ani tieto tri čı́sla nie sú spolu v množine 𝐵. To znamená, že aspoň jedno z čı́sel 2, 4, 14 čiže 2, 22, 2 ⋅ 7
je v množine 𝐴 a aspoň jedno z čı́sel 3, 9, 15 čiže 3, 32, 3 ⋅ 5 je v množine 𝐴. Tieto dve čı́sla sú však nesúdeliteľné a sú
spolu s 1 v množine 𝐴, čo je spor.

Poznámka
Rozkladmnožiny {1, 2, … , 14} na dve disjunktné podmnožiny také, že v žiadnej z nich neexistujú tri navzájom rôzne
čı́sla 𝑥, 𝑦, 𝑧 také, že 𝑥 je najväčšı́ spoločný deliteľ čı́sel 𝑦 a 𝑧, existuje, a to

{{1, 6, 8, 10, 12, 14}, {2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 13}.



34. ročník MO, úloha A‑III‑2

Nech 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 sú neprázdne množiny celých čı́sel také, že ak {𝑖, 𝑗, 𝑘} = {1, 2, 3} a 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 a 𝑦 ∈ 𝐴𝑗 , tak 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐴𝑘
a 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐴𝑘 .

a) Dokážte, že aspoň dve z množı́n 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 sa rovnajú.

b) Môžu byť niektoré z týchto množı́n disjunktné?

Riešenie

a) Rozoberme prı́pady:

• Nech niektorá z množı́n 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 obsahuje 0.
Bez ujmy na všeobecnosti 0 ∈ 𝐴1.
Ukážeme, že potom 𝐴2 = 𝐴3. Vzhľadom na symetriu stačı́ ukázať, že 𝐴2 ⊆ 𝐴3:

Ak 𝑥 ∈ 𝐴2, tak 𝑥 = 0 + 𝑥 ∈ 𝐴3.
• Nech žiadna z množı́n 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 neobsahuje 0.
Ukážeme, že množiny 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 sú disjunktné:

Nech bez ujmy na všeobecnosti 𝐴1 ∩ 𝐴2 = ∅. Existuje teda 𝑥 také, že 𝑥 ∈ 𝐴2 a 𝑥 ∈ 𝐴3. Potom však
0 = 𝑥 − 𝑥 ∈ 𝐴3, čo je spor.

Ukážeme, že ak 𝑖 ∈ {1, 2, 3} a 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 , tak−𝑥 ∈ 𝐴𝑖:
Nech bez ujmy na všeobecnosti 𝑖 = 1. Keďže 𝐴2 je neprázdna, existuje 𝑦 také, že 𝑦 ∈ 𝐴2. Potom
𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐴3, takže−𝑥 = 𝑦 − (𝑥 + 𝑦) ∈ 𝐴1.

Nech pre každé 𝑖 z {1, 2, 3} platı́ 𝑚𝑖 = min{𝑥 ∶ 𝑥 ∈ 𝐴𝑖 ∧ 𝑥 > 0}. Keďže 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3 sú disjunktné, čı́sla
𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 sú rôzne. Bez ujmy na všeobecnosti nech 𝑚1 > 𝑚2 > 𝑚3. Potom však 𝑚2 − 𝑚3 ∈ 𝐴1
a𝑚1 > 𝑚2 > 𝑚2 −𝑚3 > 0, čo je spor s de inı́ciou𝑚1.
Tento prı́pad teda nenastáva.

b) Nech𝐴1 jemnožina všetkýchpárnych celých čı́sel a𝐴2 a𝐴3množina všetkýchnepárnych celých čı́sel. Overı́me,
že všetky podmienky sú splnené:

• Ak 𝑥 patrı́ do 𝐴1 a 𝑦 do 𝐴2, resp. do 𝐴3, t. j. 𝑥 je párne a 𝑦 je nepárne, tak 𝑥 + 𝑦 a 𝑥 − 𝑦 sú nepárne, t. j.
patria do 𝐴3, resp. 𝐴2.

• Ak 𝑥 patrı́ do 𝐴2, resp. do 𝐴3 a 𝑦 do 𝐴1, t. j. 𝑥 je nepárne a 𝑦 je párne, tak 𝑥 + 𝑦 a 𝑥 − 𝑦 sú nepárne, t. j.
patria do 𝐴3, resp. 𝐴2.

• Ak 𝑥 patrı́ do 𝐴2, resp. do 𝐴3 a 𝑦 do 𝐴3, resp. do 𝐴2, t. j. obe 𝑥 a 𝑦 sú nepárne, tak 𝑥 + 𝑦 a 𝑥 − 𝑦 sú párne,
t. j. patria do 𝐴1.



34. ročník MO, úloha C‑S‑3a

Vypočı́tajte pomer objemov rotačného kužeľa a do neho vpı́sanej gule, ak je výška kužeľa dvakrát väčšia než priemer
gule.

Riešenie
Označme polomer gule 𝑟 a polomer podstavy kužeľa 𝑥.
Nech 𝑉 je vrchol kužeľa, 𝑂 stred jeho podstavy, a 𝑆 stred gule, Zo symetrie kužeľa vyplýva, že 𝑆 ležı́ na priamke 𝑂𝑉
a 𝑂 je dotykový bod gule a základne kužeľa. Podľa predpokladu |𝑂𝑉| = 2 ⋅ 2𝑟 = 4𝑟.
Nech 𝑃 je ľubovoľný bod hraničnej kružnice postavy kužeľa a 𝑅 je bod dotyku gule a priamky 𝐴𝑉.

𝑂𝑃

𝑅

𝑆

𝑉

Keďže trojuholnı́ky 𝑉𝑅𝑆 a 𝑉𝑂𝑃 sú pravouhlé, platı́

|𝑂𝑃|
|𝑃𝑉| = sin |∢𝑃𝑉𝑂| = sin |∢𝑆𝑉𝑅| =

|𝑆𝑅|
|𝑆𝑉| ,

takže
|𝑂𝑃| ⋅ |𝑆𝑉| = |𝑆𝑅| ⋅ |𝑃𝑉| ,

|𝑂𝑃| ⋅ (|𝑂𝑉| − |𝑆𝑂|) = |𝑆𝑅| ⋅ |𝑂𝑃|2 + |𝑂𝑉|2,

𝑥 ⋅ (4𝑟 − 𝑟) = 𝑟 𝑥2 + (4𝑟)2,

𝑥 ⋅ 3𝑟 = 𝑟 𝑥2 + 16𝑟2,

3𝑥 = 𝑥2 + 16𝑟2,
9𝑥2 = 𝑥2 + 16𝑟2,
8𝑥2 = 16𝑟2,
𝑥2 = 2𝑟2,
𝑥 = 𝑟√2.

Ak hľadaný pomer označı́me 𝑞, tak

𝑞 =
1
3 ⋅ π𝑥

2 ⋅ 4𝑟
4
3π𝑟

3
= 𝑥2
2𝑟2 = 2.


