33. roc¢nik MO, uloha Z-III-1

Dokazte, Ze sucet dizok uhlopriecok konvexného patuholnika je va¢si ako stcet dizok jeho stran.

Riesenie
Nech ABCDE je konvexny patuholnik. Nech F, G, H, I, ] st postupne priesecniky dvojic uhlopriecok EB a AC, AC
aBD,BD aCE,CE aDA,DAaEB.

A B

KedZe ABDE je konvexny, polpriamka BE leZi vnutri uhla ABD, a teda jej bod F leZi vnutri usecky BG.
Analogicky bod G lezi vnutri isecky BH, bod H vnutri dsecky CI, bod I vnutri tsecky DJ a bod J vnutri tisecky EF.
Z trojuholnikovych nerovnosti v trojuholnikoch AFB, BGC, CHD, DIE, EJA potom dostavame

|AC| + |BD| + [CE| + |DA| + |EB|
= (IAF|+|FGI+|GCD + (IBG| +|GH| + [HD|) + (ICH| + [HI| + [IE]) + (IDI| + [I]| + [JAD) + (IEJ| + [JF[ + |FB])
> (IAF| +1GCD) + (IBG| + |HD]) + (ICH| + |IE]) + (IDI| + [JA]) + (IE]| + |FBI)
= (IAF| +|FB]) + (IBG| + |GC) + (ICH| + |[HD]) + (IDI| + |IE|) + (IEJ| + |JAB)
> |AB| + |BC| + [CD| + |DE| + |EA].



34.roc¢nik MO, uloha B-I-4

N3ajdite vSetky kladné prirodzené cisla n také, Ze existuje postupnost (zy, ..., z,) Cisel —1 a 1 tak3, ze

zy- 1+ +2z,-n=0.

RieSenie
Nech takato postupnost’ existuje. Potom

0=z -1++z, n=(zn+D-1++(Z,+1D) - n)— A+ +n)

(7t Zn+1 nn+1)
—2( > 14+ > n) > ,

takze

nn+1 z;+1 z, +1
%:2(17.14_...4_ n 'Tl>.

Pre kazdé iz {1, ...,n} plati z; € {—1, 1}, takze Zl—;l € {0,1}. Cislo le—+1 14+ Z”Z—+1 - n je teda prirodzené, takZe

prava strana tejto rovnosti je parna. Jej lava strana je preto tieZ parna, takZe n(n + 1) je delitelné 4. KedZe prave
jedno z ¢isel n an + 1 je parne, je zaroven delitelné 4. To teda znameng, Ze n mod 4 € {0, 3}.

Rozoberme pripady:

¢ Nech existuje kladné prirodzené ¢islo k také, ze n = 4k.
Nech pre kazdé iz {1, .., k}platizy;_3 =1,24;_» = —1,24;_1 = —1, z4; = 1. Potom
zy-1+-+zy,n

k
= Z (Zgi-z - (40— 3) + Z45_ - (40 — 2) + 2451 - (40 — 1) + z4; - (40))

i=1

k
=Z(1-(4i—3)+(—1)-(4i—2)+(—1)-(4i—1)+1-(4i))
i=1

k K
:Z((4i—3)—(4i—2)—(4i—1)+(4i)):ZO:O.
i=1 i=1
¢ Nech existuje prirodzené Cislo k také, ze n = 4k + 3.
Nechz, =1,z, =1,z3 = —laprekazdéiz{l,.., k}platizy; =1, 2441 = —1, Z4i42 = —1, Z4;43 = 1. Potom

zy-1+-+2zy,n

k

= (Z]. * 1 + Z2 * 2 + Z3 * 3) +Z (Z4i * (41) +Z4i+1 ° ’(4’l + 1) + Z4i+2 * (4l + 2) + Z4i+3 * (4l + 3))
i=1

k
=(1-1+1~2+(—1)-3)+Z(1-(4i)+(—1)-(4i+1)+(—1)-(4i+2)+1-(4i+3))
i=1

k k
:(1+2—3)+Z((4i)—(4i+1)—(4i+2)+(4i+3)):O+ZO=O+O:O.

=1 i=1

Zhrnutim dostavame, Ze vyhovuju vsetky kladné ¢isla n také, ze nmod 4 € {0, 3}.



34.roc¢nik MO, iloha B-S-2

Nech n je prirodzené ¢islo také, Zze n > 1. Dokazte, Ze existuje postupnost (zy, ..., Z,,—1) Cisel —1 a 1 taka, Ze

Z1'1+22‘3+"'+22n_1‘(4n_1):0.

Riesenie
Rozoberme pripady:

e Nech existuje kladné prirodzené ¢islo k také, Ze n = 2k.

Nech prekazdéiz{1,..,k}platizy 3 =1,24; » = —1,24;_ 1 = —1, z4; = 1. Potom

Zl'1+Z2'3+"'+Z2n_1‘(4n_1)

k
=D (aics (Bi=7)+ 215+ -(Bi = 5) + 241 - (81— 3) + 241 - (81 = 1)
i=1
k
=Z(1-(8i—7)+(—1)-(8i—5)+(—1)-(8i—3)+1-(8i—1))
i=1

k k
:Z((Bi—7)—(8i—5)—(8i—3)+(8i—1)):ZO:O.
i=1 i=1

¢ Nech existuje kladné prirodzené Cislo k také, ze n = 2k + 1.

Nechz; =1,z = 1,23 =1,z4 = =1,z = 1,z = —laprekazdé iz {2, .., k} platiz,;_; = 1,24 = -1,
Zgiv1 = —1,Z4i4, = 1. Potom
Zl * 1+ZZ '3+“'+Zzn_1 '(41’1— 1)

:(21'1+Z2'3+Z3‘5+Z4'7+Z5'9+26'11)

k
£ (aia - 81— 1)+ 24+ (B + 1) + Zuis - (81 +3) + Zataz - (8L + 5))
i=2

=(1-141-341-54+(-1)-7+1-9+(-1)-11)

+

L

k
(1-@i—1D+(-1)--Bi+1)+(—=1)-Bi+3)+1-(8i+5))
=2
k
=(1+3+5—7+9—11)+Z((8i—1)—(8i+1)—(8i+3)+(8i+5))

=2



34.ro¢nik MO, uloha C-I-1

Dokazte, Ze pre kazdy rozklad mnoziny {1, 2, ..., 15} na dve disjunktné podmnoziny také, Ze aspon v jednej z nich

existuju tri navzajom rézne ¢isla x, y, z také, Ze x je najvacsi spolocny delitel ¢isel y a z.

Riesenie

Nech existuje rozklad na dve disjunktné podmnoZiny A a B také, Ze v Ziadnej z nich neleZia tri navzdjom rézne ¢isla
x, y, z také, Ze x je najvacsi spolocny delitel Cisel y a z. Bez ujmy na vSeobecnosti je ¢islo 1 v mnoZine A. KedZe 2
je najvacsi spolocny delitel’ 4 a 14, tieto tri ¢isla nie st spolu v mnozine B, Podobne kedZe 3 je najvacsi spolo¢ny
delitel’ 9 a 15, ani tieto tri ¢isla nie st spolu v mnoZine B. To znamen4, Ze aspoii jedno z ¢isel 2, 4, 14 ¢&ize 2,22,2-7
je vmnoZine A a aspoii jedno z ¢isel 3,9, 15 ¢iZe 3, 32, 3 - 5 je v mnoZine A. Tieto dve ¢&isla st vak nesudelitelné a st
spolu s 1 v mnozine 4, ¢o je spor.

Poznamka
Rozklad mnoziny {1, 2, ..., 14} na dve disjunktné podmnoziny také, Ze v Ziadnej z nich neexistuju tri navzajom roézne

Vv s ) Ms

C¢isla x, y, z také, Ze x je najvacsi spolocny delitel ¢isel y a z, existuje, a to

{{1,6,8,10,12,14},{2,3,4,5,7,9,11,13}.



34.roc¢nik MO, iloha A-III-2

Nech A4, A,, A3 su neprazdne mnoZziny celych Cisel take, ze ak {i, j,k} = {1,2,3}ax € A;ay € Aj, takx +y € Ay
ax—yE€ A.

a) Dokazte, Ze aspon dve z mnozin A;, A,, A3 sa rovnaju.

b) Mo6zu byt niektoré z tychto mnoZzin disjunktné?

RieSenie
a) Rozoberme pripady:

¢ Nech niektord z mnozin A4, A, A3 obsahuje 0.
Bez ujmy na vSeobecnosti 0 € A4;.
Ukazeme, Ze potom A, = A;. Vzhladom na symetriu staci ukazat, ze A, € As:
Ak x € A,,takx = 0 + x € A3.
¢ Nech ziadna z mnozin A;, A,, A3z neobsahuje 0.
Ukazeme, Ze mnoziny A4, A,, A3 su disjunktné:
Nech bez ujmy na vSeobecnosti 4; N A, = @. Existuje teda x také, Ze x € A, a x € Az. Potom vsak
0 =x —x € A3, Coje spor.
Ukazeme, Ze aki € {1,2,3}ax € 4;, tak —x € 4;:
Nech bez ujmy na vSeobecnosti i = 1. KedZe A, je neprazdna, existuje y také, Ze y € A,. Potom
x+y€A;takze—x=y—(x+y) € A;.
Nech pre kazdé i z {1, 2,3} plati m; = min{x : x € A; A x > 0}. KedZe A4, A,, A3 st disjunktné, ¢isla
m,, m,, mz su rézne. Bez ujmy na vSeobecnosti nech m;y > m, > mj. Potom vSak m, — m3 € A;
am; >m, >m, —my > 0, Co je spor s definiciou m;.
Tento pripad teda nenastava.

b) Nech A; je mnoZina vSetkych parnych celych ¢isel a A, a A; mnozina vSetkych neparnych celych ¢isel. Overime,
zZe vSetky podmienky su splnené:
e Ak x patri do A; ay do A,, resp. do Az, t. . x je parne a y je neparne, tak x + y a x — y st neparne, t. j.
patria do 43, resp. 4,.
e Ak x patri do A,, resp. do A3 ay do 44, t. j. x je neparne a y je parne, tak x + y a x — y su neparne, t. j.
patria do A;, resp. 4,.
e Ak x patrido A,, resp. do Az ay do A3, resp. do 4,, t.j. obe x a y st neparne, tak x + y a x — y st parne,
t.j. patria do A;.



34.roc¢nik MO, uloha C-S-3a

Vypocitajte pomer objemov rotacného kuzela a do neho vpisanej gule, ak je vyska kuzela dvakrat vac¢Sia nez priemer
gule.

Riesenie
Oznac¢me polomer gule r a polomer podstavy kuzela x.

Nech V je vrchol kuzela, O stred jeho podstavy, a S stred gule, Zo symetrie kuzela vyplyva, Ze S lezi na priamke OV
a 0 je dotykovy bod gule a zakladne kuZela. Podla predpokladu |0V | = 2 - 2r = 4r.

Nech P je lubovolny bod hrani¢nej kruznice postavy kuZela a R je bod dotyku gule a priamky AV.

%4

P

KedZe trojuholniky VRS a VOP st pravouhlé, plati

0P _ in |2PVO| = sin |<SVR| = 0!
lpy] = o0 - sm = Isvr

takze
|OP|-|SV| = |SR| - |PV],

loP| - (JoV| —|SO[) = ISR| ~./|0P|2 +lov|?,

x-(4r —r) =ryx% + (47)3,
x-3r =rvx2+ 1612,
3x =/x2% + 1612,

9x2 = x2% + 167172,

8x2 = 1612,
x2 = 2r?,
x = rV2.

Ak hladany pomer oznacime g, tak



