31.roc¢nik MO, iloha A-I-6

Nech ABCD je Stvorsten. Dokazte, Ze objem Stvorstena, ktorého vrcholy su taziska stvorstenov KBCD, AKCD,ABKD,
ABCK, kde K je l'ubovolny bod vnutri ABCD, nezavis{ od polohy bodu K.

RieSenie 1

Nech Syy; znamena tazisko trojuholnika XYZ a Tyy,y taZisko Stvorstena XYZW.

Tazisko $tvorstena deli jeho taznicu v pomere 1 : 3, pri¢om dlhsia ¢ast je pri vrchole.

Preto plati |KTkgcpl = ?—L |KSgcpl, takZe bod Txpcp je obrazom bodu Sg.p v rovnolahlosti so stredom K a koefi-
cientom %.

Analogicky st body Tukcp, Tapxp, Tapck V tejto rovnolahlosti obrazmi bodov S,cp, Sagp, Sapc, takZe Stvorsten

TxscpTakco Tapkp Tagck je V tejto rovnolahlosti obrazom Stvorstena SgcpSacpSaspSapc- Preto

. 3
objemTypcpTaxcoTasxpTapck _ (3) 27

objem(SgcpSacpSaspSasc) 64

4
pricom Stvorsten SgcpSacpSagpSapc, @ teda ani jeho objem, nezavisi od polohy bodu K. To znamen3, Ze od nej
nezavisi ani objem $tvorstena TxgcpTakcp Tagkp Tagck:

Poznamka

Rovnakud myslienku mézeme aplikovat' aj na Stvorsten SgcpSacpSappSapc, @ urcit tak pomer objemov stvorstenov
TxpcpTakcpTapkpTapck @ ABCD:

Nech R je taZisko $tvorstena ABCD. Preto plati |RSgcp| = % |RA|, takze bod Sg¢p je obrazom bodu A v rovnolahlosti

so stredom R a koeficientom —=. Analogicky si body Sscp, Sagp, Sagc V tejto rovnolahlosti obrazmi bodov B, C, D,
takze Stvorsten SgcpSacpSappSapc je V tejto rovnolahlosti obrazom Stvorstena ABCD. Preto

. 3
objemSgcpSacpSappSasc _ 1 _ 1
objem(ABCD)

z ¢oho

objemTxpcpTakcpTapkpTapck _ ObjemTxpepTakcpTakpTapck  Objem(SpepSacpSaspSapc) 27 1 1

objem(ABCD) objem(SpcpSacnSasnSasc) objem(ABCD) T 64 27 64

RieSenie 2
Nech Sy, znamena tazisko trojuholnika XYZ a Tyyy, tazisko Stvorstena XYZW. Potom plati

— K+B+C+D A+K+C+D B-A 1
TakepTkeep = Tkpep — Takcp = 2 - 4 = 7 =ZAB'

a analogicky

TkpcpTapkp = 7AC,

TkpkpTapck = ZAD;

TakcpTapkp = ZBC:

TakcpTapck = ZBD:

TapkpTapck = ZCD-

Vsetky hrany Stvorstena Ty gep Takcp Tagkp Tapck SU teda rovnobezné s prislusnymi stenami Stvorstena ABCD a su
4-krat kratSie.
Pre vSetky polohy bodu K st teda uvaZované Stvorsteny zhodné, majua teda aj rovnaké objemy.

Poznamka
I . " . \ . - 1,
KedZe stvorsten TxpepTakcp Tagkp Tagck j€ obrazom stvorstena ABCD v istej rovnolahlosti s koeficientom > jeho

3
objem je G) cize i objemu ABCD.



31.roc¢nik MO, iloha A-II-3a

Dokate, Ze pre kazdy rovnobeznik existuje obdlznik v ilom obsiahnuty, ktorého obsah je aspoii polovica jeho ob-
sahu.

Riesenie
Nech ABCD je rovnobeznik, pricom bez ujmy na vSeobecnosti |AB| = |BC| a |[¥*DAB| < 90°. Nech E a F st stredy
stran AD, resp. BC a k je kruznica nad priemerom EF so stredom S. Pritom

1 1 1 1
EF,AB| = - |AB,CD| < = |BC| < - |AB| = = |EF
|EF,AB| = 5 |AB,CD| < 5 |BC| < 5 |4B| = 3 |EF|,
¢oje polomer k, takZe ma s priamkou AB aspoti jeden spolo¢ny bod. KedZe |*DAB| < 90°, vSetky takéto priese¢niky

leZia na polpriamke AB. Ozna¢me P ten, ktory je najblizsie k A. Potom |&<FSQ| = 90°, takZe |FP| > |FB]|, takZe P
leZi na dsecke AB. Nech @ je bod simerny s P podla stredu S.

Potom EPFQ je tetivovy a simerny podla S, takze je to obdiznik, a potom plati

1
obsah(EPFQ) = obsah(EFP) + obsah(FEQ) = 2 - obsah(EFP) =2 - (E -|AB]| - |P, EFI)

1 1 1 1
=5 |AB|- (2 |P,EF|) = 5 - |AB| - (2 |AB,EF|) = 5 - |AB| - |AB,CD| = 5 - obsah(ABCD).



31.roc¢nik MO, iloha B-I-1

Na priamke leZia rozne body 44, A,, A3, A4 a na inej priamke s iou rovnobeznej rozne body B4, B,, B3, By, Bs. Kazda
usecku 4; B, ofarbite bud’ Cervenou, alebo modrou farbou tak, aby nevznikla Ziadna jednofarebnd uzavreta lomena
Ciara zloZena zo 4 Useciek.

Riesenie
Vyhovuje napriklad takéto farbenie:

Poznamka

Kazdému ofarbeniu mozeme priradit tabul’ku, ktorej riadky zodpoquajﬁ bodom A4;, kde i € {1,2,3,4}, a stipce
bodom B;, kde j € {1,2,3,4,5}. Hodnota v policku v i. riadku a j. stlpci zodpoveda farbe tsecky A;B;, pricom M
znamenda modr farbu a C ¢erven.

Napriklad tabul'’ka zodpovedajica rieSeniu vyzera takto:

| 1[Bi | By | B3 | By | Bs |
Al cl]clCI MM
A, Cc[m|m|C|C
Az M| C | M|CI|M
Ay mm]C|[m]|C

Podmienka o lomenej ¢iare znamend, Ze v tabulke nesmu byt v rohovych poliach obdiznika rovnaké pismena.
DokéaZeme, Ze potom v Ziadnom stipci nesmu byt’ tri rovnaké pismena:

Nech bez ujmy na vSeobecnosti su v prvych troch poli¢kach prvého stipca tri pismena C. Potom sa v prvych troch
polickach zvyS$nych Styroch stipcov nesmu vyskytnut dve pismena C, lebo by spolu s niektorymi dvoma € z prvého
stipca boli v rohovych poliach obd{#nika. To teda znamena, %e v prvych troch poli¢kach zvy$nych Styroch stipcov
su asporni dve pismena M, Aspon v dvoch z nich su tieto dvojice v rovnakych dvoch riadkoch, takze policka s tymito
Styrmi pismenami M su v rohovych poliach obdlznika. To je vsak spor.

V kazdom stipci tabul’ky kazdého rie$enia su teda dve pismena C a dve pismena M, a to vZdy inak, aby nevznikli
rovnaké pismena v rohovych poliach obdlznika. Takych rozmiestneni pismen je 6:

4l aliali=

NN =

M=M=

N Z|=Z| N4

E4dialicdN el

4l alkal

KaZdé rie$enie teda dostaneme vyberom 5 z tychto 6 stipcov, vietkych rieSeni je teda 6 - 5 - 4 - 3 - 2 &ize 720.



