10. ro¢nik MO, uiloha C-I-5

Vnutri daného ostrého uhla lezi bod C. Vnutri oboch jeho ramien najdite body 4, resp. B tak, aby trojuholnik ABC
mal ¢o najmensi obvod.

RieSenie
Nech A a B su vyhovujuce body.
Vrchol uvazovaného uhla ozna¢me V. Nech D a E st obrazy bodu C podla priamok VA a VB. Potom

obvod(ABC) = |CA| + |AB| + |BC| = |DA| + |AB| + |BE| = |DE|,

pricom rovnost sa dosahuje prave vtedy, ked' A a B lezia na tsecke DE.

KedZe uhol AV B je ostry, plati
|[*DVE| = |«CVD| + |XCVE| = 2|«CVA| + 2 |«CVB| = 2(|«CVA| + |«CVB]|) = 2 |«AVB| < 2 - 90° = 180°,

t.j. uhol DVE je konvexny, takZe body A a B naozaj leZia na ramenach daného uhla.

Uloha ma teda prave jedno rieSenie.



12. ro¢nik MO, uloha B-1-4

St dané tri kruznice s polomermi diZok 1, 2, 3, pri¢om kazdé dve z nich majt vonkajsi dotyk. Uréte, kolko kruznic
sa zaroven zvonka dotyka vSetkych troch tychto kruznic, a vypocitajte ich polomery.

RieSenie

Stredy tychto troch kruznic ozna¢me postupne Sy, S,, S3. KedZe sa vSetky navzajom dotykaju, plati
[S:S,l=1+4+2=3,
|S,S3] =243 =5,
[S3S1l=3+1=4.

Trojuholnik S; 5,53 je teda pravouhly s pravym uhlom S,S; Ss.
Zavedme teda pravouhlu suradnicovu sustavu, ktorej pociatok je S; a kladné polosi su polpriamky S; S, a S;S3. Plati
teda S; =(0,0), S, = (4,0), S5 = (0,3). Nech S je stred hladanej kruznice a r jej polomer anech S = (x, y).

KedZe sa hladana kruznica dotyka vsetkych troch zadanych kruznic, plati
r+1=155| =+x%+y2

r+2=[55]1=V@B—-x)2+y?
r+3=|8S]=yx2+ (4 —y)2

Z toho
r24+2r+1=0+1%=x%+y?
r2+a4r+4=r+2?2=0CB-x)?+y?2=09-6x+x)+y?=x2+y?—6x+9,
r2+6r+9=00+32=x2+@-y)2=x2+(16 -8y +y?) =x%+y? -8y + 16,
ateda

x2—y2—r2=2r+1,
x2—y? —r?2=4r+6x -5,
x2—y?—r2=6r+8y—7,

Z druhého a prvého vztahu
dr+6x—5=2r+1,



6x =6 —2r,
=1-—,
* 3
a z tretieho a prvého
6r+8y—-7=2r+1=,

8y =8—4r,
y= 5

Po dosadeni do vztahu 2 + 2r + 1 = x? + y? dostdvame

2
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1 11 2+2+2+1 +(1-1-1=0
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36 -4-9 ) 6+2+3
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. {—132 — /1322 =423 (—36) —132+ /1322 —4-23 - (—36)
r , .

r—1=0,

2-23 2-23

KedZe prvy napisany prvok tejto mnoziny je zrejme zaporny,
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takze kruznica so stredom S a polomerom r ma naozaj vonkajsi dotyk s troma zadanymi kruznicami.
21 20

6
, > a polomer —.
237 23 23

Existuje teda len jedna vyhovujtica kruznica, jej stred je <

Poznamka
Ulohu mozno upravit’ takto:

e St dané tri kruZnice s polomermi diZok 1, 2, 3, pri¢om kaZdé dve z nich maju vonkajsi dotyk. Urcte, kol’ko
kruznic sa zaroven zvnutra dotyka vSetkych troch tychto kruznic, a vypocitajte ich polomery.

e Stredy tychto troch kruznic ozna¢me postupne S, S, S3. KedZe sa vsetky navzajom dotykaju, plati
|15, =1+2=3,
[S,S5] =2+3 =5,
|S3S1l=3+1=4.

Trojuholnik S; S, S5 je teda pravouhly s pravym uhlom S, S; S3.

Zaved'me teda pravouhlu stiradnicovu sustavu, ktorej pociatok je S; a kladné polosi su polpriamky S, S,
a 5;S;. Platiteda §; = (0,0), S, = (4,0), S3 = (0, 3). Nech S je stred hladanej kruZnice a r jej polomer
anech S = (x,y).

<7\
N

KedZe sa hladana kruznica dotyka vSetkych troch zadanych kruznic, plati
r—1=|85]| =/x% +y?

r—=2=|85]=Vy@B-x)%+y?
r—3=1SS3] =/x2+ (4 —y)>

Z toho
r2=2r+1=(r-1>2=x?+y?
rP—4r+4=(r-2)2=0CB-x)2+y =09 —-6x+x)+y?=x2+y?—6x+9,
r2—6r+9=(r—-32=x2+{@-y)>=x*+(16 -8y +y?) =x2+y? —8y + 16,
ateda

x2—y?—rt=-2r+1,
x2—y?—r?2=—4r+6x -5,
x?—y?—r?=—6r+8y—7,

Z druhého a prvého vztahu
—4r+6x—5=-2r+1,

6x =6+ 2r,

_1+r
x = 3



a z tretieho a prvého
—6r+8y—7=-2r+1=,

8y =8+ 4r,
_1+r
y= >

Po dosadeni do vztahu 72 — 2r + 1 = x2 + y? dostavame
2 _ 7 +1—(1+TY+(1+TY—-1+2r+r24—1+ o
A S 2) = 39 )

1 1 2
(1————>ﬂ—<2+—+1)ﬁ{1—1—n=0,
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23r2—-132-r-36 =0,

—(~132) — /(—132)2 — 4 23 - (—=36) —(~132) +/(—132)2 — 423 - (=36)
re 223 ‘ 223 ‘

c 132 —V/1322 +4-23-36 132++1322+4-23-36
r 46 ’ 46 '

KedZe prvy napisany prvok tejto mnoziny je zrejme zaporny,

_ 132 +V1322+4-23-36 _ 132++v17424+3312  132+4++20736 132+ 144 276

r 46 46 46 26 a6 o
Potom 6
x=1+-=14+2=3,
3
6
y=1+§=1+3=4,

plati teda § = (3, 4). Vtedy
1SS, =/x2+y2=+/32+42=V9+16=V25=5=6-1=r—1,
15,1 =JB -2 +y2 =332 +42 =102 +42 =0+ 16="V16=4=6-2=7-2,
15831 = VX2 + (4—)? =37+ (4— 4?7 =32+ 02 =V9+0=V9=3=6-3=7-3,

takze kruznica so stredom S a polomerom r ma nazoaj vnutrony dotyk s troma zadanymi kruznicami.
Existuje teda len jedna vyhovujtica kruZnica, jej stred je (3, 4) a polomer 6.

Ako vidiet, stredy tejto kruznice a troch zadanych kruznic st vrcholmi obdiZnika.



12. ro¢nik MO, tiloha C-1-4

N3jdite vSetky trojice prirodzenych ¢isel, ktorych stucet sa rovna ich sucinu.

Riesenie
Nech (x, y, z) je vyhovujuca trojica, priCom bez ujmy na vSeobecnosti x < y < z. Plati teda

xyz=x+y+z<3z

0<3z—xyz=((3—xy)z

Rozoberme pripady:

e Nechz = 0.
Potom podla predpokladux <y < 0,takzex =y =z =0.

V takom pripade
x+y+z=04+0+0=0=0-0-0=xyz

takZe trojica (0, 0, 0) vyhovuje.

e Nechz > 0.
Potom
0<3—uxy,
xy <3,
xy < 2.
Potom
x? <xy <2,
takze
x <1
Rozoberme pripady:
e Nechx = 0.

Potom vsak
0=0yz=xyz=x+y+z=2z>0,
o je spor.
Tento pripad teda nevyhovuje.
e Nechx = 1.

Potom
1<y=1ly=xy < 2.

Rozoberme pripady:

e Nechy =1.
Potom vsak
z=1-1-z=xyz=x+y+z=1+1+z=2+2,

o je spor.
Tento pripad teda nevyhovuje.
e Nechy = 2.
Potom
1424+z=1-2-2
3+2z=2z
3=z
V takom pripade

x+y+z=1424+3=6=1-2-3=uxyz
takze trojica (1, 2, 3) vyhovuje.

Zhrnutim dostavame, Ze vyhovujuce trojice su (0, 0,0) a (1, 2, 3) so vSetkymi permutaciami.



12. ro¢nik MO, uloha C-1I-3

Ziak mal vypoditat’ aritmeticky priemer danych ¢isel a, b, ¢, d. Pocital ho takto: Najprv nasel aritmeticky priemer p
Cisel a, b, potom aritmeticky priemer q cisel p, ¢ a nakoniec aritmeticky priemer cisel g, d.

a) Ukazte, Ze tento postup nie je spravny.

b) N4ajdite vSetky Stvorice (a, b, ¢, d) také, Ze Ziak napriek tomuto chybnému postupu dostane spravny vysledok.

RieSenie
Oznac¢me Ziakov vysledok r a spravny vysledok s.

a) Necha=b=c=0ad = 4. Potom

_a+b_0+0_0_0
Pe T2 T2
z toho
_p+c_0+0_0_0
1= T2 T277
takze
_q+d 0+4 _y
Tt T2 T2~
avsak
_a+b+C+d_0+0+0+4—_4—_1
$= 4 = 4 3T
b) Plati
p+c aT+b+C % a+b+2c a+b+2c+4d
_gqtd _ T4 3 +d_ 2 +d_ 4 +d_ 2 _a+b+2c+4d
o2 2 2 B 2 B 2 B 2 B 8 '
Podla predpokladu teda
r=s,

t.j. ekvivalentne
a+b+2c+4d a+b+c+d

8 B 4 ’
a+b+2c+4d =2(a+b+c+d),

a+b+2c+4d =2a+2b+ 2c + 2d,

2d =a+b.
d_a+b
=—

) - . , . a+b T "z . v
Hladané stvorice st teda prave (a, b,c, T)’ kde a, b, ¢ st lubovolné realne ¢isla.



12. ro¢nik MO, tiloha D-1-2

Urcte trojciferné cislo také, ze ak pred neho napiSeme rovnakau cifru, akii ma na mieste jednotiek, dostaneme cislo,
ktoré je o 18 mensi nez jeho 7-nasobok.

RieSenie
Nech je hladané ¢islo xyz, kde 0 < x < 9,0 <y < 9a0 < z < 9. Potom plati
zxyz =7 xyz — 18,
t.j.
1000z + 100x + 10y + z = 7(100x + 10y + z) — 18,
1000z + 100x + 10y + z = (700x + 70y + 7z) — 18,
18 + 994z = 600x + 60y,
9 + 497z = 300x + 30y,
9 — 3z = 300x + 30y — 500z,
3(3—-2)=10(30x + 3y — 50z).

Z toho mame
10133 —2),

10|13 —z,

ateda
z = 3.

Z toho mame
94497 -3 = 300x + 30y,

34497 = 100x + 10y,
500 = 100x + 10y,

50 =10x +y.
50 = Xxy,
ateda
XyZ = 503.

A naozaj, plati
7-503 — 18 = 3521 — 18 = 3503.



