
10. ročník MO, úloha C‑I‑5

Vnútri daného ostrého uhla ležı́ bod 𝐶. Vnútri oboch jeho ramien nájdite body 𝐴, resp. 𝐵 tak, aby trojuholnı́k 𝐴𝐵𝐶
mal čo najmenšı́ obvod.

Riešenie
Nech 𝐴 a 𝐵 sú vyhovujúce body.
Vrchol uvažovaného uhla označme 𝑉. Nech 𝐷 a 𝐸 sú obrazy bodu 𝐶 podľa priamok 𝑉𝐴 a 𝑉𝐵. Potom

obvod(𝐴𝐵𝐶) = |𝐶𝐴| + |𝐴𝐵| + |𝐵𝐶| = |𝐷𝐴| + |𝐴𝐵| + |𝐵𝐸| ≥ |𝐷𝐸| ,

pričom rovnosť sa dosahuje práve vtedy, keď 𝐴 a 𝐵 ležia na úsečke 𝐷𝐸.

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝐸

𝑉

Keďže uhol 𝐴𝑉𝐵 je ostrý, platı́

|∢𝐷𝑉𝐸| = |∢𝐶𝑉𝐷| + |∢𝐶𝑉𝐸| = 2 |∢𝐶𝑉𝐴| + 2 |∢𝐶𝑉𝐵| = 2(|∢𝐶𝑉𝐴| + |∢𝐶𝑉𝐵|) = 2 |∢𝐴𝑉𝐵| < 2 ⋅ 90∘ = 180∘,

t. j. uhol 𝐷𝑉𝐸 je konvexný, takže body 𝐴 a 𝐵 naozaj ležia na ramenách daného uhla.
UƵ loha má teda práve jedno riešenie.



12. ročník MO, úloha B‑I‑4

Sú dané tri kružnice s polomermi dlƵžok 1, 2, 3, pričom každé dve z nich majú vonkajšı́ dotyk. Určte, koľko kružnı́c
sa zároveň zvonka dotýka všetkých troch týchto kružnı́c, a vypočı́tajte ich polomery.

Riešenie
Stredy týchto troch kružnı́c označme postupne 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3. Keďže sa všetky navzájom dotýkajú, platı́

|𝑆1𝑆2| = 1 + 2 = 3,

|𝑆2𝑆3| = 2 + 3 = 5,
|𝑆3𝑆1| = 3 + 1 = 4.

Trojuholnı́k 𝑆1𝑆2𝑆3 je teda pravouhlý s pravým uhlom 𝑆2𝑆1𝑆3.
Zaveďme teda pravouhlú súradnicovú sústavu, ktorej počiatok je 𝑆1 a kladné polosi sú polpriamky 𝑆1𝑆2 a 𝑆1𝑆3. Platı́
teda 𝑆1 = ⟨0, 0⟩, 𝑆2 = ⟨4, 0⟩, 𝑆3 = ⟨0, 3⟩. Nech 𝑆 je stred hľadanej kružnice a 𝑟 jej polomer a nech 𝑆 = ⟨𝑥, 𝑦⟩.

𝑆1 𝑆2

𝑆3

𝑆

Keďže sa hľadaná kružnica dotýka všetkých troch zadaných kružnı́c, platı́

𝑟 + 1 = |𝑆𝑆1| = ඥ𝑥2 + 𝑦2,

𝑟 + 2 = |𝑆𝑆2| = ඥ(3 − 𝑥)2 + 𝑦2,

𝑟 + 3 = |𝑆𝑆3| = ඥ𝑥2 + (4 − 𝑦)2.
Z toho

𝑟2 + 2𝑟 + 1 = (𝑟 + 1)2 = 𝑥2 + 𝑦2,
𝑟2 + 4𝑟 + 4 = (𝑟 + 2)2 = (3 − 𝑥)2 + 𝑦2 = (9 − 6𝑥 + 𝑥2) + 𝑦2 = 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 9,

𝑟2 + 6𝑟 + 9 = (𝑟 + 3)2 = 𝑥2 + (4 − 𝑦)2 = 𝑥2 + (16 − 8𝑦 + 𝑦2) = 𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑦 + 16,
a teda

𝑥2 − 𝑦2 − 𝑟2 = 2𝑟 + 1,
𝑥2 − 𝑦2 − 𝑟2 = 4𝑟 + 6𝑥 − 5,
𝑥2 − 𝑦2 − 𝑟2 = 6𝑟 + 8𝑦 − 7,

Z druhého a prvého vzťahu
4𝑟 + 6𝑥 − 5 = 2𝑟 + 1,



6𝑥 = 6 − 2𝑟,

𝑥 = 1 − 𝑟
3 ,

a z tretieho a prvého
6𝑟 + 8𝑦 − 7 = 2𝑟 + 1 = ,

8𝑦 = 8 − 4𝑟,

𝑦 = 1 − 𝑟
2 .

Po dosadenı́ do vzťahu 𝑟2 + 2𝑟 + 1 = 𝑥2 + 𝑦2 dostávame

𝑟2 + 2𝑟 + 1 = ൬1 − 𝑟
3൰

2
+ ൬1 − 𝑟

2൰
2
= ቆ1 − 2𝑟

3 + 𝑟2
9 ቇ + ቆ1 − 𝑟 + 𝑟2

4 ቇ ,

ቆ1 − 1
9 − 1

4ቇ 𝑟
2 + ቆ2 + 2

3 + 1ቇ 𝑟 + (1 − 1 − 1) = 0,

36 − 4 − 9
36 ⋅ 𝑟2 + 6 + 2 + 3

3 ⋅ 𝑟 − 1 = 0,

23
36 ⋅ 𝑟2 + 11

3 ⋅ 𝑟 − 1 = 0,

23𝑟2 + 132 ⋅ 𝑟 − 36 = 0,

𝑟 ∈ ൝−132 − ඥ1322 − 4 ⋅ 23 ⋅ (−36)
2 ⋅ 23 , −132 + ඥ1322 − 4 ⋅ 23 ⋅ (−36)

2 ⋅ 23 ൡ .

Keďže prvý napı́saný prvok tejto množiny je zrejme záporný,

𝑟 = −132 + ඥ1322 − 4 ⋅ 23 ⋅ (−36)
2 ⋅ 23 = −132 + √17424 + 3312

46

= −132 + √20736
46 = −132 + 144

46 = 12
46 = 6

23 .

Potom

𝑥 = 1 −
6
23
3 = 1 − 2

23 = 23 − 2
23 = 21

23 ,

𝑦 = 1 −
6
23
2 = 1 − 3

23 = 23 − 3
23 = 20

23 ,

platı́ teda 𝑆 = ർ2023 ,
21
23 ඀. Vtedy

|𝑆𝑆1| = ඨቆ2123ቇ
2
+ ቆ2023ቇ

2
= ඨ212

232 + 202
232 = ඨ212 + 202

232

= √441 + 400
23 = √841 + 400

23 = 29
23 = 6 + 23

23 = 6
23 + 1 = 𝑟 + 1,

|𝑆𝑆2| = ඥ(3 − 𝑥)2 + 𝑦2 = ඨቆ3 − 21
23ቇ

2
+ ቆ2023ቇ

2
= ඨቆ69 − 21

23 ቇ
2
+ ቆ2023ቇ

2
= ඨ482

232 + 202
232

= ඨ482 + 202
232 = ඨ2304 + 400

232 = √2704
23 = √841 + 400

23 = 52
23 = 6 + 46

23 = 6
23 + 2 = 𝑟 + 2,

|𝑆𝑆3| = ඥ𝑥2 + (4 − 𝑦)2 = ඨቆ2123ቇ
2
+ ቆ4 − 20

23ቇ
2
= ඨቆ2123ቇ

2
+ ቆ92 − 20

23 ቇ
2

= ඨ212
232 + 722

232 = ඨ212 + 722
232 = √441 + 5184

23 = √5625
23 = 75

23 = 6 + 69
23 = 6

23 + 3 = 𝑟 + 3,



takže kružnica so stredom 𝑆 a polomerom 𝑟má naozaj vonkajšı́ dotyk s troma zadanými kružnicami.
Existuje teda len jedna vyhovujúca kružnica, jej stred je ർ2123 ,

20
23 ඀ a polomer 6

23 .

Poznámka
UƵ lohu možno upraviť takto:

• Sú dané tri kružnice s polomermi dlƵžok 1, 2, 3, pričom každé dve z nich majú vonkajšı́ dotyk. Určte, koľko
kružnı́c sa zároveň zvnútra dotýka všetkých troch týchto kružnı́c, a vypočı́tajte ich polomery.

• Stredy týchto troch kružnı́c označme postupne 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3. Keďže sa všetky navzájom dotýkajú, platı́

|𝑆1𝑆2| = 1 + 2 = 3,

|𝑆2𝑆3| = 2 + 3 = 5,
|𝑆3𝑆1| = 3 + 1 = 4.

Trojuholnı́k 𝑆1𝑆2𝑆3 je teda pravouhlý s pravým uhlom 𝑆2𝑆1𝑆3.
Zaveďme teda pravouhlú súradnicovú sústavu, ktorej počiatok je 𝑆1 a kladné polosi sú polpriamky 𝑆1𝑆2
a 𝑆1𝑆3. Platı́ teda 𝑆1 = ⟨0, 0⟩, 𝑆2 = ⟨4, 0⟩, 𝑆3 = ⟨0, 3⟩. Nech 𝑆 je stred hľadanej kružnice a 𝑟 jej polomer
a nech 𝑆 = ⟨𝑥, 𝑦⟩.

𝑆1 𝑆2

𝑆3 𝑆

Keďže sa hľadaná kružnica dotýka všetkých troch zadaných kružnı́c, platı́

𝑟 − 1 = |𝑆𝑆1| = ඥ𝑥2 + 𝑦2,

𝑟 − 2 = |𝑆𝑆2| = ඥ(3 − 𝑥)2 + 𝑦2,

𝑟 − 3 = |𝑆𝑆3| = ඥ𝑥2 + (4 − 𝑦)2.
Z toho

𝑟2 − 2𝑟 + 1 = (𝑟 − 1)2 = 𝑥2 + 𝑦2,
𝑟2 − 4𝑟 + 4 = (𝑟 − 2)2 = (3 − 𝑥)2 + 𝑦2 = (9 − 6𝑥 + 𝑥2) + 𝑦2 = 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 + 9,

𝑟2 − 6𝑟 + 9 = (𝑟 − 3)2 = 𝑥2 + (4 − 𝑦)2 = 𝑥2 + (16 − 8𝑦 + 𝑦2) = 𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑦 + 16,
a teda

𝑥2 − 𝑦2 − 𝑟2 = −2𝑟 + 1,
𝑥2 − 𝑦2 − 𝑟2 = −4𝑟 + 6𝑥 − 5,
𝑥2 − 𝑦2 − 𝑟2 = −6𝑟 + 8𝑦 − 7,

Z druhého a prvého vzťahu
−4𝑟 + 6𝑥 − 5 = −2𝑟 + 1,

6𝑥 = 6 + 2𝑟,

𝑥 = 1 + 𝑟
3 ,



a z tretieho a prvého
−6𝑟 + 8𝑦 − 7 = −2𝑟 + 1 = ,

8𝑦 = 8 + 4𝑟,

𝑦 = 1 + 𝑟
2 .

Po dosadenı́ do vzťahu 𝑟2 − 2𝑟 + 1 = 𝑥2 + 𝑦2 dostávame

𝑟2 − 2𝑟 + 1 = ൬1 + 𝑟
3൰

2
+ ൬1 + 𝑟

2൰
2
= ቆ1 + 2𝑟

3 + 𝑟2
9 ቇ + ቆ1 + 𝑟 + 𝑟2

4 ቇ ,

ቆ1 − 1
9 − 1

4ቇ 𝑟
2 − ቆ2 + 2

3 + 1ቇ 𝑟 + (1 − 1 − 1) = 0,

36 − 4 − 9
36 ⋅ 𝑟2 − 6 + 2 + 3

3 ⋅ 𝑟 − 1 = 0,

23
36 ⋅ 𝑟2 − 11

3 ⋅ 𝑟 − 1 = 0,

23𝑟2 − 132 ⋅ 𝑟 − 36 = 0,

𝑟 ∈ ൝−(−132) − ඥ(−132)2 − 4 ⋅ 23 ⋅ (−36)
2 ⋅ 23 , −(−132) + ඥ(−132)2 − 4 ⋅ 23 ⋅ (−36)

2 ⋅ 23 ൡ ,

𝑟 ∈ ൝132 − √1322 + 4 ⋅ 23 ⋅ 36
46 , 132 + √1322 + 4 ⋅ 23 ⋅ 36

46 ൡ .

Keďže prvý napı́saný prvok tejto množiny je zrejme záporný,

𝑟 = 132 + √1322 + 4 ⋅ 23 ⋅ 36
46 = 132 + √17424 + 3312

46 = 132 + √20736
46 = 132 + 144

46 = 276
46 = 6.

Potom
𝑥 = 1 + 6

3 = 1 + 2 = 3,

𝑦 = 1 + 6
2 = 1 + 3 = 4,

platı́ teda 𝑆 = ⟨3, 4⟩. Vtedy

|𝑆𝑆1| = ඥ𝑥2 + 𝑦2 = ඥ32 + 42 = √9 + 16 = √25 = 5 = 6 − 1 = 𝑟 − 1,

|𝑆𝑆2| = ඥ(3 − 𝑥)2 + 𝑦2 = ඥ(3 − 3)2 + 42 = ඥ02 + 42 = √0 + 16 = √16 = 4 = 6 − 2 = 𝑟 − 2,

|𝑆𝑆3| = ඥ𝑥2 + (4 − 𝑦)2 = ඥ32 + (4 − 4)2 = ඥ32 + 02 = √9 + 0 = √9 = 3 = 6 − 3 = 𝑟 − 3,
takže kružnica so stredom 𝑆 a polomerom 𝑟má nazoaj vnútroný dotyk s troma zadanými kružnicami.
Existuje teda len jedna vyhovujúca kružnica, jej stred je ⟨3, 4⟩ a polomer 6.

Ako vidieť, stredy tejto kružnice a troch zadaných kružnı́c sú vrcholmi obdlƵžnika.



12. ročník MO, úloha C‑I‑4

Nájdite všetky trojice prirodzených čı́sel, ktorých súčet sa rovná ich súčinu.

Riešenie
Nech (𝑥, 𝑦, 𝑧) je vyhovujúca trojica, pričom bez ujmy na všeobecnosti 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 𝑧. Platı́ teda

𝑥𝑦𝑧 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≤ 3𝑧,

0 ≤ 3𝑧 − 𝑥𝑦𝑧 = (3 − 𝑥𝑦)𝑧.
Rozoberme prı́pady:

• Nech 𝑧 = 0.
Potom podľa predpokladu 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 0, takže 𝑥 = 𝑦 = 𝑧 = 0.
V takom prı́pade

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 0 + 0 + 0 = 0 = 0 ⋅ 0 ⋅ 0 = 𝑥𝑦𝑧,
takže trojica (0, 0, 0) vyhovuje.

• Nech 𝑧 > 0.
Potom

0 < 3 − 𝑥𝑦,
𝑥𝑦 < 3,
𝑥𝑦 ≤ 2.

Potom
𝑥2 ≤ 𝑥𝑦 ≤ 2,

takže
𝑥 ≤ 1.

Rozoberme prı́pady:

• Nech 𝑥 = 0.
Potom však

0 = 0𝑦𝑧 = 𝑥𝑦𝑧 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≥ 𝑧 > 0,
čo je spor.
Tento prı́pad teda nevyhovuje.

• Nech 𝑥 = 1.
Potom

1 ≤ 𝑦 = 1𝑦 = 𝑥𝑦 ≤ 2.
Rozoberme prı́pady:
• Nech 𝑦 = 1.
Potom však

𝑧 = 1 ⋅ 1 ⋅ 𝑧 = 𝑥𝑦𝑧 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 + 1 + 𝑧 = 2 + 𝑧,
čo je spor.
Tento prı́pad teda nevyhovuje.

• Nech 𝑦 = 2.
Potom

1 + 2 + 𝑧 = 1 ⋅ 2 ⋅ 𝑧,
3 + 𝑧 = 2𝑧,

3 = 𝑧.
V takom prı́pade

𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 + 2 + 3 = 6 = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 = 𝑥𝑦𝑧,
takže trojica (1, 2, 3) vyhovuje.

Zhrnutı́m dostávame, že vyhovujúce trojice sú (0, 0, 0) a (1, 2, 3) so všetkými permutáciami.



12. ročník MO, úloha C‑II‑3

Zƽ iak mal vypočı́tať aritmetický priemer daných čı́sel 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑. Počı́tal ho takto: Najprv našel aritmetický priemer 𝑝
čı́sel 𝑎, 𝑏, potom aritmetický priemer 𝑞 čı́sel 𝑝, 𝑐 a nakoniec aritmetický priemer čı́sel 𝑞, 𝑑.

a) Ukážte, že tento postup nie je správny.

b) Nájdite všetky štvorice (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) také, že žiak napriek tomuto chybnému postupu dostane správny výsledok.

Riešenie
Označme žiakov výsledok 𝑟 a správny výsledok 𝑠.

a) Nech 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 0 a 𝑑 = 4. Potom

𝑝 = 𝑎 + 𝑏
2 = 0 + 0

2 = 0
2 = 0,

z toho
𝑞 = 𝑝 + 𝑐

2 = 0 + 0
2 = 0

2 = 0,

takže
𝑟 = 𝑞 + 𝑑

2 = 0 + 4
2 = 4

2 = 2,

avšak
𝑠 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑

4 = 0 + 0 + 0 + 4
4 = 4

4 = 1.

b) Platı́

𝑟 = 𝑞 + 𝑑
2 =

𝑝+𝑐
+ 𝑑
2 =

𝑎+𝑏
2 +𝑐
2 + 𝑑
2 =

𝑎+𝑏+2𝑐
2
2 + 𝑑
2 =

𝑎+𝑏+2𝑐
4 + 𝑑
2 =

𝑎+𝑏+2𝑐+4𝑑
4
2 = 𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 + 4𝑑

8 .

Podľa predpokladu teda
𝑟 = 𝑠,

t. j. ekvivalentne
𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 + 4𝑑

8 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑
4 ,

𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 + 4𝑑 = 2(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑),
𝑎 + 𝑏 + 2𝑐 + 4𝑑 = 2𝑎 + 2𝑏 + 2𝑐 + 2𝑑,

2𝑑 = 𝑎 + 𝑏.

𝑑 = 𝑎 + 𝑏
2 .

Hľadané štvorice sú teda práve ቀ𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎+𝑏2 ቁ, kde 𝑎, 𝑏, 𝑐 sú ľubovoľné reálne čı́sla.



12. ročník MO, úloha D‑I‑2

Určte trojciferné čı́slo také, že ak pred neho napı́šeme rovnakú cifru, akú má na mieste jednotiek, dostaneme čı́slo,
ktoré je o 18menšı́ než jeho 7‑násobok.

Riešenie
Nech je hľadané čı́slo 𝑥𝑦𝑧, kde 0 < 𝑥 ≤ 9, 0 ≤ 𝑦 ≤ 9 a 0 ≤ 𝑧 ≤ 9. Potom platı́

𝑧𝑥𝑦𝑧 = 7 ⋅ 𝑥𝑦𝑧 − 18,

t. j.
1000𝑧 + 100𝑥 + 10𝑦 + 𝑧 = 7(100𝑥 + 10𝑦 + 𝑧) − 18,
1000𝑧 + 100𝑥 + 10𝑦 + 𝑧 = (700𝑥 + 70𝑦 + 7𝑧) − 18,

18 + 994𝑧 = 600𝑥 + 60𝑦,
9 + 497𝑧 = 300𝑥 + 30𝑦,

9 − 3𝑧 = 300𝑥 + 30𝑦 − 500𝑧,
3(3 − 𝑧) = 10(30𝑥 + 3𝑦 − 50𝑧).

Z toho máme
10 ∣ 3(3 − 𝑧),
10 ∣ 3 − 𝑧,

a teda
𝑧 = 3.

Z toho máme
9 + 497 ⋅ 3 = 300𝑥 + 30𝑦,
3 + 497 = 100𝑥 + 10𝑦,
500 = 100𝑥 + 10𝑦,
50 = 10𝑥 + 𝑦.

50 = 𝑥𝑦,
a teda

𝑥𝑦𝑧 = 503.
A naozaj, platı́

7 ⋅ 503 − 18 = 3521 − 18 = 3503.


