30. ro¢nik MO, uloha Z-11-4

Nech ABCDEF je pravidelny Sestuholnik. Nech na jeho stranach AB, BC, CD, DE, EF, F A leZia postupne body G, H,
I,], K, L také, ze

1
|AG| = |BH| = |CI| = |D]| = |[EK]| = |[FL| = 7 |AB|.

Vypocitajte pomer obsahov Sestuholnikov GHIJKL a ABCDEF.

RieSenie 1

Nech S je stred ABCDEF.KedZe ABCDEF je samodruzny v otoceni okolo S 0 60°,aj GHIJK L je samodruzny v tomto
otocent. Je to teda tieZ pravidelny Sestuholnik so stredom S.

Nech P je stred usecky AB, potom SP je vyska trojuholnika ABS.

Podla Pytagorovej vety v trojuholnikoch SPG a SPA plati

IGH| = |GS| = /|5P|2+|PG|2=J(|5A|2—|AP|2)+(|AP|—|AG|)2
= || 14B)? 1|AB| 2 + 1|AB| 1|AB| 2— |AB|? 1|AB| 2+ 1|AB| 2
- 2 2 3 B 2 6
I T T R Y
—\/IABI 7 14BI° + 52 14BI" = [14BI* (1- 2+ o

_ 8| 36—9+1_|AB| 28_|AB| 7_|AB|\/7
N 36 B 36 9 3

Koeficient podobnosti Sestuholnikov GHIJKL a ABCDEFG je teda \/g, takZe pomer ich obsahov je g.

RieSenie 2
KedZe ABCDEF je samodruZny v otoceni okolo svojho stredu o 60°, aj GHIJKL je samodruZny v tomto otoceni. Je
to teda tiez pravidelny Sestuholnik s tym sitym stredom.




Podla kosinusovej vety v trojuholniku G BH plati

|GH| = JIBGIZ +|BH|* =2 -|BG| - |BH| - cos |<PBH)|

= J(IABI —JAGD? + |AG|? = 2 - (|AB| — |AG]) - |AG| - cos |%ABC]|

- (o= 2) « (Zam) o (o1~ o) (31451 contao
- (3 + ) = (o) (s ()

4 , 1 , 2 ) 7 ) 7 V7
= |- |AB|* + = |AB|* + = |AB|* = |= |AB|° = |AB| |- = |AB| —.
ng I+ 5 14BI" + 5 148 g 14BI" =14B| |5 = 14B| =

Koeficient podobnosti Sestuholnikov GHIJKL a ABCDEFG je teda \/g, takze pomer ich obsahov je g.
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30. ro¢nik MO, uloha Z-I111-4

Nech ABCDEF je pravidelny Sestuholnik. Nech na jeho stranach AB, BC, CD, DE, EF, F A leZia postupne body G, H,
I,], K, L také, ze
|AG| = |BH| = |CI| = |D]| = |EK| = |FL|.

Nech M, N, O, P, Q, R st postupne priesecniky GH s BE, HI s CF,1] s DA,JK s EB, KL s FC, LG s AD. Dokazte, Ze

obsah(GHIJKL)? = obsah(ABCDEF) - obsah(MNOPQR).

RieSenie 1

Nech S je stred ABCDEF.KedZe ABCDEF je samodruzny v otoCeni okolo S 0 60°,aj GHIJKL je samodruzny v tomto
otocCenti. Je to teda tieZ pravidelny Sestuholnik so stredom S. KedZe aj on aj uhlopriecky ABCDEF st simerné podla
stredu S, aj MNOPQR je pravidelny Sestuholnik so stredom S.

Body R a M leZia na polpriamkach SA4, resp. SB, takze usecky RM a AB su rovnolahlé so stredom S, a teda aj
rovnobeZné. Preto st uhly RMG a MGB CiZe HGB striedavé, a teda zhodné. Oba uhly RGM ciZe LGH a HBG Cize
CBA maju 120°, preto st zhodné. To podla vety uu znamen3, Ze trojuholniky RGM a HBG su pri tomto poradi vr-
cholov podobné. Preto plati

ISAl _|AB| _ |AG|+|GB| __ |GB| _ 1+|GB| _ . IMG| _|GR|+|MG| _|HM|+|MG| _|HG| _ |SG|
|AG] ~ |AG| |AG| ~ " UJAG] ~ T |BH| " |GR| |GR| B |GR| " IGR| ~ |GR|
a kedZe

|[«SAG| = |«SAB| = 60° = |&SGL| = |<SGR],
trojuholniky SAG a SGR su pri tomto poradi vrcholov podla vety sus podobné. Z toho

obsah(GHIJKL) _ (1GHI\* _ (1SGI\" _(ISAI\" _[14BI\* _ obsah(ABCDEF)
obsah(MNOPQR) ~ \IRM|) ~\ISR|) ~\IsGl) ~\IGH|) = obsah(GHIJKL)’

obsah(GHIJKL)? = obsah(ABCDEF) - obsah(MNOPQR).

takze

Riesenie 2
Najprv dokdzeme pomocné tvrdenie:

e Nech velnost uhla XY Z je z (0°,180°) a W je priesec¢nik jeho osi s ise¢kou XZ. Potom

Xw| |XY]|
lzw| —|zy|

e Nech V je bod simerny s bodom W podla paty kolmice z bodu Z na os uhla XY Z.
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Potom plati [«XYW| = |«ZYV|a

[XWY| = [ZWV| = |2ZVW| = |kZVY],

takze trojuholniky XYW a ZYV st pri tomto poradi vrcholov podobné. Z toho

Xw| |Xw]| |XY]
lzZw| ~ |1zv] — |zZY|

Nech S je stred ABCDEF.KedZe ABCDEF je samodruzny v otoceni okolo S 0 60°,aj GHIJK L je samodruzny v tomto
otocenli. Je to teda tiez pravidelny Sestuholnik so stredom S. KedZe aj on aj uhlopriecky ABCDEF su simerné podla
stredu S, aj MNOPQR je pravidelny Sestuholnik so stredom S.

KedZe BS je os uhla ABC ¢ize GBH, podla pomocného tvrdenia plati

IGM| _ |GB| _|GB| _|GA]
|[HM| ~ |HB| ~ |GA| ~ |GB|

V podobnosti, ktora prevadza Sestuholnik ABCDEF do Sestuholnika HGLK]I sa potom zobrazi bod G do bodu M,
a teda Sestuholnik HGLK]I do Sestuholnika MNOPPQ. Plati preto

obsah(GHIJKL) _ (1GHI\" _(14AB|\" _ obsah(ABCDEF)
obsah(MNOPQR) \|RM|) ~\|GH|)  obsah(GHIJKL)'

takze
obsah(GHIJKL)? = obsah(ABCDEF) - obsah(MNOPQR).



30. ro¢nik MO, iloha B-I-5

Najdite obdlznik opisany pravidelnému $estuholniku so stranou dizky 1, ktory ma
a) najvacsi,
b) najmensi

obsah a urcte pomer jeho obsahu a obsahu tohto Sestuholnika.

RieSenie 1
Z minimality opisaného obdiZnika leZi na kaZdej jeho strane lezi aspoti jeden vrchol $estuholnika. 0znaéme $estuhol-
nik ABCD a obdiznik KLMN tak, %e A a B leZia vnttri stran KN, resp. KL.

Z pravidelnosti ABCDEF vyplyva, ze ABDE je obdiznik. Preto
|«KAB| = 180° — |«BKA| — |*ABK| = 180° — 90° — |«ABK| = 180° — |«DBA| — |%ABK| = |«LBD|,

analogicky
|«KAB| = |«<LBD| = |¥MDE| = |<NEA]|.

Tuto spolo¢nt hodnotu ozna¢me a. Pritom
a = |<KAB| = 180° — |<BAF| — |%FAN| = 180° — 120° — |%FAN| = 60° — |%FAN| < 60°
a analogicky |€KBA| < 60°, takze
a = |[«KAB| = 180° — |%AKB| — |«KBA| = 180° — 90° — |%KBA| = 90° — |%KBA| > 90° — 60° = 30°.

Zhrnutim a € [30°, 60°].
Podla kosinusovej vety v trojuholniku BCD

IBD|* = |BC|* + |CD|* — 2 - |BC| - |CD| - cos |<BCD|

1
=12+12—2'1-1-120°=1+1+2-§=1+1+1=3,

takze
|[EA| = |BD| = V3.

Potom plati
obsah(KLMN) = obsah(ABDE) + obsah(AKB) + obsah(BLD) + obsah(DME) + obsah(ENA)
= |AB| - |AD|

1 1
+ 5 *|AB| - |AK| - sin|<KAB| + - - |BD| - [LB| - sin |<LBD|



1 1
+ 5+ IDE| - IMD| - sin |«MDE| + - |EA| - INE| - sin |<NEA|

= |AB| - |AD|
1 ) 1 )
E |AB| - (|AB| cos |<KABY|) - sin [«KAB| + 5 |BD| - (|BD| cos |<LBD|) - sin [LBD|
1 1
E |DE| - (IDE| cos |€«MDE]) - sin |MDE| + = - |EA| - (|EA| cos |[&NEA]) - sin |ZNEA]|
= |AB| - IADI
1 . 1 2 .
Z |AB| - (2 cos |«KAB|sin |<KAB|) + 7 [BD|” - (2 cos|«LBD|sin |<LBD|)
1 . 1 2 .
Z |DE| - (2cos|«MDE|sin |<MDE|) + 1 |[EA|” - (2 cos |«NEA|sin |<NEA|)
= |AB| - IADI
1
+3 |AB|® - sin 2 |<KAB| + ~ .|BD|? - sin2 |<LBD|
1 . 1 2
Z |DE| -sin2 |<MDE| + 1 |EA|” - sin2 |ZNEA]|
1 1 2 1 1 2
= 1-\/§+Z-12 -sin2a+z-\/§ sm2a+— 12. sin2a+z-\/§ - sin 2a
— V34 S sin2a+ > sin2a + ~ sin2a + > sin2
= g Sin2a+ o sin2a+ o sin2a + o sin2a
=3 + 2sin 2a.
KedZe
obsah(ABCDFEF) = obsah(ABDE) + obsah(AEF) + obsah(DBC) = obsah(ABDE) + 2obsah(AEF)
V3 3
= |AB|-|AD| +2- = - |EF| - |FA| -sin|<EFA| =1-VY3+1-1-sin120° = V3 + - = Ex/§.
a) KedZe a € [30°,60°], plati 2a € [60°,120°], takZe sin 2a > \/2—3 Preto plati
3 3 3 3 3
obsah(ABCDFEF) V3 V3 SV3 3V3 o3
obsah(KLMN) V3 + 2sin 20( V3+2- w/§ V3+V3 2v3 2 4

pricom rovnost sa nadobuda prave v pripade sin 2a = g, t.j. 2a € {60°,120°}, t.j. ¢ € {30°,60°}

b) Plati
3 3 3 3
obsah(ABCDFEF) V3 V3 V3 V3
obsah(KLMN) 3 + 2sin2a \/_+2 1 V3+2 243

_ V3(2-V3) _2\/§(z—w/§)_3«/§—§-3_3\/§ 9
T (2+V3)(2-v3)  4-3 1 T

pricom rovnost sa nadobtida prave v pripade sin 2a = 1, t.j. 2a = 90°, t.j. @ = 45°.

RieSenie 2
Z minimality opisaného obdiznika lezi na kazdej jeho strane leZi aspoii jeden vrchol $estuholnika. Oznaéme $estuhol-

nik ABCD a obdiZnik KLMN tak, 7e A a B leZia vnutri stran KN, resp. KL.



Zo stimernosti ABCDEF i KLMN podla spolo¢ného stredu vyplyva, ze ABDE je obdiznik, trojuholniky AKB a DME
st zhodné a trojuholniky BLD a EF A st zhodné. NavySe plati

|%KAB| = 180° — |%BKA| — |%ABK| = 180° — 90° — |<ABK| = 180° — |«DBA| — |<ABK| = |<LBD|,

takze trojuholniky AKB a BLD su pri tomto poradi vrcholov podobné s koeficientom %. Potom plati

obsah(KLMN) = obsah(ABDE) + obsah(AKB) + obsah(BLD) + obsah(DME) + obsah(ENA)
= obsah(ABDE) + 2obsah(AKB) + 2obsah(BLD)
|BD[\"

= obsah(ABDE) + 2obsah(AKB) + 2 (m) obsah(AKB)

|BD|
|AB|

IBDI\* /1
=14B11BD| +2( 1+ 7er ) ) (51481 1K, 4B1 ),

KedZe hodnoty |AB| a |BD| nezavisia od polohy KLMN, hodnota obsah(KLMN) je najvicSia, resp. najmensia prave
vtedy, ked' je takd hodnota |K, AB|.
Bod K pritom leZi na Talesovej kruZznici s priemerom AB v polrovine opacnej k polrovine ABD a plati

|2KAB| = 180° — |%BAF| — |<FAN| = 180° — 120° — |<FAN| = 60° — |<FAN| < 60°.

2
= obsah(ABDE) + 2 (1 + ( ) )obsah(AKB)

Analogicky |<KBA| < 60°, takZe
|«KAB| = 180° — |<AKB| — |<KBA| = 180° — 90° — |<KBA| = 90° — |<KBA| = 90° — 60° = 30°.
Zhrnutim |<KAB| € [30°,60°].

a) Bod K je najblizsie k AB prave vtedy, ked |*KAB| = 30° alebo symetricky |*KAB| = 60°. Bez ujmy na
vieobecnosti nech nastava prvy pripad. Vtedy lezia ise¢ky BC a EF na stranach KL, resp. EF. Sestuholnik
ABCD potom mézZeme rozdelit na 12 trojuholnikov, ktoré st zhodné s trojuholnikom AKB:




Potom
obsah(ABCDFEF) _ 12-obsah(AKB) 12 3

obsah(KLMN) ~ 16 -obsah(AKB) 16 4

b) Bod K je najblizsie k AB prave vtedy, ked’ |*KAB| = 45°. Vtedy K lezi na osi Gsec¢ky AB, takze tato os je KM
a je podla nej simerné aj body L a N. Obdiznik KLMN ma teda kolmé uhlopriecky, takZe je to $tvorec. Nech X
a Y st priesecniky jeho uhlopriecky KM a Gseciek AB a DE, su to teda ich stredy.

Potom

1 1 1 1
obsah(KLMN) = = - [KM]| - |LN| = 5 |KM|? 7 UKX| +1XY] + lYM|)* = 7 (KX + XY + IKX])*

= 2(L1am1+ 1801 + L 148y 1 (1B + |BD])® = » (14| +\/§|AB|)2
S 2\2 2 2 S 2

1 2 1 z
= ((1+V3)1481) =5 (1+V3) 148",
KedZe
obsah(ABCDEF) = obsah(ABCF) + obsah(FCDE) = 2 - obsah(ABCF)
1 1
= 2(E - (|AB| + |FBY) - IAB,FCI) = 5 - (14B +2|AC) - 214B, FC|

3V3

1 3 3
= +314B| - |AB,DE| = - - |4B| - |BD| = > - |4B| V3 |4B| = — |AB|?,

plati
3V3 2 3V3
obsah(ABCDFEF) = |14B| -

obsah(KLMN) (14 \3Y’ |aB  * (14 3)
33 33 33 9 9
S (143" 1+2V3+43 4423 4346 2(2V3+3)
B 9(2v3-3) _9(2«/§—3)_9(2\/§—3)_3\/§_g
T 2(2V3+3)(2¥3-3)  2(12-9) 6 2




