
30. ročník MO, úloha Z‑II‑4

Nech 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je pravidelný šesťuholnı́k. Nech na jeho stranách 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐸, 𝐸𝐹, 𝐹𝐴 ležia postupne body 𝐺,𝐻,
𝐼, 𝐽, 𝐾, 𝐿 také, že

|𝐴𝐺| = |𝐵𝐻| = |𝐶𝐼| = |𝐷𝐽| = |𝐸𝐾| = |𝐹𝐿| = 1
3 |𝐴𝐵| .

Vypočı́tajte pomer obsahov šesťuholnı́kov 𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿 a 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹.

Riešenie 1
Nech 𝑆 je stred𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹. Keďže𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je samodružný v otočenı́ okolo 𝑆 o 60∘, aj𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿 je samodružný v tomto
otočenı́. Je to teda tiež pravidelný šesťuholnı́k so stredom 𝑆.
Nech 𝑃 je stred úsečky 𝐴𝐵, potom 𝑆𝑃 je výška trojuholnı́ka 𝐴𝐵𝑆.
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Podľa Pytagorovej vety v trojuholnı́koch 𝑆𝑃𝐺 a 𝑆𝑃𝐴 platı́

|𝐺𝐻| = |𝐺𝑆| = ට|𝑆𝑃|2 + |𝑃𝐺|2 = ටቀ|𝑆𝐴|2 − |𝐴𝑃|2ቁ + (|𝐴𝑃| − |𝐴𝐺|)2

= ඨ൭|𝐴𝐵|2 − ቆ12 |𝐴𝐵|ቇ
2
൱ + ቆ12 |𝐴𝐵| −

1
3 |𝐴𝐵|ቇ

2
= ඨ|𝐴𝐵|2 − ቆ12 |𝐴𝐵|ቇ

2
+ ቆ16 |𝐴𝐵|ቇ

2

= ඨ|𝐴𝐵|2 − 1
4 |𝐴𝐵|

2 + 1
36 |𝐴𝐵|

2 = ඨ|𝐴𝐵|2 ቆ1 − 1
4 + 1

36ቇ

= |𝐴𝐵|ඨ36 − 9 + 1
36 = |𝐴𝐵|ඨ28

36 = |𝐴𝐵|ඨ7
9 = |𝐴𝐵| √73 .

Koeϐicient podobnosti šesťuholnı́kov 𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿 a 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺 je tedaට7
9 , takže pomer ich obsahov je 7

9 .

Riešenie 2
Keďže 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je samodružný v otočenı́ okolo svojho stredu o 60∘, aj 𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿 je samodružný v tomto otočenı́. Je
to teda tiež pravidelný šesťuholnı́k s tým sitým stredom.
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Podľa kosı́nusovej vety v trojuholnı́ku 𝐺𝐵𝐻 platı́

|𝐺𝐻| = ට|𝐵𝐺|2 + |𝐵𝐻|2 − 2 ⋅ |𝐵𝐺| ⋅ |𝐵𝐻| ⋅ cos |∢𝑃𝐵𝐻|

= ට(|𝐴𝐵| − |𝐴𝐺|)2 + |𝐴𝐺|2 − 2 ⋅ (|𝐴𝐵| − |𝐴𝐺|) ⋅ |𝐴𝐺| ⋅ cos |∢𝐴𝐵𝐶|

= ඨቆ|𝐴𝐵| − 1
3 |𝐴𝐵|ቇ

2
+ ቆ13 |𝐴𝐵|ቇ

2
− 2 ⋅ ቆ|𝐴𝐵| − 1

3 |𝐴𝐵|ቇ ⋅ ቆ
1
3 |𝐴𝐵|ቇ ⋅ cos120

∘

= ඨቆ23 |𝐴𝐵|ቇ
2
+ ቆ13 |𝐴𝐵|ቇ

2
− 2 ⋅ ቆ23 |𝐴𝐵|ቇ ⋅ ቆ

1
3 |𝐴𝐵|ቇ ⋅ ቆ−

1
2ቇ

= ඨ4
9 |𝐴𝐵|

2 + 1
9 |𝐴𝐵|

2 + 2
9 |𝐴𝐵|

2 = ඨ7
9 |𝐴𝐵|

2 = |𝐴𝐵|ඨ7
9 = |𝐴𝐵| √73 .

Koeϐicient podobnosti šesťuholnı́kov 𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿 a 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹𝐺 je tedaට7
9 , takže pomer ich obsahov je 7

9 .



30. ročník MO, úloha Z‑III‑4

Nech 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je pravidelný šesťuholnı́k. Nech na jeho stranách 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐸, 𝐸𝐹, 𝐹𝐴 ležia postupne body 𝐺,𝐻,
𝐼, 𝐽, 𝐾, 𝐿 také, že

|𝐴𝐺| = |𝐵𝐻| = |𝐶𝐼| = |𝐷𝐽| = |𝐸𝐾| = |𝐹𝐿| .
Nech𝑀, 𝑁, 𝑂, 𝑃, 𝑄, 𝑅 sú postupne priesečnı́ky 𝐺𝐻 s 𝐵𝐸, 𝐻𝐼 s 𝐶𝐹, 𝐼𝐽 s 𝐷𝐴, 𝐽𝐾 s 𝐸𝐵, 𝐾𝐿 s 𝐹𝐶, 𝐿𝐺 s 𝐴𝐷. Dokážte, že

obsah(𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿)2 = obsah(𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹) ⋅ obsah(𝑀𝑁𝑂𝑃𝑄𝑅).

Riešenie 1
Nech 𝑆 je stred𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹. Keďže𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je samodružný v otočenı́ okolo 𝑆 o 60∘, aj𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿 je samodružný v tomto
otočenı́. Je to teda tiež pravidelný šesťuholnı́k so stredom 𝑆. Keďže aj on aj uhlopriečky 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 sú súmerné podľa
stredu 𝑆, aj𝑀𝑁𝑂𝑃𝑄𝑅 je pravidelný šesťuholnı́k so stredom 𝑆.
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Body 𝑅 a 𝑀 ležia na polpriamkach 𝑆𝐴, resp. 𝑆𝐵, takže úsečky 𝑅𝑀 a 𝐴𝐵 sú rovnoľahlé so stredom 𝑆, a teda aj
rovnobežné. Preto sú uhly 𝑅𝑀𝐺 a 𝑀𝐺𝐵 čiže 𝐻𝐺𝐵 striedavé, a teda zhodné. Oba uhly 𝑅𝐺𝑀 čiže 𝐿𝐺𝐻 a 𝐻𝐵𝐺 čiže
𝐶𝐵𝐴 majú 120∘, preto sú zhodné. To podľa vety uu znamená, že trojuholnı́ky 𝑅𝐺𝑀 a 𝐻𝐵𝐺 sú pri tomto poradı́ vr‑
cholov podobné. Preto platı́

|𝑆𝐴|
|𝐴𝐺| =

|𝐴𝐵|
|𝐴𝐺| =

|𝐴𝐺| + |𝐺𝐵|
|𝐴𝐺| = 1+

|𝐺𝐵|
|𝐴𝐺| = 1+

|𝐺𝐵|
|𝐵𝐻| = 1+

|𝑀𝐺|
|𝐺𝑅| =

|𝐺𝑅| + |𝑀𝐺|
|𝐺𝑅| =

|𝐻𝑀| + |𝑀𝐺|
|𝐺𝑅| =

|𝐻𝐺|
|𝐺𝑅| =

|𝑆𝐺|
|𝐺𝑅| ,

a keďže
|∢𝑆𝐴𝐺| = |∢𝑆𝐴𝐵| = 60∘ = |∢𝑆𝐺𝐿| = |∢𝑆𝐺𝑅| ,

trojuholnı́ky 𝑆𝐴𝐺 a 𝑆𝐺𝑅 sú pri tomto poradı́ vrcholov podľa vety sus podobné. Z toho

obsah(𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿)
obsah(𝑀𝑁𝑂𝑃𝑄𝑅) = ቆ

|𝐺𝐻|
|𝑅𝑀|ቇ

2
= ቆ

|𝑆𝐺|
|𝑆𝑅|ቇ

2
= ቆ

|𝑆𝐴|
|𝑆𝐺|ቇ

2
= ቆ

|𝐴𝐵|
|𝐺𝐻|ቇ

2
= obsah(𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹)

obsah(𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿) ,

takže
obsah(𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿)2 = obsah(𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹) ⋅ obsah(𝑀𝑁𝑂𝑃𝑄𝑅).

Riešenie 2
Najprv dokážeme pomocné tvrdenie:

• Nech veľnosť uhla 𝑋𝑌𝑍 je z (0∘, 180∘) a𝑊 je priesečnı́k jeho osi s úsečkou 𝑋𝑍. Potom

|𝑋𝑊|
|𝑍𝑊| =

|𝑋𝑌|
|𝑍𝑌| .

• Nech 𝑉 je bod súmerný s bodom𝑊 podľa päty kolmice z bodu 𝑍 na os uhla 𝑋𝑌𝑍.
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Potom platı́ |∢𝑋𝑌𝑊| = |∢𝑍𝑌𝑉| a

|∢𝑋𝑊𝑌| = |∢𝑍𝑊𝑉| = |∢𝑍𝑉𝑊| = |∢𝑍𝑉𝑌| ,

takže trojuholnı́ky 𝑋𝑌𝑊 a 𝑍𝑌𝑉 sú pri tomto poradı́ vrcholov podobné. Z toho

|𝑋𝑊|
|𝑍𝑊| =

|𝑋𝑊|
|𝑍𝑉| =

|𝑋𝑌|
|𝑍𝑌| .

Nech 𝑆 je stred𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹. Keďže𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je samodružný v otočenı́ okolo 𝑆 o 60∘, aj𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿 je samodružný v tomto
otočenı́. Je to teda tiež pravidelný šesťuholnı́k so stredom 𝑆. Keďže aj on aj uhlopriečky 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 sú súmerné podľa
stredu 𝑆, aj𝑀𝑁𝑂𝑃𝑄𝑅 je pravidelný šesťuholnı́k so stredom 𝑆.
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Keďže 𝐵𝑆 je os uhla 𝐴𝐵𝐶 čiže 𝐺𝐵𝐻, podľa pomocného tvrdenia platı́

|𝐺𝑀|
|𝐻𝑀| =

|𝐺𝐵|
|𝐻𝐵| =

|𝐺𝐵|
|𝐺𝐴| =

|𝐺𝐴|
|𝐺𝐵| .

V podobnosti, ktorá prevádza šesťuholnı́k 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 do šesťuholnı́ka 𝐻𝐺𝐿𝐾𝐽𝐼 sa potom zobrazı́ bod 𝐺 do bodu𝑀,
a teda šesťuholnı́k 𝐻𝐺𝐿𝐾𝐽𝐼 do šesťuholnı́ka𝑀𝑁𝑂𝑃𝑃𝑄. Platı́ preto

obsah(𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿)
obsah(𝑀𝑁𝑂𝑃𝑄𝑅) = ቆ

|𝐺𝐻|
|𝑅𝑀|ቇ

2
= ቆ

|𝐴𝐵|
|𝐺𝐻|ቇ

2
= obsah(𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹)

obsah(𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿) ,

takže
obsah(𝐺𝐻𝐼𝐽𝐾𝐿)2 = obsah(𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹) ⋅ obsah(𝑀𝑁𝑂𝑃𝑄𝑅).



30. ročník MO, úloha B‑I‑5

Nájdite obdlƵžnik opı́saný pravidelnému šesťuholnı́ku so stranou dlƵžky 1, ktorý má

a) najväčšı́,

b) najmenšı́

obsah a určte pomer jeho obsahu a obsahu tohto šesťuholnı́ka.

Riešenie 1
Zminimality opı́sanéhoobdlƵžnika ležı́ na každej jeho strane ležı́ aspoň jedenvrchol šesťuholnı́ka. Označme šesťuhol‑
nı́k 𝐴𝐵𝐶𝐷 a obdlƵžnik 𝐾𝐿𝑀𝑁 tak, že 𝐴 a 𝐵 ležia vnútri strán 𝐾𝑁, resp. 𝐾𝐿.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷𝐸

𝐹

𝐾

𝐿

𝑀

𝑁

Z pravidelnosti 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 vyplýva, že 𝐴𝐵𝐷𝐸 je obdlƵžnik. Preto

|∢𝐾𝐴𝐵| = 180∘ − |∢𝐵𝐾𝐴| − |∢𝐴𝐵𝐾| = 180∘ − 90∘ − |∢𝐴𝐵𝐾| = 180∘ − |∢𝐷𝐵𝐴| − |∢𝐴𝐵𝐾| = |∢𝐿𝐵𝐷| ,

analogicky
|∢𝐾𝐴𝐵| = |∢𝐿𝐵𝐷| = |∢𝑀𝐷𝐸| = |∢𝑁𝐸𝐴| .

Túto spoločnú hodnotu označme 𝛼. Pritom

𝛼 = |∢𝐾𝐴𝐵| = 180∘ − |∢𝐵𝐴𝐹| − |∢𝐹𝐴𝑁| = 180∘ − 120∘ − |∢𝐹𝐴𝑁| = 60∘ − |∢𝐹𝐴𝑁| ≤ 60∘

a analogicky |∢𝐾𝐵𝐴| ≤ 60∘, takže

𝛼 = |∢𝐾𝐴𝐵| = 180∘ − |∢𝐴𝐾𝐵| − |∢𝐾𝐵𝐴| = 180∘ − 90∘ − |∢𝐾𝐵𝐴| = 90∘ − |∢𝐾𝐵𝐴| ≥ 90∘ − 60∘ = 30∘.

Zhrnutı́m 𝛼 ∈ [30∘, 60∘].
Podľa kosı́nusovej vety v trojuholnı́ku 𝐵𝐶𝐷

|𝐵𝐷|2 = |𝐵𝐶|2 + |𝐶𝐷|2 − 2 ⋅ |𝐵𝐶| ⋅ |𝐶𝐷| ⋅ cos |∢𝐵𝐶𝐷|

= 12 + 12 − 2 ⋅ 1 ⋅ 1 ⋅ 120∘ = 1 + 1 + 2 ⋅ 12 = 1 + 1 + 1 = 3,

takže
|𝐸𝐴| = |𝐵𝐷| = √3.

Potom platı́

obsah(𝐾𝐿𝑀𝑁) = obsah(𝐴𝐵𝐷𝐸) + obsah(𝐴𝐾𝐵) + obsah(𝐵𝐿𝐷) + obsah(𝐷𝑀𝐸) + obsah(𝐸𝑁𝐴)

= |𝐴𝐵| ⋅ |𝐴𝐷|

+ 1
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ |𝐴𝐾| ⋅ sin |∢𝐾𝐴𝐵| + 1

2 ⋅ |𝐵𝐷| ⋅ |𝐿𝐵| ⋅ sin |∢𝐿𝐵𝐷|



+ 1
2 ⋅ |𝐷𝐸| ⋅ |𝑀𝐷| ⋅ sin |∢𝑀𝐷𝐸| + 1

2 ⋅ |𝐸𝐴| ⋅ |𝑁𝐸| ⋅ sin |∢𝑁𝐸𝐴|

= |𝐴𝐵| ⋅ |𝐴𝐷|

+ 1
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ (|𝐴𝐵| cos |∢𝐾𝐴𝐵|) ⋅ sin |∢𝐾𝐴𝐵| + 1

2 ⋅ |𝐵𝐷| ⋅ (|𝐵𝐷| cos |∢𝐿𝐵𝐷|) ⋅ sin |∢𝐿𝐵𝐷|

+ 1
2 ⋅ |𝐷𝐸| ⋅ (|𝐷𝐸| cos |∢𝑀𝐷𝐸|) ⋅ sin |∢𝑀𝐷𝐸| + 1

2 ⋅ |𝐸𝐴| ⋅ (|𝐸𝐴| cos |∢𝑁𝐸𝐴|) ⋅ sin |∢𝑁𝐸𝐴|

= |𝐴𝐵| ⋅ |𝐴𝐷|

+ 1
4 ⋅ |𝐴𝐵|2 ⋅ (2 cos |∢𝐾𝐴𝐵| sin |∢𝐾𝐴𝐵|) + 1

4 ⋅ |𝐵𝐷|2 ⋅ (2 cos |∢𝐿𝐵𝐷| sin |∢𝐿𝐵𝐷|)

+ 1
4 ⋅ |𝐷𝐸|2 ⋅ (2 cos |∢𝑀𝐷𝐸| sin |∢𝑀𝐷𝐸|) + 1

4 ⋅ |𝐸𝐴|2 ⋅ (2 cos |∢𝑁𝐸𝐴| sin |∢𝑁𝐸𝐴|)

= |𝐴𝐵| ⋅ |𝐴𝐷|

+ 1
4 ⋅ |𝐴𝐵|2 ⋅ sin 2 |∢𝐾𝐴𝐵| + 1

4 ⋅ |𝐵𝐷|2 ⋅ sin 2 |∢𝐿𝐵𝐷|

+ 1
4 ⋅ |𝐷𝐸|2 ⋅ sin 2 |∢𝑀𝐷𝐸| + 1

4 ⋅ |𝐸𝐴|2 ⋅ sin 2 |∢𝑁𝐸𝐴|

= 1 ⋅ √3 + 1
4 ⋅ 12 ⋅ sin 2𝛼 + 1

4 ⋅ √3
2
⋅ sin 2𝛼 + 1

4 ⋅ 12 ⋅ sin 2𝛼 + 1
4 ⋅ √3

2
⋅ sin 2𝛼

= √3 + 1
4 sin 2𝛼 + 3

4 sin 2𝛼 + 1
4 sin 2𝛼 + 3

4 sin 2𝛼

= √3 + 2 sin 2𝛼.
Keďže

obsah(𝐴𝐵𝐶𝐷𝐹𝐸𝐹) = obsah(𝐴𝐵𝐷𝐸) + obsah(𝐴𝐸𝐹) + obsah(𝐷𝐵𝐶) = obsah(𝐴𝐵𝐷𝐸) + 2obsah(𝐴𝐸𝐹)

= |𝐴𝐵| ⋅ |𝐴𝐷| + 2 ⋅ 12 ⋅ |𝐸𝐹| ⋅ |𝐹𝐴| ⋅ sin |∢𝐸𝐹𝐴| = 1 ⋅ √3 + 1 ⋅ 1 ⋅ sin 120∘ = √3 + √3
2 = 3

2√3.

a) Keďže 𝛼 ∈ [30∘, 60∘], platı́ 2𝛼 ∈ [60∘, 120∘], takže sin 2𝛼 ≥ √3
2 . Preto platı́

obsah(𝐴𝐵𝐶𝐷𝐹𝐸𝐹)
obsah(𝐾𝐿𝑀𝑁) =

3
2√3

√3 + 2 sin 2𝛼
≤

3
2√3

√3 + 2 ⋅ √32
=

3
2√3

√3 + √3
=

3
2√3
2√3

=
3
2
2 = 3

4 ,

pričom rovnosť sa nadobúda práve v prı́pade sin2𝛼 = √3
2 , t. j. 2𝛼 ∈ {60∘, 120∘}, t. j. 𝛼 ∈ {30∘, 60∘}.

b) Platı́
obsah(𝐴𝐵𝐶𝐷𝐹𝐸𝐹)
obsah(𝐾𝐿𝑀𝑁) =

3
2√3

√3 + 2 sin 2𝛼
≥

3
2√3

√3 + 2 ⋅ 1
=

3
2√3

√3 + 2
=

3
2√3

2 + √3

=
3
2√3 ൫2 − √3൯

൫2 + √3൯ ൫2 − √3൯
=

3
2√3 ൫2 − √3൯

4 − 3 =
3√3 − 3

2 ⋅ 3
1 = 3√3 − 9

2 ,

pričom rovnosť sa nadobúda práve v prı́pade sin2𝛼 = 1, t. j. 2𝛼 = 90∘, t. j. 𝛼 = 45∘.

Riešenie 2
Zminimality opı́sanéhoobdlƵžnika ležı́ na každej jeho strane ležı́ aspoň jedenvrchol šesťuholnı́ka. Označme šesťuhol‑
nı́k 𝐴𝐵𝐶𝐷 a obdlƵžnik 𝐾𝐿𝑀𝑁 tak, že 𝐴 a 𝐵 ležia vnútri strán 𝐾𝑁, resp. 𝐾𝐿.



𝐴 𝐵

𝐶

𝐷𝐸

𝐹

𝐾

𝐿

𝑀

𝑁

Zo súmernosti 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 i𝐾𝐿𝑀𝑁 podľa spoločného stredu vyplýva, že 𝐴𝐵𝐷𝐸 je obdlƵžnik, trojuholnı́ky 𝐴𝐾𝐵 a𝐷𝑀𝐸
sú zhodné a trojuholnı́ky 𝐵𝐿𝐷 a 𝐸𝐹𝐴 sú zhodné. Navyše platı́

|∢𝐾𝐴𝐵| = 180∘ − |∢𝐵𝐾𝐴| − |∢𝐴𝐵𝐾| = 180∘ − 90∘ − |∢𝐴𝐵𝐾| = 180∘ − |∢𝐷𝐵𝐴| − |∢𝐴𝐵𝐾| = |∢𝐿𝐵𝐷| ,

takže trojuholnı́ky 𝐴𝐾𝐵 a 𝐵𝐿𝐷 sú pri tomto poradı́ vrcholov podobné s koeϐicientom |𝐵𝐷|
|𝐴𝐵| . Potom platı́

obsah(𝐾𝐿𝑀𝑁) = obsah(𝐴𝐵𝐷𝐸) + obsah(𝐴𝐾𝐵) + obsah(𝐵𝐿𝐷) + obsah(𝐷𝑀𝐸) + obsah(𝐸𝑁𝐴)
= obsah(𝐴𝐵𝐷𝐸) + 2obsah(𝐴𝐾𝐵) + 2obsah(𝐵𝐿𝐷)

= obsah(𝐴𝐵𝐷𝐸) + 2obsah(𝐴𝐾𝐵) + 2ቆ
|𝐵𝐷|
|𝐴𝐵| ቇ

2
obsah(𝐴𝐾𝐵)

= obsah(𝐴𝐵𝐷𝐸) + 2൭1 + ቆ
|𝐵𝐷|
|𝐴𝐵| ቇ

2
൱ obsah(𝐴𝐾𝐵)

= |𝐴𝐵| ⋅ |𝐵𝐷| + 2൭1 + ቆ
|𝐵𝐷|
|𝐴𝐵| ቇ

2
൱ቆ12 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ |𝐾, 𝐴𝐵|ቇ ,

Keďže hodnoty |𝐴𝐵| a |𝐵𝐷| nezávisia od polohy𝐾𝐿𝑀𝑁, hodnota obsah(𝐾𝐿𝑀𝑁) je najväčšia, resp. najmenšia práve
vtedy, keď je taká hodnota |𝐾, 𝐴𝐵|.
Bod 𝐾 pritom ležı́ na Tálesovej kružnici s priemerom 𝐴𝐵 v polrovine opačnej k polrovine 𝐴𝐵𝐷 a platı́

|∢𝐾𝐴𝐵| = 180∘ − |∢𝐵𝐴𝐹| − |∢𝐹𝐴𝑁| = 180∘ − 120∘ − |∢𝐹𝐴𝑁| = 60∘ − |∢𝐹𝐴𝑁| ≤ 60∘.
Analogicky |∢𝐾𝐵𝐴| ≤ 60∘, takže

|∢𝐾𝐴𝐵| = 180∘ − |∢𝐴𝐾𝐵| − |∢𝐾𝐵𝐴| = 180∘ − 90∘ − |∢𝐾𝐵𝐴| = 90∘ − |∢𝐾𝐵𝐴| ≥ 90∘ − 60∘ = 30∘.
Zhrnutı́m |∢𝐾𝐴𝐵| ∈ [30∘, 60∘].

a) Bod 𝐾 je najbližšie k 𝐴𝐵 práve vtedy, keď |∢𝐾𝐴𝐵| = 30∘ alebo symetricky |∢𝐾𝐴𝐵| = 60∘. Bez ujmy na
všeobecnosti nech nastáva prvý prı́pad. Vtedy ležia úsečky 𝐵𝐶 a 𝐸𝐹 na stranách 𝐾𝐿, resp. 𝐸𝐹. Sƽ esťuholnı́k
𝐴𝐵𝐶𝐷 potommôžeme rozdeliť na 12 trojuholnı́kov, ktoré sú zhodné s trojuholnı́kom 𝐴𝐾𝐵:

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷𝐸

𝐹

𝐾

𝐿

𝑀

𝑁



Potom
obsah(𝐴𝐵𝐶𝐷𝐹𝐸𝐹)
obsah(𝐾𝐿𝑀𝑁) = 12 ⋅ obsah(𝐴𝐾𝐵)

16 ⋅ obsah(𝐴𝐾𝐵) =
12
16 = 3

4 .

b) Bod 𝐾 je najbližšie k 𝐴𝐵 práve vtedy, keď |∢𝐾𝐴𝐵| = 45∘. Vtedy 𝐾 ležı́ na osi úsečky 𝐴𝐵, takže táto os je 𝐾𝑀
a je podľa nej súmerné aj body 𝐿 a𝑁. ObdlƵžnik 𝐾𝐿𝑀𝑁má teda kolmé uhlopriečky, takže je to štvorec. Nech 𝑋
a 𝑌 sú priesečnı́ky jeho uhlopriečky 𝐾𝑀 a úsečiek 𝐴𝐵 a 𝐷𝐸, sú to teda ich stredy.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷𝐸

𝐹

𝐾

𝐿

𝑀

𝑁

𝑋

𝑌

Potom

obsah(𝐾𝐿𝑀𝑁) = 1
2 ⋅ |𝐾𝑀| ⋅ |𝐿𝑁| = 1

2 |𝐾𝑀|
2 = 1

2 (|𝐾𝑋| + |𝑋𝑌| + |𝑌𝑀|)2 = 1
2 (|𝐾𝑋| + |𝑋𝑌| + |𝐾𝑋|)2

= 1
2 ቆ

1
2 |𝐴𝐵| + |𝐵𝐷| + 1

2 |𝐴𝐵|ቇ
2
= 1
2 (|𝐴𝐵| + |𝐵𝐷|)2 = 1

2 ቀ|𝐴𝐵| + √3 |𝐴𝐵|ቁ
2

= 1
2 ቀቀ1 + √3ቁ |𝐴𝐵|ቁ

2
= 1
2 ቀ1 + √3ቁ

2
|𝐴𝐵|2 .

Keďže
obsah(𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹) = obsah(𝐴𝐵𝐶𝐹) + obsah(𝐹𝐶𝐷𝐸) = 2 ⋅ obsah(𝐴𝐵𝐶𝐹)

= 2ቆ12 ⋅ (|𝐴𝐵| + |𝐹𝐵|) ⋅ |𝐴𝐵, 𝐹𝐶|ቇ = 1
2 ⋅ (|𝐴𝐵| + 2 |𝐴𝐶|) ⋅ 2 |𝐴𝐵, 𝐹𝐶|

= 1
2 ⋅ 3 |𝐴𝐵| ⋅ |𝐴𝐵, 𝐷𝐸| = 3

2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ |𝐵𝐷| = 3
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ √3 |𝐴𝐵| = 3√3

2 |𝐴𝐵|2 ,

platı́
obsah(𝐴𝐵𝐶𝐷𝐹𝐸𝐹)
obsah(𝐾𝐿𝑀𝑁) =

3√3
2 |𝐴𝐵|2

1
2 ൫1 + √3൯

2 |𝐴𝐵|2
=

3√3
2

1
2 ൫1 + √3൯

2

= 3√3
൫1 + √3൯

2 = 3√3
1 + 2√3 + 3

= 3√3
4 + 2√3

= 9
4√3 + 6

= 9
2 ൫2√3 + 3൯

= 9 ൫2√3 − 3൯
2 ൫2√3 + 3൯ ൫2√3 − 3൯

= 9 ൫2√3 − 3൯
2(12 − 9) = 9 ൫2√3 − 3൯

6 = 3√3 − 9
2 .


