
25. ročník MO, úloha B‑I‑6

Nájdite množinu ťažı́sk všetkých trojuholnı́kov, ktorých vrcholy delia obvod daného štvorca na tretiny.

Riešenie
Uvedomme si, že pre každý bod obvodu štvorca existuje práve jedna dvojica bodov jeho obvodu taká, že spolu delia
obvod na tri rovnaké časti.
Stvorec označme 𝐴𝐵𝐶𝐷. Jeho strany 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷,𝐷𝐴 postupne rozdeľme v kladnom smere bodmi 𝐸 a 𝐹, 𝐺 a𝐻, 𝐼 a 𝐽,
𝐾 a 𝐿 na tretiny. Obvod štvorca je tak rozdelený na 12 rovnakých častı́, takže medzi uvažované trojuholnı́ky patria
𝐴𝐺𝐽, 𝐵𝐼𝐿, 𝐶𝐾𝐹, 𝐷𝐸𝐻.
Označme 𝑆 stred obdlžnika 𝐿𝐴𝐵𝐺, je to teda spoločný stred úsečiek 𝐿𝐵 a 𝐴𝐺. Usečky 𝐿𝐴 a 𝐵𝐺 sú teda stredovo
súmerné podľa stredu 𝑆.
Nech 𝑃, 𝑄, 𝑅 sú body úsečiek 𝐿𝐴, 𝐵𝐺, 𝐼𝑅 také, že |𝐿𝑃| = |𝐵𝑄| = |𝐼𝑅|. Body 𝑃 a 𝑄 sú teda tiež stredovo súmerné
podľa stredu 𝑆.
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Potom
|𝑃𝐴| + |𝐴𝐵| + |𝐵𝑄| = |𝑃𝐴| + |𝐴𝐵| + |𝐿𝑃| = (|𝐿𝑃| + |𝑃𝐴|) + |𝐴𝐵| = |𝐿𝐴| + |𝐴𝐵| ,

|𝑄𝐶| + |𝐶𝑅| = |𝑄𝐶| + (|𝐶𝐼| + |𝐼𝑅|) = |𝑄𝐶| + (|𝐶𝐼| + |𝐵𝑄|) = (|𝐵𝑄| + |𝑄𝐶|) + |𝐶𝐼| = |𝐵𝐶| + (|𝐶𝐼| ,
|𝑅𝐷| + |𝐷𝑃| = |𝑅𝐷| + (|𝐷𝐿| + |𝐿𝑃|) = |𝑅𝐷| + (|𝐷𝐿| + |𝐼𝑅|) = (|𝐼𝑅| + |𝑅𝐷|) + |𝐷𝐿| = |𝐶𝐷| + (|𝐷𝐿| ,

takže body 𝑃, 𝑄, 𝑅 tiež delia obvod na tretiny, 𝑃𝑄𝑅 je teda tiež jeden z uvažovaných trojuholnı́kov.
Keďže všetkypolohybodu𝑅 sú na úsečke 𝐼𝐽, ťažiská všetkých trojuholnı́kov𝑃𝑄𝑅 vytvárajú úsečku, ktorá je rovnoľahlá
s úsečkou 𝐼𝐽 podľa stredu 𝑆 s koe icientom 1

3 . Dlžka tejto úsečky je teda 1
3 ⋅ |𝐼𝐽| čiže

1
9 |𝐴𝐵|.

Analogicky sú súčasťou hľadanej množiny ďalšie tri úsečky, ktoré vzniknú jej otočeniami okolo stredu štvorca o 90∘,
180∘ a 270∘. Výsledná množina je teda obvod štvorca rovnoľahlého s daným štvorcom podľa jeho stredu a koe icen‑
tom 1

9 :



20. ročník MO, úloha B‑II‑2a

Nech 𝑛 je kladné prirodzené čı́slo. Nájdite všetky sedmice za sebou nasledujúcich kladných prirodzených čı́sel,
ktorých súčin je menšı́ než 𝑛7.

Riešenie
Rozoberme prı́pady:

• Nech 𝑛 ≤ 3.
Keďže pre každé kladné prirodzené čı́slo 𝑘 platı́

𝑘 ⋅ (𝑘 + 1) ⋅ (𝑘 + 2) ⋅ (𝑘 + 3) ⋅ (𝑘 + 4) ⋅ (𝑘 + 5) ⋅ (𝑘 + 6)1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 5 ⋅ 6 ⋅ 7 = 5040 > 2187 = 37 ≥ 𝑛7,

žiadna vyhovujúca sedmica neexistuje.

• Nech 𝑛 ≥ 4.
Rozoberme prı́pady:

• Nech 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 3.
Potom platı́

𝑘 ⋅ (𝑘 + 1) ⋅ (𝑘 + 2) ⋅ (𝑘 + 3) ⋅ (𝑘 + 4) ⋅ (𝑘 + 5) ⋅ (𝑘 + 6)
≤ (𝑛 − 3) ⋅ (𝑛 − 2) ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) ⋅ (𝑛 + 2) ⋅ (𝑛 + 3)
= (𝑛 − 3)(𝑛 + 3)) ⋅ (𝑛 − 2)(𝑛 + 2)) ⋅ (𝑛 − 1)(𝑛 + 1)) ⋅ 𝑛
= (𝑛2 − 9) ⋅ (𝑛2 − 4) ⋅ (𝑛2 − 1) ⋅ 𝑛 < 𝑛2 ⋅ 𝑛2 ⋅ 𝑛2 ⋅ 𝑛 = 𝑛7,

takže sedmica (𝑘, 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, 𝑘 + 3, 𝑘 + 4, 𝑘 + 5, 𝑘 + 6) vyhovuje.
• Nech 𝑘 ≥ 𝑛 − 2.
Potom platı́

𝑘 ⋅ (𝑘 + 1) ⋅ (𝑘 + 2) ⋅ (𝑘 + 3) ⋅ (𝑘 + 4) ⋅ (𝑘 + 5) ⋅ (𝑘 + 6)
≥ (𝑛 − 2) ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) ⋅ (𝑛 + 2) ⋅ (𝑛 + 3) ⋅ (𝑛 + 4)
= (𝑛 − 2)(𝑛 + 4)) ⋅ (𝑛 − 1)(𝑛 + 3)) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) ⋅ (𝑛 + 2)
= (𝑛2 + 2𝑛 − 8) ⋅ (𝑛2 + 2𝑛 − 3) ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) ⋅ (𝑛 + 2)

= 𝑛2 + 2(𝑛 − 4) ⋅ 𝑛2 + 2(𝑛 − 4) + 5 ⋅ 𝑛 ⋅ (𝑛 + 1) ⋅ (𝑛 + 2)
≥ 𝑛2 ⋅ 𝑛2 ⋅ 𝑛 ⋅ 𝑛 ⋅ 𝑛 = 𝑛7,

takže sedmica (𝑘, 𝑘 + 1, 𝑘 + 2, 𝑘 + 3, 𝑘 + 4, 𝑘 + 5, 𝑘 + 6) nevyhovuje.



19. ročník MO, úloha B‑I‑2

Nájdite všetky dvojice celých čı́sel (𝑥, 𝑦) také, že obe čı́sla 𝑥+1
𝑦 a 𝑦+1

𝑥 sú celé.

Riešenie
Keďže čı́sla 𝑥 a 𝑦 sú vmenovateľoch, sú nenulové. Vzhľadomna ich symetrické rolymôžeme predpokladať, že 𝑥 ≥ 𝑦.
Rozoberme prı́pady:

• Nech 0 < 𝑦 ≤ 𝑥.
Potom 𝑦 + 1 > 0, takže

𝑦 + 1
𝑥 > 0,

z celosti 𝑦+1𝑥
𝑦 + 1
𝑥 ≥ 1,

𝑦 + 1 ≥ 𝑥,
takže zhrnutı́m

0 < 𝑦 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 + 1,
čiže

𝑥 ∈ {𝑦, 𝑦 + 1}.

Rozoberme prı́pady:

• Nech 𝑥 = 𝑦.
Potom

𝑦 + 1
𝑦 ∈ ℤ,

1 + 1
𝑦 ∈ ℤ,

1
𝑦 ∈ ℤ.

Cı́slo 𝑦 je kladný deliteľ 1, takže
𝑦 = 1,

(𝑥, 𝑦) = (1, 1).

Táto dvojica naozaj vyhovuje, lebo 1+1
1 = 2 ∈ ℤ.

• Nech 𝑥 = 𝑦 + 1.
Potom

(𝑦 + 1) + 1
𝑦 ∈ ℤ,

𝑦 + 2
𝑦 ∈ ℤ,

1 + 2
𝑦 ∈ ℤ,

2
𝑦 ∈ ℤ.

Cı́slo 𝑦 je kladný deliteľ 2, takže
𝑦 ∈ {1, 2},

(𝑥, 𝑦) ∈ {(2, 1), (3, 2)}.

Obe dvojice naozaj vyhovujú:
• 2+1

1 = 3 ∈ ℤ a 1+1
2 = 1 ∈ ℤ.



• 3+1
2 = 2 ∈ ℤ a 2+1

3 = 1 ∈ ℤ.

• Nech 𝑦 < 0 < 𝑥.
Rozoberme prı́pady:

• Nech 𝑦 = −1.
Potom platı́

𝑥 + 1
𝑦 = 𝑥 + 1

−1 = −(𝑥 + 1) ∈ ℤ,

𝑦 + 1
𝑥 = −1 + 1

𝑥 = 0
𝑥 = 0 ∈ ℤ,

takže vyhovuje ľubovoľná dvojica (𝑥, −1), kde 𝑥 > 0.
• Nech 𝑦 < −1.
Potom 𝑦 + 1 < 0, takže

𝑦 + 1
𝑥 < 0,

z celosti 𝑦+1𝑥
𝑦 + 1
𝑥 ≤ −1,

𝑦 + 1 ≤ −𝑥,
𝑦 ≤ −𝑥 − 1.

Dalej 𝑥 + 1 > 0, takže
𝑥 + 1
𝑦 < 0,

z celosti 𝑥+1𝑦
𝑥 + 1
𝑦 ≤ −1,

𝑥 + 1 ≥ −𝑦,
𝑦 ≥ −𝑥 − 1.

Zhrnutı́m dostávame
𝑦 = −𝑥 − 1.

Dvojice (𝑥, −𝑥 − 1), kde 𝑥 > 0, naozaj vyhovujú, lebo

𝑥 + 1
𝑦 = 𝑥 + 1

−𝑥 − 1 = −1 ∈ ℤ,

𝑦 + 1
𝑥 = (−𝑥 − 1) + 1

𝑥 = −𝑥
𝑥 = −1 ∈ ℤ.

• Nech 𝑦 ≤ 𝑥 < 0.
Rozoberme prı́pady:

• Nech 𝑥 = −1.
Potom platı́

𝑥 + 1
𝑦 = −1 + 1

𝑦 = 0
𝑦 = 0 ∈ ℤ,

𝑦 + 1
𝑥 = 𝑦 + 1

−1 = −(𝑦 + 1) ∈ ℤ,

takže vyhovuje ľubovoľná dvojica (−1, 𝑦), kde 𝑦 < 0.



• Nech 𝑥 < −1.
Potom 𝑥 + 1 < 0, takže

𝑥 + 1
𝑦 > 0,

z celosti 𝑥+1𝑦
𝑥 + 1
𝑦 ≥ 1,

𝑥 + 1 ≤ 𝑦.
Zhrnutı́m dostávame

𝑥 + 1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥 < 𝑥 + 1,
čo je spor.
Tento prı́pad teda nenastáva.

Zhrnutı́m dostávame, že riešeniami sú práve dvojice (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (3, 2), (−1, 𝑦), kde 𝑦 ≠ 0, (𝑥, −1),
kde 𝑥 ≠ 0, a (𝑥, 𝑦), kde 𝑥 + 𝑦 = −1 a 𝑥, 𝑦 ≠ 0.


