25. ro¢nik MO, iloha B-I-6

N3jdite mnozinu tazisk vsetkych trojuholnikov, ktorych vrcholy delia obvod daného Stvorca na tretiny.

Riesenie

Uvedomme si, Ze pre kazdy bod obvodu stvorca existuje prave jedna dvojica bodov jeho obvodu taka, Ze spolu delia
obvod na tri rovnaké casti.

Stvorec oznaéme ABCD. Jeho strany AB, BC, CD, DA postupne rozdel'me v kladnom smere bodmi E aF,GaH,I a],
K a L na tretiny. Obvod Stvorca je tak rozdeleny na 12 rovnakych casti, takze medzi uvazované trojuholniky patria
AGJ,BIL,CKF,DEH.

Oznaéme S stred obdiznika LABG, je to teda spolo¢ny stred tisetiek LB a AG. Usecky LA a BG st teda stredovo
sumerné podla stredu S.

Nech P, Q, R st body Gseciek LA, BG, IR také, ze |[LP| = |BQ| = |IR|. Body P a Q su teda tiez stredovo sumerné
podla stredu S.
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Potom
|[PA| + |AB| + |BQ| = |PA| + |AB| + |LP| = (|LP| + |PA|) + |AB| = |LA| + |AB]|,

|QCl + [CRI = |QC| + (ICI| + [IR]) = |QC| + (ICI| + |BQI) = (IBQI + |QC) + ICI| = |BC| + (ICI,
[RD| + |DP| = |RD| + (IDL| + |LP|) = |RD| + (IDL| + |IR]|) = (IR| + |RD|) + |DL| = |CD| + (|DL],
takze body P, Q, R tiez delia obvod na tretiny, PQR je teda tiez jeden z uvazovanych trojuholnikov.
KedZe vSetky polohy bodu R st na usecke I/, taziska vsetkych trojuholnikov PQR vytvaraju usecku, ktora je rovnolahla
s useckou I] podla stredu S s koeficientom § Dizka tejto isecky je teda § - |1]] ¢ize 3 |AB.
Analogicky su sicastou hladanej mnoziny dalSie tri isecky, ktoré vzniknu jej otoCeniami okolo stredu $tvorca o 90°,
180° a 270°. Vyslednd mnoZina je teda obvod Stvorca rovnolahlého s danym Stvorcom podla jeho stredu a koeficen-
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20. ro¢nik MO, uloha B-1I-2a

Nech n je kladné prirodzené ¢islo. Najdite vSetky sedmice za sebou nasledujucich kladnych prirodzenych cisel,
ktorych sucin je mensi nezn’.

Riesenie
Rozoberme pripady:

e Nechn < 3.

KedZe pre kazdé kladné prirodzené cislo k plati
k-(k+1)-(k+2)-(k+3)-(k+4)-(k+5)-(k+6)1-2-3-4-5-6-7 =5040 > 2187 =37 > n’,
ziadna vyhovujuca sedmica neexistuje.

e Nechn > 4.

Rozoberme pripady:

e Nechl<k<n-3.

Potom plati
k-(k+1)-(k+2)- (k+3)-(k+4)-(k+5)-(k+6)

<SmMm=-3)n-2) n—-1Dn-n+1)-n+2)-(n+3)

=m-3)n+3) - m—-2)(n+2)) - m—Dn+1)n

=m?-9)-n*-4)-M® -1 -n<n®-n?>-n2-n=n’,
takZe sedmica (k,k + 1,k + 2,k + 3,k + 4,k + 5,k + 6) vyhovuje.

e Nechk =>n— 2.

Potom plati
k-(k+1)-(k+2)- (k+3)-(k+4)-(k+5):-(k+6)

>n=-2) n—-1D)n-(n+1)- n+2)- n+3)-(n+4)
=n-2)(n+4) n—Dn+3) n-(n+1)-(n+2)
=m?+2n-8)-n*+2n-3)n-(n+1)-(n+2)
=(m?+2(n—-4)) - (N®+2(n—-4)+5) n-(n+1)-(n+2)

2

>n?2-n?-n-n-n=n’,

takze sedmica (k,k + 1,k + 2,k + 3,k + 4,k + 5, k + 6) nevyhovuje.



19. ro¢nik MO, tiloha B-1-2

T y P - " 1 1
N3jdite vSetky dvojice celych ¢isel (x, y) také, Ze obe ¢isla % a % su celé.

RieSenie
KedZe ¢isla x a y si v menovateloch, st nenulové. Vzhladom na ich symetrické roly mézeme predpokladat, Ze x = y.

Rozoberme pripady:

e NechO <y <ux.
Potom y + 1 > 0, takZe

.Y+l
z celosti yT

y+1=>x,

takZe zhrnutim
O<y<sx<y+1,

Cize
x €{y,y+1}
Rozoberme pripady:
e Nechx =y.
Potom +1
Y= eu,
y
1
1+ - €17,
y
1
— € Z.
y
Cislo y je kladny delitel’ 1, takze
y=1
(xy) = (1,D.

Tato dvojica naozaj vyhovuje, lebo % =2€l.

e Nechx =y + 1.

Potom A+l
+1 c7

y
y+2

— €Z,
y

)y

2
1+—-€1Z,
y
2
— € Z.
y
Cislo y je kladny delitel’ 2, takze
y €{1,2},
(x,y) €{(2,1),3,2)}.
Obe dvojice naozaj vyhovuju:
2+1 1+1

e — =3€Za—=1€EZ.
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3“=2€Za%=1ez.

e Nechy <0 <x.

Rozoberme pripady:
e Nechy = —1.
Potom plati
x+1 x+1 +1 ez
= =-G+Dhez
y+1 =141 0
= =—=0€ Z’
x x x
takze vyhovuje l'ubovolna dvojica (x, —1), kde x > 0.
e Nechy < —1.
Potom y + 1 < 0, takze
y+1
0;
x
z celosti y7+1
1
Y < -1,
x
y+1<—x,
y<—x-—1.
Dalej x + 1 > 0, takze
x+1
05
y
z celosti XTH
x+1
<-1,
y
x+1=>-—y,
y=-—x—1.
Zhrnutim dostavame
y=—-x-—1.
Dvojice (x, —x — 1), kde x > 0, naozaj vyhovujy, lebo
x+1 x+1
= =-1€1Z,
y -x-1
+1 -x-1)+1 —x
4 = ( ) =—=-1€1Z
x x x
e Nechy <x <0.
Rozoberme pripady:
e Nechx = —1.
Potom plati
x+1 —-1+4+1 0
= =—-=0€Z,
y y y
y+1 y+

1
=_—=—(y+1)EZ,

takze vyhovuje l'ubovolna dvojica (—1,y), kde y < 0.



e Nechx < —1.
Potom x + 1 < 0, takze

x+1 0
y )
zcelostixTJrl
x+1
1!
y
x+1<y.

Zhrnutim dostavame
x+1<y<x<x+1,

o je spor.
Tento pripad teda nenastava.

Zhrnutim dostavame, Ze rieSeniami su prave dvojice (1,1), (1,2), (2,1), (2,3), (3,2), (—1,y),kde y # 0, (x,—1),
kdex # 0,a (x,y),kdex +y=—-1ax,y # 0.



