29. ro¢nik MO, iloha Z-1-4

Zistite, ¢i mozu traja cestujuici stihnut vlak, ktory odchadza o 75 minut zo stanice vzdialenej 40 km, ak kazdy z nich
dokéaze bezat rychlostou 10 km/h a maju k dispozicii dvojmiestny motocykel, ktory moze st rychlostou 80 km/h.

Riesenie
KedZe nemame Ziadne informécie, ktoré by cestujucich rozliSovali, m6Zeme predpokladat, Ze motocykel riadi vzdy
ten isty.
Nech l'ubovolny dalsi cestujtci sa na motocykli povezie drahu s, takZe bude bezat drahu 40 km — s. Jeho celkovy
¢as ma byt najviac 75 min CizZe % h, preto (vyuZzijic maximalne rychlosti pri oboch spésoboch dopravy)
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Rozdelme teda dobu % h na tri po sebe iduce etapy:
1. Vintervale [0 h, % h] sa prvy a druhy povezu na motocyKli a treti bezi.
2. Vintervale [15—4 h, % h - 15—4 h| sa prvy na motocykli vracia po tretieho a druhy a treti beZia.
3. Vintervale [z h — % h, Z h| sa prvy a treti povezii na motocykli a druhy bezi.

Tento plan je znazorneny nasledujicim diagramom. Prvému zodpoveda tu¢nd siva ¢iara, druhému ¢ervend a tretiemu
modra.
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Uskutocnitelnost tohto planu zavisi od toho, ¢i sa prvy pocas druhej etapy stihne premiestnit z miesta, kde z mo-
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tocykla vysadol druhy, ¢o je -~ km od Startu, na miesto, kde nani ma nasadnut treti, ¢o je - km od ciela ciZe

40 km — @ km od Startu. Jeho potrebnu rychlost na tomto tiseku ozna¢me r, potom plati
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Cestujuci teda vlak mdzu stihnut, a to napriklad pri dodrZani uvedeného planu.

Poznamka

KedZe v druhej etape ma motocyklista znacnua v rychlosti rezervu, ¢as presunu moznost skratit tym, Ze druhy
zosaadne z motocykla neskor a treti nan nasadne skor.

Najdime teda najmensi Cas, za ktory sa vSetci traja dostanu na stanicu. Ozna¢me ho t. Rychlost bezcov oznac¢me v,
rychlost motocykla w, a vzdialenost' od stanice d. Nech u je doba jazdy druhého i tretieho.

Rozdel'me cas t na tri po sebe iduce etapy:
1. Vintervale [0, u] sa prvy a druhy povezii na motocykli a treti bezi.
2. Vintervale [u, t — u] sa prvy na motocykli vracia po tretieho a druhy a treti beZia.
3. Vintervale [t — u, u] sa prvy a treti povezi na motocykli a druhy beZi.
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V prvej etape druhy prejde (na motocykli) drahu wu a v druhej a tretej spolu (behom) v(t — u), Cize plati
d=wu+v(t—u),
d =wu+ vt —vu,
d — vt = wu —vu,
d—vt=(w-v)u,
d—vt

w—v
Motocykel aj v druhej etape ide rychlostou w, t. j. plati

wu — (d —wu)
(t—u)—u
2wu —d
t—2u’
w(t —2u) =2wu —d,

wt — 2wu = 2wu — d,
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wt = 4wu — d.
Po dosadeni z predchadzajiceho vztahu
d—vt
wt = 4w - —d,
w—v
ww —v)t = 4w(d — vt) — (w — v)d,
w2t —wvt = (4wd — 4wwt) — (wd — vd),
w2t —wut = dwd — 4wvt — wd + vd,
w2t + 3wvt = 3wd + vd,
w(w + 3v)t = 3w + v)d,
_ Bw+w)d
 w(w +3v)’

Z toho dostavame
(3-80km/h +10km/h) - 40km  (240km/h + 10 km/h) - 40 km
~ 80km/h- (80km/h + 3 - 10km/h) _ 80 km/h - (80 km/h + 30 km/h)
_ _250km/h-40km _ 250-40 25 _ o
80km/h-110km/h _ 80-110 22 ’ '




29. ro¢nik MO, iloha Z-111-2

Auto sa ma dostat' do miesta vzdialeného 1300 km. Benzin moZno kupovat len v mieste Startu. V tomto mieste moze
auto tankovat' do nadrze s objemom 40 litrov a moze tieZ kupovat benzin do 20-litrovych kanistrov, z ktorych si po
ceste mo6Ze nadrz doplnit. Auto v§ak moZe viezt so sebou najviac tri plné kanistre a méZe si tiez zriadovat’ zasoby
kanistrov popri ceste. Jeho spotreba je 10 litrov na 100 km. Zistite, ¢i na jeho cestu staci 190 litrov benzinu.

RieSenie

Auto méZe postupovat podla nasledujicej tabul'ky. Zriadi si pritom zasobaren na 300. kilometri. Pod kanistrami

pritom rozumieme celkovy objem kanistrov v aute, ten moZze byt najviac 60 1.

| krok | poloha (km) [| nadrz (1) | kanistre (1) [| zasobéref (I) || poznamka \

0. 0 0 0 0

1. 0 30 60 0 || natankovanie 901
2. 300 0 60 0

3. 300 30 30 0 || preliatie z kanistrov
4, 300 30 0 30 || vyloZenie kanistrov
5. 0 0 0 30

6. 0 40 60 30 || natankovanie 1001
7. 300 10 60 30

8. 300 40 60 0 || preliatie z kanistrov
9. 700 0 60 0

10. 700 40 20 0 || preliatie z kanistrov
11. 1100 0 20 0

12. 1100 20 0 0 || preliatie z kanistrov
13. 1300 0 0 0

Auto pritom tankovalo 901a 1001, ¢o je spolu 190 1.



29. ro¢nik MO, iloha A-III-3

AKky je najmensi pocet konvexnych mnozin, ktorych zjednotenim je rovina bez troch nekolinedrnych bodov?

Riesenie

Predmetné body ozna¢me 4, B, C a nech P je rovina bez nich.

Nech K, L, M st rdzne body priamky AB také, ze |KA| = |AL| = |LB||BM]|. Ked%Ze body K, L, M st r6zne od A a B
a (vzhladom na nekolinearitu 4, B a C) aj od C, patria do mnoziny P.
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K A L B M

Body K a L nepatria do tej istej mnoziny, lebo vzhladom na jej konvexnost by do nej patril aj bod A, ktory leZi na
usecke KL. Analogicky ani body L a M nepatria do tej istej mnoziny (pre bod B) a to isté plati aj pre body K a M. To
teda znameng, Ze kazdy z bodov K, L, M lezi v inej mnoZine, tieto mnoZiny su preto aspon 3.

Tento pocet mozno dosiahnut, a to napriklad takto:

Rozklad ma3 tieto tri mnoziny:
e rozdiel uhla ABC alomenej ¢iary ABC,
e zjednotenie vnutra polroviny opacnej k polrovine ABC a vnutra usecky AB,

 rozdiel toho susedného uhla k uhlu ABC, ktory obsahuje bod C, a zjednotenia polpriamky opacnej k polpri-
amke CB a jednoprvkovej mnoziny obsahujicej bod B.

Kazda z nich je zrejme konvexn4 a ich zjednotenim je mnozina 2.

Poznamka
Uvedené mnoziny st navyse disjunktné, takZe tvoria rozklad mnoziny P.



