27.ro¢nik MO, iloha C-1I-1

Kol'’kymi sposoby je mozné vyjadrit ¢islo 1978 ako sticet najmenej dvoch za sebou nasledujtcich prirodzenych ¢isel?
N3jdite vSetky také rozklady.

RieSenie
Nech m a k su prirodzené Cisla také, ze k = 2 a

1978 =m+ M+ 1) +-+(m+ (k—-1)).

Potom ekvivalentne
1978 =km+ 0+ 1+ -+ (k—1)),

1
1978 = km + k(k — 1),
3956 = 2km + k(k — 1),
22.989 = k(2m + k — 1).

Cisla k a 2m + k — 1 st teda delitelmi ¢isla 3956 ¢ize 22 - 23 - 43. Ich stcet je 2m + 2k — 1, ¢o je neparne &islo, preto
majti rdznu paritu, takZe 4 je delitelom k alebo 2m + k — 1. Dalej teda ekvivalentne

(k,2m+k—1) € {(4,23-43),(4-23,43),(4-43,23),(4-23-43,1),(1,4-23-43),(23,4-43), (43,4-23),(23-43,4)},
(k,2m+k —1) € {(4,989),(92,43),(172,23),(1978,1), (1,1978), (23,172), (43,92), (989, 4) }.
KedZe2 <k <2m+k = (2m+ k — 1) + 1, ekvivalentne
(k,2m+k —1) € {(4,989), (23,172), (43,92)},

(k,2m — 1) € {(4,985),(23,149), (43,49)},
(k,2m) € {(4,986), (23,150), (43,50)3},
(k,m) € {(4,493),(23,75), (43,25)}.
Existujd teda 3 hladané vyjadrenia:
e 1978 = 493 + 494 + 495 + 496,
e 1978 =75+ .-+ 97,
e 1978 = 25+ --- + 67.



25. ro¢nik MO, uloha Z-11-2

Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik a M a N stredy jeho stran AD a BC. Dokazte, ze ak
1
IMN| = - (l4B] + CD]).

tak stred usecky AC lezi vnutri usecky MN a AB || CD.

Riesenie
Najprv ignorujme vztah medzi MN a AB a CD.

D

A B

KedZe NS je stredna priecka trojuholnika ABC rovnobezZna s AB a MS je stredna priecka trojuholnika ACD rovnobezna
s CD, podla trojuholnakovej nerovnosti pre trojicu bodov M, N, S plati

1 1 1
IMN| < |NS| + [MS| = 2 |AB| + > |CD| = §(|AB| + |CDJ).

Podla predpokladu tu v8ak nastava rovnost, takze [MN| = |NS| + |MS], a teda S leZi na Gsecke MN. Z toho tieZ
AB NS =SM | CD.



27.ro¢nik MO, iloha C-1I-3a

Ur¢te posledné dvojéislie ¢isla 1* + -+ + 1000%.

RieSenie
Nech n je prirodzené ¢islo a y je jeho posledné dvojcislie, t. j. jeho zvySok n po deleni 100. Existuje teda prirodzené
¢islo x také, Ze n = 100x + y. Potom

n* = (100x + y)* = (100x)* + 4(100x)3y + 6(100x)?y? + 4(100x)y3 + y*
= 100*x*+4-1003x3y+6-1002x2y? +4-100xy3 +y* = 100 (1003x* + 4 - 1002x3y + 6 - 100x2y? + 4xy3)+y*,
takze posledné dvojcislie ¢isla n* je rovnaké ako posledné dvojéislie ¢isla y#. Cislo
(1* + -+ 4+ 100%) + -+ + (901* + - + 1000*)
ma teda rovnaké posledné dvojcislie ako ¢islo

(1% 4 - 4+ 100%) + - + (1% + - + 100%)
10

tize 10 (1* + -+ + 100*). Jeho posledna cifra je teda 0 a predposlednd je posledna cifra 1* + -+ + 100*.

Nech n je prirodzené ¢islo a z je jeho posledna cifra, t. j. jeho zvySok n po deleni 10. Existuje teda prirodzené ¢islo
w také, Ze n = 10w + z. Potom

n* = (10w + 2)* = (10w)* + 4(10w)3z + 6(10w)?2?% + 4(10w)z3 + z*
=10%w* +4-103w3z + 6 - 10?°w?2z% + 4 - 10wz3 + z* = 10 (103w* + 4 - 102w3z + 6 - 10w?z?% + 4wz3) + z*,
takze posledna cifra ¢isla n* je rovnaka ako posledné dvojéislie &isla w. Cislo
(1* + -+ 10*) + - + (91* + - + 100%)
ma teda rovnaku poslednu cifru ako cislo

(14 + .+ 104) + o 4 (14 + e 4 104)
10

¢ize 10 (1* + -+ + 10*). Jeho posledn cifra je teda 0.
Zhrnutim dostavame, Ze posledné dvojcislie ¢isla 1* + --- + 1000% je 00.



25. ro¢nik MO, iloha B-1I-2a

Nech ABCDEF je konvexny Sestuholnik. Nech jeho uhlopriecky vychadzajtce z vrcholu B delia uhol ABC na Styri
rovnaké diely a analogickd vlastnost maju uhlopriecky vychadzajice z vrcholov D a F. Dokazte, Ze tento Sestuholnik
je pravidelny.

RieSenie
KedZe

|*ABE| = |«ABF| + |&FBE| = |«CBD| + |<DBE| = |«CBE]|,
BE je os uhla FBD.

Analogicky je DA os uhla BDF a FC os uhla DFB. Tieto tri osi uhlov trojuholnika BDF sa pretinaji v jednom bode,
ktory oznacme S.

PretoZe |&XSFB| = |&BFA| a |[<SBF| = |«FBA]|, trojuholniky SFB a AFB st pri tomto poradi vrcholov podla vety
usu zhodné, a kedZe priamka FB oddeluje body A a S su podla tejto priamky simerné. Priamka SA ¢iZe AD je teda
kolma na stranu AD, je to teda vyska trojuholnika BDF z bodu D a prechddza bodom S.

Analogicky bodom S prechadzaju aj ostatné dve vysky trojuholnika BDF, takze S je jeho ortocentrom. KedZe je aj
stredom jemu vpisanej kruZnice, tento trojuholnik je rovnostranny.

PretoZe bod S je simerny s bodom A podla F B a analogicky s bodom C podla BD a s bodom E podla DF, Sestuholnik
ABCD je pravidelny.



25. ro¢nik MO, iloha A-III-5

Nech M je konvexny mnohouholnik, ktory je obsiahnuty v konvexnom mnohouholniku V. Dokazte, Ze obvod (M) <
obvod (V).

Riesenie

Nech M je A, ...A,. Nech 4y = A, a Ap41 = A;. Aki € {1,...,n}, definujme C; a B;;, ako priesetniky obvodu
mnohouholnika V' a kolmic na ise¢ku 4;4;,1 cez bod A;, resp. A;, 1, pricom C; a B;, 1 leZia v polrovine danej A;4;
opacnej k polrovine obsahujicich M. Nech By = B, B4 = B1 Cp = C, aChyq = Ci. Aki € {1,...,n}, tak
Bi114;+14;C; je pravouhly lichobeznik s ramenami A4;4;,, a C;B;,+; a pravym uhlom pri A4, takZe plati |C;B;;.| =
|A;Ai 41l

Body Bj, C3, By, Cy, ..., By, Cy, lezia v tomto poradi na obvode konvexného mnohouholnika U. Preto plati
obvod(N) = |B1Cy| + |C1B,| + |BoCo| + |CyB3| + -+ + |BpCy| + |Cr By

= |Clel + |C233| + -+ |CnB1| = |A1A2| + |A2A3| + -+ |AnA1| = ObVOd(M).



