
27. ročník MO, úloha C‑II‑1

Koľkými spôsoby jemožné vyjadriť čı́slo1978 ako súčet najmenej dvoch za sebounasledujúcich prirodzených čı́sel?
Nájdite všetky také rozklady.

Riešenie
Nech𝑚 a 𝑘 sú prirodzené čı́sla také, že 𝑘 ≥ 2 a

1978 = 𝑚 + (𝑚 + 1) +⋯+ (𝑚 + (𝑘 − 1)) .

Potom ekvivalentne
1978 = 𝑘𝑚 + (0 + 1 +⋯+ (𝑘 − 1)) ,

1978 = 𝑘𝑚 + 1
2𝑘(𝑘 − 1),

3956 = 2𝑘𝑚 + 𝑘(𝑘 − 1),
22 ⋅ 989 = 𝑘(2𝑚 + 𝑘 − 1).

Cƽ ı́sla 𝑘 a 2𝑚+𝑘−1 sú teda deliteľmi čı́sla 3956 čiže 22 ⋅ 23 ⋅ 43. Ich súčet je 2𝑚+2𝑘−1, čo je nepárne čı́slo, preto
majú rôznu paritu, takže 4 je deliteľom 𝑘 alebo 2𝑚 + 𝑘 − 1. Dƽ alej teda ekvivalentne

(𝑘, 2𝑚+𝑘−1) ∈ {(4, 23⋅43), (4⋅23, 43), (4⋅43, 23), (4⋅23⋅43, 1), (1, 4⋅23⋅43), (23, 4⋅43), (43, 4⋅23), (23⋅43, 4)},

(𝑘, 2𝑚 + 𝑘 − 1) ∈ {(4, 989), (92, 43), (172, 23), (1978, 1), (1, 1978), (23, 172), (43, 92), (989, 4)}.
Keďže 2 ≤ 𝑘 ≤ 2𝑚 + 𝑘 = (2𝑚 + 𝑘 − 1) + 1, ekvivalentne

(𝑘, 2𝑚 + 𝑘 − 1) ∈ {(4, 989), (23, 172), (43, 92)},

(𝑘, 2𝑚 − 1) ∈ {(4, 985), (23, 149), (43, 49)},
(𝑘, 2𝑚) ∈ {(4, 986), (23, 150), (43, 50)},
(𝑘,𝑚) ∈ {(4, 493), (23, 75), (43, 25)}.

Existujú teda 3 hľadané vyjadrenia:

• 1978 = 493 + 494 + 495 + 496,

• 1978 = 75 +⋯+ 97,

• 1978 = 25 +⋯+ 67.



25. ročník MO, úloha Z‑II‑2

Nech 𝐴𝐵𝐶𝐷 je konvexný štvoruholnı́k a𝑀 a 𝑁 stredy jeho strán 𝐴𝐷 a 𝐵𝐶. Dokážte, že ak

|𝑀𝑁| = 1
2(|𝐴𝐵| + |𝐶𝐷|).

tak stred úsečky 𝐴𝐶 ležı́ vnútri úsečky𝑀𝑁 a 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷.

Riešenie
Najprv ignorujme vzťah medzi𝑀𝑁 a 𝐴𝐵 a 𝐶𝐷.

𝐴 𝐵

𝐶

𝐷

𝑀
𝑁𝑆

Keďže𝑁𝑆 je stredná priečka trojuholnı́ka𝐴𝐵𝐶 rovnobežná s𝐴𝐵 a𝑀𝑆 je stredná priečka trojuholnı́ka𝐴𝐶𝐷 rovnobežná
s 𝐶𝐷, podľa trojuholnákovej nerovnosti pre trojicu bodov𝑀, 𝑁, 𝑆 platı́

|𝑀𝑁| ≤ |𝑁𝑆| + |𝑀𝑆| = 1
2 |𝐴𝐵| +

1
2 |𝐶𝐷| =

1
2(|𝐴𝐵| + |𝐶𝐷|).

Podľa predpokladu tu však nastáva rovnosť, takže |𝑀𝑁| = |𝑁𝑆| + |𝑀𝑆|, a teda 𝑆 ležı́ na úsečke 𝑀𝑁. Z toho tiež
𝐴𝐵 ∥ 𝑁𝑆 = 𝑆𝑀 ∥ 𝐶𝐷.



27. ročník MO, úloha C‑II‑3a

Určte posledné dvojčı́slie čı́sla 14 +⋯+ 10004.

Riešenie
Nech 𝑛 je prirodzené čı́slo a 𝑦 je jeho posledné dvojčı́slie, t. j. jeho zvyšok 𝑛 po delenı́ 100. Existuje teda prirodzené
čı́slo 𝑥 také, že 𝑛 = 100𝑥 + 𝑦. Potom

𝑛4 = (100𝑥 + 𝑦)4 = (100𝑥)4 + 4(100𝑥)3𝑦 + 6(100𝑥)2𝑦2 + 4(100𝑥)𝑦3 + 𝑦4

= 1004𝑥4+4⋅1003𝑥3𝑦+6⋅1002𝑥2𝑦2+4⋅100𝑥𝑦3+𝑦4 = 100 ൫1003𝑥4 + 4 ⋅ 1002𝑥3𝑦 + 6 ⋅ 100𝑥2𝑦2 + 4𝑥𝑦3൯+𝑦4,
takže posledné dvojčı́slie čı́sla 𝑛4 je rovnaké ako posledné dvojčı́slie čı́sla 𝑦4. Cƽ ı́slo

൫14 +⋯+ 1004൯ + ⋯ + ൫9014 +⋯+ 10004൯

má teda rovnaké posledné dvojčı́slie ako čı́slo

(14 +⋯+ 1004) + ⋯ + (14 +⋯+ 1004)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
10

čiže 10 ൫14 +⋯+ 1004൯. Jeho posledná cifra je teda 0 a predposledná je posledná cifra 14 +⋯+ 1004.
Nech 𝑛 je prirodzené čı́slo a 𝑧 je jeho posledná cifra, t. j. jeho zvyšok 𝑛 po delenı́ 10. Existuje teda prirodzené čı́slo
𝑤 také, že 𝑛 = 10𝑤 + 𝑧. Potom

𝑛4 = (10𝑤 + 𝑧)4 = (10𝑤)4 + 4(10𝑤)3𝑧 + 6(10𝑤)2𝑧2 + 4(10𝑤)𝑧3 + 𝑧4

= 104𝑤4 + 4 ⋅ 103𝑤3𝑧 + 6 ⋅ 102𝑤2𝑧2 + 4 ⋅ 10𝑤𝑧3 + 𝑧4 = 10 ൫103𝑤4 + 4 ⋅ 102𝑤3𝑧 + 6 ⋅ 10𝑤2𝑧2 + 4𝑤𝑧3൯ + 𝑧4,
takže posledná cifra čı́sla 𝑛4 je rovnaká ako posledné dvojčı́slie čı́sla𝑤4. Cƽ ı́slo

൫14 +⋯+ 104൯ + ⋯ + ൫914 +⋯+ 1004൯

má teda rovnakú poslednú cifru ako čı́slo

(14 +⋯+ 104) + ⋯ + (14 +⋯+ 104)ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
10

čiže 10 ൫14 +⋯+ 104൯. Jeho posledná cifra je teda 0.
Zhrnutı́m dostávame, že posledné dvojčı́slie čı́sla 14 +⋯+ 10004 je 00.



25. ročník MO, úloha B‑II‑2a

Nech 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je konvexný šesťuholnı́k. Nech jeho uhlopriečky vychádzajúce z vrcholu 𝐵 delia uhol 𝐴𝐵𝐶 na štyri
rovnaké diely a analogickú vlastnosťmajú uhlopriečky vychádzajúce z vrcholov𝐷 a𝐹. Dokážte, že tento šesťuholnı́k
je pravidelný.

Riešenie
Keďže

|∢𝐴𝐵𝐸| = |∢𝐴𝐵𝐹| + |∢𝐹𝐵𝐸| = |∢𝐶𝐵𝐷| + |∢𝐷𝐵𝐸| = |∢𝐶𝐵𝐸| ,
𝐵𝐸 je os uhla 𝐹𝐵𝐷.
Analogicky je 𝐷𝐴 os uhla 𝐵𝐷𝐹 a 𝐹𝐶 os uhla 𝐷𝐹𝐵. Tieto tri osi uhlov trojuholnı́ka 𝐵𝐷𝐹 sa pretı́najú v jednom bode,
ktorý označme 𝑆.

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

𝑆

Pretože |∢𝑆𝐹𝐵| = |∢𝐵𝐹𝐴| a |∢𝑆𝐵𝐹| = |∢𝐹𝐵𝐴|, trojuholnı́ky 𝑆𝐹𝐵 a 𝐴𝐹𝐵 sú pri tomto poradı́ vrcholov podľa vety
usu zhodné, a keďže priamka 𝐹𝐵 oddeľuje body 𝐴 a 𝑆 sú podľa tejto priamky súmerné. Priamka 𝑆𝐴 čiže 𝐴𝐷 je teda
kolmá na stranu 𝐴𝐷, je to teda výška trojuholnı́ka 𝐵𝐷𝐹 z bodu 𝐷 a prechádza bodom 𝑆.
Analogicky bodom 𝑆 prechádzajú aj ostatné dve výšky trojuholnı́ka 𝐵𝐷𝐹, takže 𝑆 je jeho ortocentrom. Keďže je aj
stredom jemu vpı́sanej kružnice, tento trojuholnı́k je rovnostranný.
Pretože bod 𝑆 je súmerný s bodom𝐴 podľa𝐹𝐵 a analogicky s bodom𝐶 podľa𝐵𝐷 a s bodom𝐸 podľa𝐷𝐹, šesťuholnı́k
𝐴𝐵𝐶𝐷 je pravidelný.



25. ročník MO, úloha A‑III‑5

Nechℳ je konvexnýmnohouholnı́k, ktorý je obsiahnutý v konvexnommnohouholnı́ku𝒩. Dokážte, že obvod(ℳ) ≤
obvod(𝒩).

Riešenie
Nech ℳ je 𝐴1…𝐴𝑛 . Nech 𝐴0 = 𝐴𝑛 a 𝐴𝑛+1 = 𝐴1. Ak 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}, deϐinujme 𝐶𝑖 a 𝐵𝑖+1 ako priesečnı́ky obvodu
mnohouholnı́ka𝒩 a kolmı́c na úsečku 𝐴𝑖𝐴𝑖+1 cez bod 𝐴𝑖 , resp. 𝐴𝑖+1, pričom 𝐶𝑖 a𝐵𝑖+1 ležia v polrovine danej 𝐴𝑖𝐴𝑖+1
opačnej k polrovine obsahujúcich ℳ. Nech 𝐵0 = 𝐵𝑛 , 𝐵𝑛+1 = 𝐵1 𝐶0 = 𝐶𝑛 a 𝐶𝑛+1 = 𝐶1. Ak 𝑖 ∈ {1, … , 𝑛}, tak
𝐵𝑖+1𝐴𝑖+1𝐴𝑖𝐶𝑖 je pravouhlý lichobežnı́k s ramenami 𝐴𝑖𝐴𝑖+1 a 𝐶𝑖𝐵𝑖+1 a pravým uhlom pri 𝐴1, takže platı́ |𝐶𝑖𝐵𝑖+!| ≥
|𝐴𝑖𝐴𝑖+1|
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𝐶5

Body 𝐵1, 𝐶1, 𝐵2, 𝐶2, …, 𝐵𝑛 , 𝐶𝑛 ležia v tomto poradı́ na obvode konvexného mnohouholnı́ka𝒰. Preto platı́

obvod(𝒩) ≥ |𝐵1𝐶1| + |𝐶1𝐵2| + |𝐵2𝐶2| + |𝐶2𝐵3| + ⋯ + |𝐵𝑛𝐶𝑛| + |𝐶𝑛𝐵1|

≥ |𝐶1𝐵2| + |𝐶2𝐵3| + ⋯ + |𝐶𝑛𝐵1| ≥ |𝐴1𝐴2| + |𝐴2𝐴3| + ⋯ + |𝐴𝑛𝐴1| = obvod(ℳ).


