17.ro¢nik MO, uloha C-I-3

Uréte dizky stran vsetkych pravouhlych trojuholnikov s celo¢iselnymi dizkami stran, ktorych obvod je rovny jeho
obsahu.

Riesenie 1
Ozna¢me dizky odvesien hladaného pravouhlého trojuholnika a, b a dizku jeho prepony c. Bez ujmy na vieobecnosti
a < b. Podla zadania plati

1

zab=a+b+c,
t. .

c=§ab—a—b.

Podla Pytagorovej vety plati
24 p2 2 1 o2 2 2 2 2
a*+b*=c*=|zab—a—b =Zab +a® +b*—a“b—ab” + 2ab,

z ¢coho
0= %azb2 —a’b — ab? + 2ab,
0 = a?b? — 4a*b — 4ab? + 8ab,
0=ab—4a—4b+38,
8=ab—4a—4b + 16,
8=(a—4)(b—4).
Cislo a — 4 je teda delitelom ¢&isla 8. Pritomza < b mamea —4 < b — 4.

Zostavme tabul'ku vSetkych pripadov (v ktorej b — 4 = % ac= %ab —a-—>b):

(a—4]b-4] af b] c]
1 8 5|12 || 13
2 4 6 8 || 10
4 2 - - -
8 1 - - -
1 —8 - _ _
-2 —4 -
—4 2 _
8| -1 -4 3| -

Dostavame tak dva (pomerne zname) pytagorejské trojuholniky: prvy s odvesnami 5 a 12 a preponou 13 a druhy
s odvesnami 6 a 8 a preponou 10 (¢o je dvakrat zvacseny klasicky trojuholnik so stranami 3, 4 a 5).

RieSenie 2

VyuZijeme fakt, Ze dizky stran pytagorejského trojuholnika majt prave tvar k(m? — n?), 2kmn, k(m? + n?), kde k,
m, n su kladné celé ¢isla, pricom m > n.

Nech a = k(m? —n?), b = 2kmn, c = k(m? + n?). Podla zadania teda plati

1
—ab=a+b+c,
2
t.j.
1
5 (k(m? —n?)) (2kmn) = k(m? —n?) + 2kmn + k(m? + n?).
Upravujme:

(m? —n®)kmn = (m? — n?) 4+ 2mn + (m? + n?),

2 —n®kmn = 2m? + 2mn,

(m
(m —n)(m +n)kmn = 2m(m + n),
kn(m —n) =2,

Zostavime tabul'ku vsetkych pripadov:



[k[n|m-n]mfa] b| c|
11 2 3]8] 6]10
1]2 1] 351213
2|1 1] 26| 810

Vzhladom na symetriu a a b tak dostdvame dva (pomerne zndme) pytagorejské trojuholniky: prvy s odvesnami 5
al2apreponou 13 adruhysodvesnami6a8apreponou 10 (¢o je dvakrat zvacSeny klasicky trojuholnik so stranami
3,4a5).



25. ro¢nik MO, iloha C-1I-1b

Nech ABCDEF je konvexny Sestuholnik, ktory ma zhodné vnutorné uhly pri vrcholoch 4, B, C, jeho uhlopriecky
vychdadzajuce z vrcholu 4 delia uhol BAF na $tyri zhodné diely a jeho uhlopriec¢ky vychadzajice z vrcholu C delia
uhol BCD na Styri zhodné diely. Dokazte, Ze Sestuholnik ABCDEF je pravidelny.

RieSenie
Plati 1 1
180° = |XABC| + |&<BCA| + |«CAB| = |2ABC| + 1 |«BCD| + 1 |«FAB]|
1 1 3
= |XABC| + 1 |«ABC| + 1 |«ABC| = 3 |«ABC|,

takZze |*ABC| = 120°. Potom
1 1 1 1 1 1
|[EAC| = |<EAD| + |4DAB| = 7 |<FAB| + 7 |«BCD| = ; |4ABC| + 7 |2ABC| = 5 |2ABC| = 5 - 120° = 60"

Analogicky |<ACE| = 60°, takZe trojuholnik ACE je rovnostranny.
KedZe 1
[«CAD| = 1 |«FAB| = |<EAD|,
AD je os uhla EAC, ateda body C a E su podla nej simerné. Analogicky st body A a E simerné podla CF.
Nech S je priesecnik AD a CF. Potom S je priesecnik osi uhlov ACE a CAE, je to teda stred trojuholnika ACE.

KedZe 1 1
|«SAC| = |«DAC| = 1 |«FAB| = 1 |«BCD| = |«FCA| = |&SCA]|,

trojuholnik SAC je rovnoramenny, a teda |SA| = |SC|. Plati
3 3
|[*ACD| = 3 |«BCD| = 1 120° =90°,

takze S je stred AD.
Analogicky je S stred CF.
KedZe
|4SAC| = |[<DAC| = % |<FAB| = |<BAC]|
a analogicky |<SCA| = |<BCA|, pricom AC oddeluje body B a S, body S a B st sumerné podla osi AC.
Z toho uz vyplyva, Ze Sestuholnik ABCDEF je pravidelny.



27.ro¢nik MO, iloha C-I-6

Nech ABC je trojuholnik. Urcte vSetky body M také, Ze kruznice opisané trojuholnikom ABM, BCM, CAM sti zhodné.

Riesenie
Trojuholniky ABM, BCM, CAM existuju prave vtedy, ked bod M je rézny od A4, B, C.

Rozoberme pripady:

e Nech M leZi na kruZnici opisanej trojuholniku ABC, av§ak okrem bodov 4, B, C.

V takom pripade st vSetky kruznice opisané trojuholnikom ABM, BCM, CAM su totoZné, takze aj zhodné.

¢ Nech M nelezi na kruZznici opisanej trojuholniku ABC.
Nech bod M vyhovuje. Ozna¢me stredy kruznic opisanych trojuholnikom ABM, BCM, CAM postupne P, Q, R.
Potom plati: |RC| = |RM| = |QM| = |QC|, takZe MQCR je kosoStvorec. Jeho uhlopriecky CM a QR su teda
kolmé.

Analogicky su kosostvorce MRAP a MPBQ. Preto AR =PM = ?@, takze ABQR je rovnobeznik, a teda tisecky
AB a QR st rovnobezné. To teda znameng, Ze CM je kolma na AB, takze M lezi na vyske ABC z bodu C.

Analogicky M lezi na zvys$nych dvoch vyskach, je to teda ortocentrum trojuholnika ABC. KedZe je rozny od A,
B, C, trojuholnik ABC nie je pravouhly.

UkaZeme, Ze v pripade nepravouhlého trojuholnika ABC jeho ortocentrum M naozaj vyhovuje.

Vtedy |QC| = |QM| a |RC| = |RM|, takze MQRC je deltoid simerny podla priamky QR. Ta je teda kolma na
jeho uhlopriecku CM, je teda rovnobezna s priamkou AB. Analogicky RP || BC a PQ || CA, takze trojuholniky
ABC a QPR su pri tomto poradi vrcholov podobné.

KedZe priamka QR rozpoluje tsecku CM a anlogicky rozpoluju priamky RP a PQ tsecky AB, resp. BC, obra-
zom trojuholnika QR P v rovnolahlosti so stredom M a koeficientom 2 je trojuholnik, ktoré strany s rovnobezné
so stranami trojuholnika ABC a prechadzaju jeho protilahlymi vrcholmi. Jeho stredné priecky su teda strany
trojuholnika ABC, takze je jeho obrazom v rovnolahlosti s koeficientom —2.

To vsak znamena, Ze trojuholniky ABC a PQR st rovnolahlé s koeficientom —1 (okrem iného st teda zhodné),
Preto AR = BQ, takZe polomery kruznic opisanych trojuholnikom CMA a AMB si zhodné.

Analogicky je s nimi zhodny aj polomer kruznice opisanej trojuholniku BMC.

Poznamka
S tymito troma kruznicami je zhodna aj kruZnica opisana trojuholniku ABC.



