
17. ročník MO, úloha C‑I‑3

Určte dlƵžky strán všetkých pravouhlých trojuholnı́kov s celočı́selnými dlƵžkami strán, ktorých obvod je rovný jeho
obsahu.

Riešenie 1
OznačmedlƵžky odvesien hľadaného pravouhlého trojuholnı́ka𝑎, 𝑏 a dlƵžku jeho prepony 𝑐. Bez ujmyna všeobecnosti
𝑎 ≤ 𝑏. Podľa zadania platı́

1
2𝑎𝑏 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐,

t. j.
𝑐 = 1

2𝑎𝑏 − 𝑎 − 𝑏.
Podľa Pytagorovej vety platı́

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2 = ቆ12𝑎𝑏 − 𝑎 − 𝑏ቇ
2
= 1
4𝑎

2𝑏2 + 𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎2𝑏 − 𝑎𝑏2 + 2𝑎𝑏,

z čoho
0 = 1

4𝑎
2𝑏2 − 𝑎2𝑏 − 𝑎𝑏2 + 2𝑎𝑏,

0 = 𝑎2𝑏2 − 4𝑎2𝑏 − 4𝑎𝑏2 + 8𝑎𝑏,
0 = 𝑎𝑏 − 4𝑎 − 4𝑏 + 8,
8 = 𝑎𝑏 − 4𝑎 − 4𝑏 + 16,
8 = (𝑎 − 4)(𝑏 − 4).

Cƽ ı́slo 𝑎 − 4 je teda deliteľom čı́sla 8. Pritom z 𝑎 ≤ 𝑏máme 𝑎 − 4 ≤ 𝑏 − 4.
Zostavme tabuľku všetkých prı́padov (v ktorej 𝑏 − 4 = 8

𝑎−4 a 𝑐 = 1
2𝑎𝑏 − 𝑎 − 𝑏):

𝑎 − 4 𝑏 − 4 𝑎 𝑏 𝑐
1 8 5 12 13
2 4 6 8 10
4 2 – – –
8 1 – – –

−1 −8 – – –
−2 −4 – – –
−4 −2 0 2 –
−8 −1 −4 3 –

Dostávame tak dva (pomerne známe) pytagorejské trojuholnı́ky: prvý s odvesnami 5 a 12 a preponou 13 a druhý
s odvesnami 6 a 8 a preponou 10 (čo je dvakrát zväčšený klasický trojuholnı́k so stranami 3, 4 a 5).

Riešenie 2
Využijeme fakt, že dlƵžky strán pytagorejského trojuholnı́ka majú práve tvar 𝑘(𝑚2 − 𝑛2), 2𝑘𝑚𝑛, 𝑘(𝑚2 + 𝑛2), kde 𝑘,
𝑚, 𝑛 sú kladné celé čı́sla, pričom𝑚 > 𝑛.
Nech 𝑎 = 𝑘(𝑚2 − 𝑛2), 𝑏 = 2𝑘𝑚𝑛, 𝑐 = 𝑘(𝑚2 + 𝑛2). Podľa zadania teda platı́

1
2𝑎𝑏 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐,

t. j.
1
2 ൫𝑘(𝑚

2 − 𝑛2)൯ (2𝑘𝑚𝑛) = 𝑘(𝑚2 − 𝑛2) + 2𝑘𝑚𝑛 + 𝑘(𝑚2 + 𝑛2).
Upravujme:

(𝑚2 − 𝑛2)𝑘𝑚𝑛 = (𝑚2 − 𝑛2) + 2𝑚𝑛 + (𝑚2 + 𝑛2),
(𝑚2 − 𝑛2)𝑘𝑚𝑛 = 2𝑚2 + 2𝑚𝑛,

(𝑚 − 𝑛)(𝑚 + 𝑛)𝑘𝑚𝑛 = 2𝑚(𝑚 + 𝑛),
𝑘𝑛(𝑚 − 𝑛) = 2,

Zostavı́me tabuľku všetkých prı́padov:



𝑘 𝑛 𝑚 − 𝑛 𝑚 𝑎 𝑏 𝑐
1 1 2 3 8 6 10
1 2 1 3 5 12 13
2 1 1 2 6 8 10

Vzhľadom na symetriu 𝑎 a 𝑏 tak dostávame dva (pomerne známe) pytagorejské trojuholnı́ky: prvý s odvesnami 5
a12 apreponou13 adruhý s odvesnami6 a8 apreponou10 (čo je dvakrát zväčšený klasický trojuholnı́k so stranami
3, 4 a 5).



25. ročník MO, úloha C‑II‑1b

Nech 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je konvexný šesťuholnı́k, ktorý má zhodné vnútorné uhly pri vrcholoch 𝐴, 𝐵, 𝐶, jeho uhlopriečky
vychádzajúce z vrcholu 𝐴 delia uhol 𝐵𝐴𝐹 na štyri zhodné diely a jeho uhlopriečky vychádzajúce z vrcholu 𝐶 delia
uhol 𝐵𝐶𝐷 na štyri zhodné diely. Dokážte, že šesťuholnı́k 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je pravidelný.

Riešenie
Platı́

180∘ = |∢𝐴𝐵𝐶| + |∢𝐵𝐶𝐴| + |∢𝐶𝐴𝐵| = |∢𝐴𝐵𝐶| + 1
4 |∢𝐵𝐶𝐷| +

1
4 |∢𝐹𝐴𝐵|

= |∢𝐴𝐵𝐶| + 1
4 |∢𝐴𝐵𝐶| +

1
4 |∢𝐴𝐵𝐶| =

3
2 |∢𝐴𝐵𝐶| ,

takže |∢𝐴𝐵𝐶| = 120∘. Potom

|𝐸𝐴𝐶| = |∢𝐸𝐴𝐷| + |∢𝐷𝐴𝐵| = 1
4 |∢𝐹𝐴𝐵| +

1
4 |∢𝐵𝐶𝐷| =

1
4 |∢𝐴𝐵𝐶| +

1
4 |∢𝐴𝐵𝐶| =

1
2 |∢𝐴𝐵𝐶| =

1
2 ⋅ 120∘ = 60∘.

Analogicky |∢𝐴𝐶𝐸| = 60∘, takže trojuholnı́k 𝐴𝐶𝐸 je rovnostranný.
Keďže

|∢𝐶𝐴𝐷| = 1
4 |∢𝐹𝐴𝐵| = |∢𝐸𝐴𝐷| ,

𝐴𝐷 je os uhla 𝐸𝐴𝐶, a teda body 𝐶 a 𝐸 sú podľa nej súmerné. Analogicky sú body 𝐴 a 𝐸 súmerné podľa 𝐶𝐹.
Nech 𝑆 je priesečnı́k 𝐴𝐷 a 𝐶𝐹. Potom 𝑆 je priesečnı́k osı́ uhlov 𝐴𝐶𝐸 a 𝐶𝐴𝐸, je to teda stred trojuholnı́ka 𝐴𝐶𝐸.

𝐴

𝐵

𝐶

𝐷

𝐸

𝐹

𝑆

Keďže
|∢𝑆𝐴𝐶| = |∢𝐷𝐴𝐶| = 1

4 |∢𝐹𝐴𝐵| =
1
4 |∢𝐵𝐶𝐷| = |∢𝐹𝐶𝐴| = |∢𝑆𝐶𝐴| ,

trojuholnı́k 𝑆𝐴𝐶 je rovnoramenný, a teda |𝑆𝐴| = |𝑆𝐶|. Platı́

|∢𝐴𝐶𝐷| = 3
4 |∢𝐵𝐶𝐷| =

3
4 ⋅ 120∘ = 90∘,

takže 𝑆 je stred 𝐴𝐷.
Analogicky je 𝑆 stred 𝐶𝐹.
Keďže

|∢𝑆𝐴𝐶| = |∢𝐷𝐴𝐶| = 1
4 |∢𝐹𝐴𝐵| = |∢𝐵𝐴𝐶|

a analogicky |∢𝑆𝐶𝐴| = |∢𝐵𝐶𝐴|, pričom 𝐴𝐶 oddeľuje body 𝐵 a 𝑆, body 𝑆 a 𝐵 sú súmerné podľa osi 𝐴𝐶.
Z toho už vyplýva, že šesťuholnı́k 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸𝐹 je pravidelný.



27. ročník MO, úloha C‑I‑6

Nech𝐴𝐵𝐶 je trojuholnı́k. Určte všetky body𝑀 také, že kružnice opı́sané trojuholnı́kom𝐴𝐵𝑀,𝐵𝐶𝑀,𝐶𝐴𝑀 sú zhodné.

Riešenie
Trojuholnı́ky 𝐴𝐵𝑀, 𝐵𝐶𝑀, 𝐶𝐴𝑀 existujú práve vtedy, keď bod𝑀 je rôzny od 𝐴, 𝐵, 𝐶.
Rozoberme prı́pady:

• Nech𝑀 ležı́ na kružnici opı́sanej trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶, avšak okrem bodov 𝐴, 𝐵, 𝐶.
V takom prı́pade sú všetky kružnice opı́sané trojuholnı́kom 𝐴𝐵𝑀, 𝐵𝐶𝑀, 𝐶𝐴𝑀 sú totožné, takže aj zhodné.

• Nech𝑀 neležı́ na kružnici opı́sanej trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶.
Nech bod𝑀 vyhovuje. Označme stredy kružnı́c opı́saných trojuholnı́kom 𝐴𝐵𝑀, 𝐵𝐶𝑀, 𝐶𝐴𝑀 postupne 𝑃, 𝑄, 𝑅.
Potom platı́: |𝑅𝐶| = |𝑅𝑀| = |𝑄𝑀| = |𝑄𝐶|, takže 𝑀𝑄𝐶𝑅 je kosoštvorec. Jeho uhlopriečky 𝐶𝑀 a 𝑄𝑅 sú teda
kolmé.
Analogicky sú kosoštvorce𝑀𝑅𝐴𝑃 a𝑀𝑃𝐵𝑄. Preto ሬሬሬሬሬ⃗𝐴𝑅 = ሬሬሬሬሬሬ⃗𝑃𝑀 = ሬሬሬሬሬሬ⃗𝐵𝑄, takže 𝐴𝐵𝑄𝑅 je rovnobežnı́k, a teda úsečky
𝐴𝐵 a 𝑄𝑅 sú rovnobežné. To teda znamená, že 𝐶𝑀 je kolmá na 𝐴𝐵, takže𝑀 ležı́ na výške 𝐴𝐵𝐶 z bodu 𝐶.
Analogicky𝑀 ležı́ na zvyšných dvoch výškach, je to teda ortocentrum trojuholnı́ka 𝐴𝐵𝐶. Keďže je rôzny od 𝐴,
𝐵, 𝐶, trojuholnı́k 𝐴𝐵𝐶 nie je pravouhlý.

𝐴 𝐵

𝐶

𝑃

𝑄𝑅

𝑀

Ukážeme, že v prı́pade nepravouhlého trojuholnı́ka 𝐴𝐵𝐶 jeho ortocentrum𝑀 naozaj vyhovuje.
Vtedy |𝑄𝐶| = |𝑄𝑀| a |𝑅𝐶| = |𝑅𝑀|, takže𝑀𝑄𝑅𝐶 je deltoid súmerný podľa priamky 𝑄𝑅. Tá je teda kolmá na
jeho uhlopriečku 𝐶𝑀, je teda rovnobežná s priamkou 𝐴𝐵. Analogicky 𝑅𝑃 ∥ 𝐵𝐶 a 𝑃𝑄 ∥ 𝐶𝐴, takže trojuholnı́ky
𝐴𝐵𝐶 a 𝑄𝑃𝑅 sú pri tomto poradı́ vrcholov podobné.
Keďže priamka 𝑄𝑅 rozpoľuje úsečku 𝐶𝑀 a anlogicky rozpoľujú priamky 𝑅𝑃 a 𝑃𝑄 úsečky 𝐴𝐵, resp. 𝐵𝐶, obra‑
zomtrojuholnı́ka𝑄𝑅𝑃 v rovnoľahlosti so stredom𝑀 akoeϐicientom2 je trojuholnı́k, ktoré strany sú rovnobežné
so stranami trojuholnı́ka 𝐴𝐵𝐶 a prechádzajú jeho protiľahlými vrcholmi. Jeho stredné priečky sú teda strany
trojuholnı́ka 𝐴𝐵𝐶, takže je jeho obrazom v rovnoľahlosti s koeϐicientom−2.
To však znamená, že trojuholnı́ky𝐴𝐵𝐶 a𝑃𝑄𝑅 sú rovnoľahlé s koeϐicientom−1 (okrem iného sú teda zhodné),
Preto ሬሬሬሬሬ⃗𝐴𝑅 = ሬሬሬሬሬሬ⃗𝐵𝑄, takže polomery kružnı́c opı́saných trojuholnı́kom 𝐶𝑀𝐴 a 𝐴𝑀𝐵 sú zhodné.
Analogicky je s nimi zhodný aj polomer kružnice opı́sanej trojuholnı́ku 𝐵𝑀𝐶.

Poznámka
S týmito troma kružnicami je zhodná aj kružnica opı́saná trojuholnı́ku 𝐴𝐵𝐶.


