
27. ročník MO, úloha B‑I‑5

Vypočı́tajte obsah šesťuholnı́ka, ktorý ohraničnujú spojnice vrcholov rovnostranného trojuholnı́ka s obsahom 1
s bodmi deliacimi jeho k nim protiľahlé strany na tretiny.

Riešenie
Rozvnostranný trojuholnı́k označme𝐴𝐵𝐶. Vzhľadomnasymetriepodľaosı́ strán vznikne5 typov útvarov, ichobsahy
označme takto:

• 1 centrálny šesťuholnı́k s obsahom 𝑎,

• 6 trojuholnı́kov, ktoré s nı́m majú spoločnú stranu, s obsahom 𝑏,

• 3 päťuholnı́ky s obsahom 𝑐,

• 3 štvoruholnı́ky s obsahom 𝑑,

• 6 trojuholnı́kov s obsahom 𝑒.

Zrejme teda
𝑎 + 6𝑏 + 3𝑐 + 3𝑑 + 6𝑒 = obsah(𝐴𝐵𝐶) = 1.

Nech𝐷 a𝐸 sú body úsečky𝐴𝐵, 𝐹 a𝐺 body úsečky𝐵𝐶 a𝐻 a 𝐼 body úsečky 𝐶𝐴 také, že |𝐴𝐷| = |𝐷𝐸| = |𝐸𝐵| = |𝐵𝐹| =
|𝐹𝐺| = |𝐺𝐶| = |𝐶𝐻| = |𝐻𝐼| = |𝐼𝐴|.
Potom platı́

𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 3𝑒 = obsah(𝐴𝐷𝐶) = 1
2 ⋅ |𝐴𝐷| ⋅ |𝐶, 𝐴𝐷| = 1

2 ⋅ 13 |𝐴𝐵| ⋅ |𝐶, 𝐴𝐵|

= 1
3

1
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ |𝐶, 𝐴𝐵| = 1

3obsah(𝐴𝐵𝐶) =
1
3 ⋅ 1 = 1

3 .

Nech 𝑇 je ťažisko trojuholnı́ka 𝐴𝐵𝐶 a𝑈 je stred úsečky 𝑇𝐶. Nech 𝑃 priesečnı́k𝐴𝐹 a𝐵𝐼 a𝑄 priesečnı́k 𝐴𝐺 a𝐵𝐻. Nech
𝑋 a 𝑌 sú priesečnı́ky 𝐶𝐷 s priamkami 𝐹𝐴, resp. 𝐹𝐼.
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Usečka𝐻𝐺 je obrazom úsečky𝐴𝐵 v rovnoľahlosti so stredom𝐶 akoe icientom 1
3 . Je tedaaj jej obrazomvrovnoľahlosti

so stredom 𝑄 a koe icientom −1
3 . V oboch týchto rovnoľahostiach je stred 𝑈 úsečky 𝐺𝐻 obrazom stredu 𝑆 úsečky

𝐴𝐵. Preto platı́

|𝐶𝑄| = |𝐶𝑈| + |𝑈𝑄| = 1
3 |𝐶𝑆| +

1
3 |𝑄𝑆| =

1
3 |𝐶𝑆| +

1
3(|𝐶𝑆| − |𝐶𝑄|) = 2

3 |𝐶𝑆| −
1
3 |𝐶𝑄| ,



takže
4
3 |𝐶𝑄| =

2
3 |𝐶𝑆| ,

|𝐶𝑄| = 1
2 |𝐶𝑆| ,

a teda 𝑄 je stred úsečky 𝐶𝑆. Z toho

𝑎 + 4𝑏 + 𝑐 + 2𝑑 + 2𝑒 = obsah(𝐴𝐵𝑄) = 1
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ |𝑄𝑆|

= 1
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ 12 |𝐶𝑆| =

1
2

1
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ |𝐶𝑆| = 1

2obsah(𝐴𝐵𝐶) =
1
2 ⋅ 1 = 1

2 .

Podobne, úsečka 𝐼𝐹 je obrazom úsečky 𝐴𝐵 v rovnoľahlosti so stredom 𝐶 a koe icientom 2
3 . Je teda aj jej obrazom

v rovnoľahlosti so stredom 𝑃 a koe icientom −2
3 . V oboch týchto rovnoľahostiach je stred 𝑇 úsečky 𝐹𝐼 obrazom

stredu 𝑆 úsečky 𝐴𝐵. Preto platı́

|𝐶𝑃| = |𝐶𝑇| + |𝑇𝑃| = 2
3 |𝐶𝑆| +

2
3 |𝑃𝑆| =

2
3 |𝐶𝑆| +

2
3(|𝐶𝑆| − |𝐶𝑃|) = 4

3 |𝐶𝑆| −
2
3 |𝐶𝑃| ,

takže
5
3 |𝐶𝑃| =

4
3 |𝐶𝑆| ,

|𝐶𝑃| = 4
5 |𝐶𝑆| ,

a teda
|𝐶𝑆| − |𝑃𝑆| = 4

5 |𝐶𝑆| .

1
5 |𝐶𝑆| = |𝑃𝑆| .

Z toho

𝑐 + 2𝑒 = obsah(𝐴𝐵𝑃) = 1
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ |𝑄𝑆| = 1

2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ 15 |𝐶𝑆| =
1
5

1
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ |𝐶𝑆| = 1

5obsah(𝐴𝐵𝐶) =
1
5 ⋅ 1 = 1

5 .

Usečka 𝐼𝑌 je obrazom úsečky 𝐴𝐷 v rovnoľahlosti so stredom 𝐶 a koe icientom 2
3 . Preto

|𝐹𝑌| = |𝐹𝐼| − |𝐼𝑌| = 2
3 |𝐴𝐵| −

2
3 |𝐴𝐷| = 2 |𝐴𝐷| − 2

3 |𝐴𝐷| =
4
3 |𝐴𝐷| .

Keďže 𝐹𝑌 = 𝐹𝐼 ∥ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐷, trojuholnı́k 𝐹𝑌𝑋 je teda obrazom trojuholnı́ka 𝐴𝐷𝑋 v rovnoľahlosti so stredom 𝑋
a koe icientom−4

3 . Preto platı́

|𝑋𝐷| = 3
4 |𝑋𝑌| =

3
4(|𝑌𝐷| − |𝑋𝐷|) = 3

4 |𝑌𝐷| −
4
3 |𝑋𝐷| =

3
4(|𝐶𝐷| − |𝐶𝑌|) − 3

4 |𝑋𝐷|

= 3
4 |𝐶𝐷| − 2

3 |𝐶𝐷| − 3
4 |𝑋𝐷| =

3
4 ⋅ 13 |𝐶𝐷| −

3
4 |𝑋𝐷| =

1
4 |𝐶𝐷| −

4
3 |𝑋𝐷| ,

takže
7
4 |𝑋𝐷| =

1
4 |𝐶𝐷| ,

|𝑋𝐷| = 1
7 |𝐶𝐷| .

Z toho
𝑒 = obsah(𝐴𝐷𝑋) = 1

2 ⋅ |𝐴𝐷| ⋅ |𝑋𝐷| ⋅ sin |∢𝐴𝐷𝑋| = 1
2 ⋅ |𝐴𝐷| ⋅ 17 |𝐶𝐷| ⋅ sin |∢𝐴𝐷𝐶|

= 1
7

1
2 ⋅ |𝐴𝐷| ⋅ |𝐶𝐷| ⋅ sin |∢𝐴𝐷𝐶| = 1

7obsah(𝐴𝐷𝐶) =
1
7

1
2 ⋅ |𝐴𝐷| ⋅ |𝐶𝑆|

= 1
7

1
2 ⋅ 13 |𝐴𝐵| ⋅ |𝐶𝑆| = 1

7 ⋅ 13
1
2 ⋅ |𝐴𝐵| ⋅ |𝐶𝑆| = 1

21obsah(𝐴𝐵𝐶) =
1
21 ⋅ 1 = 1

21 .



Zhrnutı́m dostávame sústavu týchto piatich rovnı́c s piatimi neznámymi:

𝑎 + 6𝑏 + 3𝑐 + 3𝑑 + 6𝑒 = 1,

𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 3𝑒 = 1
3 ,

𝑎 + 4𝑏 + 𝑐 + 2𝑑 + 2𝑒 = 1
2 ,

𝑐 + 2𝑒 = 1
5 ,

𝑒 = 1
21 .

Z posledných dvoch rovnı́c máme
(𝑐 + 2𝑒) − 2𝑒 = 1

5 − 2 ⋅ 1
21 ,

𝑐 = 21 − 2 ⋅ 5
105 = 21 − 10

105 = 11
105 .

Z prvej a tretej
(𝑎 + 6𝑏 + 3𝑐 + 3𝑑 + 6𝑒) − (𝑎 + 4𝑏 + 𝑐 + 2𝑑 + 2𝑒) = 1 − 1

2 ,

2𝑏 + 2𝑐 + 𝑑 + 4𝑒 = 1
2 ,

z druhej potom
(2𝑏 + 2𝑐 + 𝑑 + 4𝑒) − (𝑏 + 𝑐 + 𝑑 + 3𝑒) = 1

2 − 1
3 ,

𝑏 + 𝑐 + 𝑒 = 3 − 2
6 = 1

6 ,

a teda
𝑏 = 1

6 − 𝑐 − 𝑒 = 1
6 − 11

105 − 1
21 = 35 − 22 − 10

210 = 3
210 = 1

70 .

Z druhej rovnice potom

𝑑 = 1
3 − 𝑏 − 𝑐 − 3𝑒 = 1

3 − 1
70 − 11

105 − 3 ⋅ 1
21 = 70 − 3 − 22 − 3 ⋅ 10

210 = 70 − 3 − 22 − 30
210 = 15

210 = 1
14 ,

a napokon z tretej
𝑎 = 1

2 − 4𝑏 − 𝑐 − 2𝑑 − 2𝑒 = 1
2 − 4 ⋅ 1

70 − 11
105 − 2 ⋅ 1

14 − 2 ⋅ 1
21

= 105 − 4 ⋅ 3 − 22 − 2 ⋅ 15 − 2 ⋅ 10
210 = 105 − 12 − 22 − 30 − 20

210 = 21
210 = 1

10 .

Obsah šesťuholnı́ka je teda 1
10 .



19. ročník MO, úloha Z‑I‑2

Nájdite všetky obdlžniky, ktorých strany majú celočı́selné dlžky a ich obvod sa rovná ich obsahu.

Riešenie
Dlžky strán označme hľadaného obdlžnika 𝑎 a 𝑏, bez ujmy na všeobecnosti 𝑎 ≤ 𝑏.
Ak sú 𝑎, 𝑏 veľkosti strán hľadaného obdlžnika, tak podľa zadania platı́

2𝑎 + 2𝑏 = 𝑎𝑏.

Upravujme:
4 = 𝑎𝑏 − 2𝑎 − 2𝑏 + 4,
4 = (𝑎 − 2)(𝑏 − 2).

Cı́slo 𝑎 − 2 je teda deliteľom čı́sla 4. Pritom z 𝑎 ≤ 𝑏máme 𝑎 − 2 ≤ 𝑏 − 2.
Zostavme tabuľku všetkých prı́padov (v ktorej 𝑏 − 2 = 4

𝑎−2 ):

𝑎 − 2 𝑏 − 2 𝑎 𝑏
1 4 3 6
2 2 4 4
4 1 – –

−1 −4 – –
−2 −2 – –
−4 −1 – –

Ľahko vidieť, že oba zı́skané obdlžniky 3 × 6 a 4 × 4 sú naozaj riešeniami úlohy.


