27.ro¢nik MO, iloha B-I-5

Vypocitajte obsah Sestuholnika, ktory ohrani¢nuju spojnice vrcholov rovnostranného trojuholnika s obsahom 1
s bodmi deliacimi jeho k nim protilahlé strany na tretiny.

RieSenie
Rozvnostranny trojuholnik ozna¢me ABC.Vzhladom na symetrie podla osi stran vznikne 5 typov uitvarov, ich obsahy
oznacme takto:

¢ 1 centralny Sestuholnik s obsahom a,

¢ 6 trojuholnikov, ktoré s nim maja spolo¢nt stranu, s obsahom b,

3 patuholniky s obsahom c,

3 stvoruholniky s obsahom d,

¢ 6 trojuholnikov s obsahom e.

Zrejme teda
a+ 6b + 3c + 3d + 6e = obsah(4BC) = 1.

Nech D a E stibody usecky AB, F a G body tsecky BC a H a I body tsec¢ky CA také, ze |AD| = |DE| = |EB| = |BF| =
|[FG| = |GC| = |CH| = |HI| = |IA].

Potom plati
1 1
b+c+d+3e = obsah(ADC) = 5 - |AD| - IC,AD| = 5 - 5 |4B| - |C, AB|
1L |AB| - |C, AB| — L obsah(aBcy = £ .1 = 2
~3\2 ’ = 3obsah(ABO) = 5-1= 7.

Nech T je tazisko trojuholnika ABC a U je stred Gsecky TC. Nech P priese¢nik AF a Bl a Q priese¢nik AG a BH. Nech
X aY st priesetniky CD s priamkami FA, resp. F1I.

B

Usecka HG je obrazom tise¢ky AB v rovnolahlosti so stredom C a koeficientom é Je teda ajjej obrazom v rovnolahlosti

so stredom Q a koeficientom —%. V oboch tychto rovnolahostiach je stred U tsecky GH obrazom stredu S usecky
AB. Preto plati

1 1 1 1 2 1
lcQl = Icul+1UQl = 5 I¢s|+ 5 los| = 3 Ies| + 5(les| - IceD) = 5 les| - 5 1cal,



takze 5
lcol =5 Icsl,

Wik

1
cQl == 1CS],
cal =z Ics|

ateda Q je stred usec¢ky CS. Z toho

1
a+4b + c+ 2d + 2e = obsah(4BQ) = B |AB| - |QS|

X oas Liesi= 2 (L 1aBr1est) = LobsanaBey = 2 1= L
=2 21%1= 31\ 2 = p0bsah(4BC) = 5-1=7.

Podobne, tsecka [F je obrazom usecky AB v rovnolahlosti so stredom C a koeficientom § Je teda aj jej obrazom

v rovnolahlosti so stredom P a koeficientom —g. V oboch tychto rovnolahostiach je stred T usecky FI obrazom
stredu S Usecky AB. Preto plati

|CP| = |CT| + |TP| = 2 |CS| + 2 |PS| = 2 |CS| + 2 |CS|—|CP]) = 4 |CS] 2 |cP|
- ~ 3 3 ~ 3 3( )= 3 3 ’

takze

5 4

§|CP| =§|C5|.

4

lcPl =z Icsl,

ateda 4
|CS| — |PS| =§|CS|.

1

§|C5| = |PS].
Z toho

1 1 1 1/1 1 1 1

Usecka IY je obrazom tsecky AD v rovnolahlosti so stredom C a koeficientom g Preto

2 2 2 4
[FY| = |FI| = |IY] = 2 |AB| = 5 |AD| = 2]AD| - 5 |AD| = 5 |AD|.

KedZe FY = FI || AB = AD, trojuholnik FYX je teda obrazom trojuholnika ADX v rovnolahlosti so stredom X
a koeficientom —g. Preto plati

3 3 3 4 3 3
IXD| = 2 1xY] = 2(IYD| = IXD]) = 4 |YD| — 5 |XD| = 2.(ICD| — [CY]) — 2 |XD]
3 2 3 31 3 1 4
= Z(lCDl -3 |CD|) — 3 XDl= 7 - 31CD| = 7 IXD| = £ |¢D| - 5 |XDI,
takZze
7 1
ZlXDl =1|CD|,
1
|XD| = 7|CD|.
Z toho

1 1 1
e = obsah(ADX) = = - |AD| - |XD| - sin |«ADX| = = - |AD| - = |CD| - sin |<ADC|
2 2 7

1/1 1 1/1
= (E -|AD| - |CD| - sin |<ADC|> = —obsah(4DC) = - <E -|AD| - |CS|>

S L amrest) =2 2L 4B 1es1) = L obsah(aBe) = = 1 = 2
—7\2°3 =7°3\2 = g70bsah(4BC) = 57 -1 =7



Zhrnutim dostavame sustavu tychto piatich rovnic s piatimi neznamymi:

a+6b+3c+3d+6e=1,

1
b+c+d+3e=§,

1
a+4b+c+2d+2€=z,

+2 _ 1
c e—5,

Z poslednych dvoch rovnic mame

+2 2 _ 1 2 1
(c e) e—5 o1

_21-2-5 21-10 11
©= 77105 " "105 _ 105

Z prvej a tretej

1
(a+6b+3c+3d+6e)—(a+4b+c+2d+2e)=1-

EF
1
2b+2c+d+4e=§,
z druhej potom
1 1
(2b+2€+d+4e)—(b+c+d+3e)=E—g,
picre3T2_1
ct+e= c ~ o
ateda
b_l _1 11 1_35—22—10_ 3 _1
“6 ‘7787105 21 210 210 70
Z druhej rovnice potom
P S ool 1 1 1 _70-3-22-3:10 70-3-22-30
=3 €T°¢T37707 105 21 210 = 210
a napokon z tretej
—14b 2d2—141112121
“=3 ¢ ) 70~ 105 14 21

105-4-3-22-2-15-2-10 105—-12-22-30—-20 21 1

210 210 T 210 10

Obsah Sestuholnika je teda 1—10.

_ 15
T 210



19. ro¢nik MO, uloha Z-1-2

Najdite vietky obdizniky, ktorych strany maji celo¢iselné dizky a ich obvod sa rovna ich obsahu.

RieSenie
DiZky stran ozna¢me hladaného obdiZnika a a b, bez ujmy na vieobecnosti a < b.
Ak su a, b vel'kosti stran hladaného obdiZnika, tak podla zadania plati
2a + 2b = ab.
Upravujme:
4 =ab—2a—-2b+4,
4= (a—-2)(b-2).

Cislo a — 2 je teda delitelom ¢isla 4. Pritomza < b mdmea —2 < b — 2.
4

Zostavme tabul'ku vSetkych pripadov (v ktorej b — 2 = E):
(a—2[[b-2]a]b]
1 413|6
2 21 4|4
4 1] -1 -
1 4 -T-
-2 -2 - -
—4 11 =-1T-

Lahko vidiet, Ze oba ziskané obdizniky 3 X 6 a 4 x 4 st naozaj rieSeniami tlohy.



