25. ro¢nik MO, iloha C-I-5

Na danej kruznici sa pohybuju v tom istom smere stalymi rychlostami tri body A, B, C. Prvy ma dobu obehu T,
druhy %T, treti %T. V Case 0 vSetky tri body splyvali. Kol'kokrat v ¢asovom intervalu [0, T] tvorili body 4, B, C vrcholy
pravouhlého trojuholnika?

Riesenie

Za dobu % bod A prejde % kruZnice, bod B prejde % kruZnice a bod C prejde % kruZnice. Bod A je teda najpomalsi
a bod C najrychleji. Za dobu g -x,kde 0 < x < 6, teda body 4, B, C prejdi postupne g kruZnic, § kruZnic a §
kruznic.

Podla Talesovej vety body A, B, C tvoria vrcholy pravouhlého trojuholnika, prave ked’ st dva z nich krajnymi body

toho istého priemeru danej kruZnice, pricom treti bod nesplynie so Ziadnym z nich. KedZe na zaciatku sua vSetky tri
body totoZné, medzi drahami prvych dvoch bodov je rozdiel neparny pocet polkruZnic. Rozoberme pripady:

e Nech st tieto dva body 4 a B.

KedZe bod B prejde najviac 2 kruznice ¢iZe 4 polkruznic, tento neparny pocet polokruhov je teda 1 alebo 3.

Rozoberme pripady:
¢ Nech
X +1 1 x
6 2 3
Ekvivalentne upravujme:
x + 3 =2x,
3=x.
Za dobu % - 3 prejdu body 4, B, C postupne % kruZnice, 1 kruznicu a % kruznice. To v§ak znamenj, Ze
body A a C splyvaju.
Tento pripad teda nevyhovuje.
e Nech
x .3 %
6 3
Ekvivalentne upravujme:
x+9 = 2x,
9 =x,

¢o je vsak spor s predpokladom x < 6.
Tento pripad teda nevyhovuje.

* Nech su tieto dva body Aa C.

KedZe bod C prejde najviac 2 kruZnice ¢iZe 6 polkruznic, tento neparny pocet polokruhov je teda 1, 3 alebo 5.

Rozoberme pripady:
¢ Nech
x +1 1 x
6 2 2
Ekvivalentne upravujme:
x + 3 = 3x,

3 = 2x,
3 —_—
5 =X

Za dobu = - % prejdua body A4, B, C postupne i Kruznice, % kruznice a % kruZznice, takze bod B nesplyva
ani s bodom A ani s bodom C.
Tento pripad teda vyhovuje.



e Nech

x 1 x
st3 277
Ekvivalentne upravujme:
x +9 = 3x,
9 = 2x,
9
E = X.

Za dobu % : g prejdu body 4, B, C postupne % kruZznice, % kruZnicu a % kruznice, takZe bod B nesplyva
ani s bodom A ani s bodom C.
Tento pripad teda vyhovuje.

e Nech
X 45 1 X
6 2 2
Ekvivalentne upravujme:
x + 15 = 3x,
15 = 2x,
15
2 "

Co je vSak spor s predpokladom x < 6.
Tento pripad teda nevyhovuje.

* Nech st tieto dva body B a C.

KedZe bod C prejde najviac 2 kruznice CiZe 6 polkruznic, tento neparny pocet polokruhov je teda 1, 3 alebo 5.

Rozoberme pripady:
e Nech
x +3 1 x
3 2 2
Ekvivalentne upravujme:
2x + 3 = 3x,
3=x.
Za dobu % - 3 prejdu body 4, B, C postupne % kruznice, 1 kruznicu a % kruznice, takze bod A splyva
s bodom C.
Tento pripad teda nevyhovuje.
¢ Nech
x +3 1 x
3 2 2
Ekvivalentne upravujme:
2x +9 = 3x,
9=x,
Co je vSak spor s predpokladom x < 6.
Tento pripad teda nevyhovuje.
¢ Nech
x +5 1 x
3 2 2
Ekvivalentne upravujme:
2x + 15 = 3x,
15 =x,

Co je vsak spor s predpokladom x < 6.
Tento pripad teda nevyhovuje.

Zhrnutim dostavame, Ze existuju 2 okamihy, ked’ je ABC pravouhly trojuholnik, a to v ¢asoch % .
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23. ro¢nik MO, iloha B-I-1

Nech M je mnoZina

a)
b)

R,
Z.

N3jdite vSetky dvojice neprazdnych podmnoZin (4, B) mnoZiny M také, Ze AU B = M, aspoii jedna z mnoZin M \ A
a M \ B je neprazdna a plati:

Akx€Aay€eA takx+y€A.
Akx € Aay€eB,takx+y € B.
Akx €Baye€B,takx +y € A.

RieSenie

a)

b)

Nech a je lubovolné realne Cislo. Rozoberme pripady:

e Ak % € A, tak podla prvej vlastnosti a = % + % € A.

o Ak % € B, tak podla tretej vlastnosti a = % + % € A.

Mnozina A teda obsahuje vSetky realne ¢isla.

KedZe B je neprazdna, existuje redlne Cislo b také, Ze b € B. Nech c je lubovolné reélne ¢islo. KedZzec—b € A
ab € B,plati c = (c — b) + b € B. MnoZina B teda tieZ obsahuje vSetky realne ¢isla.

To vSak znameng, Ze obe mnoziny R \ A a R\ B st prazdne, ¢o je spor s predpokladom.
Neexistuje teda ziadna vyhovujuca dvojica.

Najprv ukdzeme (sporom), Ze mnoziny A a B su disjunktné. Nech ¢ € A N B. Nech x je lubovolné redlne ¢islo.
KedZe x — c je celé Cislo, patri do jednej z mnoZin A a B. Rozoberme pripady:

e Nechx — c € A.

KedZe ¢ € A, podla prvej vlastnosti x = (x — c¢) + ¢ € A, a kedZe ¢ € B, podla druhej vlastnosti
x=(x—c)+c€B.Platitedax € AnB.

e Nechx —c € B.

KedZe ¢ € A, podla druhej vlastnosti x = ¢ + (x —¢) + ¢ € B, a kedZe ¢ € B, podla tretej vlastnosti
x=c+(x—c) €A Platitedax € ANB.

Ukazali sme teda, Ze AN B = Z,takze A = B = Z. To vSak znamen4, Ze obe mnoziny R\ A a R\ B su prazdne,
o je spor s predpokladom.

Nech p je lubovolné parne celé Cislo, existuje teda celé Cislo k také, ze p = 2k. Rozoberme pripady:

e Ak k € A, tak podla prvej vlastnostip = 2k = k + k € A.
e Ak k € B, tak podla tretej vlastnostip = 2k = k + k € A.

MnoZina A teda obsahuje vSetky parne celé ¢isla.

KedZe B je neprazdna mnozina, existuje celé ¢islo n také, ze n € B. Podla predchadzajucich odsekov je n
neparne, Cize existuje celé ¢islo m také, ze n = 2m + 1.

Nech u je lubovolné neparne cislo, CiZe existuje celé Cislo v také, ze u = 2v + 1. Potom plati
u-n=Q2v+1)-0Cm+1)=2v-2m=2w—m),
¢o je parne cislo. Plati tedau —n € A an € B, takZe podla druhej vlastnosti u = (u —n) + n € B. MnoZina B

teda obsahuje vSetky neparne celé ¢isla.

Ukazali sme teda, Ze mnozina A obahuje prave parne a mnozina B prave neparne celé ¢isla. Tieto mnozZiny
su neprazdne, ich zjednotenie je mnoZzina Z a aspoti jeden z ich doplnkov je neprazny (dokonca oba). Sucet
dvoch parnych ¢isel i sicet dvoch neparnych ¢isel je parne ¢islo a sucet parneho a neparneho cCisla je neparne
Cislo. Tato dvojica teda vyhovuje.

Existuje teda jedina vyhovujtca dvojica.



26. ro¢nik MO, iloha A-I-4

Nech ay, a4, a, su celé Cisla také, Ze rozdiel ziadnych dvoch z nich nie je delitelny 3. Dokazte, Ze existuje podmnozina
celych ¢isel M taka, ze
{{fag +x,a, + x,a, + x}: x € M}

je rozklad mnoziny Z.

RieSenie
Cisla ay, a;, a, teda davaju pri deleni 3 rézne zvysky, bez ujmy na vSeobecnosti nech st to postupne 0, 1, 2. Existuji
teda celé ¢isla by, by, b, také, Zze ag = 3by + 0,a; = 3b; +1,a, = 3b, + 2.
Nech M je mnozina vSetkych celych ¢isel delitelnych 3. UkdZeme, Ze {ay, + x,a; + x,a, + x : x € M} je rozklad
mnoZziny Z:
e DokaZeme, Ze kazdé celé ¢islo sa nachadza v niektorej mnozine tohto systému:
Nech c je celé ¢islo. Nech g je podiel a r zvySok po deleni ¢isla b a €isla 3, platitedac = 3q + .

Potom
c—a,=@Bq+1r)—G3b, +1)=3q—3b, =3(q — b;),

takZze c = 3(q — b,) + a,.Nechd = q — b, potomc = 3d + a, a

c=3d+a, =a,+3d€{ag+3d,a; +3d,a, + 3d},
pricom 3d € M.

¢ Dokazeme, Ze kazdé dve rozne mnoziny systému su disjunktné:

Nech x a y st rozne ¢isla z mnoZiny M také, Ze

{fag +x,a1 +x,a, +x}nf{ag +y,a, +y,a, + y} # 0.
Existuju teda ¢islar as z {0, 1, 2} také, ze

a.t+x=as+y,

potom
(Bb,+1r)+x=(Bbs+5)+y,

r—s=y—s+3bs— 3b,,
KedZe ¢isla y, x, 3bs, 3b, su delitelné 3, prava strana je delitelnd 3, a teda aj lava strana r — s je delitelna 3.
KedZer,s € {0,1, 2}, plati r = 5. Z toho
a-+x=a,+y,
x=y,
¢o je spor.

To znamend, Ze {{ay + x,a; + x,a, + x} : x € M} je rozklad mnoziny Z.

Poznamka
(Martin Vodicka.)
Ulohu mozno rozsirit tak, Ze hladdme vsetky také mnoziny M.

Budeme hovorit, Ze mnoZina M je kiizelnd pre trojicu (a,, a;, a,), ak spiiia podmienky zo zadania. Budeme hovorit,
Ze trojica celych cisel (ay, a4, a;), pre ktoru existuje kizelna mnozina M, je dobrd.

Na zaciatok m6Zeme bez ujmy na vSeobecnosti predpokladat, ze a; < a; < a,. Ukdzeme niekol'ko pomocnych
tvrdent:

« Trojica celych cCisel (ag, a4, a,) je dobra prave vtedy, ked' trojica (0, a; — ay, a, — a,) je dobra.

 Lahko overime, Ze M je kizelnd mnoZzina pre trojicu (ay, a4, a,) prave vtedy, ked {m + a5 : m € M} je
kazelnd mnozina pre trojicu (0, a; —ay, a; —a; ). V oboch pripadoch dostavame totiz ako rozklad rovnaky
systém mnozin.

e Nechd jekladné celé ¢islo. Trojica kladnych celych ¢isel (0, day, da,) je dobra prave vtedy, ked' trojica (0, a4, a,)
je dobra.



¢ Nech trojica (0,da,, da,) je dobra a M je kiizelna mnozina pre tito trojicu. Oznacme M; mnozinu cisel
z M, ktoré su delitelné d. Mnozina {x, x + da4, x + da,} obsahuje Cislo delitelné d iba vtedy, ak d | x.
Navyse, ak d | x, tak obsahuje iba c¢isla delitelné d. Z toho vyplyva, ze {{x,x + da,,x + da,} : x € My}
musi byt rozklad mnoziny vSetkych d-nasobkov celych ¢isel. Nech M’ = {x —d : x € My}. Potom
{{x,x + ay,x + a,} : x € M'}je rozklad mnoziny Z, z ¢oho vyplyva, Ze M' je kiizelna mnozina pre trojicu
0,a4,a3).
Naopak, nech (0, a4, a,) je dobra trojica s kiizelnou mnozinou M. Nech M’ = {dx+i: x € M Ai €
{0,1,...,d — 1}}. Lahko overime, Ze mnoZina M’ je kizelna pre trojicu (0, da;, da,).

Z tohto vyplyva, Ze nam staci uvazovat trojice tvaru (0, a;, a,), kde a; a a, st nesudelitelné kladné celé cisla.
Predpokladajme, Ze M je kiizelna mnozina pre takuto trojicu, a nech y € M. Potom nutne y + a,y + a, & M.
Uvazujme ¢islo y + a; + a,. To musi byt v nejakej mnozine tvaru {x,x + a,,x + a,} pre x z mnoziny M. AvSak
y+ay,y+a, €M,z coho vyplyva, Ze jedind mozZnost je y + a; + a, € M. Indukciou y + k(a; + a;) € M pre vSetky
kzNT,

Ozna¢me M mnoZinu zvyskov &isel z M po deleni a; + a,, t.j.

Mz{zEZ:0SzSal+a2—1A(EIxEM)xmod(a1+a2) =zmod(a; + ay)}.

Tvrdime, Ze pre lubovolny zvysSok z plati, Ze v mnozinach {x, x + a;,x + a,} pre x z M sanachadza prave jedno ¢islo
so zvySkom z po deleni a; + a,. Ak sa tam cislo s nejakym zvySkom nenachadza, tak sa ¢islo s takymto zvySkom
nevyskytuje v Ziadnej mnoZine {x, x + a{,x + a,} pre x z M, €o je spor s kizelnostou mnoZiny M.

Naopak, nech existuje zvySok z taky, zZe sa tam nachadza dvakrat. To znamena, Ze existuju dve celé Cisla x,y € M
s roznymi zvyskami po delenf a; + a, také, Ze v mnoZine {x, x + a4, x + a,} sa nachadza ¢islo, ktoré je o k(a; + a,)
vadsie ako nejaké &islo z mnoZiny {y,y + a;,y + a,} pre nejaké k z N*. AvSak aj y + k(a, + a,) € M.Z toho vyplyva,
zemnoziny {x,x + a,x + a,}a{y + k(a; +a,),y + k(a; + ay) + a1,y + k(ay + a,) + a,} maju prienik, ¢o je spor.
KedZe pocet vSetkych moZnych zvyskov je a; +a,, nutne 3 | a; +a,.KedZe a, a a, stinestdelitelné, jedno z nich dava
zvySok 1 a druhé zvysok 2 po deleni 3. Navyse takéto trojice si dobré podla konstrukcie z originalneho riesenia.
Zhrnutim dostavame, Ze vyhovuju trojice tvaru (ag, ag + day, ag + day), kde ay € 7, d,a;,a, € Nt aa; aa, st

Iy

nesudelitelné ¢isla, ktoré davaju zvysky 1 a 2 po deleni 3. Okrem toho vyhovuju vSetky permutacie takychto trojic.
(MéZeme sirozmysliet, Ze niektoré predpoklady moZeme z mnoZiny rieSeni vyhodit, pretoZe nasledujtci popis stéle
dava td isti mnoZinu rie$eni: Je to mnozina vSetkych trojic tvaru (ay, ag + daq, ag +da,), kde ag, a;,a, € Z,d € Nt
a Cisla a; a a, davaju zvysky 1 a 2 po deleni 3.)



23. ro¢nik MO, iloha A-II-3b

V rovine je danych 3n bodov, z ktorych Ziadne tri nelezia na tej istej priamke. DokaZte, Ze je mozné zostrojit n
disjunktnych trojuholnikov s vrcholmi v tychto bodoch.

Riesenie
Tvrdenie dokazeme indukciou:
1 Pre prirodzené cislo 0 je tvrdenie trividlne pravdivé.

2 Nech je tvrdenie pravdivé pre prirodzené cislo k.

Majme 3(k + 1) bodov. Nech 4B je jedna zo stran jeho konvexného obalu. Nech C je ten zo zvy$nych bodov,
Ze uhol BAC je najmenS$i mozZny.

To znamen3, vSetkych ostatnych 3k bodov leZi v polrovine opacnej k polrovine ACB. Podla induk¢ného pred-
pokladu je mozné zostrojit' k disjunktnych trojuholnikov s vrcholmi v tychto bodoch. VSetky tieto trojuholniky
lezia v polrovine opacnej k polrovine ACB, st teda disjunktné s trojuholnikom ABC. Zostrojili sme tak k + 1
disjunktnych trojuholnikov s vrcholmi v tychto 3(k + 1) bodoch. takZe tvrdenie je pravdivé aj pre prirodzené
Cislok + 1.



Vrovine je danych n ¢ervenych a n modrych bodov tak, Ze Ziadne tri nelezia na priamke. Dokazte, Ze vieme zostrojit
n disjunktnych useciek takych, Ze kazda z nich ma jeden koniec v modrom a druhy v ¢ervenom bode.

RieSenie
Pod konfiguraciou budeme rozumiet' n tseciek s réznofarbenymi koncami takych, ze zZiadne dve nemajt spolo¢ny

vrchol. V kazdej konfiguracii Kazdému ¢ervenému vrcholu je tak priradeny iny modry vrchol, takze celkovy pocet
konfiguracii je n!, takZe mnozina konfiguracii je kone¢na a neprazdna.

Zo vsetkych konfiguracii vyberme ti, ktora ma najmensi sucet diZok jej ise¢iek. UkdZeme sporom, Ze vietKy jej
usecky su disjunktné: Nech A, B; a A, B, su Gsecky so spolo¢nym bodom také, Ze A; a A, su Cervené body a B; a B,
modré. KedZe Ziadne tri z tychto bodov neleZia na priamke, tieto isecky sa pretinaji vo vnitornom bode, a teda
A, A, B, B, je konvexny Stvoruholnik. Nech P je ich priesec¢nik.

B,

Ay A,
Potom vS$ak podla trojuholnikovej nerovnosti v (nedegenerovanych) trojuholnikoch A; PB, a A, PB; plati

|A1B1| + |A2B,| = (1A1P| + [PBy]) + (1A2P| + |PB;|) = (|A1P| + |PB;|) + (|A2P| + |PBy]) > |A1By| + [A2B4],

takze vymenou useciek A, B; a A, B, v povodnej konfiguracii za isecky A, B, a A, B; dostavame konfiguraciu s mensim
suctom dlzZok jej useciek. To je vSak spor.



