25. ro¢nik MO, uloha A-II-2a

Dokazte, Ze ak trojuholnik T je ¢astou trojuholnika U, tak obvod(7") < obvod(U).

RieSenie
Najprv dokdzeme pomocné tvrdenie:

e Nech KLM je trojuholnik a N je bod tusecky K L. Potom obvod(KNM) < obvod(KLM).
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Podla trojuholnikovej nerovnosti plati
obvod(KNM) = |KN| + [NM| + [MK| < |[KN| + (|INL| + |LM]) + |[MK]|
= (|[KN|+ |NL|) + |LM| + [MK| = |KL| + |LM| + |MK| = obvod(KLM).

Ukazeme, Ze bez ujmy na vSeobecnosti leZia vrcholy trojuholnika ABC na hranici trojuholnika U. Nech T je ABC.
Nech DE je usecka, ktora je prienikom trojuholnika U s priamkou AB, pricom D lezi na polpriamke opacnej k polpri-
amke AB. Potom AB je ¢astou DE. Nech F je priesecnik polpriamky opacnej k polpriamke E C a hranice trojuholnika
U.

Potom trikrat podla pomocného tvrdenia plati
obvod(7") = obvod(4BC) < obvod(DBC() < obvod(DEC) = obvod(ECD) < obvod(EFD) = obvod(DEF).

Pritom vSetky tri body D, E, F lezia na hranici trojuholnika U.
Nech teda body 4, B, C leZia na hranici trojuholnika U. Rozoberme pripady:

¢ Nech dva body, lezia na jednej strane a treti na ine;j.




Oznacme P, Q, R vrcholy trojuholnika U, pricom A a B lezia na PQ a C na RP. Potom trikrat podla pomocného
tvrdenia plati

obvod(T") = obvod(ABC) < obvod(PBC() < obvod(PQC) = obvod(CPQ) < obvod(RPQ)obvod(PQR).
e Nech vSetky tri body A, B, C leZia na roznych stranach trojuholnika 7.
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Oznacme P, Q, R vrcholy trojuholnika U, pricom A lezi na PQ, B na QR a C na RP. Potom trikrat podla tro-
juholnikovej nerovnosti dostavame

obvod(T) = obvod(ABC) = |AB| + |BC| + |CA| < (JAQ| + |@B|) + (IBR| + |RC|) + (ICP| + |PA])

= (|PA] + |AQ|) + (I@B| + |BR|) + (|IRC| + |CP|) = |PQ| + |QR| + |RP| = obvod(PQR) = obvod(U).



25. ro¢nik MO, iloha B-1-2

Kol'kymi sp6sobmi mozno ofarbit v konvexnom 9-uholniku 5 vrcholov na cerveno a zostavajice 4 na modro tak,
aby prave 13 jeho uhlopriecok spajalo vrcholy rovnakej farby?

RieSenie

Medzi ¢ervenymi vrcholmi existuje (;) ¢ize 10 spojnic, medzi modrymi (;) ¢ize 6 spojnic, o je spolu 16. Znamena
to, Ze 16 — 13 ¢izZe 3 z tychto spojnic st strany tohto 9-uholnika. Existuju teda prave 3 dvojice susednych vrcholov
rovnakej farby.

Rozoberme pripady vzajomnej polohy modrych vrcholov:

Nech Ziadne dva modré vrcholy nie st susedné.

Tieto modré vrcholy po obvode rozdelia cervené na 4 neprazdne skupiny. V jednej z nich su 2 ¢ervené vrcholy
a vo zvysnych troch skupinach je 1. Celkovo teda existuje len 1 dvojica rovnakofarebnych susedov.

Tento pripad teda nenastane.

Nech existuje prave 1 dvojica susednych modrych vrcholov.

Modré vrcholy po obvode rozdelia ¢ervené vrcholy na 3 neprazdne skupiny. Pocty ervenych vrcholov v nich
mozZu byt prave (3,1,1), (2,2,1),(2,1,2),(1,3,1), (1, 2,2), (1,1, 3), ¢o je 6 mozZnosti. Pre kazdu z tychto kon-
figuracif existuje 9 moZnosti vyberu, ktoré dva modré susedné vrcholy budu susedit. KedZe takato dvojica je
len jedna, Ziadna moZnost sa nezopakuje.

V tomto pripade teda existuje 6 - 9 ¢ize 54 spOsobov ofarbenia vrcholow.

Nech existuji prave 2 dvojice susednych modrych vrcholow.

Existuje teda prave 1 dvojica susednych cervenych vrcholov. Modré vrcholy po obvode rozdelia ¢ervené na 2
neprazdne skupiny. Dvojica susednych ¢ervenych vrcholov je prave v jednej z nich, takze v jeden skupine st
2 Cervené a v druhej 1. Spolu st teda 3 ¢ervené vrcholy, ¢o je spor.

Nech existujd prave 3 dvojice susednych modrych vrcholowv.

To znamenj, Ze vSetky 4 modré, a teda i 5 Cervenych vrcholov tvori suvislé skupiny. Existuju teda 4 dvojice
susednych cervenych vrcholov, o je spor.

Tento pripad teda nenastane.

Zhrnutim dostavame, Ze existuje 54 vyhovujucich spésobov ofarbenia vrcholov.



25. ro¢nik MO, iloha A-III-1

Urcte vSetky trojice celych ¢isel (x, y, z) také, ze

x% +y? =322

RieSenie
Ak z = 0, tak
0<x?+y?2=322=3-02=0,

z ¢oho x = y = 0. KedZe
024+02=04+0=0=3-0=3-02

trojica (0, 0, 0) je rieSenim.

Nech (x,y, z) je vyhovujlica trojica taka, Ze z # 0 a z2 je najmens$ie mozné. Nech u = x mod 3 a v = mod 3, takZe
existuju celé ¢islaa a b také, Ze x = 3a +uay = 3b + v. Potom

(Ba +w)? + (3b + v)? = 322,

(9a? + 6au + u?) + (9b% + 6bv + v?) = 322,
(9a? + 6au + 9b2 + 6bv) + (u? + v?) = 322,
3(3a? + 2au + 3b? + 2bv) + (u? + v?) = 322,
u? + v? = 322 — 3(3a? + 2au + 3b% + 2bv),
u? +v? =3(2z? — (3a% + 2au + 3b? + 2bv)),
takze ¢islo u? + v? je delitelné 3. AvSak u, v € {0, 1, 2}, takze u?,v? € {0,1,4},atedau? + v2 € {0, 1, 2,4,5}. To teda
znamena, e u?> + v?> = 0,atedau = v = 0. Ztoho x = 3aay = 3b. Potom
(3a)? + (3h)? = 322,
9a? + 9p% = 322,
3a? + 3b? = z2,
3(a? + b?) = 22

Cislo z? je teda delitelné 3, takze aj &islo z je delitelné 3. Existuje teda celé &islo ¢ také, ze z = 3c,atedac # 0.
Potom plati
3(a? + b?) = (3¢)?,

3(a? + b?) = 9c¢?,
a? + b% = 3¢
To vSak znamen4, Ze trojica (a, b, ¢) je tieZ vyhovujica trojica, avsak
z? = (3¢)? = 9¢? > ¢?,

¢o je spor s mininmalitou z2. Neexistuje preto Ziadne rieenie (x, y, z) také, Ze z # 0.
Jedinym rieSenim je teda trojica (0, 0, 0).



25. ro¢nik MO, iloha C-1I-3a

Vnutri jednotkovej kruznice su styri r6zne body. Dokazte, Ze st medzi nimi dva, ktorych vzdialenost je mensia nez

V2.

RieSenie

Stred kruznice ozna¢me S. Rozoberme pripady:

e Nech S je jeden z tychto Styroch bodov.

Potom jeho vzdialenost od lubovolného iného bodu je najviac 1, teda je mensia ako V2.

e Nech S nie je ani jeden z tychto Styroch bodow.

Body oznacme A4, B, C, D. Medzi polpriamkami SA, SB, SC, SD existuju dve, ktoré zvieraju uhol najviac 90°,
bez ujmy na vSeobecnosti nech st to SA a SB. Podla kosinusovej vety v trojuholniku ABS potom plati

|AB|* = |AS|* + |BS|* — 2 - |AS| - |BS| - cos |%ASB| = |AS|* + |BS|* — 2 - |AS| - |BS| - cos 90°

= |AS|> +|BS|* =2 - |AS| - |BS| -0 = |AS]> + |BS|° =0 = |AS|” + |BS|" <12+ 12 =1+ 1= 2,
takze |AB| < V2.



