25. ro¢nik MO, iloha B-II-3b

a) Dokazte, Ze pre kazdé redlne kladné ¢islo a plati

1
at+—2=2,
a

a zistite, kedy nastane rovnost.

b) Najdite vSetky kladné rieSenia sustavy rovnic

RieSenie

a) Nech ?je = alebo >. Potom su nasledujice tvrdenia ekvivalentné:

1
a+—72,
a
a’?+17?2a,
a?—2a+170,
(a—1)?%70.
Ak ? je >, tieto tvrdenia platia.
Ak 7 je =, dalej ekvivalentne
a—1=0,
a=1

Rovnost teda nastava prave v pripade a = 1.

b) Podla casti a) dostdvame

1 1 1 1 1 1
2+2+2=<x1+—>+<x2+—)+<x3+—)=<x1+—)+<x2+—)+<x3+—>22+2+2.
Xp X3 X1 X1 Xp X3

Plati teda rovnost, takze x; = x, = x3 = 1.V takom pripade je kazda rovnica ststavy

¢o naozaj plati.

Jedinym rieSenim sustavy je teda trojica (1,1, 1).



25. ro¢nik MO, iloha Z-1-3

Nech ABCD je konvexny $tvoruholnik- Najdite vSetky body, ktorych sucet vzdialenosti od bodov 4, B, C, D je naj-
mensi.

RieSenie
Nech X je l'ubovolny bod.

A B

Potom podla trojuholnikovych nerovnosti v trojuholnikoch ACX a BDX plati
|AX| + |BX| + |CX| + |DX| = (|AX| + |ICX]) + (IBX| + |DX|) = |AC| + |BD|,

pricom rovnost sa nadobtida prave v pripade, ked’ je bod X bodom oboch useciek AC a BD, teda ked' je to priesecnik
uhlopriecok ABCD.



25. ro¢nik MO, iloha C-1I-2a

Dokazte, zZe z 50 Iubovolnych réznych prvocisel je mozné vybrat 13 takych, Ze rozdiel kazdych dvoch z nich je
delitelny 5.

RieSenie

Aspon 49 z tychto prvocisel je roznych od 5, takze ich zvySok po deleni 5 je rozny od 0, a teda je to jeden zo 4 ostat-
nychh zvyskov. Podla Diricheltovho principu existuje spomedzi tychto 49 prvocisel aspon [%] ¢ize 13 s rovnakym
zvySkom. Rozdiel kazdych dvoch je potom delitelny 5.



25. ro¢nik MO, iloha B-1I-1a
Nech p a g st kladné redlne cisla také, ze pq < 1. Dokazte, Ze

(3o

RieSenie 1
Podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom plati

1 1
i 11 1 _1
> - —=—>-=1,
2 P q pq 1
z ¢oho
1
—4+->2
ateda
1 1 1 1 1 1 1 1
1+=)(1+=)=14+4-4+—-+=-- =14+ |+—>2142+-=14+2+1=4.
q p P q p q pq 1

Riesenie 2
Ekvivalentne upravujme:
(o5 )(1+7)=4
p q
(r+1(q+1) = 4pg,
pqgtp+tq+1=4pq
p+q+1=3pq.

Podla nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom plati a podla predpokladu pq < 1 plati

p+q+1
——=Vpq-1=3paz2pg

z Coho
p+qg+1=3pq.

RieSenie 3
Podla nerovnosti medzi geometrickym a harmonickym priemerom plati
2

1 1
1+=-|(1+=-) 2 ——F.
p q T+ —
1+= 14+
14 q

Ukazeme, ze
1 + 1

Ekvivalentne
1>
1+ = 1+ ;

12 oy
P+D@+1D)z2pl@+)+q@+1),
pq+p+q+1=(q+p)+(pqg+q)

1=pgq,

Co plati podla predpokladu.



