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Cieµ:

▶ Potenciálna nauèiteµnos» hypotézového priestoru
▶ ¥ubovoµný koneèný hypotézový priestor je potenciálne

nauèiteµný
▶ Nech H je potenciálne nauèiteµný a L je uèiaci algoritmus pre

H. Mô¾e by» L PAC?
▶ Rozhodovacie zoznamy (RZ)
▶ Algoritmus pre RZ, ktorý je konzistentný
▶ VCdim a potenciálna nauèiteµnos»



Algoritmus pre uèenie polpriamok (lúèov)
Pripomeòme algoritmus pre uèenie v hyp. priestore reál. èísel.
Pre ka¾dé reálne èíslo Θ lúè rΘ (polpriamka ⟨Θ,+∞)) je koncept
de�novaný na príkladovom priestore ℜ (reálne èísla) funkciou

rΘ(y) ⇐⇒ y ≥ Θ

Hypotézový priestor H = {rΘ|Θ ∈ ℜ}

Algoritmus uèenia: za aktuálnu hypotézu vezmeme "najmen¹í"
lúè obsahujúci v¹etky pozitívne príklady v tréningovej vzorke.
Ak neexistujú kladné príklady, vtedy hovoríme o prázdnom lúèi,
oznaèenie r∞.



De�nícia: (PAC - probably approximately correct )

Algoritmus L je PAC algoritmus, pre hypotézový priestor H, ak

• k µubovoµnému reálnemu èíslu ϵ, 0 ≤ ϵ ≤ 1

• k µubovoµnému reál. èíslu δ, 0 ≤ δ ≤ 1

• existuje kladné celé èíslo m0 = m0(δ, ϵ) také ,¾e

• pre µub. cieµový koncept t ∈ H, pre µub. pravdepodobnostné
rozdelenie µ na X,

• pre v¹etky m ≥ m0 platí

µm{s ∈ S(m, t) | errµ(L(s), t) < ϵ} > 1− δ



Veta:
Algoritmus L pre uèenie lúèov je PAC.

Z dôkazu vyplýva hranica na poèet príkladov tréningovej
vzorky

m ≥ m0 =
1

ϵ
∗ ln1

δ



Exaktné uèenie

Keï príkladový priestor X je koneèný, pojem \PAC - uèenie" má
ïal¹ie dodatoèné obmedzenia.

Záverom úvah je, ¾e uèenie na koneènom priestore príkladovom je
"PEC - probably exactly correct".

Príklad: ©tandartný uèiaci algoritmus pre monoèleny (Valiant) na
{0, 1}n pre pevné n.



Potenciálna nauèitelnos»

Uèiaci algoritmus je PAC { vlastnos» algoritmu
Ak je algoritmus daný, mô¾eme
▶ sa pokú¹a» dokáza», ¾e je PAC, ale tie¾
▶ uva¾ova» o vlastnostiach H, na ktorom algoritmus pracuje.

Podstatná otázka: Je hypotézový priestor H nauèiteµný?

Uvedieme vlastnos» hypotézového priestoru H, ktorá zaruèí, ¾e
konzistentný algoritmus pre uèenie, ak H je konceptový aj
hypotézový priestor, bude PAC.

Uká¾eme, ¾e mnoho priestorov má túto vlastnos».



Potenciálna nauèitelnos»

De�nícia: (Konzistentný uèiaci algoritmus)

Nech H je hypotézový priestor, X je príkladový priestor.
Uèiaci algoritmus L pre H je konzistentný, ak pre µubovoµnú
tréningovú vzorku s a cieµový koncept t ∈ H, výstupná hypotéza
h = L(s) ∈ H súhlasí s t na príkladoch v s, t. j. platí
h(xi ) = t(xi ), 1 ≤ i ≤ m.

Pre dané s ∈ S(m, t) oznaèíme

H[s] = {h ∈ H| h(xi ) = t(xi ), 1 ≤ i ≤ m},

H[s] je mno¾ina v¹etkých hypotéz konzistentných s s.



Potenciálna nauèitelnos»

Je ka¾dý konzistentný algoritmus PAC?

Algoritmus L je konzistentný ⇔ L(s) ∈ H[s] pre ka¾dú
tréningovú vzorku s.

Dôle¾ité sú mno¾iny H[s] a ich vlastnosti.

Z toho vyplýva, ¾e na to, aby konzistentný uèiaci algoritmus bol
PAC, postaèí zadáva» podmienky na mno¾iny H[s].

Postaèujúca podmienka na H[s].



Potenciálna nauèitelnos»

Predpokladajme, ¾e je dané pravdepodobnostné rozdelenie µ na X.
Na moment za�xujme cieµový koncept t ∈ H.
K danému ϵ ∈ (0, 1) polo¾íme

Bϵ = {h ∈ H| erµ(h, t) ≥ ϵ},

èo je mno¾ina ϵ-zlých hypotéz pre t.

Konzistentný algoritmus pre H dáva výstup, ktorý je v H[s]
a PAC vlastnos» vy¾aduje, aby výstup, ktorý je dôveryhodný, nebol
ϵ-zlý;
inak povedané { je nepravdepodobné, ¾e zlá hypotéza je
korektná na tréningovej vzorke.



Potenciálna nauèitelnos»

De�nícia: (Potenciálne nauèiteµný hypotézový priestor)

Hovoríme, ¾e hypotézový priestor H je potenciálne nauèiteµný, ak
k daným reálnym èíslam δ, ϵ, 0 < δ, ϵ < 1 existuje kladné celé èíslo
m0 = m0(δ, ϵ) také, ¾e pre v¹etky m ≥ m0, platí

µm{s ∈ S(m, t)| H[s] ∩ Bϵ = ∅} > 1− δ

pre µubovoµné pravdepodobnostné rozdelenie µ na X a µub. t ∈ H.



Potenciálna nauèitelnos»

Veta:
Ak H je potenciálne nauèiteµný a L je konzistentný uèiaci
algoritmus pre H, potom L je PAC.

Dôkaz: L je konzistentný, teda L(s) ∈ H[s].

H[s] = {h ∈ H| h(xi ) = t(xi ), 1 ≤ i ≤ m}, Bϵ = {h ∈ H| erµ(h, t) ≥ ϵ}

L(s) ∈ H[s] a zároveò H(s) ∩ Bϵ = ∅, teda chyba L(s) je men¹ia ako ϵ.

∀δ∀ϵ∃m0
∀m>m0

∀µ∀t∈Hµ
m{s ∈ S(m, t)| H[s] ∩ Bϵ = ∅} > 1− δ

∀δ∀ϵ ∃m0
∀m>m0

∀µ ∀t∈H µm{s ∈ S(m, t)| errµ(L(s)) < ϵ} > 1− δ

errµ(L(s)) = µ{x ∈ X | t(x) ̸= L(s)} = 0 < ϵ



Potenciálna nauèitelnos»

Koneèný prípad

De�nícia potenciálnej nauèiteµnosti je celkom zlo¾itá (viac-menej je
podobná PAC uèeniu).
Potvrdíme potrebu de�nície - uká¾eme jej významné aplikácie.

Veta:
¥ub. koneèný hypotézový priestor H je potenciálne nauèiteµný.

Dôkaz:
Nech H je koneèný hypotézový priestor a δ, ϵ, t a µ sú dané.

Doká¾eme, ¾e pravdepodobnos» udalosti H[s] ∩ Bϵ ̸= ∅ mô¾e by»
zvolená men¹ia ne¾ δ vybratím dostatoène veµkej då¾ky vzorky s.



Potenciálna nauèitelnos»

Bϵ = {h ∈ H| erµ(h, t) ≥ ϵ}

Bϵ = {h ∈ H| µ{x ∈ X , h(x) ̸= t(x)} ≥ ϵ}

Preto¾e Bϵ obsahuje ϵ-zlé hypotézy, pre µub. h ∈ Bϵ, platí

µ{x ∈ X | h(x) = t(x)} = 1− erµ(h, t) ≤ 1− ϵ

Teda pre celú vzorku då¾ky m máme

µm{s| h(xi ) = t(xi ), 1 ≤ i ≤ m} ≤ (1− ϵ)m

Toto je pravdepodobnos», ¾e hypotéza h je ϵ-zlá pre celú vzorku.



Potenciálna nauèitelnos»

Teda je to pravdepodobnos», ¾e nejaká ϵ-zlá hypotéza je v H[s].

Pravdepodobnos», ¾e nejaká ϵ-zlá hypotéza je v H[s], je
vyjadriteµná

µm{s| H[s] ∩ Bϵ ̸= ∅}

a je preto men¹ia ne¾ |H| · (1− ϵ)m.

Toto bude menej ako δ (sledujeme de�níciu) za predpokladu, ¾e

polo¾íme m ≥ m0 =
[
1

ϵ · ln
|H|
δ

]



Potenciálna nauèitelnos»

V tomto prípade

|H| · (1− ϵ)m ≤ |H| · (1− ϵ)m0 < |H| · exp(−ϵ ·m0) ≤ |H| · e ln
δ
|H| = δ

Dokázali sme, ¾e pre µub. δ, ϵ, t, µ existuje m0

∀m≥m0
∀t µm{s ∈ S(m, t)| H[s] ∩ Bϵ ̸= ∅} < δ

Ak vezmeme komplementárnu udalos», dostaneme správny záver.



Potenciálna nauèitelnos»

Veta pokrýva v¹etky bool. prípady, kde príkladový priestor je
{0, 1}n (alebo podmno¾ina) s pevným n.

V µubovoµnej takej situácii konzistentný algoritmus je automaticky
PAC. Napríklad algoritmus pre uèenie monoèlenov a disjunkcií
malých monoèlenov sú PAC.

Dôkaz nám ïalej hovorí, koµko príkladov postaèí na dosiahnutie
predpísaných úrovní dôvery a presnosti.

m ≥ m0 =
[1
ϵ
· ln |H|

δ

]



Potenciálna nauèitelnos»

Pre algoritmus monoèlenov vieme, ¾e veµkos» |Mn| hypotézového
priestoru je 3n. Preto

m0 =
[1
ϵ
ln

|Mn|
δ

]
=

[1
ϵ

(
n · ln 3+ ln

1
δ

)]
je postaèujúci poèet príkladov na zabezpeèenie, ¾e s pravdepodobnos»ou
väè¹ou ne¾ 1− δ výstup algoritmu má chybu men¹iu ne¾ ϵ.

Navy¹e pre µub. koneèný hypotézový priestor existuje konzistentný uèiaci
algoritmus: metóda uèenia oèíslovaním hypotéz, ktorú sme popísali.

Teda bezprostredným dôsledkom vety je, ¾e k µub. koneènému
hypotézovému priestoru H existuje uèiaci algoritmus, ktorý je PAC.



Potenciálna nauèitelnos»

Úvahy:

▶ Vytvorili sme komplikovanú podmienku, aby sme dokázali, ¾e je
v¾dy splnená v koneènom prípade, ktorý je ale najdôle¾itej¹í v praxi.

▶ Av¹ak praktické predpoklady zavádzajú dodatoèné ohranièenie, a
síce ¾e poèet príkladov by mal by» "zvládnuteµný", a teda nie je
nutné pou¾i» metódu uèenia sa oèíslovaním.

▶ Ak napr. hypotézový priestor je mno¾ina Bn v¹etkých booleovských
funkcií n premenných, |Bn| = 22

n

, potom hranica pre veµkos» vzorky
je m0 =

[
2
n

ϵ ln 2

δ

]
. Èo ak n = 50?



Rozhodovacie zoznamy

▶ Jeden spôsob popisovania zlo¾itých konceptov je ich
vytváranie z men¹ích jednotiek. Viï vytváranie Dn,k .

▶ Metóda kon¹trukcie, ktorá mô¾e by» aplikovaná na µub. danú
mno¾inu vytvárajúcich blokov.



Rozhodovacie zoznamy

De�nícia: (Rozhodovací zoznam)
Nech K je µubovoµná mno¾ina bool. funkcií na {0, 1}n, n je pevné.
Booleovská funkcia f s tým istým def. oborom ako funkcie v K sa nazýva
rozhodovacím zoznamom (podµa Rivesta) vytvoreným nad K , ak mô¾e
by» vyhodnotená nasledovne:
Nech je daný príklad y . Najprv vyhodnotíme f1(y) pre nejaké pevné
f1 ∈ K .
Ak f1(y) = 1, priradíme do f (y) pevnú hodnotu c1.
Ak f1(y) ̸= 1, vyhodnotíme f2(y) pre nejaké pevné f2 ∈ K .

Ak f2(y) = 1, priradíme do f (y) pevnú hodnotu c2,
inak vyhodnotíme f3(y), atï.



Rozhodovacie zoznamy

Obr.: Vyhodnotenie funkcie pomocou rozhodovacieho zoznamu

V inom zápise

if f1(y) = 1 then set f (y) = c1
else if f2(y) = 1 then set f (y) = c2
. . .
else if fr (y) = 1 then set f (y) = cr
else set f (y) = 0



Rozhodovacie zoznamy

De�nícia: (DL(K))
Hypotézový priestor rozhodovacích zoznamov na mno¾ine K , DL(K ), je
mno¾ina koneèných postupností f = (f1, c1), (f2, c2), . . . , (fr , cr ) takých,
¾e fi ∈ K , ci ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ r . Hodnoty f sú de�nované

f (y) =

{
cj , ak j = min{i | fi (y) = 1} existuje
0, inak

Vy¾adujeme, aby v¹etky èleny v DL(K) boli rôzne; opakovanie danej
funkcie g ∈ K mô¾e by» odstránené a nemá úèinok na vyhodnotenie.

Teda då¾ka DL(K) vytvoreného nad koneènou mno¾inou K je najviac |K |
a |DL(K )| je ohranièená zhora kon¹tantou |K |.



Rozhodovacie zoznamy

Príklad
Predpokladajme, ¾e K = M3,2 je priestor monoèlenov då¾ky najviac 2 z 3
premenných. Rozhodovací zoznam

(⟨u2⟩, 1), (⟨u1u3⟩, 0), (⟨u1⟩, 1)

mô¾e by» spracovávaný nasledujúcim spôsobom na príkladovom priestore
{0, 1}3.
Najprv sú vybrané tie príklady, pre ktoré ⟨u2⟩ dáva hodnotu 1. Sú to 010,
011, 110, 111;
d'alej zostanú len tie, ktoré pre u1u3 dajú 0, je to len 10;
d'alej tie, ktoré pre ⟨u1⟩ dávajú hodnotu 1, sú to 000, 001.
Zostáva jediný príklad 101, ktorému je priradená hodnota 0.



Rozhodovacie zoznamy

Je dôle¾ité poznamena», ¾e disjunkcia 2 funkcií v K je ¹peciálny
prípad rozhodovacieho zoznamu zalo¾eného na K . Explicitne f ∨ g
je reprezentovaná rozhodovacím zoznamom (f , 1), (g , 1).

To znamená, ¾e rozhodovací zoznam je zov¹eobecnenie disjunkcie.

Napríklad, priestor Dn,k je obsiahnutý v DL(Mn,k); v skutoènosti je
vlastnou podmno¾inou.

Iný dôsledok je, ¾e pre dané n, µubovoµná bool. funkcia n
premenných je v nejakom DL(Mn,k) pre k dostatoène veµké.
(Bezprostredne, toto je pravda pre k = n podµa existencie
disjunktnej normálnej formy.)



Rozhodovacie zoznamy

Konzistentný uèiaci algoritmus pre DL(K)

Uèiaci algoritmus pre DL(K ), ktorý pracuje, ked' K je µub.
koneèná mno¾ina.
Algoritmus je konzistentný, ale nie je bezpamä»ový on-line
algoritmus.
Samozrejme, uèiaci algoritmus oèíslovaním má podobné vlastnosti
av¹ak uká¾eme, ¾e tento algoritmus je podstatným vylep¹ením.



Rozhodovacie zoznamy

Konzistentný uèiaci algoritmus pre rozhodovacie
DL(K)

Nech s je tréningová vzorka ohodnotených príkladov (xi , bi ),
1 ≤ i ≤ m. V ka¾dom kroku kon¹trukcie rozhodovacieho zoznamu
niektoré príklady budú vymazané, iné zostanú.

Procedúra prebehne cez K hµadajúc funkciu g ∈ K a hodnotu c
takú, ¾e pre e¹te nezaradené príklady xi platí, ak g(xi ) = 1, tak bi
je kon¹tantná booleovská hodnota c .

Dvojica (g , c) je potom vybratá ako d'al¹í èlen postupnosti
de�nujúcej rozhodovací zoznam, a v¹etky príklady spåòajúce g sú
vymazané.



Rozhodovacie zoznamy

Procedúra je opakovaná, pokým v¹etky príklady z s neboli vymazané.
Nech {g1, g2, . . . gp} je oèíslovanie funkcií v K .

Algoritmus:
set I= {1,2, . . ., m };
j:=1;
repeat

if forall i in I, g[j](x[i])=1 implikuje b[i]=c then
begin
select (g[j],c);
delete from I all i for which g[j](x[i])=1;
j:=1;

end
else j:=j+1;

until I is empty set;



Rozhodovacie zoznamy

Príklad
K = M5,2 a predpokladajme, ¾e K je zaevidované v "slovníkovom
poradí"nad literálmi u1 u2 u3 u4 u5 u1 u2 u3 u4 u5.
Prvých niekoµko funkcií v slovníku je: monoèleny då¾ky 1, atï.

⟨⟩ ⟨u1⟩ ⟨u1u2⟩ ⟨u1u3⟩ ⟨u1u4⟩ ⟨u2u3⟩

Predpokladajme, ¾e trénovacia vzorka je:
x1 = 10000 b1 = 0, x4 = 10101 b4 = 1
x2 = 01110 b2 = 0, x5 = 01100 b5 = 1
x3 = 11000 b3 = 0, x6 = 10111 b6 = 1

Vyberieme prvú polo¾ku zo slovníka, ktorá splòuje po¾iadavky podmienky.



Rozhodovacie zoznamy

Príklad

▶ ⟨⟩ nepou¾ijeme,

▶ ⟨u1⟩ vylúèime príklady x1 a x4 majú b1 ̸= b4
▶ ⟨u1u2⟩ je splnené len pre x3 a b3 = 0, teda vyberieme ako prvý

term (⟨u1u2⟩, 0) do rozhodovacieho zoznamu a vyma¾eme
príklad x3.



Rozhodovacie zoznamy

Príklad
Ïal¹ie kroky:

▶ ⟨u1u3⟩ je splnené pre x4 a x6 a b4 = b6 = 1, teda vyberieme
(⟨u1u3⟩, 1); vyma¾eme x4 a x6

▶ ⟨u1⟩ je splnené pre x1, b1 = 0, vyberieme (⟨u1⟩, 0)
▶ (⟨u1u4⟩, 0) vyma¾e x2
▶ (⟨⟩, 1) vyma¾e x5

Vytvorený rozhodovací zoznam je:

(⟨u1u2⟩, 0), (⟨u1u3⟩, 1), (⟨u1⟩, 0), (⟨u1u4⟩, 0), (⟨⟩, 1)



Rozhodovacie zoznamy

Rôzne usporiadania M5,2 dávajú rôzne odpovede.

Nie je bezprostredne zrejmé, preèo hµadanie g a c je v¾dy úspe¹né.

Aby sme dokázali, ¾e algoritmus pracuje správne, je nutné ukáza»,
¾e v¾dy keï je daná tréningová vzorka s pre cieµový koncept v
DL(K ), potom v¾dy bude nejaká dvojica (g , c), ktorá vyhovuje
niekoµkým príkladom.

O tréningovej vzorke danej vy¹¹ie nebolo na zaèiatku známe, èi je
kompatibilná s konceptom v DL(M5,2), napriek tomu úspe¹né
dokonèenie algoritmu ukazuje, ¾e je v skutoènosti v tomto tvare.



Rozhodovacie zoznamy

Konzistentný uèiaci algoritmus pre DL(K)

Veta:
Predpokladajme, ¾e K je hypotézový priestor obsahujúci identicky 1-kovú
funkciu. Nech t je funkcia v DL(K ) a nech s je koneèná mno¾ina
príkladov. Potom existuje g ∈ K a c ∈ {0, 1} také, ¾e:

1. mno¾ina Sg = {x ∈ s| g(x) = 1} je neprázdna;

2. pre v¹etky x ∈ Sg , t(x) = c .

Dôkaz: Je dané t ∈ DL(K ), reprezentácia t = (f1, c1), (f2, c2), . . . , (fr , cr )

Ak fi (x) = 0 pre v¹etky x ∈ x a v¹etky i ∈ {1, 2, . . . , r}, potom v¹etky
príklady v s sú negatívne príklady pre t. V tomto prípade g bude
identicky 1-ková funkcia a c = 0.



Rozhodovacie zoznamy

Naopak, ak existuje nejaké i také, ¾e mno¾ina {xi1 , xi2 , . . . },
xij ∈ s, pre ktoré fi (xij ) = 1 nie je prázdna, potom nech g bude
najmen¹ím takým indexom, t.j. g = min{i1, i2, . . . }.

Z de�nície rozhodovacieho zoznamu vyplýva, ¾e t(x) = cg pre
v¹etky x také, ¾e fi (x) = 1. V tomto prípade mô¾eme vybra» g = fi
a c = cg .

Z tohto vyplýva, ¾e k µub. tréningovej vzorke pre funkciu v DL(K )
existuje vhodný výber dvojice (g , c) pre "prvý èlen"rozhodovacieho
zoznamu. Aplikáciou tohto výsledku rekurzívne vidíme, ¾e
algoritmus popísaný vy¹¹ie bude v¾dy úspe¹ný.



VC dim a potenciálna nauèiteµnos»

Vz»ah VCdim a potenciálnej nauèiteµnosti

Jednoduchý príklad priestoru H s nekoneènou VCdim:
Pre ka¾dú podmno¾inu A ⊆ R de�nujeme charakteristickú funkciu
χA

χA(y) = 1, ak y ∈ A; = 0 inak.

Nech U je mno¾ina v¹etkých podmno¾ín R, ktoré mô¾u by»
vyjadrené ako koneèné zjednotenie uzavretých intervalov. Nech

J = {χA|A ∈ U}

je priestor zjednotených intervalov. Tento priestor má nekoneènú
VCdim. Uká¾eme.



VC dim a potenciálna nauèiteµnos»

Nech x = (x1, x2, . . . , xm) je vzorka rôznych bodov v R. Nech Ex

oznaèuje odpovedajúcu mno¾inu príkladov.
K µub. S ⊆ Ex vieme skon¹truova» mno¾inu A ∈ U takú, ¾e S ⊆ A
a (Ex \ S) ∩ A = ∅ takto:

Pre ka¾dé xi ∈ S nech Ai bude uzavretý interval, ktorý obsahuje xi ,
ale nie iné prvky z Ex a nech A je zjednotenie v¹etkých takých Ai .
Mno¾ina A je koneèné zjednotenie uzavretých intervalov a χA je
rovná 1 na S a 0 na Ex \ S . Inak povedané J rozbíja x .

Pomocou rôznych S dosiahneme v¹etky mo¾né ohodnotenia.



VC dim a potenciálna nauèiteµnos»

Vz»ah VCdim a potenciálnej nauèiteµnosti

Záver: Preto¾e to platí pre µub. koneènú vzorku, µub. då¾ky, z toho
vyplýva, ¾e VCdim(J) je nekoneèná.

Veta:
Ak má hypotézový priestor nekoneènú VC dimenziu, tak nie
je potenciálne nauèiteµný.



VC dim a potenciálna nauèiteµnos»

Veta: (Fundamentálna.)

Ak má hypotézový priestor koneènú VC dimenziu, tak je
potenciálne nauèiteµný.



Úlohy

1. Doká¾te, ¾e algoritmus pre DL(K) je konzistentný.

2. Uká¾te, ¾e pre hypotézový priestor Dn,k (n ≥ k > 1) je

postaèujúce vzia» hodnotu m0(δ, ϵ) =
[
k
ϵ · ln 2n + 1

ϵ · ln
1

δ

]
v def.

potenciálnej nauèiteµnosti.

3. Doká¾te, ¾e pre v¹etky n ≥ k ≥ 1, Dn,k ⊂ DL(Mn,k). Odvod'te, ¾e
µubovoµná bool. funkcia mô¾e by» reprezentovaná rozhodovacím
zoznamom.

4. Skon¹truujte bool. funkciu 3 premenných, ktorá nie je D3,2, ale je v
DL(M3,2).

5. Skon¹truujte bool. funkciu 3 premenných, ktorá nie je v priestore
DL(M3,2).



Úlohy

6. Doká¾te, ¾e pre µubovoµnú mno¾inu K booleovských funkcií,
3|K | · |K |! je horná hranica na |DL(K )|.

7. Komplement bool. funkcie h je bool. funkcia h taká, ¾e
h(x) = 1 ⇔ h(x) = 0. Doká¾te, ¾e pre µub. mno¾inu K bool. funkcií
obsahujúcu identickú funkciu 1, platí

h ∈ DL(K ) ⇔ h ∈ DL(K ).

Toto znamená, ¾e DL(K ) je uzavretá vzhµadom na komplement.
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