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» Koneéné hypotézové priestory sl potencidlne nauditelné.
Vieme.

» Ako to je s nekonecnymi hypotézovymi priestormi?

> U nekonecnych priestorov nas viac zaujima, akd vypovednii
silu maja jeho hypotézy.

» Kedy ma hypotézovy priestor H velki “expresivnu silu”?

Ak moze dosiahnut vSetky mozné klasifikicie (pomocou svojich
hypotéz) velkej mnoziny prikladov (vzdy kone¢nej). Uvazujeme
pozitivne a negativne priklady.
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Uvod

Zaujima nas:
Velkost najvacsej mnoziny prikladov {xi, x2,...,xm}, pre ktor( je
mozné najst v H konzistentnd hypotézu pre kazdé mozné
ohodnotenie tychto prikladov € {41, —1}™.
Cislo ozna&ime

VC(H)
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Uvod
Priklad 0.

H = M, — monodleny 2 literdlov. Kolko madme mono¢lenov v M,?

32=9

Prikladovy priestor (2 premenné): 4 priklady, {00,01,10,11}.
Pocet moznych ohodnoteni je 16, lebo kazdy priklad méze byt
kladny alebo zdporny.

Vieme ndjst v H konzistentnii hypotézu pre kazdé ohodnotenie?
Napriklad pre ohodnotenie {0,0,1,1} mame monoélen u; € H, pre

{1,1,0,0} mono¢len 7.

Aké st monocleny pre ohodnotenia

ﬁm&ows&wlo} {0 1 O O} {0 0 1 0} pre {0 0 0 1}? e,
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Uvod

Mozné ohodnotenia:

[(PrT AT A[fB [ falfe[[fo | fr | A8 f [ fio | ix || A2 | A3 | fia | fs | fe |
00 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1
01 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
10 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1
11 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1

Pre kazdy priklad vieme najst hypotézy v H na jeho kladné aj
zaporné ohodnotenie. Teda VC(H) > 1.

Ak uvazujeme mnoziny po 2 prikladoch, vieme to tiez?
Mame 16 dvojic prikladov a pre kazdd dvojicu treba overit 4 mozné
ohodnotenia. Ndjdeme monocleny pre vietky ohodnotenia dvojice

prikladov 00, 117
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Uvod
Priklad 1: Vezmime nekone¢nd mnozinu hypotéz:
H = {(a,b);a, b e R}.
Jednotlivé hypotézy s uzavreté intervaly na redlnych cislach.
Priklady patriace do intervalu si hypotézou ohodnotené ako +1,
ostatné -1.

Analyza pre 1 priklad: Dosiahneme vsetky mozné klasifikacie?
Ano.

+1 1

N

Obr.: VC(H) > 1
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Ano.

Analyza pre 2 priklady: Dosiahneme vsetky mozné klasifikacie?

Pre kazdd dvojicu prikladov vieme najst vhodny interval.

-1 +1
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Obr.: VC(H) > 2
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Analyza pre 3 priklady: Dosiahneme vietky mozné klasifikacie?
Nie. Pre klasifikaciu

-1 +1

Obr.: VC(H) < 3 a zéroven VC(H) > 2
nemame hypotézu.

Zaver: Pre H = {(a, b); a,b € R} plati VC(H) =2
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Iny hypotézovy priestor
Priklad 2: Vezmime nekone¢nd mnozinu hypotéz, konec¢né
intervaly a ich doplnky:
H={(a,b);a,bc R}U{R — (a,b); a,b € R}.
Pre kazdé ohodnotenie 3 prikladov uz vieme najst konzistentni
hypotézu:

Obr.: VC(H) >3

gy urd
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hypotézu.

Pre nasledujlce ohodnotenie 4 prikladov nevieme najst konzistenti

&
Obr.:

VC(H) < 4, teda VC(H)
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Priklad 3: Nadroviny v R?. Nadrovina rozdeli priestor na 2
polpriestory. Hypotézy s nadroviny.

Vsetky 4 klasifikicie st dosiahnutelné pre 2 priklady.
Analyza pre 3 priklady:
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Obr.: VC(H) >3
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Analyza pre 4 priklady:
Nevieme ndjst konzistentn(i hypotézu pre Styri priklady. 3 pripady:
1. Priklady lezia na priamke
2. Jeden z prikladov lezi v konvexnom obale ostatnych
3. Ziaden z prikladov neleZi v konvexnom obale ostatnych
Pre nasledujlce rozlozenia prikladov a ich ohodnotenia nevieme

ndjst konzistentnd hypotézu v H (nadroviny):

+1 + a1
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Rastova funkcia

Vapnik, Chervonenkis - 1971

VC - dimenzia — najvyznamnejsi pojem pre tedriu vyp. ucenia
Pripomenme si Struktiru perceptrénu

o

EUROPSKA UNIA '
- iy sty fond o oo OPERACNY PROGRAM [+ Fe ’\:7;) ' urb
rdpsky soctilny fon . Ty Y
Eurtpshy fond regionslneho rozvefa ©®® [UDSKE ZDROJE i, N : > &Y e
Tento projekt sa realizuje vdaka podpore z Eurdpskeho socidlneho fondu a Eurépskeho fondu regiondlneho rozvoja v ramci Operatného programu Ludské zdro
www.minedu.sk www.employment.gov.sk/sk/esf/ www. |takadem|%ik _ .




Og]t-«:ﬂlaqdémin
Perce;)trén, hypotézovy priestor perceptronov H

Pre stav perceptrénu w = (a1, ag, ..., apn, ©) funkcia h, € H z
X =R" do {0,1} je definovana

17 ak QY > S
hw(y) = i:zl
0, inak

Zobrazenie w - h,, nie je injekcia;
pre [ubovolné A € R, \ # 0, stav \ x w definuje td istd funkciu.
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MNy(x) =pocet klasifikacii pomocou hypotéz z H, t.j. pocet
roznych vektorov tvaru

(h(x1); - -, h(Xm))

kde h prebieha vSetky hypotézy v H, x = (x1,...,Xm) je
tréningova vzorka dlzky m.

H moze byt nekoneény ...redukcia H na H|Ex, Ex={x1...Xm}
je kone¢ny a oznaéme jeho kardinalitu 7y (X). Pre lubovolni
tréningovi vzorku dizky m plati mH(X) <2M.

7H(X) zavisi od tréningovej vzorky.
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Definicia:
Rastova funkcia je

Mp(m) = max{ru(x) : xe€ X"}

Definicia:

Hovorime, Ze vzorka X dizky m je rozbita podla H alebo H
rozbija X, ak pocet moznych klasifikdcii podla H je 2™, t. j. H
poskytuje vsetky mozné klasifikacie pre tuto vzorku.

gy urd
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» Ak priklady v X nie s( rozne, tak X nemoze byt rozbita.

» Ak priklady v X s rozne, X je rozbitd podla H < ak pre
lubovolné S C E, existuje nejakd hypotéza h € H taka, ze pre
lubovolné 1 < i < m plati

h(Y;):l@x,-GS.

S je potom podmnozina sustredujica kladné priklady.
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Vapnik — Chervonenkisova dimenzia

Hypotézovy priestor H ma velk( expresivnu silu, ak moze
dosiahnut vietky mozné klasifikacie velkej mnoziny prikladov.
Miera tejto sily je Vapnik — Chervonenkisova (VC) dimenzia.
Definicia:

VC dimenzia H je maximalna dizka vzorky, ktori H rozbija. Ak
neexistuje, hovorime, Ze VC je co.

VCdim(H) = max{m : My(m)=2"}
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Priklady
Pripominame: My(m) = max{my(x) : xe€ XM}

1. X =R, HC lice; x = (x1,...,Xm) je tréningova vzorka,
X1 < Xp < - < Xp.
Pre © € R, ohodnotenie prikladuje 1 & x; > ©.
Mnozina klasifikovanych prikladov ... m+ 1.
Mozné ohodnotenia: (0...00), (0...01), ...(1...11)

Lubovolna vzorka s réznymi prikladmi ma jedno z tychto
ohodnoteni (spermutované). = My(m) = m+ 1.
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2. Pripomerime VCdim(H) = max{m : [y(m) =2"}.

ro, H je priestor lG¢ov. Zaujima nas VC dimenzia.
Plati = My(m)=m+1

Nech je dana tréningovd vzorka (x1, x2) diiky 2, x1 < Xo.

» = neexistuje lG¢ taky, Zze h(x1) =1 a h(xz) = 0, pretoze by
muselo platit x2 < © < x;.

» = H nerozbija ¥iadnu vzorku dizky 2. H rozbija lubovoln(
vzorku diiky 1

» = VCdim(H) = 1.
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3. Pripomefime VCdim(H) = max{m : My(m) =2"}.

Nech X = R?.

H je hypotézovy priestor perceptrénu Pa, x = (x1, X2, x3) si
tri nekolinearne rézne body.

X je rozbitd pomocou H < ak pre lubovolni podmnozZinu
S C Ei = {x1,x2,x3} plati, ze S a E, — S si separovatelné.

= VCdim(H) > 3 (P rozbija 3 nekolinedrne body.)

Rovnost dokdzeme tym, ze ndjdeme vzorku, ktorej priklady sa
nedajl separovat = existuje vzorka dlzky 4, ktor(l P,
nerozbija.
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Veta:
Ak H je koneény hypotézovy priestor, tak VCdim(H) < Iny |H|.
Dékaz:

Pocet klasifikicii podfa kone&ného H vzorky lubovolnej dizky je
najviac pocet réznych hypotéz v H
VCdim je najvicie d, pre ktoré My(d) = 2¢.

29 =Nu(d) < |H| = d=nNg(d)<Inz|H|
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VC dimenzia monoélenov - VCdim(M,,)

Plati |[M,| = 3", M, si monocleny.
VCdim(M,) < (In23) % n je horna hranica.

Aka je dolna hranica? Pokiisime sa dokazat, Ze je rovna n.
Tvrdime teda, e existuje vzorka dizky n, ktort M, rozbija.

Vezmime vzorku n prikladov (e1, e, ..., €n),
e =(0...010...0), kde 1 je na i-tom mieste, 1 </ < n.

) urrb
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VC dimenzia monodlenov

Predpokladajme, ze (g1,...,q9n) = g € {0,1}" je dané
ohodnotenie prikladov.
Ukazeme, ze existuje h € M, také, ze h(e;) = qg; pre 1 < i < n.

Ak g = (1...1) vezmeme za h prazdnu hypotézu, spiﬁa vsetko.
Ak g =(0...010...10) tak h vytvorime ako konjunkciu negacii
literalov, pre ktoré g; = 0.

= VCdim(M,) > n pre lubovolné n.
Nasli sme rozbitd tréningovil vzorku.
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VC dimenzia monodlenov

n = 4, priklady (e1, e2, e3, eq)
Tréningové vzorka: (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)
UvaZujme ohodnotenie: (1,0,1,0)

Hypotéza
Uy N\ ug
dédva ohodnotenie (1,0, 1,0)
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VC dimenzia redlnych perceptrénov

Veta:

Pre lubovolné n nech P, je redlny perceptrén s n vstupmi. Potom

VCdim(P,) =n+1
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VC dimenzia redlnych perceptrénov
Dokaz:

pocita

Stav P, je w = (qaa ... ap, ©); hy, - funkcia, ktord perceptrdn

hw()’) =1

==
Oznaéme

a1y1 + -+ anyn > O.

n n
IF={yeR": Za,—y,-ze}, I, ={y eR": Za;y;<@}
i=1 i=1

- EUROPSKA UNIA

n
_ n . Ny —
l,={yeR": g ajy; = ©}
i=1
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VC dimenzia redlnych perceptrénov

C C R" je konvexna, ak pre lubovolné x,y € C a lubovolné redlne
gislo A, 0 <A <1, bod AXx+(1—-MN)yeC.

Prienik fubovolnych 2 konvexnych mnozin v R” je konvexnd
mnozina.

Pre lubovolnd mnozinu bodov S C R” existuje najmensia konvexna
mnozina obsahujica S;

conv(S) ... konvexny obal S je prienik vietkych konvexnych
mnozin obsahujicich S;
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Bgit ARAMEMIA b . :

Veta:

Nech n je kladné celé Cislo, E je lubovolnd mnozina n+2 bodov z
R". Potom existuje ) # S C E takd, Ze

conv(S) Nconv(E \ S) # 0.

Nech x = (x1...xp+2) je lubovolnd vzorka prikladov z R"” dizky
—_——

rozne

n-+2.
E, je mnozina prikladov v x ... |Ex| = n+ 2. Podla Radonovej vety
existuje S # (), S C E;

conv(S) N conv(Ex \ S) # 0.
FuROpska dria © OPERACNYPROGRAM e 7%
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S:it ARAMEmiA

Predpokladajme, ze existuje h,, v P, také, ze S je mnozina
pozitivnych prikladov h,, v Ej.

=SClE\SCI,

PretoZe uzavrety polpriestor [ a otvoreny [ st disjunktné a si
konvexné v R" = conv(S) C I, conv(Ex\S)CI;
conv(S) N conv(E \ S) C conv(S) Nconv(Ex \'S) =1

= neexistuje taka h,,, a preto x nie je rozbitd priestorom P,.
= Ziadna vzorka dlzky n+42 nie je rozbitd pomocou P,,.
= VCdim(P,) < n+ 1.
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el i
§§&nla.nd§:min

Opaéna nerovnost:
o0eR" 0=(0,0...0),e=(0...10...0), 1 <i<n.

Ukazeme, ze P, rozbija x = (o, e1,... e,) dizky n+ 1 najdenim
hypotézy.

Nech S C E, = {o,e1...en}. Nech

i — 1, ak g€ S
|l -1, ake €S

-1 ako€eS
@—{_‘_; ako &S
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Ogit AlRAdMEmMIA

Priamou verifikiciou, ak w = (a1 ... @,0) je stav P,, potom
mnozina pozitivnych prikladov h,, je prave S
= VCdim(P,) > n+ 1.

Sauerova lema: Rastova funkcia - miera poctu réznych
klasifikacii vzorky dlzky m na pozitivne a negativne priklady podla
H, pokial VCdim(H) je max. hodnota m, pre ktor( plati

MNy(m) =27,
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Ogit ARAMEmiA
Veta:

(Sauerova lema) Nech d > 0 a m > 1 si celé kladné ¢isla, nech
H je hypotézovy priestor s VCdim(H) = d. Potom

nH(m)§1+(T)+<'5>+---+(g).

.

o(d,m)
Zavedme funkciu:
®0,m) =1 (m>1)

d(d,1)=2 (d>1)
o(d,m)=d(d,m—1)+d(d—1,m—-1), (d>1m>2)
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Ogit AlRAdMEmMIA

Idea dokazu: Ak VCdim(H) = d = 0, potom pre lubovolny priklad
x, je h(x) rovnaké (bud 0 alebo 1) pre vietky hypotézy h € H.
= My(x) =1 pre lubovolni vzorku x dizky m.

= My(m)=1=®(0,m) = veta plati pre d = 0.

Ak m=1ad >1, tak pre lubovolné H mame
= MNy(1) <2=d(d,1), takze veta je pravdiva aj v tomto

pripade.
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Ds 'i t AlRAdEmIRA

Indukciou na d + m:

> Pripad d + m = 2 je dokazany.

» Predpokladajme, Ze veta plati pre d + m < k, kde k > 2 a
nech H je hypotézovy priestor s VCdim(H) = d a x je
tréningovd vzorka dlzky m, kde d + m = k + 1. Pripady
(d,m)=(0,k+1) a (d,m) = (k,1) st uz dokazané.

Nech d > 1, m > 2, x obsahuje aj opakované priklady, E je
mnozina prikladov v x, He = H|E je obmedzenie hypotéz H
na E.

= Hg je kone¢ny a My(x) = |HEg|.
Potrebujeme ukazat, ze |Hg| < ®(d, m).
Ponechané na vlastni tvorivost
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Ogit AlRAdMEmMIA

Priklad

Nech H je hypotézovy priestor redlnych perceptrénov P,. Potom
VCdim(H) = n+ 1, a preto pre lubovolné m > 0 plati

Ny(m) < ®(n+1,m).

Napriklad pre n =2

Mu(4) < ®(3,4) = 1+4+6+4 = 15.
Skuto¢nd analyza, ale ukaze, ze My (4) = 14.

D3 sa ukazat, ze ®(d, m) je polynomidlnou funkciou v m stupna d:
d
Pre véetky m > d > 1 plati ®(d, m) < <%)
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Ogit AlRAdMEmMIA

Ulohy

1. Ukazte, ze ak X = R a H je mnozina vSetkych uzavretych
intervalov, tak My(m) =1+ m+ Im(m —1).
2. Ukazte, ze ak H je hypotézovy priestor redlneho perceptrénu
P5, tak I'IH(4) = 14.
3. Nech H ma kone¢nit VCdim. Pre h € H definujme h
h=1 & h(x)=0
a nech komplement H je priestor {h: h € H}. Dokazte, ze
maji oba priestory rovnakii VC dimenziu.
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S:it ARAMEmiA

Ulohy

4. Monoclen je monotdnny, ak neobsahuje Ziadne negované
literaly. Dokazte, Ze priestor monoténnych monoclenov
definovany na {0,1}* ma VC dimenziu prave n.

5. Hypotézovy priestor H je linedrne usporiadany, ak ma aspon 2
hypotézy a ak pre lubovolné dve h, g € H plati
bud h(x) =1 = g(x) =1
alebo g(x) =1 = h(x) =1
Dokazte, ze ak H je linedrne usporiadany, VCdim(H) = 1.
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Ogit AlRAdMEmMIA

Ulohy

6. Popiste expl. hypotézovy priestor P; a ukazte, ze
VCdim(Py) = 2.

7. Nech G, je mnozina hypotéz z P, pre ktoré nulovy vektor o
je negativny priklad. Predpokladajme, Ze vzorka
x = (x1...Xxm) je rozbitd pomocou G,. Preco sa Ziadne x;
nesmie rovnat 07 Dokazte, ze vzorka (xi ...Xm,0) je rozbita
pomocou P,. Dokazte, ze VCdim(G,) = n.
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