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I Konečné hypotézové priestory sú potenciálne naučiteľné.
Vieme.

I Ako to je s nekonečnými hypotézovými priestormi?
I U nekonečných priestorov nás viac zaujíma, akú výpovednú

silu majú jeho hypotézy.
I Kedy má hypotézový priestor H vel’kú “expresívnu silu”?

Ak môže dosiahnut’ všetky možné klasifikácie (pomocou svojich
hypotéz) vel’kej množiny príkladov (vždy konečnej). Uvažujeme
pozitívne a negatívne príklady.



Úvod

Zaujíma nás:
Vel’kost’ najväčšej množiny príkladov {x1, x2, . . . , xm}, pre ktorú je
možné nájst’ v H konzistentnú hypotézu pre každé možné
ohodnotenie týchto príkladov ∈ {+1,−1}m.

Číslo označíme
VC (H)



Úvod
Príklad 0.
H = M2 – monočleny 2 literálov. Koľko máme monočlenov v M2?
32=9
Príkladový priestor (2 premenné): 4 príklady, {00, 01, 10, 11}.
Počet možných ohodnotení je 16, lebo každý príklad môže byť
kladný alebo záporný.

Vieme nájsť v H konzistentnú hypotézu pre každé ohodnotenie?
Napríklad pre ohodnotenie {0, 0, 1, 1} máme monočlen u1 ∈ H, pre
{1, 1, 0, 0} monočlen u1.

Aké sú monočleny pre ohodnotenia
{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {0, 0, 1, 0}, pre {0, 0, 0, 1}?



Úvod

Možné ohodnotenia:
Pr f1 f2 f3 f4 f5 f6 f7 f18 f9 f10 f11 f12 f13 f14 f15 f16

00 0 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 1
01 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 1 1
10 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 1
11 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1

Pre každý príklad vieme nájsť hypotézy v H na jeho kladné aj
záporné ohodnotenie. Teda VC (H) ≥ 1.

Ak uvažujeme množiny po 2 príkladoch, vieme to tiež?
Máme 16 dvojíc príkladov a pre každú dvojicu treba overiť 4 možné
ohodnotenia. Nájdeme monočleny pre všetky ohodnotenia dvojice
príkladov 00, 11?



Úvod
Príklad 1: Vezmime nekonečnú množinu hypotéz:
H = {〈a, b〉; a, b ∈ R}.
Jednotlivé hypotézy sú uzavreté intervaly na reálnych číslach.
Príklady patriace do intervalu sú hypotézou ohodnotené ako +1,
ostatné -1.

Analýza pre 1 príklad: Dosiahneme všetky možné klasifikácie?
Áno.

Obr.: VC (H) ≥ 1



Úvod
Analýza pre 2 príklady: Dosiahneme všetky možné klasifikácie?
Áno.
Pre každú dvojicu príkladov vieme nájsť vhodný interval.

Obr.: VC (H) ≥ 2



Úvod

Analýza pre 3 príklady: Dosiahneme všetky možné klasifikácie?
Nie. Pre klasifikáciu

Obr.: VC (H) < 3 a zároveň VC (H) ≥ 2

nemáme hypotézu.
Záver: Pre H = {〈a, b〉; a, b ∈ R} platí VC (H) = 2



Iný hypotézový priestor
Príklad 2: Vezmime nekonečnú množinu hypotéz, konečné
intervaly a ich doplnky:
H = {〈a, b〉; a, b ∈ R} ∪ {R− 〈a, b〉; a, b ∈ R}.
Pre každé ohodnotenie 3 príkladov už vieme nájst’ konzistentnú
hypotézu:

Obr.: VC (H) ≥ 3



Pre nasledujúce ohodnotenie 4 príkladov nevieme nájst’ konzistentú
hypotézu.

Obr.: VC (H) < 4, teda VC(H)=3



Príklad 3: Nadroviny v R2. Nadrovina rozdelí priestor na 2
polpriestory. Hypotézy sú nadroviny.
Všetky 4 klasifikácie sú dosiahnuteľné pre 2 príklady.
Analýza pre 3 príklady:

Obr.: VC (H) ≥ 3



Analýza pre 4 príklady:
Nevieme nájst’ konzistentnú hypotézu pre štyri príklady. 3 prípady:

1. Príklady ležia na priamke
2. Jeden z príkladov leží v konvexnom obale ostatných
3. Žiaden z príkladov neleží v konvexnom obale ostatných

Pre nasledujúce rozloženia príkladov a ich ohodnotenia nevieme
nájst’ konzistentnú hypotézu v H (nadroviny):

Obr.: VC (H) < 4



Rastová funkcia

Vapnik, Chervonenkis - 1971
VC - dimenzia – najvýznamnejší pojem pre teóriu výp. učenia.

Pripomeňme si štruktúru perceptrónu:



Perceptrón, hypotézový priestor perceptrónov H

Pre stav perceptrónu ω = (α1, α2, . . . , αn,Θ) funkcia hω ∈ H z
X = Rn do {0, 1} je definovaná

hω(y) =

 1, ak
n∑

i=1
αiyi ≥ Θ

0, inak

Zobrazenie ω ` hω nie je injekcia;
pre l’ubovol’né λ ∈ R, λ 6= 0, stav λ ∗ ω definuje tú istú funkciu.



ΠH(x) =počet klasifikácií pomocou hypotéz z H, t.j. počet
rôznych vektorov tvaru

(h(x1), . . . , h(xm))

kde h prebieha všetky hypotézy v H, x = (x1, . . . , xm) je
tréningová vzorka dĺžky m.

H môže byt’ nekonečný . . . redukcia H na H|Ex , Ex = {x1 . . . xm}
je konečný a označme jeho kardinalitu πH(x). Pre l’ubovol’nú
tréningovú vzorku dĺžky m platí πH(x) ≤ 2m.
πH(x) závisí od tréningovej vzorky.



Definícia:
Rastová funkcia je

ΠH(m) = max{πH(x) : x ∈ Xm}

Definícia:
Hovoríme, že vzorka x dĺžky m je rozbitá podl’a H alebo H
rozbíja x, ak počet možných klasifikácií podl’a H je 2m, t. j. H
poskytuje všetky možné klasifikácie pre túto vzorku.



I Ak príklady v x nie sú rôzne, tak x nemôže byt’ rozbitá.
I Ak príklady v x sú rôzne, x je rozbitá podl’a H ⇔ ak pre

l’ubovol’né S ⊆ Ex existuje nejaká hypotéza h ∈ H taká, že pre
l’ubovol’né 1 ≤ i ≤ m platí

h(xi ) = 1⇔ xi ∈ S .

S je potom podmnožina sústred’ujúca kladné príklady.



Vapnik – Chervonenkisova dimenzia

Hypotézový priestor H má vel’kú expresívnu silu, ak môže
dosiahnut’ všetky možné klasifikácie vel’kej množiny príkladov.
Miera tejto sily je Vapnik – Chervonenkisova (VC) dimenzia.

Definícia:
VC dimenzia H je maximálna dĺžka vzorky, ktorú H rozbíja. Ak
neexistuje, hovoríme, že VC je ∞.

VCdim(H) = max{m : ΠH(m) = 2m}



Príklady

Pripomíname: ΠH(m) = max{πH(x) : x ∈ Xm}

1. X = R, H ⊆ lúče; x = (x1, . . . , xm) je tréningová vzorka,
x1 < x2 < · · · < xm.
Pre Θ ∈ R, ohodnotenie príkladu je 1 ⇔ xi ≥ Θ.
Množina klasifikovaných príkladov . . .m + 1.
Možné ohodnotenia: (0 . . . 00), (0 . . . 01), . . . (1 . . . 11)

Ľubovol’ná vzorka s rôznymi príkladmi má jedno z týchto
ohodnotení (spermutované). ⇒ ΠH(m) = m + 1.



2. Pripomeňme VCdim(H) = max{m : ΠH(m) = 2m}.

rΘ, H je priestor lúčov. Zaujíma nás VC dimenzia.
Platí ⇒ ΠH(m) = m + 1

Nech je daná tréningová vzorka (x1, x2) dĺžky 2, x1 < x2.
I ⇒ neexistuje lúč taký, že h(x1) = 1 a h(x2) = 0, pretože by

muselo platit’ x2 < Θ ≤ x1.
I ⇒ H nerozbíja žiadnu vzorku dĺžky 2. H rozbíja l’ubovol’nú

vzorku dĺžky 1
I ⇒ VCdim(H) = 1.



3. Pripomeňme VCdim(H) = max{m : ΠH(m) = 2m}.

Nech X = R2.
H je hypotézový priestor perceptrónu P2, x = (x1, x2, x3) sú
tri nekolineárne rôzne body.
X je rozbitá pomocou H ⇔ ak pre l’ubovol’nú podmnožinu
S ⊆ Ex = {x1, x2, x3} platí, že S a Ex − S sú separovatel’né.

⇒ VCdim(H) ≥ 3 (P2 rozbíja 3 nekolineárne body.)

Rovnost’ dokážeme tým, že nájdeme vzorku, ktorej príklady sa
nedajú separovat’ ⇒ existuje vzorka dĺžky 4, ktorú P2
nerozbíja.



Veta:
Ak H je konečný hypotézový priestor, tak VCdim(H) ≤ ln2 |H|.
Dôkaz:
Počet klasifikácií podl’a konečného H vzorky l’ubovol’nej dĺžky je
najviac počet rôznych hypotéz v H
⇒ ΠH(m) ≤ |H|
VCdim je najväčšie d , pre ktoré ΠH(d) = 2d .

2d = ΠH(d) ≤ |H| ⇒ d = ΠH(d) ≤ ln2 |H|.



VC dimenzia monočlenov - VCdim(Mn)

Platí |Mn| = 3n, Mn sú monočleny.
VCdim(Mn) ≤ (ln2 3) ∗ n je horná hranica.

Aká je dolná hranica? Pokúsime sa dokázat’, že je rovná n.

Tvrdíme teda, že existuje vzorka dĺžky n, ktorú Mn rozbíja.

Vezmime vzorku n príkladov (e1, e2, . . . , en),
ei = (0 . . . 010 . . . 0), kde 1 je na i-tom mieste, 1 ≤ i ≤ n.



VC dimenzia monočlenov

Predpokladajme, že (q1, . . . , qn) = q ∈ {0, 1}n je dané
ohodnotenie príkladov.

Ukážeme, že existuje h ∈ Mn také, že h(ei ) = qi pre 1 ≤ i ≤ n.

Ak q = (1 . . . 1) vezmeme za h prázdnu hypotézu, spĺňa všetko.
Ak q = (0 . . . 010 . . . 10) tak h vytvoríme ako konjunkciu negácií
literálov, pre ktoré qj = 0.

⇒ VCdim(Mn) ≥ n pre l’ubovol’né n.
Našli sme rozbitú tréningovú vzorku.



VC dimenzia monočlenov

n = 4, príklady (e1, e2, e3, e4)

Tréningová vzorka: (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)

Uvažujme ohodnotenie: (1, 0, 1, 0)

Hypotéza
u2 ∧ u4

dáva ohodnotenie (1, 0, 1, 0)



VC dimenzia reálnych perceptrónov

Veta:
Pre l’ubovol’né n nech Pn je reálny perceptrón s n vstupmi. Potom

VCdim(Pn) = n + 1.



VC dimenzia reálnych perceptrónov
Dôkaz:
Stav Pn je ω = (α1α2 . . . αn,Θ); hω - funkcia, ktorú perceptrón
počíta

hω(y) = 1 ⇔ α1y1 + · · ·+ αnyn ≥ Θ.

Označme

l+ω = {y ∈ Rn :
n∑

i=1

αiyi ≥ Θ}, l−ω = {y ∈ Rn :
n∑

i=1

αiyi < Θ}

lω = {y ∈ Rn :
n∑

i=1

αiyi = Θ}



VC dimenzia reálnych perceptrónov

C ⊆ Rn je konvexná, ak pre l’ubovol’né x , y ∈ C a l’ubovol’né reálne
číslo λ, 0 ≤ λ ≤ 1, bod λx + (1− λ)y ∈ C .

Prienik l’ubovol’ných 2 konvexných množín v Rn je konvexná
množina.
Pre l’ubovol’nú množinu bodov S ⊆ Rn existuje najmenšia konvexná
množina obsahujúca S ;

conv(S) . . . konvexný obal S je prienik všetkých konvexných
množín obsahujúcich S ;



Pripomeňme Radonovu vetu:

Veta:
Nech n je kladné celé číslo, E je l’ubovol’ná množina n+2 bodov z
Rn. Potom existuje ∅ 6= S ⊆ E taká, že

conv(S) ∩ conv(E \ S) 6= ∅.

Nech x = (x1 . . . xn+2)︸ ︷︷ ︸
rozne

je l’ubovol’ná vzorka príkladov z Rn dĺžky

n+2.
Ex je množina príkladov v x . . . |Ex | = n + 2. Podl’a Radonovej vety
existuje S 6= ∅, S ⊆ Ex

conv(S) ∩ conv(Ex \ S) 6= ∅.



Predpokladajme, že existuje hω v Pn také, že S je množina
pozitívnych príkladov hω v Ex .

⇒ S ⊆ l+ω , Ex \ S ⊆ l−ω

Pretože uzavretý polpriestor l+ω a otvorený l−ω sú disjunktné a sú
konvexné v Rn ⇒ conv(S) ⊆ l+ω , conv(Ex \ S) ⊆ l−ω
conv(S) ∩ conv(E \ S) ⊆ conv(S) ∩ conv(Ex \ S) = ∅

⇒ neexistuje taká hω, a preto x nie je rozbitá priestorom Pn.
⇒ žiadna vzorka dĺžky n+2 nie je rozbitá pomocou Pn.
⇒ VCdim(Pn) ≤ n + 1.



Opačná nerovnost’:
o ∈ Rn, o = (0, 0 . . . 0), ei = (0 . . . 10 . . . 0), 1 ≤ i ≤ n.
Ukážeme, že Pn rozbíja x = (o, e1, . . . en) dĺžky n + 1 nájdením
hypotézy.
Nech S ⊆ Ex = {o, e1 . . . en}. Nech

αi =

{
1, ak ei ∈ S
−1, ak ei 6∈ S

Θ =

{
−12 , ak o ∈ S
+12 , ak o 6∈ S



Priamou verifikáciou, ak ω = (α1 . . . αnΘ) je stav Pn, potom
množina pozitívnych príkladov hω je práve S
⇒ VCdim(Pn) ≥ n + 1.

Sauerova lema: Rastová funkcia - miera počtu rôznych
klasifikácií vzorky dĺžky m na pozitívne a negatívne príklady podl’a
H, pokial’ VCdim(H) je max. hodnota m, pre ktorú platí
ΠH(m) = 2m.



Veta:
(Sauerova lema) Nech d ≥ 0 a m ≥ 1 sú celé kladné čísla, nech
H je hypotézový priestor s VCdim(H) = d . Potom

ΠH(m) ≤ 1 +
( m

1
)

+
( m

2
)

+ · · ·+
( m
d
)

︸ ︷︷ ︸
Φ(d ,m)

.

Zaved’me funkciu:

Φ(0,m) = 1 (m ≥ 1);

Φ(d , 1) = 2 (d ≥ 1)

Φ(d ,m) = Φ(d ,m − 1) + Φ(d − 1,m − 1), (d ≥ 1m ≥ 2)



Idea dôkazu: Ak VCdim(H) = d = 0, potom pre l’ubovol’ný príklad
x , je h(x) rovnaké (bud’ 0 alebo 1) pre všetky hypotézy h ∈ H.
⇒ ΠH(x) = 1 pre l’ubovol’nú vzorku x dĺžky m.

⇒ ΠH(m) = 1 = Φ(0,m) ⇒ veta platí pre d = 0.

Ak m = 1 a d ≥ 1, tak pre l’ubovol’né H máme
⇒ ΠH(1) ≤ 2 = Φ(d , 1), takže veta je pravdivá aj v tomto
prípade.



Indukciou na d + m:
I Prípad d + m = 2 je dokázaný.
I Predpokladajme, že veta platí pre d + m ≤ k, kde k ≥ 2 a

nech H je hypotézový priestor s VCdim(H) = d a x je
tréningová vzorka dĺžky m, kde d + m = k + 1. Prípady
(d ,m) = (0, k + 1) a (d ,m) = (k , 1) sú už dokázané.
Nech d ≥ 1, m ≥ 2, x obsahuje aj opakované príklady, E je
množina príkladov v x, HE = H|E je obmedzenie hypotéz H
na E .

⇒ HE je konečný a ΠH(x) = |HE |.
Potrebujeme ukázat’, že |HE | ≤ Φ(d ,m).
Ponechané na vlastnú tvorivosť



Príklad
Nech H je hypotézový priestor reálnych perceptrónov Pn. Potom
VCdim(H) = n + 1, a preto pre l’ubovol’né m > 0 platí
ΠH(m) ≤ Φ(n + 1,m).
Napríklad pre n = 2

ΠH(4) ≤ Φ(3, 4) = 1 + 4 + 6 + 4 = 15.

Skutočná analýza, ale ukáže, že ΠH(4) = 14.

Dá sa ukázať, že Φ(d ,m) je polynomiálnou funkciou v m stupňa d :

Pre všetky m ≥ d ≥ 1 platí Φ(d ,m) <
(
e·m
d

)d
.



Úlohy

1. Ukážte, že ak X = R a H je množina všetkých uzavretých
intervalov, tak ΠH(m) = 1 + m + 1

2m(m − 1).

2. Ukážte, že ak H je hypotézový priestor reálneho perceptrónu
P2, tak ΠH(4) = 14.

3. Nech H má konečnú VCdim. Pre h ∈ H definujme h

h = 1 ⇔ h(x) = 0

a nech komplement H je priestor {h : h ∈ H}. Dokážte, že
majú oba priestory rovnakú VC dimenziu.



Úlohy

4. Monočlen je monotónny, ak neobsahuje žiadne negované
literály. Dokážte, že priestor monotónnych monočlenov
definovaný na {0, 1}∗ má VC dimenziu práve n.

5. Hypotézový priestor H je lineárne usporiadaný, ak má aspoň 2
hypotézy a ak pre l’ubovol’né dve h, g ∈ H platí
bud’ h(x) = 1 ⇒ g(x) = 1
alebo g(x) = 1 ⇒ h(x) = 1
Dokážte, že ak H je lineárne usporiadaný, VCdim(H) = 1.



Úlohy

6. Popíšte expl. hypotézový priestor P1 a ukážte, že
VCdim(P1) = 2.

7. Nech Gn je množina hypotéz z Pn, pre ktoré nulový vektor o
je negatívny príklad. Predpokladajme, že vzorka
x = (x1 . . . xm) je rozbitá pomocou Gn. Prečo sa žiadne xi
nesmie rovnat’ 0? Dokážte, že vzorka (x1 . . . xm, 0) je rozbitá
pomocou Pn. Dokážte, že VCdim(Gn) = n.


