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Uvod

Dolezitym problémom v strojovom uceni, je odvodenie funkciondlnych
vztahov (priprava algoritmov na ulenie sa) medzi vstupnymi atribatovymi
premennymi a s nimi asociovanou odozvou alebo cielovymi premennymi.

Tak bude mozné predpovedat odozvu pre lubovolni mnoZinu hodnét
vstupnych atribatovych premennych.

Napriklad, chceme vytvorit ,,model”, ktory bude predpovedat prichod
geomagnetickej blrky (GB) o niekolko hodin na zéklade niekolkych
meranych parametrov.
https://www.startitup.sk/k-zemi-sa-blizi-obrovska-geomagneticka-burka-
zo-sInka-slovensku-ma-priniest-nebeske-divadlo/
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D:it ARAMEmiA

Uvod
Modelom v strojovom ueni bude vlastne vysledok programu (nastavenie
parametrov vo vybranom type modelu), ktory riesi dany problém na
zaklade dat.
Tento program ndjde funkciondlne vztahy na zdklade ddt. Taky typ
modelu vieme navrhnit, ak oakdvame urcité vztahy medzi vstupmi a
vystupmi.

V pripade GB modelom je funkcia, ktord barky predpovedd.
Na to je potrebné

» mat k dispozicii namerané (daje atribdtov, od ktorych je cielovd
premennd zavisld a poznat ich vlastnosti.

7

» predpokladat nejaky vztah medzi nimi.
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Linearne modelovanie

Najjednoduchsim prikladom uciacich sa algoritmov je linedrne
modelovanie, t. j. ucenie sa linedrnych vztahov medzi vstupnymi
atribatmi a odozvami.

V tabulke na dalSej stranke s rekordné vysledky v skoku do dialky u
muzov wikipedia: https : //sk.wikipedia.org / wiki/Skok_do_dialky .

Na obrazku su tieto vysledky zndzornené graficky v paneli A.

Rekordy tvoria rasticu funkciu. N3&3 ciel je pouZit tieto (daje na ulenie
pre model funkciondlnej zdvislosti (ak existuje) medzi rokmi rekordov a
dosiahnutymi vysledkami.
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Rekordy v skoku do dialky
Tabulka: Muzi, skok do dialky

Vykon (m) Atlét Miesto Ddtum
7,61 Sp. krélovstvo Peter O'Connor Dublin 5.8.1901
7.69 USA Edwin Gourdin Cambridge 23.7.1923
7.76 USA Robert LeGendre Pariz 7.7.1924
7.89 USA William DeHart Hubbard Chicago 13. 6. 1925
7.90 USA Edward Hamm Cambridge 7.7.1928
7.93 Haiti Sylvio Cator Pariz 9.9.1928
7,98 Japonsko Chuhei Nambu Tokio 27.10. 1931
8,13 USA Jesse Owens Ann Arbor 25. 5. 1935
8,21 USA Ralph Boston Walnut 12. 8. 1960
8,24 USA Ralph Boston Modesto 27. 5. 1961
8,28 USA Ralph Boston Moskva 16. 7. 1961
8,31 ZSSR lgor Ter-Ovanesyan Jerevan 10. 6. 1962
8,31 USA Ralph Boston Kingston 15. 8. 1964
8,34 USA Ralph Boston Los Angeles 12. 9. 1964
8,35 USA Ralph Boston Modesto 29, 5. 1965
8,35 ZSSR lgor Ter-Ovanesyan Mexiko 19. 10. 1967
8,90 USA Bob Beamon Mexiko 18. 10. 1968
8,95 USA Mike Powell Tokio 30. 8. 1991
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Rekordy v skoku do dialky

A. Skok do dialky, graf rekordov B. Skok do dialky, predpoved rekordu
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Rekordy v skoku do dialky

Uvazujeme o linearnom modeli.

Nas ciel je pouZit tieto idaje na ucenie pre model linedrnej zdvislosti
medzi rokmi rekordov a dosiahnutymi vysledkami.

Je ndm jasné, Ze rok nie je jedinym faktorom, ktory ovplyviuje rekord.
Keby sme chceli predpovedat seriézne, mali by sme brat do Gvahy aj iné

faktory, napriklad formu sttaziacich. AvSak na prvy kontakt s linedrnym
modelom ndm tieto (daje postadia.

Nakoniec by sme chceli vediet, v ktorom roku by sme mohli olakdvat
dalsi rekord.
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Definicia modelu

Zacneme definiciou nasho modelu ako funkcie, ktord mapuje nase
vstupné atribity, v tomto pripade rok rekordov v skoku do dialky na
vystupné alebo cielové hodnoty - dizku skokov.

Je mnoho funkcii, ktoré by sme mohli pouzit na toto modelovanie.

Ak oznadime x vstupny atribat (rok) a t vystupny atribat (diiku skoku),
matematicky to budeme zapisovat

t = f(x)
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Definicia modelu

Okrem vstupnych atribltov funkcia spravidla obsahuje dalSie parametre, z
ktorych niektoré si modifikovatelné (napriklad uéenim sa).

Nastavenie parametrov uciaceho sa modelu st Gstrednou témou
strojového ucenia.
Budeme pouzivat zdpis

t=1(x;3)

pre vyjadrenie toho, Ze funkcia pracuje na vstupnych atribatoch X a md
parametre 3. Je zrejmé, ze aj premennych aj parametrov moéze byt viac.
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Prvy model

N&s prvy model bude linedrny a bude mat jednu premennd a dva

parametre,
y=f(xi k,q) = kx+q,

kde k, g si konStanty a x je premennd a z geometrického hladiska tdto
funkcia predstavuje priamku.

Aby sme vedeli vybrat model, potrebujeme urcit predpoklady
charakterizujliice vztah medzi x a t.
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Prvy model

Pre prvy model (rekordy) sme stanovili, Ze vztah bude linedrny. Déta na
obrdzku v paneli A by mohli byt modelované pomocou priamky. Teda

y =f(x;k,q) = kx + q, (1)

K tomu, aby sme pre k a g vybrali najlepSie hodnoty, potrebujeme
definovat, ¢o to znamend najlepsie.

Nasim cielom bude, aby model pre vietky vstupné daje daval vystupy,
ktoré sa budil od skuto¢nych vystupnych hodnét liSit ¢o najmenej
(celkovd chyba modelu bude ¢o najmensia).
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Predpokladajme, Ze je dand tréningova vzorka (dvojice vstupnych a
vystupnych hodnét) {(x1, t1), (x2, t2), - .., (xn, tn)}-
Chyba modelu pre jednu dvojicu je

Ei(ti; f(xi k, @) = (ti — f(xii k, q))? (2)
Pre vSetky dvojice budeme pouzivat kvadratickd chybov( funkciu
L
E=w ; Ei(ti; f(xi; k, q)) (3)

Najlep$i modelom bude taky, pre ktory bude chyba (3) najmensia.
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Linedrna regresia

Matematicky to zapiSeme

N
) 1
arg mink,q ; Z Ei(ti; f(xii k,q))
i=1

¢o znamend ndjst argumenty, ktoré minimalizuji
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Q.It nlaqdemm

Linedrna regresia
Odvodeme vztahov pre vypocet k a g

Chyba pre dani tréningovi vzorku {(x1, t1), (x2, t2)

] (XN7 tN)}

N
ZE(t,,fx,,kq Zt— (kxi + q))°
i=1 i=1

N

NZ (t7 — 2ti(kxy + q) + kK>x7 + 2kgx; + q°)
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Eurépsky soctilny fond

N
Z K2x? + 2kxi(q — t;) + q* — 2t;q + t7)
i=1

(5)
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ngit:_éliqdémin Linedrna regresia

K vypocétu minima vypocitame najprv parcidlne derivdcie podla k a g

E 2k n , 2«
W—Wizzlxi +N§(Xl(q—t:)) (6)
N N
0E 2k 2

Oznaéme X priemer hodnét xq,...,x, a t priemer hodnét ty,...,t, , t. .

N N
_ 1 3 1 .
X == E Xi = — E i
N ’ N
i=1 i=1
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&nlmdemm inedrna regresia
®
I ° .
PoloZime (7) rovné 0
N
2k 2
i +29 — — ti =2kx +2q — 2t =
;x +29- ; X +2q 0
teda g =1t — kx
Oznalme x2 priemer hodnét xi,

X;, a xt priemer hodndt xiti,

NZX"

s Xntn, t.J.
Xiti
=N Z
PoloZime (6) rovné 0
N
2k 2, .
—E x; + E (xi(q t,)—2kx +2gx —2xt =0
N 4 N
i=1
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Lﬁgitﬁhﬂdémiﬂ Linedrna regresia

Dosadenim g = t — kx dostaneme
2kx2 4+ 2(f — kX)X — 2xt = 0 (8)
Upravou dostaneme vyrazy pre k a q
xt — Xt _
k=2"" G=T-kx (9)
X2 _ Y2

Vypocltom druhej derivacie sa presved¢ime, Ze ide 0 minimum.
Pre nas priklad dostdvame vysledky uvedené v nasledujiicej tabulke
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N
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Linedrna regresia

Musi, skok do dialky a

vypocitané hodnoty

Por. & Rok Skok Rok*Skok Rok*Rok
1 1901 7,61 14466,61 | 3613801
2 1923 7,69 14787,87 | 3697929
3 1924 7,76 14930,24 | 3701776
4 1925 7,89 15188,25 | 3705625
5 1928 7,90 15231,20 | 3717184
6 1928 7,93 15280,04 | 3717184
7 1931 7,98 15409,38 | 3728761
8 1935 8,13 15731,55 | 3744225
9 1960 8,21 16091,60 | 3841600
10 1961 8,24 16158,64 | 3845521
11 1961 8,28 16237,08 | 3845521
12 1962 8,31 16304,22 | 3849444
13 1964 8,31 16320,84 | 3857296
14 1964 8,34 16379,76 | 3857296
15 1965 8,35 16407,75 | 3861225
16 1967 8,35 16424,45 | 3869089
17 1968 8,90 1751520 | 3873024
18 1991 8,95 17819,45 | 3964081

[(a/n) SN 19477 | 81739 [ 15927.40 [ 3793921
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"Ositﬁliﬂﬂémiﬁ Linedrna regresia

Hodnoty pre k, g a E si
k =0.0143; g = —-19.7139; E =0.0193

V paneli B na predchadzajicom obrazku sa nachddza vypocitana
priamka aj nakreslend a vidime, aky trend mali rekordy v skoku do
dialky.
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Lol et Linedrna regresia
D»]tnlaqdemm inearna regresi
Predikcia rekordu

Trendov( priamku mdzeme pouzit na predikciu, aky rekord by sme
mohli oakdvat v niektorom z nasledujdcich rokov.

Ocakévany rekord
v roku 2018 je y = 0.0143 % 2018 — 19.7139 = 9,14 m.
a v roku 2023 je y = 0.0143 % 2023 — 19.7139 = 9,21 m.

Treba tu poznamenat, ze tieto predikcie st len orientacné. Toto sa
prejavuje aj v predchddzajici rokoch.

Ak pride dalsi rekord priamku bude treba modifikovat.
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Polynomidlne modely
Kvadraticky model

y =f(x;wW) =wp + wix + wax?, (10)

Model je stdle linedrny v parametroch, ale kvadraticky v ddtach.

Polynomidlny model VSeobecnejsi model je linedrny v parametroch,
polynomialny v ddtach

K
(X' W) - Wix, xo = 4 ( )
k=0
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Polynomidlne modely

Ak by sme vytvorili vektory a maticu

0 1 2 K
X% X11 X12 X1K
Xy X5 X X2
X = .
0 1 2
XN XN Xn
Xwl =1, XTXw™ =XTt,
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0 5 10 15 20 25 30
OH - poradie

Obr.: Rekordy v behu muzov, 100m, na OH. Modelovanie pomocou
roéznych funkcii.
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Polynomidlne modely

Matica dat ma tvar

0 1 2 K
0 1 2 K
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mﬂw AkRAdEmIRA

Polynomidlne modely so zavedenifunkcii

Nie je nutné pouzivat len polynomidlne funkcie, je mozné pouzit K
inych funkcii, hx(x). Matica ddt ma potom tvar

h1(X1) h2(X1) h3(X1) hK(Xl)
h(x2) h(x) h(x) ... hg(x)

X =
h1 (XN) h2(XN) h3(XN) Ce hK(XN)
K
f(x;w) = Zwk  hi(x); (12)
k=0
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L»:itﬁliﬂdémiﬂ Uvahy o modeloch

Generalizacia a prefitovanie

Nasim origindlnym cielom je hladanie modelu, ktory bude robit najlepsie
(presnejsie) predikcie. Takym modelom bude ten, ktory bude
generalizovat (zovSeobeciiovat) a ddvat dobré vysledky aj okrem
trénovacich dat.

To znamend model by mal minimalizovat chybu aj na ddtach, na ktorych
nebol trénovany.

Ak navrhneme modely, ktoré st zloZitejSie, tieto modely sa m6zu dostat
blizsie k tréningovym datam. Budd fitovat s menSou chybou, ale ich
predikcia sa rapidne zhor$i. Si prefitované (over-fittinfg).
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LeR ] Ermi Uvah deloch
D»]tnlaqdemm vahy o modeloc

Bias — variance tradeoff

Hladanie optimalneho modelu, ktory je schopny generalizovat bez
prefitovania, je velmi tazkd Gloha. Tento vztah sa nazyva
bias-variance tradeoff.
> Predpokladajme, Ze pozndame pravdepodobnostné rozdelenie
dat, p(x, t), z ktorych trénovacia vzorka bola vybrana.
» Pouzitim tohto rozdelenia by sme teoreticky mohli vypoditat
oCakdvan( hodnotu kvadratickej odchylky medzi odhadnutymi
hodnotami parametrov a sprdvnymi hodnotami.

» Chceme, aby tato hodnota, oznadend M, bola & najmensia.

@ ey b
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LeR ] Ermi Uvah deloch
D»]tnlaqdemm vahy o modeloc

Bias- - variance tradeoff
» Hodnota M mbze byt dekomponovans do dvoch termov
nazvanych bias, B, a variancia, V),

M=B>+V.

P Bias predstavuje rozsah, v akom sa priemernd predikcia v
rdmci vSetkych siborov dajov liSi od poZzadovanej regresne]
funkcie.

» Variancia meria rozsah, v akom sa riesenia pre jednotlivé
stibory Gdajov lidia od ich priemeru, a teda meria rozsah, v
akom je funkcia dana datasetom citlivd na konkrétny vyber
stiboru dajov.
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LR e Uvah deloch
D»]tnlandemm vahy o modeloc
Bias-variancia tradeoff

> Model, ktory je prilis jednoduchy, bude mat velky bias
(podtrénovanie — under-fitting).

» Je mozné znizit bias tym, Ze pouzijeme zlozitejSi model.

v

Zlozitejsi model bude mat ale vyssiu varianciu

» Teda hladanie spravneho vyvéZenia medzi generalizéciou a
prefitovanim/podfitovanim (over/under-fitting) znamena aj
hladanie spravneho vyvdzenia medzi biasom a varianciou.

EURGPSKA UNIA OPERACNY PROGRAM g
Eurpsky socidlny fond ©®9® |UDSKE ZDROJE 3

Eurdpsky fond regionalneho rozvoja

www.minedu.sk www.employment.gov.sk/sk/esf/ www.itakademia.sk



Lp;itﬂhqdémig Uvahy o modeloch

Validacia modelu

Jeden spbsob, ako sa vyhnit tomuto problému, je pouzitie druhého
datasetu, ktory sa nazyva tiez validaény (potvrdzujaci). Je tak
nazvany preto, lebo sa pouziva na potvrdenie prediktivnej
schopnosti modelu.

Valida¢né data mozno pripravit separovane alebo vyberom z
tréningovej vzorky.
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Uvahy o modeloch
o
Priklad:

o Traning
o Validation
Lineer
——dthorder

——sth order

E
Obr.: Rekordy v behu muzov, 100m, OH. Modelovanie pomocou réznych
ki oo OPERACNYPROGRAM — guemsme /5y -
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'—ogit akadémin Uvahy o modeloch

Validacia — priklad, beh muzov, OH

Model order: 1, Validation loss: 0.101298
Model order: 2, Validation loss: 0.167631
Model order: 3, Validation loss: 1.06188
Model order: 4, Validation loss: 4.45706
Model order: 5, Validation loss: 5.5142
Model order: 8, Validation loss: 6023.29

gy urd
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|_°git T Uvahy o modeloch

Krizova validacia

Je to technika, ktord nam umoznuje efektivnejSie vyuZitie danych dat.
K-zlozkova validacia rozdeli ddta do K rovnakych podmnozin. Kazda
podmnozina sa stane raz valida¢nou mnozinou.

Spriemernenie K chybovych hodnét ddva vysledni chybovii hodnotu.

Specialny pripad, K=N: Leave One Out Cross Validation - LOOCV

N
1
LY =5 (ta =W %)
n=1

kde W_,, je odhad parametrov bez n-tého prikladu.

@ vrb
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“®p 1L Akademia Uvahy o modeloch

Regularizacia

Uvazujme trividlny model
f(x;w) =w'X, kde w = [0,0,...0]".
Model predikuje vzdy 0, ale je to najjednoduchsi model.

Ak sa zmeni niektord hodnota vo w, model bude zlozitejsi. Uvazujme

O w) = wo 4+ wix + wax? 4+ wsx® + wyx* + wex®

Ak wg # 0 a ostatné parametre budi 0, model bude predpovedat
konstantu wy.

) urrb
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|_°git T Uvahy o modeloch

Regularizacia

O w) = wo 4+ wix + wax? 4+ wsx® + wyx* + wex®
Pridanim dalSich parametrov bude model zloZitejsi. Mohli by sme
uvazovat stcet absolutnych hodndt parametrov.

Cim je sadet vy$Si a md viac parametrov, tym je model zloZitejsi ...
Budeme predpokladat, ze vyssia hodnota st¢tov absolutnych hodndt véh

znamen3 zlozitej$i model (nechceme kladné hodnoty kompenzovat
zapornymi).
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'—ogit akadémin Uvahy o modeloch

Regularizacia
fx;w) =w + wix + wox? + wax® 4+ wax* + wex®

Od absolutnych hodndt prejdeme ku kvadratickym hodnotam
S w2 = ww’
i

Ak nechceme mat model prilis zlozity, mad zmysel mat tito
hodnotu mald.
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ngit T Uvahy o modeloch

Regularizacia

Budeme minimalizovat regularizovan chybu, ktord je si¢tom
predchddzajicej chyby a vyrazu penalizujldceho zlozitost modelu

L =L+ ww’

Parameter A riadi vztah (trade-off) medzi penaliziciou zle
fitovanych dat (£) a penalizdciou zloZitosti modelov.Plati

1
L= N(t — Xw)(t — Xw) "
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Uvahy o modeloch
Regulanzacua

Parcidlne derivicie £’ podla w ndm dajd

oL’ 2;
ow - N

XTt 42X
NoET e
Ak polozime vyraz rovny 0, dostaneme

2 2
NxTxW -

Nth +22w =0

(XTX + NAw = XTt
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'—ogit akadémin Uvahy o modeloch

Regularizacia

Dostdavame regularizovanid hodnotu chyby najmensich Stvorcov

W= (XXT + NAI)"IXTt (13)

Ak X sa rovnd 0, dostaneme origindlne nastavenie parametrov.
Inak si parametre upravené.

a
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N
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Uvahy o modeloch

".}*&Ia.ndémin
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- A=0 A= 1le — 06
Regularizacia o o
g, g, /\/
= = LT
-6
0 05 1 0 0.5 1
xT T
A=0.01 A=01
0 L] 0 Ll
2|
Sl S e S 4fe S .
0 05 1 0 0.5 1

Obr.: Désledky meniaceho sa parametra A pre polyndm 5. stupna.
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|_°git T Uvahy o modeloch

Ulohy:
1. Na predchddzajicich datach (100 m muzi) vyskasajme
pouzitie parametricky linedrneho modelu s funkciami:

—a

7o)

hi(x) = 1; hy(x) = x; hs(x) = sin(>

Zvolte rbzne a a b.
2. Analyzujte skoky do dialky u Zien.

3. Ak je dany linedrny model pre n merani, ako ho upravit na
n+ 1 merani?
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