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Úvod

Umelá inteligencia (AI) vyvíja a stáva sa so�stikovanej¹ou,

jej rôzne aplikácie a prípady pou¾itia sú èoraz zreteµnej¹ie.

Existuje ¹es» rôznych podskupín AI, ktoré sa oplatí sledova»:

▶ Strojové uèenie (Machine learning)

▶ Hlboké uèenie (Deep learning)

▶ Robotika (Robotics)

▶ Neurónové siete (Neural networks)

▶ Spracovanie prirodzeného jazyka (NLP)

▶ Genetické algoritmy (Genetic algorithms)
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Úvod

Strojové uèenie { poèítaèové programy, ktoré automaticky rozpoznávajú
zlo¾ité vzory a robia rozhodnutia na základe dát, adaptujú svoje postupy
na základe dát.

Dva pohµady na strojové uèenie:

1. Pou¾ívateµský - hotové naprogramované procedúry a funkcie
(kni¾nice); potrebné rozumie», kedy ktorú procedúru (metódu)
pou¾i»

2. Kon¹truktérsky - tvorba metód a algoritmov, na základe ktorých
sú procedúry a funkcie vytvárané; vy¾aduje dôsledný teoretický
prístup, de�níciu pojmov
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Pou¾ívateµský prístup - 10 TOP algoritmov v roku 2023, Podµa:

United States Data Science Institute
1. Lineárna regresia

2. Logistická regresia

3. Testovanie hypotéz

4. Klastrovanie

5. ANOVA

6. Rozhodovacie stromy

7. KNN klasi�kaèný algoritmus

8. Naivný Bayesov algoritmus

9. Neurónové siete

10. Spoloèná analýza
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Dve ¹koly myslenia

▶ deduktívne uva¾ovanie a

▶ induktívne uèenie

Rozdiely súvisia s tým, ako sa zaobchádza s hypotézami spojenými

so závermi.

Hypotéza: predbe¾né vysvetlenie pozorovania, javu alebo

vedeckého problému, ktoré mo¾no otestova» ïal¹ím skúmaním.



6/35

Dve ¹koly myslenia

1. dedukcia versus indukcia
▶ dedukcia - systematický posun od v¹eobecného ku

¹peci�ckému; deduktívny prístup v¾dy poskytuje matematicky
presné závery

▶ indukcia - opaène; induktívny prístup je formou \chybovej"
logiky zalo¾enej na zov¹eobecòovaní konkrétnych skúseností

2. uva¾ovanie (odvodenie) versus uèenie
▶ metódy uva¾ovania, v ktorých je prepojený re»azec tvrdení
▶ metódy uèenia sa sna¾ia pou¾i» ¹tatistické inferencie na

mnohých príkladoch, aby bolo mo¾né vyvodi» závery
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Dve ¹koly myslenia, Argawall, 2021
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Typy strojového uèenia

Je mnoho typov aktivít oznaèovaných ako "uèenie sa".

4 typy strojového uèenia:

▶ pod dohµadom (supervised)

▶ èiastoène pod dohµadom (semi-supervised)

▶ bez dozoru (unsupervised)

▶ posilòovacie uèenie (reinforcement learning)
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Uèenie

V tomto predmete budeme najprv ¹tudovat' matematický model takého
procesu, ktorý pracuje na základe známych údajov.

Tento model sa zdá byt' pou¾itelný, preto¾e zachytáva a upresòuje základ
urèitých aktivít, ktoré boli popísané predtým pomocou nepresných
výrazov, a zároveò umo¾òuje vytvorit' netriviálne matematické tvrdenia,
ktoré mô¾u byt' dokázané.
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Ciele, ktoré budeme sledova»

1. Poskytnú» rigorózny úvod k hlavným konceptom patriacim ku
strojovému uèeniu:

Èo je uèenie? Ako sa mô¾e stroj uèi»? Ako urèujeme zdroje potrebné
na nauèenie nejakého konceptu? Mô¾eme dopredu vedie», èi uèiaci
proces bude úspe¹ný? Ako vyhodnoti» kvalitu uèenia? Je uèenie
v¾dy mo¾né?

2. Prezentova» niektoré kµúèové algoritmy strojového uèenia. Vybrali
sme niektoré úspe¹ne pou¾ívané algoritmy v praxi, ale uvedieme tie¾
spektrum rôznych uèiacich techník.
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Motivaèný príklad

Obr.: Spracovanie príkladov reálneho sveta pomocou natrénovaného stroja
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Koncepty

Pojem koncept mô¾e byt' popísaný pomocou mno¾iny príkladov.
Nech je Σ - abeceda na popis príkladov.
Napríklad, Σ = {0, 1}, Σ = R.

Mno¾ina Σn predstavuje mno¾inu v¹etkých slov v abecede då¾ky n a mno¾ina
Σ∗ predstavuje mno¾inu v¹etkých slov v abecede Σ .

De�nícia:

Nech X ⊆ Σ∗. Koncept v abecede Σ je funkcia c, c : X → {0, 1}. Mno¾ina X
sa nazýva priestor príkladov. Prvok x , x ∈ X sa nazýva príklad. Ak pre x ∈ X
platí c(x) = 1, tak x je pozitívny príklad, ak platí c(x) = 0, tak x je

negatívny príklad.
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Koncepty

Zjednotenie mno¾iny kladných a záporných príkladov je de�nièný obor funkcie
c. Teda za predpokladu, ¾e de�nièný obor je známy, c urèuje a je urèované
mno¾inou svojich pozitívnych príkladov.

Príklady:

▶ Koncept parita
Σ = {0, 1}, p : Σ∗ → {0, 1}, x = x1 . . . xn :

p(x) =

{
1 ak v x je párny poèet jednièiek
0 ak v x je nepárny poèet jednièiek

1011101 záporný príklad, 1000001 kladný príklad,
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Koncepty

▶ Koncept palindróm
Σ = {0, 1}, p : Σ∗ → {0, 1}, x = x1 . . . xn :

p(x) =

{
1 ak xi = xn−i+1 i = 1, 2, . . . , ⌊ n

2
⌋

0 inak

▶ Koncept n-rozmerná jednotková guµa
Σ = R, u : Σn → {0, 1}, x = x1 . . . xn :

u(x) =

{
1 ak x1

2 + x2
2 + . . .+ xn

2 ≤ 1
0 inak
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Mno¾iny konceptov

1. Mno¾ina konceptov odvodených z reálneho sveta,

ktorá je predkladaná na rozpoznanie (uèenie). Táto mno¾ina mô¾e
obsahovat' koncepty ako "písmeno A", "písmeno B", . . . , z ktorých
ka¾dý mô¾e byt' zakódovaný.

Ka¾dý koncept má svoje mno¾iny kladných a záporných príkladov.

Ked' je mno¾ina konceptov urèovaná týmto spôsobom, budeme pre
òu pou¾ívat' výraz konceptový priestor.
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Mno¾iny hypotéz

2. Mno¾ina hypotéz povolených pre daný koncept v rámci uèenia.

Na predchádzajúcom obrázku je to mno¾ina výstupov, ktorú stroj M
je schopný urèit'. Napríklad, stroj M sa mô¾e preradit' do jedného
alebo do druhého stavu a v danom stave bude klasi�kovat' niektoré
vstupy ako kladné (výstup 1) a zvy¹ok ako záporné (výstup 0). Jeho
výstupmi je urèená hypotéza.

Teda stroj M dáva výstup, ktorý mô¾eme chápat' ako hypotézu pre
danú mno¾inu príkladov.

Mno¾ina v¹etkých hypotéz, ktoré stroj M urèuje, bude nazývaná
hypotézový priestor.



17/35

Uèiaci proces

Cieµom uèiaceho procesu je nájst' hypotézu, ktorá v urèitom zmysle
zodpovedá konceptu z konceptového priestoru vzhl'adom na vy¹¹ie
uvedené úvahy. Detaily, kedy a ako toto mô¾e byt' urobené sú ústredným
cieµom tejto predná¹ky.

Máme teda 2 mno¾iny (východiskové a urèené strojom M):

▶ C - konceptový priestor,

▶ H - hypotezový priestor,

a problémom je ku ka¾dému c , c ∈ C , nájst' nejaké h, h ∈ H, ktoré je
dobrou aproximáciou pre c .
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V reálnych situáciách sú koncepty tvorené na základe urèitých informácií,
ktoré nepriná¹ajú explicitnú de�níciu c . My budeme predpokladat', ¾e táto
informácia je daná postupnost'ou kladných a záporných príkladov z X .

V praxi obyèajne nemáme dostatok zdrojov na to, aby sme mohli
vybudovat' vel'mi vel'ký stroj pre nájdenie c , nemáme dostatok èasu na to,
aby bol vytvorený a spustený program, ktorý by urèil, ¾e h = c , alebo ¾e
h je tak blízko c , ako si prajeme.

V praxi sú kladené obmedzenia na zdroje a my budeme preto hµadat'
hypotézu h, ktorá "pravdepodobne" reprezentuje c (aproximuje c) v
nejakom de�novanom zmysle.
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Nech X ⊆ Σ∗ je príkladový priestor.
Σ = {0, 1} alebo Σ = R.

Vzorka då¾ky m je postupnost' m príkladov, t. j. je to m−tica
x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Xm, kde xi sú príklady.

Postupnost' mô¾e obsahovat' rovnaké príklady viackrát. Niekedy budeme
predpokladat', ¾e sú rôzne bez ujmy na v¹eobecnosti.
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Tréningová vzorka s je mno¾ina príkladov (X × {0, 1})m, t. j.
s = ((x1, b1), (x2, b2), . . . , (xm, bm)).
Hodnota bi vyjadruje, èi príklad je kladný alebo záporný.

Budeme predpokladat', ¾e vo vzorke nie sú ¾iadne sporné príklady, t.j. ak

xi = xj ⇒ bi = bj .

Teda existuje funkcia s, de�novaná ako s(xi ) = bi (1 ≤ i ≤ m).
Budeme hovorit', ¾e s je tréningová vzorka pre cieµový koncept t, ak platí
bi = t(xi ), pre 1 ≤ i ≤ m.
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Príklady

Tréningová vzorka pre koncept "palindróm" je
((0010, 0), (1001001001, 1), (111, 1), (010101, 0), (111101, 0))

Cieµový koncept t: x = (x1 . . . xn) :

t(x) =

{
1, ak x i = xn−i+1 pre 1 ≤ i ≤ n
0, inak
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Uèiaci proces

Uva¾ujme teraz o povahe uèiaceho procesu, ktorý tu chceme ¹tudovat'. Majme
daný konceptový priestor C a hypotézový priestor H v abecede Σ.

De�nícia:

Uèiaci algoritmus pre (C ,H), niekedy nazývaný (C ,H)-uèiaci algoritmus, je

procedúra, ktorá akceptuje tréningové vzorky pre koncepty v C a výstupy

zodpovedajú hypotézam v H.

Aby táto procedúra mohla byt' pova¾ovaná za algoritmus, musí byt' efektívna.
Ak ignorujeme problém efektívnosti, tak (C ,H)-uèiaci algoritmus je funkcia L,
ktorá priradí l'ubovol'nej tréningovej vzorke s pre cieµový koncept t ∈ C funkciu
h ∈ H. Pí¹eme h = L(s) alebo h = L(s, t), ak chceme zdôrazni» t .
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Uèiaci proces

Predpokladáme, ¾e L(s) je de�novaná na celom príkladovom priestore X ,
prièom s je koneèná podmno¾ina Es ⊆ C , lebo zahàòa len príklady vzorky
(x1, ...., xm). Teda uèenie sa koná na podmno¾ine X.

Hypotéza h ∈ H je konzistentná s tréningovou vzorkou s alebo súhlasí s s, ak
h(xi ) = bi , pre 1 ≤ i ≤ m.

Ak hypotéza L(s) je konzistentná s ka¾dou tréningovou vzorkou s platí,
hovoríme ¾e uèiaci algoritmus L je konzistentný. V tomto prípade je funkcia
L(s) ako roz¹irujúca funkcia pre s, tzn. je de�novaná na celom príkladovom
priestore X .
Vo v¹eobecnosti nemusí plati», ¾e hypotéza L(s) je konzistentná s ka¾dou
tréningovou vzorkou s.
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Uèiaci proces

Vo v¹eobecnosti neplatí, ¾e ka¾dé roz¹írenie tréningovej vzorky bude vhodným
zov¹eobecnením, preto¾e ciel'ový koncept je len parciálne de�novaný príkladmi
vzorky.
A tie¾ tréningová vzorka mô¾e byt' nereprezentatívna, alebo zavádzajúca.

Príklad: Ak vhodne zakódujeme v¹etky zvieratá a ciel'ový koncept je "maèka",
tak sa mô¾e stat', ¾e tréningová vzorka pozostáva z bezchvostových maèiek.

V praxi musíme predpokladat', ¾e nereprezentatívne vzorky sú nepravdepodobné
a ¾e väè¹ina vzoriek je dostatoène reprezentatívna, tak¾e roz¹írenia funkcií sú
vyhovujúce.
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Príklad

Uva¾ujme koncept "kreslo". Kreslo je mo¾né popísat' pomocou zakodóvaných
príkladov

( 4 rohy, chvost, sedací priestor, farba, ¾ije) bi
(1 0 1 0 0), 1
(1 0 1 1 0), 1
(1 0 0 1 1), 0

Hypotézový priestor by mohol by» - mno¾ina v¹etkých Booleovských funkcií.
Konceptový priestor by mohol by» - mno¾ina polo¾iek nábytku (zakoódovaná).

Uèiaci proces spoèíva v hµadaní takej Booleovskej funkcie, ktorá dáva správne
odpovede pre v¹etky príklady.

Napríklad: 4rohy ∧ ¬chvost ∧ sedacipriestor ∧ ¬zije
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Úloha:

Je daná tréningová vzorka:

(1 1 1 0 0 0 1, 1)

(1 0 1 1 0 1 1, 1)

(1 1 0 1 0 0 0, 0)

(1 1 1 0 1 1 0, 1)

(1 1 1 1 1 1 1, 1)

(1 1 1 1 0 0 1, 0)

Nájdite uèiaci algoritmus, ktorý bude hµada» hypotézu v tvare

Booleovskej funkcie.

Algoritmus musí fungova» na µubovoµnej tréningovej vzorke.
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Uèenie monoèlenných funkcií

Booleovské funkcie, Valiant 1984

Monoèlen je konjunkcia literálov (premenných alebo ich negácií).
Zaèíname bez informácií, t.j. predpokladáme výskyt v¹etkých 2n literálov
v cieµovej hypotéze

hU : u1ū1u2ū2 . . . unūn, U = {u1, ū1, u2, ū2, . . . , un, ūn}

Ka¾dý pozitívny príklad y = y1 . . . yn umo¾òuje odstránenie tých literálov
uj , pre ktoré yj = 0 a tie literály ūj , pre ktoré yj = 1. Predpokladajme, ¾e
s je tréningová vzorka

s = ((x1, b1), . . . (xm, bm)), xi = ((xi )1(xi )2 . . . (xi )n), 1 ≤ i ≤ m

hU . . . monoèlenná funkcia obsahujúca literály v mno¾ine U.
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Uèenie monoèlenných funkcií

Algoritmus:

begin
set U = {u1, ū1, . . . , un, ūn};
for i:=1 to m do

if bı=1 then
for j:=1 to n do

if (xı)j = 1 then delete ūj from U

else delete uj from U;
L(s) = hU ;
end;

Tento algoritmus sa nazýva ¹tandardný uèiaci algoritmus pre monoèleny.
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Uèenie monoèlenných funkcií

Redukovaná tréningová vzorka vznikne z pôvodnej tréningovej

vzorky vynechaním tých polo¾iek v tréningových príkladoch, ktoré

neovplyvnia hodnotu hU , t.j. im odpovedajúce premenné (ani ich

negácie) sa v hU nevyskytujú.

Veta:

©tandardný uèiaci algoritmus pre monoèleny je konzistentný s
redukovanou tréningovou vzorkou, ak je bezosporná.
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Uèenie monoèlenných funkcií

Dôkaz: To znamená, ¾e výsledná neprázdna formula je konzistentná s
redukovanou tréningovou vzorkou.
V ka¾dom kroku algoritmu je odstránených niekol'ko (mo¾no ¾iadny)
literálov. Literály, ktoré sú vo výslednej hypotéze hU , neboli odstránené.

¥ubovol'ný negatívny príklad pre hU je spôsobený niektorým literálom v
hU , ktorý nebol odstránený. Teda v¹etky negatívne príklady pre hU (a tie¾
tie vo vzorke) sú korektne klasi�kované pomocou L(s).

Ak hU(x) = 1 a V ⊂ U, tak hV (x) = 1. Po ka¾dej prezentácii kladného
príkladu x , mazacia procedúra zaruèí, ¾e hU(x) = 1 a teda klasi�kácia x
je korektná.
Teda koncová hypotéza L(s) korektne klasi�kuje v¹etky pozitívne príklady.
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Uèenie disjunkcií

Uèenie disjunkcií malých monoèlenov, Valiant, 1984

Konjunktívna a disjunktívna normálna forma - KNF a DNF
Disjunktívna normálna forma (DNF)

µ1 ∨ µ2 ∨ · · · ∨ µn

kde µi je monoèlen, 1 ≤ i ≤ n.
Konjuktívna normálna forma (KNF)

γ1 ∧ γ2 ∧ · · · ∧ γn

kde γi je, 1 ≤ i ≤ n je klauzula, t.j. disjunkcia literálov.
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Uèenie disjunkcií

Oznaèenie:

▶ Mn-mno¾ina monoèlenov nad {0, 1}n,
▶ Mn,k -mno¾ina monoèlenov nad {0, 1}n, z ktorých ka¾dý má

najviac k literálov,

▶ Dn,k -mno¾ina disjunkcií èlenov z mno¾iny Mn,k .
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Uèenie disjunkcií

Algoritmus

begin
h:=disjunkcia v¹etkých monoèlenov dl¾ky najviac k ;
for i:=1 to m do

if (bi = 0) ∧ (h(xi ) = 1) then
vymazat' monoèleny µ, pre ktoré µ(xi ) = 1;

L(s) := h;
end;

Toto uèenie má zjednodu¹ené predpoklady, a síce ¾e konceptový priestor
je ten istý ako hypotézový. V skutoènosti sme uva¾ovali o tom, ¾e ciel'ové
koncepty majú nejaký popis pomocou formúl. Hoci tento predpoklad sa
mô¾e zdat' re¹triktívny, je prirodzený z matematického hµadiska.
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Uèenie disjunkcií

Príklad:

Pracujeme s D3,2

Mno¾ina relevantných monoèlenov je:

u1, u2, u3, u1, u2, u3, u1u2, u1u3, u2u3, u1u2, u1u3,

u2u3, u1u2, u1u3, u2u3, u1u2, u1u3, u2u3

Máme 5 kladných príkladov a 3 negatívne: 101, 111 a 100.
Cieµový koncept je ⟨u1 ∨ u2u3⟩

Aplikovaním algoritmu dostaneme hypotézu

h = ⟨u1 ∨ u1u2 ∨ u1u3 ∨ u2u3 ∨ u1u2 ∨ u1u3⟩

Po úpravách: h = ⟨u1 ∨ u2u3⟩, teda algoritmus dal iné vyjadrenie funkcie.
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Uèenie disjunkcií

Úlohy:1. Aký je poèet kladných príkladov konceptu "palindróm", ked' príkladový
priestor je {0, 1}n ?

2. Nech w je nasledujúci koncept: {0, 1}n, x ∈ {0, 1}n, x = x1 . . . xn :

w(x) =

{
1 ak x obsahuje najviac 2 jednièky
0 inak

Uká¾te, ¾e poèet kladných príkladov v tomto koncepte je kvadratickou
funkciou n.

3. Napí¹te postupnost' hypotéz generovaných algoritmom uèenia
monoèlenov, ked' na vstupe je prezentovaná tréningová vzorka
(11100101, 1), (00100011, 0), (11001001, 1). Ak ciel'ový koncept je
⟨u2u4u8⟩, doplòte príklady do vzorky, ktoré sú pre to nutné.

4. Doká¾te, ¾e poèet funkcií f : {0, 1}n → {0, 1} je 22
n

.
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